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INLEIDING.

§ 1. Vele optische middenstoffen hebben de eigenschap,
het polarisatievlak van er door vallend lineair gepolariseerd
licht te draaien. Dergelijke media noemt men „optisch actief”,
het verschijnsel „natuurlijke draaiing van het polarisatievlak”.

Hoewel reeds Drude in 189626) een poging deed, dit ver­
schijnsel onder te brengen bij de algemene electronentheorie
der optische media, is dit eerst in 1915 aan Born 24) 27) en aan
Oseen 30), onafhankelijk van elkaar, gelukt. Wel leidde Drude
aan de hand van zijn model van een optisch actief molecuul
reeds een belangrijke formule af voor de rotatiedispersie
(draaiing als functie van de golflengte); maar ten eerste is zijn
model gekunsteld; in de tweede plaats heeft Kuhn 53) in 1933
aangetoond, dat Drude’s model in het geheel niet to t optische
activiteit aanleiding geeft.

Born en Oseen daarentegen lieten zien, dat het niet nodig
is, aan de electronentheorie der optische media nieuwe ge­
kunstelde hypothesen toe te voegen. Zij bewezen, dat uit de
algemene grondslagen dezer theorie: de moleculen van een
optisch medium bevatten electrische resonatoren, die onder
invloed van het electromagnetisch veld der lichtgolf in trilling
geraken, — een verklaring der optische activiteit voortvloeit,
mits m en:

l e rekening houdt met een asymmetrische rangschikking der
resonatoren (het is reeds lang bekend, dat optische activiteit
steeds samen gaat met een zekere asymmetrische bouw der
materie uit de elementaire bouwstenen); 2e de afstanden der
verschillende resonatoren in eenzelfde molecuul (bij gassen,
vloeistoffen, amorphe vaste stoffen) of de roosterconstante (bij
kristallen) niet langer verwaarloost ten opzichte van de golf­
lengte van het licht (zoals dit gebeurt bij de theorie der



4

breking en dispersie); 3e voldoende aandacht besteed t aan de
koppelingskrachten tussen naburige resonatoren.

Wij zullen ons in d it proefschrift slechts bezighouden met
de optische activiteit van isotrope media (gassen, vloeistoffen,
glasachtige stoffen). S edert genoem de auteurs hun fundam en­
tele beschouw ingen publiceerden, zijn verschillende artikelen
verschenen, die de theorie van dit onderw erp behandelen
(zie de litteratuuropgaven  26) t/m  68); voor vloeibare kristallen
zie 28); voor kristallen zie bijv. 17) § 84 en 62) Chap. XXVIII).
O p een enkele u itzondering na 34) zijn daarbij dè principes in
hoofdzaak dezelfden als bij Born en bij O se e n ; zij verschillen
onderling voornamelijk in de specialisering der ten grondslag
gelegde m olecuulmodellen, alsm ede in de aa rd  der bindings-
en koppelingskrachten van de resonatoren. D oor Rosenfeld
w erd de theorie met quantum m echanische beschouw ingen aa n ­
gevuld 47) 48), door Kooy 63) en Kirkwood 66) w erden deze
toegepast op bijzondere molecuulmodellen. De quantum m echa­
nische theorie van Condon c.s. 64) 65) neem t in zoverre een
bijzondere plaats in, dat zij h aar aandacht slechts vestigt op
één electron van het optisch actieve molecuul, in plaats van
te  letten op de koppeling van m eerdere electronen („One-
electron ro ta to ry  pow er”).

Men m ag zeggen, d a t door de bestaande litteratuur de aard
van h e t verschijnsel is opgehelderd, en dat verschillende expe­
rimentele bijzonderheden (zoals ro ta tied ispersie ; verband tussen
draaiing en absorptie) afdoende verklaard zijn. Echter is men
nog ver verw ijderd van het ideaal, voor enige stof, op g rond
van de te r  beschikking staande gegevens om trent zijn molecuul-
bouw, de optische activiteit quan tita tief te  kunnen berekenen.
Deze onbevredigende situatie vindt zijn oorzaak in onvoldoende
kennis van de fijnere bijzonderheden der m olecuulstructuur,
die juist in de draaiing van het polarisatievlak to t uiting komen.
Dit teko rt aan kennis doet zich gevoelen zowel bij de theorie
van isotrope stoffen als bij die van kristallen. De hier be­
schouw de moeilijkheid kunnen wij zo u itdrukken, da t een aantal
der voor quantitatieve berekening nodige praemissen ontbreekt.

Bij de behandeling van isotrope stoffen treed t nog een andere
moeilijkheid op, die to t uiting komt bij de doorvoering van de
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theorie. In deze m edia zijn n.1. de moleculen volgens het toeval
over de ruim te verdeeld, zodat de nauw keurige ligging van
een molecuul ten  opzichte van het veld van de invallende
lichtgolf onbekend is. D ientengevolge bevat de theorie voor
deze stoffen verschillende punten, die noodzakelijk opgehelderd
moeten w orden, wil men tenslotte  orde scheppen in de chaos,
die het om trent de optische activiteit verzamelde feitenm ateriaal
voorlopig vorm t.

Laatstgenoem de moeilijkheid is oorzaak geweest, d a t ver­
schillende auteurs voor een zelfde optisch actief medium u it­
eenlopende uitdrukkingen voor de ro tatie  hebben afgeleid.
Zeer duidelijk zal dit blijken, als wij een ogenblik onze aan­
dacht wijden aan oplossingen van een optisch actieve stof in
niet actieve oplosm iddelen. Dergelijke oplossingen zijn onder­
w erp geweest van talloze experimentele onderzoekingen. Deze
hebben ons geleerd, da t wijziging van het oplosm iddel een —
dikwijls zeer g ro te  — invloed heeft op de ro ta tie  ( 62) blz. 349 f.f.).
De theorie onderscheidt een specifieke en een niet specifieke
invloed van het oplosm iddel 56). De eerste  w ord t verklaard
door de wijzigingen, die de optisch actieve moleculen onder
invloed van de niet actieve ondergaan  (vorming van chemische
verbindingen, associatie, invloed van de perm anente electrische
dipolen der oplosmiddelmoleculen), en hang t in het algemeen
zowel van de actieve als van de niet actieve moleculen af. Hij
is slechts te  behandelen onder invoering van hypothesen om ­
tren t de aard  dezer specifieke wisselwerking en is voor quan-
titatieve theoretische behandeling nog  weinig toegankelijk.'

Met de niet specifieke invloed van het oplosm iddel — spe­
ciaal op deze willen wij hier de aandacht vestigen — is het
anders gesteld. Deze blijft bestaan, indien de specifieke ont­
breekt. Is dit het geval, dan kan men theoretisch afleiden, da t
de uitdrukking voor de ro ta tie  per cm van de oplossing uit
drie factoren b e s taa t: le  De concentratie  der optisch actieve
sto f; 2e een universele functie f ( n )  van de brekingsindex van
het medium als geheel, voor licht van de gebruikte golflengte
(n is het gem iddelde van de brekingsindices voor links- en
rechtscirculair gepolariseerd licht); 3e een uitdrukking, die
afhang t van de structuur der optisch actieve moleculen, en
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die zowel impliciet als expliciet de golflengte van het licht
bevat.

De niet specifieke invloed van het oplosmiddel bestaa t nu
hierin, d a t  dit bij d raag t to t de brekingsindex n van het me­
dium. Deze invloed is dus bekend, indien n van de oplossing
gem eten is, en f  (n) theoretisch is vastgesteld. H et is nu voor
f(n), d a t verschillende au teurs uiteenlopende uitdrukkingen
hebben afgeleid. Hetzelfde geld t weliswaar voor de 3e der ge­
noem de factoren — aangenom en, d a t men u itgaat van een
zelfde molecuulmodel — ; m aar daar veelal verschillende mo­
dellen ten grondslag w orden gelegd, is het onderscheid m inder
doorzichtig, hoewel niet m inder belangrijk.

De meest voorkom ende vorm en voor f  (n) zijn m
(zie 29) 30) 40) 63)) en (zie 15) 39) 56) 58) 65) 66) 67) ) ; verm eldens­

w aard  is de m ening 43) 45), da t f  (n) =  1. Een zeer gedetail­
leerde berekening heeft Kuhn 56) u itgevoerd ; zijn conclusie is,

d a t f  (n) = n2 +  2
3 * H et kom t ons echter voor, da t met de be­

staande litte ratuu r he t pleit nog niet is beslecht, daar een
consequente en in zichzelf gerechtvaardigde afleiding ontbreekt.
De leidende gedachte bij het ontw erpen van dit proefschrift
was, een poging te  wagen, dit hiaat aan te  vullen. In de loop
van onze onderzoekingen hebben wij deze taak  enigszins uit­
gebreid, zodat wij — geheel in he t kader van het in deze in­
leiding besprokene — de doelstelling van dit geschrift als volgt
kunnen fo rm uleren :

Een algemene uitdrukking op te  stellen voor de ro tatie  van
het polarisatievlak veroorzaakt door een isotroop medium, be­
staande uit een mengsel van verschillende soorten  moleculen,
die elkaar niet storen door specifieke wisselwerking, voor licht
— van bepaalde golflengte —, d a t door het medium niet w ordt
geab so rb eerd ; daarbij is als gegeven te  beschouwen de reactie
van een molecuul op een willekeurig lichtveld te  zijner p laa tse ;
de bepaling van deze reactie w ord t overgelaten aan de mole-
culairtheorie.

In hoofdstuk II trach ten  wij d it program m a uit te  voeren.
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Enkele beperkende voorw aarden w orden d aar verm eld. Is de
gezochte u itdrukking gevonden, dan is daarm ee bereikt, d a t
men in het vervolg  bij de berekening der optische activiteit
van media, die aan de gestelde voorw aarden voldoen, zich kan
concentreren op het m oleculairtheoretische — en moeilijkste —
deel daarvan, te  weten de afleiding van het optische gedrag
van een molecuul uit de m olecuulstructuur; het resu ltaat be­
hoeft slechts in de algemene uitdrukking te  w orden ingevuld.

Als voorbereiding geven wij in hoofdstuk I een zo nauw ­
keurig mogelijke bespreking van de theorie der lichtvoortplan-
ting in een eenvoudig, isotroop, niet optisch actief medium.
In hoofdstuk III passen wij het resultaat van hoofdstuk II toe
op een enkel in de litte ra tuu r voorkom end molecuulmodel, en
besluiten wij m et enige critische beschouw ingen.



HOOFDSTUK I.

Beginselen van de optica der homogene, isotrope,
niet absorberende media op moleculair-

theoretische grondslag.

§ 2. Over de methoden.

Hoofddoel van de optica d e r d ispergerende m edia van het
standpun t der m oleculairtheorie is het afleiden van de w etten
der lichtvoortplanting in en in de om geving van een medium
uit de als gegeven beschouw de eigenschappen der moleculen,
atom en of ionen, en de eveneens als gegeven aangenom en
sam enstelling van het medium uit deze elem entaire bouw stenen.

Daarbij gaat men enerzijds ervan uit, da t een molecuul (enz.)
electrische resonatoren bevat, zodat voor de beschrijving van
zijn optische eigenschappen een medium is op te vatten  als
een verzameling resonatoren van moleculaire dimensies, ge­
p laa ts t in het vacuum. Anderzijds w ord t een invallende licht­
bundel beschouw d als een zich in het vacuum  voortplantende
electrom agnetische golf. W ordt nu een resonator door zo’n
golf getroffen, dan krijgt hij daardoor een veranderlijk elec-
trisch  (eventueel ook m agnetisch) moment, da t volkomen be­
paald  w ord t door de eigenschappen van de resonator en het
lichtveld te  zijner plaatse. De m omenten van alle resonatoren
beïnvloeden nu op hun beu rt het electrom agnetische v e ld ;
resu ltaat is tenslotte de voortp lanting van het licht, zoals wij
d a t kennen in en in de om geving van een optisch medium.

V oor het electrom agnetisch veld en zijn beïnvloeding door
de resonatoren stellen wij de geldigheid van de grondvergelij-
kingen der electronentheorie volgens Lorentz voorop; wij
zullen bijv. een overvloedig gebruik maken van de daaruit
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afgeleide formules van H ertz voor de bolvormige golven, door
een resonator uitgezonden.

Voor de beschrijving van de eigenschappen der resonatoren
en hun reactie op het lichtveld g aa t men uit van een bepaald
molecuul- of atoom m odel. In de oorspronkelijke electronen-
theorie nam men aan, da t zich in de atom en electronen be­
vinden, door quasiëlastische krachten aan evenwichtsstanden
gebonden (zie bijv. 75) § 9 en § 29). Een poging to t verkla­
ring dezer krachten op g rond  van een electrostatisch atoom ­
model deed J. J. Thom son (zie 76) § 13 en § 23). Het succes
van de atoom theorie van Bohr bewees echter, da t een statisch
atoom m odel verw orpen m oet w orden. Toch bleef het beeld
van het quasiëlastisch gebonden electron een belangrijk hulp­
middel bij de verklaring van breking en dispersie van het licht.

De quantum m echanica heeft hier weer eenheid gebracht.
Hoewel dynamisch van bouw, leert zij het volgende: H et ge­
drag  van een atoom  of molecuul onder invloed van een licht­
veld kan men beschrijven „alsof” er quasiëlastisch gebonden
electrisch geladen deeltjes in aanwezig zijn. Elke dezer „virtuele
oscillatoren” heeft een bepaalde eigenfrequentie en een be­
paalde karakteristieke complexe am plitude, w aarvan het abso-
luu tkw adraat m et de zgn. „oscillatorsterkte” ƒ evenredig is.
V alt een lichtgolf op het molecuul, dan verkrijgt deze oscil­
lator een variabel electrisch m om ent, hetw elk ƒ maal zo g root
is als het m oment, da t een m et dezelfde eigenfrequentie quasi-
elastisch gebonden electron onder invloed van die lichtgolf
zou krijgen (zie 48) § 46 form ule 20). D it m om ent bepaalt dan
de uitgezonden bolgolf volgens de formules van Hertz.

Wij hebben hier de grondslagen uiteengezet van de zgn.
„halfklassieke” m ethode ( 78) blz. 492) van beschrijving der
stralingsverschijnselen in brekende media. Van zuiver quantum -
m echanisch standpunt verlangt deze m ethode een rech tvaard i­
ging, daar immers ook het lichtveld gequantiseerd m oet w or­
den. Deze rechtvaardiging is in de litte ra tuu r nog slechts te
vinden voor een medium bestaande uit harm onische oscilla­
toren 77). Wij zullen de h ier op tredende moeilijkheden ( 78) blz. 495)
laten rusten en ons m et de halfklassieke theorie tevreden
stellen.
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V anuit deze grondslagen voeren twee wegen naar het ge­
noem de h o o fddoel:

Methode A . Uit de grondvergelijkingen der electronentheorie
leidt men — door het nemen van m iddelw aarden volgens Lorentz
(zie M) A bschnitt IV, 70) § 26 enz., 71) Chap. IV, 75) § 28,
76) § 19—23) — de vergelijkingen van Maxwell voor het medium
af. Uit deze vergelijkingen is het moleculaire karak ter verdw e­
nen. H et verband met de m olecuuleigenschappen is nog slechts
te ru g  te  vinden in de evenredigheidsconstante, die de verhou-

ding tussen de veldvectoren D en E aangeeft*). Samen met
de door lim ietovergang af te leiden voorw aarden, w aaraan  de
veldvectoren aan de grens van tw ee media voldoen, vormen
deze Maxwell-vergelijkingen de grondslag voor de bereking
der lichtvoortplanting in ieder concreet geval.

Methode B  (zie litteratuuropgaven  ') t/m  25)).
V alt een lichtgolf op een medium, dan geraken de resona­

to ren  in trilling, zenden daardoo r secundaire bolgolven uit, die
op hun beurt de resonatoren beïnvloeden, en zo voorts. Er
on tstaa t een stationnaire toestand, waarbij iedere resonator
v ibreert onder invloed van de oorspronkelijke golf en de
golven door alle andere  resonatoren uitgezonden. De in ter­
ferentie van deze golven veroorzaakt een van pun t to t pun t >
op zeer ingewikkelde wijze veranderend resulterend veld. V oor
meting toegankelijk zijn slechts zekere ruimtelijke gemiddelden
(eventueel ook tijdsgemiddelden) van de d it veld karakterise­
rende grootheden. Bij deze m ethode stelt men dus eerst de
vergelijkingen op, die de stationnaire toestand, behorende bij
de gegeven invallende golf, to t  in moleculaire bijzonderheden
beschrijven. Pas daarna  g aa t men over to t de berekening van
m iddelw aarden.

*) Het door het lichtveld geïnduceerde magnetische moment der moleculen
—► —►

kan gewoonlijk verwaarloosd worden, zodat men B =  H kan stellen.
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§ 3. Vergelijking van de methoden A  en B.

De meeste verschijnselen kan men volgens beide methoden
afleiden. In zoverre zijn A en B physisch gelijkwaardig. A is
wiskundig veel eenvoudiger te hanteren ; B daarentegen geeft
een meer gedetailleerd inzicht in het totstandkomen van de
gewijzigde lichtvoortplanting in en nabij het medium — in het
bijzonder van de wijziging der phasesnelheid (zie vooral 5);
22) of 23)).

Tot enigszins verschillende resultaten zijn E instein74) en
Lundblad ( M) III § 3, zie blz. 47 voor het onderscheid; VI)
geraakt door toepassing van A, resp. B, bij de berekening van
de diffuse lichtverstrooiing (Rayleigh-verstrooiing) door gassen.
Dit verschijnsel is het gevolg van door dichtheidsfluctuaties
veroorzaakte afwijkingen der „optische homogeniteit” in het
medium. Hoewel ook hier methode B een directer inzicht
geeft in het to t stand komen van het verschijnsel, komt het
ons voor, dat Einstein volgens A het juiste resultaat vindt,
terwijl Lundblad bij de toepassing van B een verwaarlozing
maakt. Dit wil nog niet zeggen, dat voor behandeling der
lichtverstrooiing A principiëel beter is; methode B behoeft hier
slechts een aanvulling.

Er zijn echter wel problemen, bij welker oplossing toepas­
sing van B de voorkeur verdient boven die van A. Dit vindt
zijn diepere grond daarin, dat de plaats in de redenering,
waar wordt overgegaan to t het nemen van middelwaarden,
bij B een andere is dan bij A. Bij A wordt eerst gemiddeld,
en dan wordt het concrete probleem in beschouwing genomen
(de berekening van de wijziging, die een invallende lichtgolf
ondergaat); bij B daarentegen w ordt eerst de wijziging van
het lichtveld to t in moleculaire bijzonderheden wiskundig vast­
gelegd, en pas daarna treedt de middelwaardenberekening op.

Een dergelijk probleem is het volgende. Methode A opereert
met zekere ruimtelijke gemiddelden van de veldgrootheden.
Daarvoor is het nodig, een „physisch oneindig klein” volume-
elementje te definiëren; naar beneden is dit begrensd door de
voorwaarde, dat het zeer veel moleculen moet bevatten; maar
hoe legt men de bovenste grens vast?  Lorentz maakt de op-
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m erking ( 71) biz. 134): „O n the o ther hand  we m ust be
careful no t to  obliterate the changes from  point to  point th a t
can really be observed.” Iets verder schrijft h ij: „In the  p ro ­
blems we shall have to  deal with, this means tha t the  radius *)
m ust be small com pared with the w avelength.” Hij g aa t er dus
van uit, dat, als licht van een bepaalde vacuum golflengte A
een medium treft, het gemiddelde electrom agnetische veld in
het medium eveneens door een golf voorgesteld kan worden,
m et een golflengte van dezelfde g roo tteorde als A. Dit is wel
in overeenstem m ing m et de ervaring en volgt ook achteraf
u it de door hem afgeleide m edium vergelijkingen; m aar voor
een strenge opbouw  van de theorie m oet geëist w orden, da t
de manier van m iddelw aardenbepaling in zichzelf gerechtvaar­
digd is.

Bij toepassing  van B kan deze rechtvaardiging echter on­
middellijk plaatsvinden. H et veld in een p un t P  buiten het
medium w ord t berekend door sommatie van de prim aire golf
en de door de moleculen uitgezonden secundaire bolgolven;
ook de laatsten  zijn vacuumgolven en hebben dus dezelfde
golflengte als de prim aire golf. Heeft een molecuul m het

—r  •  j

electrische moment p(m) elu  , dan veroorzaakt het in P  de

H ertzvector pijn) ëiu t  e ■ikp

P
2  sr

-, waarin p  de afstand is van het

olecuul to t  P, en k =  — . Voor een pun t buiten het medium

(w aar de meting van het veld plaats vindt) is practisch steeds
p  )) A ; een verandering  van p ,  die zelf veel kleiner is dan A, zal

e — ikp
dus vrijwel geen invloed hebben op de fa c to r--------- . M aar daar-

P
uit volgt, d a t voor alle moleculen binnen een volume-elementje
dv  m et afm etingen (( A deze factor (bij vasthouden van F)
even g roo t is. De bijdrage van alle moleculen in dv  to t de

• . g  ikp dv—►
H ertzvector in P  b ed raag t dus e1 ---------  £  p  (m). H ieruit

P Ttl
blijkt: l e da t he t voldoende zal zijn, de grootste  afm eting van

*) van het bolletje, waarbinnen gemiddeld moet worden.
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een physisch oneindig klein volume-elementje veel kleiner dan
A te  nem en; 2e dat het voor de bepaling van het uitw endige
veld (voor m eting toegankelijk) slechts aankom t op de bere-

kening van m iddelw aarden van p(m ) ,  resp. van de het elec-
—►

trisch moment veroorzakende „w erkende veldsterkte” E  (m ).
D.w.z. men heeft te  maken m et m iddelw aarden zoals

dv r f  dv —►
E p (m)  2  E  (m)
m m

N d v  *" N  dv

(N =  aantal moleculen per cm3), genom en over de moleculen
(zgn. m iddelw aarden van de tw eede so o rt; zie 69) blz. 60,
70) § 36, 73) blz. 284) en niet m et gem iddelden over alle punten
van dv, zoals he t gem iddelde van de electrische veldsterkte

1 C~*-j- E  ds (d s  is een m athem atisch oneindig klein volume-
d v j
elementje). Bij A  m oet men d it laatste  echter invoeren, om dat
dit gemiddelde het voor een continuum -theorie logisch analogon
vorm t van de veldsterkte in het vacuum, hoewel men ook hier
de gem iddelde w erkende veldsterkte niet kan missen. In d it
opzicht is dus m ethode B bovendien eenvoudiger dan A.

Zeer duidelijk blijkt de superioriteit van B bij de berekening
van de natuurlijke draaiing van het polarisatievlak door iso-
trope  media, w aarvan de moleculen volgens het toeval over
de ruim te verdeeld zijn. Essentiëel voor het to t standkom en
van de ro ta tie  is n.1. het onderscheid in phase, w aarm ee de
verschillende onderling gekoppelde resonatoren  van eenzelfde
molecuul door de lichtgolf getroffen w orden. Zeer aanschou­
welijk is dit aan de hand van een eenvoudig model uiteen­
gezet door Kuhn ( 50), 51), 52) § 15). N auw keuriger bezien m oet
men ook rekening houden met het verschil in am plitude te r
plaatse van de verschillende resonatoren  42). H et kom t dus aan
op een zorgvuldig in rekening brengen van de verschillende
w aarden, die de w erkende veldsterkte in verschillende punten
van eenzelfde molecuul heeft.

V oert men — volgens m ethode A — apriori m iddelw aarden
van de werkende veldsterkte over een g roo t aantal moleculen
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in, dan kan men niet verwachten, achteraf nog to t een juist
inzicht in de variatie van de werkende veldsterkte binnen een
molecuul te geraken. Dientengevolge levert A geen in zichzelf
te rechtvaardigen manier, om, uitgaande van de bekend onder­
stelde reactie van een molecuul op het lichtveld, de optische
activiteit van een isotroop medium te berekenen. Wij zullen
daarom trachten, de rotatie van het polarisatievlak voor zo’n
medium te berekenen door consequente toepassing van de B-
methode (hoofdstuk II). Om dit mogelijk te  maken, geven we
eerst een gedetailleerde behandeling van deze methode door
toepassing op het denkbaar eenvoudigste, isotrope, niet actieve
medium.

§ 4. Demonstratie van de methode B. Beschrijving van een
eenvoudig medium.

De ligging van een willekeurig punt ten opzichte van een
rechthoekig assenstelsel X Y Z  met oorsprong O geven wij aan
door de vector r  (componenten x, y, z), getrokken vanuit O
naar dat p u n t; wij zullen spreken van het punt r. De waarde,
die een functie F  van de coördinaten in dit punt aanneemt,
duiden wij aan door F(r); eigenlijk moesten wij schrijven F(r),
maar doen dit niet ter vereenvoudiging van de no ta tie ; zelfs
zullen wij de index r weglaten, waar dit geen misverstand kan
veroorzaken.

Wij stellen ons een eindig stuk van een homogeen, isotroop,
niet absorberend medium voor, aan alle zijden grenzend aan
het vacuum. Dit medium w ordt getroffen door een lichtgolf,
waarvan de electrische veldsterkte in een willekeurig punt
buiten of binnen het medium gegeven wordt door het reële
deel van

E°(r) e'Ut;

u is de frequentie (aantal trillingen in 2 jt seconden); E° (r) is
de, van de tijd t onafhankelijke, complexe amplitude; de fac-

ioot ,,
to r e , die in alle veldgrootheden zal optreden, laten wij
voortaan weg.
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E° voldoet overal — volgens de Maxwell-vergelijkingen voor
het vacuum — aan de betrekkingen

(4, 1) (A -f- k2) E° =  0 en div E° =  0 ;

-  +
d2

dy2 +  - •^  dz2’
M

k  =  —c -—; c =  vacuum  licht­

snelheid ; A =  vacuumgolflengte.
Het medium bestaat uit onderling gelijke, isotrope resona­

toren, waarvan de afmetingen verwaarloosd worden. Wij geven
ieder van hen een index m (m —  1, 2, 3 ........ ). Zij hebben
een polariseerbaarheid a-, d.w .z.: O nder invloed van een elec-

trisch veld E  (m) krijgt een resonator m  een electrisch dipool
moment

(4, 2) p (m) —  <r E  (m).

Wij onderstellen, dat voor de gegeven frequentie <r niet nul
maar wel reëel is. Dit laatste wil zeggen, dat de resonatoren geen
lichtenergie absorberen — onder omzetting hiervan in bijv.
warmte —, en dat wij de stralingsdemping verwaarlozen. Op
deze verwaarlozing komen wij terug op blz. 38.

O m trent de ruimtelijke rangschikking der resonatoren nemen
we het volgende aan:

Zij zijn onveranderlijk van plaats, liggen dicht opeen en zijn
— onder behoud van de macroscopische homogeniteit — naar
willekeur over de ruimte verdeeld. We denken hier dus aan
glasachtige lichamen. Op de vraag naar de toepasbaarheid
van de theorie op vloeistoffen (bewegelijke moleculen) en
gassen (bovendien ijle ligging der moleculen) komen wij terug
op blz. 42*). Wij preciseren:

Het is mogelijk, bij ieder punt r binnen het begrenzingsvlak
van het medium een „physisch oneindig klein” volume-elementje

dv  te nemen, dat het punt r bevat, en waarvan de grootste

*) Spreken wij voortaan over de dichtheid van het medium, dan hebben wij
daarbij het aantal resonatoren per cm3 op het oog; zo is het denkbaar, dat
een ijl medium „optisch” dicht is, d.w.z. een brekingsindex heeft, die veel
groter is dan 1.
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diameter veel kleiner is dan A, terwijl het toch nog veel en
wel N  dv  resonatoren bevat (nadere definitie van homogeniteit
en dichtheid); N  —  aantal resonatoren per cm3.

Iedere resonator m is het middelpunt van een bolvormig
„werkingsvlak” s(m)  (zie 14) blz. 26) met straal a ;  a is de
kleinste afstand, w aarop twee puntvormig voorgestelde reso­
natoren elkaar kunnen naderen (a is dus van de orde van de
molecuuldiameter). Binnen 5 (m) valt dus nooit een andere
resonator; we nemen aan, dat ze buiten s (m) gemiddeld ge­
lijkmatig verdeeld zijn. Hiermee bedoelen wij het volgende
(precisering van de begrippen homogeniteit, dichtheid en iso-
tropie). Verplaats iedere resonator m uit dv naar een vast

punt r, en wel zo, dat men steeds alle, de verschoven reso­
nator m omringende resonatoren aan dezelfde translatie als m
onderw erpt; dan w ordt de ruimte binnen het boloppervlak

s (r) met straal a en middelpunt r leeg (op de N  dv  resona-

toren in r na), terwijl de ruimte buiten s(r) practisch homo­
geen met resonatoren gevuld w ordt (vergelijk 73) blz. 286). —
In de onmiddellijke omgeving van s (r) zullen, juist bij dichte
opeenhoping der resonatoren, afwijkingen van de homogeni­
teit optreden. Voorlopig zullen wij hiervan afzien, om op
blz. 36 de invloed van deze afwijkingen nader te bestuderen.

§ 5. Het probleem.

a) Het algemeenste vraagstuk, dat we kunnen trachten op
te lossen, luidt: In ieder punt van de ruimte de resulterende
veldsterkten te berekenen. Bij gegeven ligging der resonatoren
is de oplossing van dit vraagstuk volkomen bepaald. We zullen
dan ook eerst in alle strengheid de vergelijkingen opstellen,

waaruit de electrische momenten p (m) van alle resonatoren in
principe berekend kunnen worden. Zijn deze vergelijkingen
opgelost, dan kan men in beginsel in ieder punt van de ruimté
de veldvectoren berekenen.

b) Aan de volledige doorvoering van dit programm a staat
in de weg, dat de nauwkeurige ligging der resonatoren niet
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bekend is. We zullen ons dus moeten beperken tot berekening
van waarden voor de veldsterkten, die zo weinig mogelijk van
de werkelijke waarden afwijken. We hebben reeds gezien

(blz. 13), dat het daarbij „slechts” nodig is, de som 2 p(m)  te

kennen over alle resonatoren in een physisch oneindig klein
volume-elementje d v ; anders uitgedrukt: het komt aan op de
berekening van het gemiddelde moment

do  —►

-► s p(m)
(5,1) p(r> = iv^r
in het punt r, of, wat op hetzelfde neerkomt, van de polari­
satie per volume-eenheid

P(r) =  Np(r).

Met behulp van deze nieuwe vectoren kunnen wij later som­
maties vervangen door integraties.

We zullen dus moeten bewijzen, dat de middelwaarde (5, 1)

bestaat. „Bestaan” wil zeggen: 1® p (r) is onafhankelijk van
grootte en vorm van dv (binnen de hieraan op blz. 16 ge-

- "►
stelde grenzen); 2e p (r) is onafhankelijk van de toevallige
rangschikking der moleculen in het gehele medium (zolang aan
de voorwaarden op blz. 16 is voldaan).

c) Tegelijk met het onderzoek naar het bestaan dezer mid­
delwaarde zullen we de integraalvergelijking opstellen, waar­
aan zij voldoet, en die in de plaats komt van het grote, maar
eindige aantal lineaire vergelijkingen voor de werkelijke mo­
menten (zie a). Het veld buiten het medium is dan door een
eenvoudige integratie-formule te vinden.

d) Daar wij de vormen van de invallende golf en van het
begrenzingsoppervlak van het medium niet specialiseren, is het
slechts mogelijk, algemene karaktertrekken van de oplossing
van de onder c) genoemde integraalvergelijking aan te geven.
Hoofdzaak hierbij is het bewijs, dat zich in het medium een
dipoolgolf voortplant, die voldoet aan

2
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(5, 2) (A +  n2k 2) P  =  0,
w aarin n een zekere constante is, die wij bij definitie de b re ­
kingsindex van het medium (voor licht van de frequentie a)
noemen. Men kan aantonen, dat andere  gem iddelden, zoals de
gem iddelde w erkende veldsterkte, aan dezelfde vergelijking
voldoen.

Tegelijkertijd vinden w e: l e de brekingsindex als functie
van Af en o- (formule van Lorentz-Lorenz); 2e de uitdovings-
stelling  („A uslöschungssatz”), door Ew ald 19) 21) aanschouw e­
lijk, door O seen 10) m athem atisch geform uleerd, door Faxén 13)
voor het eerst u itgaande van genoem de integraalvergelijking
zonder invoering van nieuwe onderstellingen bewezen. Deze
uitdovingsstelling houdt in, da t binnen het medium de inval­
lende golf door een deel van de dipoolstraling (gemiddeld)
w ord t gecom penseerd ; begrijpelijk, als we eenmaal weten,
d a t het gem iddelde veld binnen het medium voldoet aan

(A n2k 2) E  —  0 m et n2 1, terw ijl voor de invallende
vacuum golf (4, 1) geldt. Zie voor de volledige (wiskundige)
form ulering van de stelling § 10.

O pm erking: In de meeste artikelen w ordt een oplossing
vooropgesteld, die voldoet aan (5, 2) (deze artikelen zijn in de
litteratuurlijst m et * gem erkt) — of, voor zover dit niet ge­
beurt, w ord t onmiddellijk overgegaan to t toepassing van de
integraalvergelijking op een medium van bepaalde vorm, bijv.
een planparallele p laat. U itzonderingen bij Planck 4) (die echter
niet verder g aa t dan de afleiding van de mediumvergelij-
kingen van Maxwell) en bij Faxén 13). Wij geven er de voor­
keur aan, in aansluiting bij Faxén geen enkele overbodige on­
derstelling in te  voeren.

e) De resultaten  van d) vormen de grondslagen voor de
behandeling van breking en terugkaatsing  in ieder concreet
geval, en tevens van buiging (bijv. aan de randen van een be­
grensd  medium). Deze problem en (afleiding van de w etten van
breking en terugkaatsing, form ules van Fresnel, enz.) zijn reeds
verschillende malen afdoende behandeld (voor eenvoudige be­
spreking zie 8) 9) 14) 17)). Wij gaan niet verder op ze in, daar
dit voor ons doel niet nodig is.
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Eén opmerking is hier echter nog op zijn plaats. Wij hebben
n uit (5, 2) bij definitie de brekingsindex van het medium ge­
noemd. Strikt genomen moeten we bewijzen, dat we hier wer­
kelijk met de constante uit de wet van Snellius te doen heb­
ben. Daartoe zouden wij bijv. het geval moeten behandelen
van een vlakke golf, scheef invallend op een medium, dat de
ruimte z  0 vult (zie bijv. ,4) V § 1). We zullen volstaan met

op te merken, dat aan (5,2) te voldoen is door P = P °  e ~ tknz,
zodat zich in het medium een dipoolgolf kan voortplanten met

golflengte — of phasesnelheid — ; het is reeds uit de elemen-n n
taire golftheorie van Huygens voldoende bekend, dat dan n
de constante is uit de wet van Snellius.

We gaan nu over to t de wiskundige uitwerking van het
hier opgestelde programma.

§ 6. Opstelling van de moleculair-exacte vergelijkingen (zie § 5a).

^en resonator in het punt r' met electrisch dipoolmoment
P f O X ®  (p ( f ) constant, in het algemeen complex) veroor­
zaakt in het punt r een Hertzvector

^  - >  t*(t -  A
*(r) =  p ( r ') e— \ --------£ i .

Hierin is

P (r / ) =  — P(r r) =  /  — 7  en p —  p(rr') =  p(r'r) —  |P — rj
(afstand van punt r to t punt r' ; zie fig. 1 ; O =  oorsprong
van het coördinatenstelsel).

Fig. 1.
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Ter afkorting  voeren we in
— ikp

(6, 1) R =  R  (rr’) =  R  (r’r) =  --------- , met k — —
p C

icot
In het vervolg laten we w eer de factor e weg.

gen dan

-  h l
- A  '

W e krij-

(6 ,1a) z(r)  =  R p  (r).

In r  on tstaa t een electrische veldsterkste

(6 ,2 ) e(r) =  rot2z(r) =  rot2 R  p(r').

Hierin w erk t de o pera to r rot2 =  rot rot op de coördinaten
—► “ ► i  _

van het pun t r, zodat bij de berekening van e (r) alleen R  ge-

differentiëerd m oeten w orden ; e(r) is dus een lineaire vector-

functie van p (/•'), die we symbolisch voorstellen door

(6 ,2a) e(r) =  Xl(rr')/> ( /) .

Volledigheidshalve berekenen we deze door uitvoering van
rot2 in (6, 2 ); e r kom t

(6, 2b) <T(r) =  e~~lkp\®(vp(r’))v  — 4' p(r')J

w aarin

(6, 2c) en 'F (f*)2 ik  1
“T + 7 + 7

en w aarin

v =  v (rr') =  — v (r'r) de eenheidsvector van r  naar r  voor-

stelt (zie fig. 1); (y p) betekent het scalaire product.
XI heeft de volgende eigenschappen:

—► ->• “> #
le  (a +  6) =  a +  XI b (lineaire operator) ;

—►
2e XI (rr') h ang t uitsluitend af van p (rr') en van k ;
3e XI (rr') =  XI (r'r).
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A naloog aan (6, 2a) schrijven we XI (mm') p (m') voor de
bijdrage, die de resonator m' levert to t de w erkende veld­
sterk te op de resonator m.

Zij E °(m )elU* de electrische veldsterkte van de invallende
golf te r  plaatse van de resonator m. Na ontwikkeling van de
stationnaire toestand  heeft de resonator m ' he t dipoolm om ent

p (m') eZW*; dit veroorzaakt te r  p laa tse  van m een veldsterkte

X l(m m ')p(m ') eIM*, zodat de to ta le  „w erkende veldsterkte” te r

plaatse van m (onder weglaten van e *) gegeven w ord t door

(6, 3) È  (m) =  È° (m) +  2  XI (mm') p (m'),
m '

w aarin gesom m eerd m oet w orden  over alle resonatoren (aan­
tal N) van het medium, onder uitsluiting van m ' =  m.

Volgens (4, 2) w ord t d u s :

(6 ,4 ) p (m) =  < r^°(m ) +  2X l(m m ')p(m ')J.

Deze vergelijking geldt streng  voor een willekeurige reso-

na to r m van het medium. Zijn dus gegeven: E° in ieder pun t
van het veld, « — dus ook k  — en de bijbehorende w aarde
van <r, alsmede de ligging van alle resonatoren, dan zijn ook
alle XI (mm') vastgelegd. (6, 4) stelt dan voor een systeem van
N lineaire, niet hom ogene vectorvergelijkingen in de N onbe-

—►
kende vectoren p (m), of 3 N dito vergelijkingen in de 3 N
com ponenten dezer vectoren. D oor (6, 4) w ord t dus de sta tion­
naire toestand to t in moleculaire bijzonderheden vastgelegd.

—y
Voor de electrische veldsterkte in een willekeurig pun t r (niet
vallend binnen een werkingsvlak) binnen of buiten het medium
geldt de moleculair-exacte uitdrukking

(6, 5) E  (r) =  É°(r) +  2  XI (rm') p(m '),

waarin ditm aal gesomm eerd m oet w orden  over alle m'.
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§ 7. Berekening van de middelwaarde der electrische momenten.
Methode (zie § 5, b).

Zoals reeds is opgem erkt, on tb reek t aan de definitie (5, 1)
van het gem iddelde m oment het bewijs, dat dit „bestaa t” . De
hier optredende moeilijkheden blijken het duidelijkst, als we
ons de volgende vraag s te llen : „W at verandert e r aan de
door (6 ,4 ) bepaalde stationnaire toestand , als we één der
resonatoren  over een kleine afstand verschuiven ? ”

Door deze verschuiving zijn we overgegaan to t een ander
medium, d a t echter m acroscopisch van het oorspronkelijke
niet te  onderscheiden is, en evenals dit aan alle in § 4 gestelde
voorw aarden voldoet. W e verw achten op g rond  van alle er­
varing en van onze physische intuïtie, da t aan het m acroscopisch
w aarneem bare lichtveld niets zal veranderen. W e kunnen dit
verdedigen, door op te  m erken, dat 1« de bijdrage van één
resonator to t het lichtveld minimaal is, 2e een kleine ver­
schuiving van een resonator met behoud van zijn m oment op
het door hem in een ver verwijderd pun t (buiten het medium)
veroorzaakte veld practisch geen invloed heeft (zie blz. 12).
Tegen deze redenering m oet w orden opgem erkt:

l e D oor de verschuiving kan het moment van de resonator
— tengevolge van de sterke w isselwerking m et naburige reso­
natoren — een aanzienlijke verandering ondergaan. 2e O ok in
deze buren  vindt een verandering  plaats, die op haar beurt
weer invloed uitoefent op verder weg gelegen collega’s. H et
is niet apriori te  bewijzen, da t de sam enwerking van al deze
wijzigingen macroscopisch niet w aarneem baar is.

Lundblad, die het probleem  serieus aanpak t ( 14) IV § 1),
neem t aan, dat een verandering van de rangschikking van
resonatoren slechts dan invloed heeft op het m om ent van een
bepaalde resonator m, als deze verandering plaats vindt aan
de resonatoren  in de nabijheid van m. A nders gezegd: Alle
resonatoren  in dv, ten opzichte van welke de naburige resona­
to ren  op dezelfde wijze gerangschikt zijn, hebben volgens hem
practisch hetzelfde moment. H iertegen m oet aangevoerd w orden,
dat dit juist zou zijn, als de invloed van naburige resonatoren
slechts afhing van hun rangschikking; m aar ook hun m omenten
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spelen een essentiële rol, en het is geenszins bewezen, d a t een
gelijkheid van rangschikking een gelijkheid van m om ent mee­
brengt.

W e zien hieruit, d a t de moeilijkheden vooral daaru it voort-

komen, da t bij he t middelen der p(jn) op g rond van (6, 4) de
onbekenden ook in het rechterlid van de vergelijking voor­
komen. Om dit te  verhelpen, zouden we (6, 4) kunnen oplossen,
w at onder gebruikm aking van determ inanten in principe direct
uit te  voeren is, om vervolgens to t het berekenen van gem id­
delden over te  gaan. Dit laatste  echter zal wel practisch on ­
mogelijk zijn. W e m oeten daarom  een andere  oplossingsm ethode
voor (6, 4) toepassen, en wel de m ethode der successieve be­
naderingen. Dit is reeds uitgevoerd door Reiche ( n)§ 2 ) . Zijn
opzet verschilt echter van de onze in de volgende p u n te n :
l e Hij neem t een concreet geval (vlakke golf, planparallele
plaat). 2e Hij berekent van de coëfficiënten in de door hem
verkregen uitdrukking  voor het electrisch moment de gem id­
delden over alle mogelijke rangschikkingen der moleculen
(„K onstellationsm ittelung”) ; ons g aa t het e r ech ter om, aan
te tonen, da t voor een medium m et zeer dicht opeen liggende
resonatoren het resu ltaat van middelen over physisch oneindig
kleine volume-elementjes voor iedere constellatie, die voldoet
aan de in § 4 gestelde voorw aarden, hetzelfde is.

W at betreft de notatie  sluiten we ons aan bij Lundblad,
die de m ethode der successieve benaderingen heeft toegepast
bij de oplossing in een concreet geval van de uit (6, 4) af te
leiden integraalvergelijking ( I4) blz. 28 ff en IV § 2).

Kortheidshalve schrijven we (6, 4) als volgt:

(7 ,1 ) p  =  <r(E° +  n p ) ,
“ ► —► —►

w aarin  p voorstelt de verzameling van alle vectoren p(m), E°

die van alle vectoren E  (m), terwijl XI een lineaire operator is,
— ►

die uit de verzameling van vectoren p de verzameling van

vectoren n  p vormt.
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We lossen (7, 1) op, door <r f l  p te beschouwen als een cor-
rectieterm. We laten deze eerst weg, en vinden dus als 0e be­
nadering :

(7,2) ?  =  *E°.

Deze waarde van p° vullen we in de correctieterm in, en
—►

vinden dus hiervoor: p 1 =  <r£lp°,
—► —► —►

evenzo p2 — ir flp 1 =  (<r £l) 2 p°

(7,3) pn =  <r C l pn 1 == (<r fi)" p°

enz.

Door sommatie vinden we dan voor de oplossing van (7, 1):
—> oo ->  oo -*•

(7,4) p =  2 p" =  2  (tr n)- p°,
n  —  0  n  —  0

dus volgens (7, 2)
oo ->

(7, 5) p =  <r 2  (<r Xl)n £°,
n — 0

waarbij we onderstellen, dat deze reeks convergeert. We zien,
dat in het rechterlid p niet meer voorkomt.

Terwijl nu Reiche de „Konstellationsmittelung” op de „coëf­
ficiënten” (irjfl)" toepast, zullen wij de ruimtelijke middelwaar-

—►
den van p bepalen, en wel als volgt: Uit (7, 4) blijkt, dat de

—►
middelwaarde van p gelijk is aan de som der middelwaarden
van pn (n =  0, 1, 2 . . . .  oo); we bewijzen nu, dat de middel-

—► —►
waarde van p° bestaat, en dat die van pn bestaat als dit geldt

voor pn~ l ; op grond van volledige inductie volgt dan het be-
—► —►

staan van de gemiddelden van alle pn en dus ook van p. Het
bewijs levert ons meteen de manier, om het gemiddelde van
“► —►
pn door integratie uit dat van pn~ 1 af te leiden.
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§ 8. Berekening van de middelwoorden. Uitwerking.

W e beschouwen in het medium een willekeurig physisch on-
—►

eindig klein volume-elementje dv, en m erken op, da t E° binnen
dv  weinig verandert. Immers in een klein gebied zal de inval­
lende golf gewoonlijk voor te stellen zijn door een vorm van

z
—► —  2  TT ï  —  #

een gedaante zoals E0 =  a e * , waarin a binnen dv
practisch constant is; en daar de g roo tste  d iam eter van dv

veel kleiner is dan A, is binnen dv  de variatie van — zeer
A

klein vergeleken bij 1.

W e berekenen de m iddelw aarde van p°(m ) binnen dv.
—► do —► . do —►

p° (m) =  r E° (m ); 2  p° (m ) =  <r 2  E° (m ) ;  volgens het boven-
m m

“ ► —►

staande m ag men hierin alle E° (m) vervangen door E° (r) in
—►

een of ander pun t r van dv. D aar N d v  het aantal resonatoren
in dv  is, vinden we

2  p°(m) =  a N d v  E°(r), of wegens (5, 1):

(8, 1) P°U) =  *E °(r),

w aaruit tevens blijkt, d a t p° (r) bestaa t (§ 5 b). Blijkens de af­
leiding kunnen we slechts spreken van het gem iddelde moment

• • ' • —►binnen dv  en niet van het gem iddelde moment in het p un t r;
spreken we in het vervolg toch van zijn w aarde in het pun t
■+ m -+ -*■
r, dan definiëren wij deze door (8, 1). Dan is p° (r), evenals E°(r),
binnen dv  weinig veranderlijk.

— ►
Nu nemen we voorlopig aan, da t pn~ ‘(r) b estaa t en binnen

dv  weinig variëert, en berekenen pn (r). Volgens (7, 3) is

(8, 2) pn (m) =  it 2 Ü  (mm') pn 1 (m').
m '
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Om iedere in dv  liggende resonator m brengen we een even-
groo t boloppervlak S (m )  m et m iddelpunt m  en een straal van
de g roo tteo rde  van A, z ie-fig. 2a. De som in (8, 2) splitsen we in

—► S(m) -

L(m)  =  ^  Xï (mm') p n ~ \m ')
m'

over de resonatoren  m ' binnen S(m ) en

M(m) =  2  Xl(m/n') pn~~l(m')
S(m)

over de resonatoren m' buiten S(m), zodat

(8, 3) Pn(m) —  * L{m) +  <r M(m).
— ►

D aar in M(m) voor alle resonatoren m! in een volume-
—►

elementje dv', da t het p un t r' bevat, de opera to r XI(mm') prac-

tisch dezelfde is, kunnen we M(m) onder gebruikm aking van

het gemiddelde pn~ l(r') als volgt u itd rukken :

(8 ,4 ) M(m) —  N J  Q(mr') pn ’(r') dv',
S(m)

waarbij geïn tegreerd  m oet w orden over het gehele gebied
tussen S(m) en het begrenzingsvlak V  van het medium.

L(m) daarentegen  kunnen we wegens de g ro te  invloed van
de onregelm atigheden in de rangschikking der nabij m ge­
legen resonatoren niet door een integraal vervangen; wel kun­
nen we dit, n ada t we gem iddeld hebben over alle resonatoren
m  in dv;  dit gaan we nu uitvoeren.

Volgens (8, 3) is

(8, 5)

Om

(8, 6)

f > " M  =  <r 2  L(m) +  * S  M{m).

dv  —► dv S(m) —►

2  L(m) =  È  D,(mm')pn~ 1(m')

te  berekenen, verdelen we de ruim te, begrensd door s(m)
(werkingsvlak van resonator m) en S(m) in volume-elementjes
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ds(m, q) <  s(m), die hoogstens één resonator kunnen b e v a tte n ;
—►
q is de vector van m  naar ds(m, q) (verg. 12) blz. 187). We her­
halen dit op precies dezelfde wijze voor alle resonatoren m  in
dv, aan tal N d v .

W e merken op, da t voor een resonator m ' in ds(m, q) de
—►

opera to r fl(m m ')  afhangt van q, m aar niet van m (zie blz. 20).
Door translaties plaatsen we nu alle bollen S(m ) m et de

resonatoren , die zij bevatten, precies op elkaar, zodat hun

m iddelpunten m in eenzelfde (overigens willekeurig) pun t r van
dv  terechtkom en, terwijl de werkingsvlakken s(m) te rech t­
komen op s(r) ; zie fig. 2b.

Fig. 2a. Fig. 2b.
(Lengteverhoudingen zijn natuurlijk onjuist weergegeven).

Alle vakjes ds(m ,q) met dezelfde q m aar verschillende m
kom en dan ook precies op elkaar, n.1. op een vakje ds(r') met
“► “► “>
r' —  r q. Dan is voor alle resonatoren m', die nu in een­
zelfde vakje cfs(r') liggen, de operator il(m m ') dezelfde, n.1.
£l(rr'). De gezamenlijke bijdrage dezer resonatoren to t (8,6) is dus

dsfr1)  ->

n (rr ')  S  Pn~ l(m ')-
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D aar we aangenom en hebben (blz. 16), da t de ruim te tussen
s(r) en <S(r) nu practisch hom ogeen m et resonatoren gevuld is,
vallen in ds(r') thans N dv  X  Nds(r') resonatoren m ' (van ge­
ringe fluctuaties om dit aan tal zien we af). De resonatoren in
ds(r') zijn n aar willekeur — n.1. volgens de verdeling der reso­
natoren  in dv  (zie fig. 3) — genom en uit een volume-elementje

d s ( n $  ƒ  /

Fig. 3.

dv', d a t door een translatie  met vector q u it dv  o n ts taa t; de
som hunner m omenten zal dus weinig afwijken van het p ro ­
duct van hun aantal en het gem iddelde m om ent van een reso­
n a to r  in dv', zodat hun bijdrage w ordt

N 2 il(rr') pn~ \r ')  dvds(r').

H ierm ede is bereikt, d a t we in (8,6) de dubbele sommatie
kunnen vervangen door een enkelvoudige sommatie over alle
vakjes ds(r'), w aarin het gebied tussen s(r) en S(r) verdeeld is
(zie fig. 2 b ) ; wegens de kleinheid van ds(r') is deze sommatie
practisch identiek m et een in tegratie , zodat (8,6) w ordt (als we
nog voor ds(r') schrijven dv', h ier voorstellend een mathematisch
oneindig klein volume-elementje):

S(  r)
d v  —► r —►

(8,7) 2  L(m) =  N 2dv  / n (rr  V  V )  dv'.
m "

*( r)

D aar volgens (8,4) M{m) binnen dv  slechts weinig verandert,

kunnen we deze voor alle m  vervangen door M (r), zodat we
krijgen
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(8,8) Z M(m) =  N 2dv f  XI(rr') pn—1 (r') dv'.
m J

Kr)

Uit (5, 1), (8, 5), (8, 7) en (8, 8) volgt n u :
V

(8, 9) p"(r) =  N  <r ï  n(rr') pn~ l(rr) dv'.
•(f)

We zien hieraan, op grond van volledige inductie uitgaande
—►

van (8, 1), dat pn(r) bestaat, binnen dv weinig verandert, en
dat iedere pn(r) uit zijn voorganger door dezelfde integratie-
f or mule is af te leiden.

§ 9. Opstelling van de integraalvergelijking voor het gemiddelde
electrische moment (zie § 5c).

Volgens (7, 4) is
-*■ ->■ oo -►
p(r) =  p \r )  +  Z Pn(r).

n z= 1

Vullen we hier (8, 1) en (8, 9) in, dan komt er
v*

p(r) =  <r £°(r) +  <r N  ƒ Xl(rr') (s Pn(r')j dv'
s(r)

of, als we nogmaals (7, 4) toepassen

p(r) =  iE°(r) +  N  f  £l(rr') p(r') dv')-
«Kr)

Hiermee is de gezochte integraalvergelijking ter vervanging
van (6, 4) gevonden.

We voeren de polarisatie per volume-eenheid

P(r) =  Np(r)
in, stellen
(9,1) G = N < r
en herinneren ons de betekenis van Xl(rr') volgens (6, 2) en
(6, 2a). Dan vinden we

v
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(9, 2) P(r) =  d j h )  +  ƒ  rot2R P ( r ') d v '\
s( r)

Uit deze vergelijking1 zijn alle grootheden  van moleculaire
dimensies verdw enen, behalve de straal a van s(r); en deze
speelt slechts voorlopig- een ro l,, daar we later practisch to t
lim  a =  0 kunnen overgaan. H et is van belang om op te

m erken, da t we eerst rot2 (werkend op de coördinaten van r  in
R(rr')) moeten nemen, en eerst dan de integraal berekenen in

het middelpunt r van het van in tegratie  uit te  sluiten ge­
biedje s(r). Men kan echter ook eerst in tegreren, m aar moet
dan rot2 nemen bij vastgehouden s(r), zodat dan eerst

J R  P (r) dv  berekend moet w orden in een willekeurig  pun t
van s(r).

Voor de veldsterkte in een willekeurig pun t buiten het
medium leiden we uit (6, 5) a f:

(9, 3) E(r) =  E \r )  +  ƒ  rot2R P (r') dv’,

waarbij nu geïntegreerd  m oet w orden over het gehele medium.
De vergelijkingen (9, 1), (9, 2) en (9, 3) vorm en de uitgangs­
pun ten  voor alle verdere berekeningen.

§ 10. Afleiding van de form ule van Lorentz—Lorenz; bewijs
van de uitdovingsstelling (zie § 5d).

W e gaan uit van :

v

(10,1) (A -j- k 2) E° =  0)
(zie (4, 1)).—► l

(10, 2) div É ° =  0 /
(10,3) P = G ( E ° +  J  ro fR P d v) (zie (9, 2)).
(10,4) G =  N<r is reëel en ^  0 (zie bij (4, 2)).

Tenslotte leggen wij G nog de volgende beperking op

(10,5)
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De volgende berekeningen zijn alle in de litteratuur te vinden
(zie vooral 13) 14) 15)) ; wij geven ze toch volledig weer, om de
logische opbouw niet te storen. Het rekenwerk, tot een minimum
beperkt, hebben we zoveel mogelijk verplaatst naar het aan­
hangsel (A).

Toepassing van (A, 21) op (10,3) geeft (vergel.4) form. 8)

(10.6) (l +  —  g) P  =  G (E° +  rot2 ƒ RPdv),

waaruit, in verband met (10,2) en (10,5) volgt

(10.7) div P  =  0.

Op (10,6) passen we (A -j- k2) toe; eerst berekenen we

(A - f  k2)rot2f  RPdv =  ro t\A  +  k2) ƒ RPdv,

hetgeen volgens (A, 20) levert
“ ► “ ► ->■

— 4 ff rot2 P =  — 4 7r(grad div  —  A) P=. 4 tt A P9

dit laatste op grond van (10,7); we krijgen dus uit (10,6), nog
gebruik makend van (10,1)

/  8 7T \  “►
( l  + ^ - G ) ( A  +  k2) P  =  4 v G A P

of, gelet op (10,5)

-*• 1  +  y  G  ->
AP  +  ------ T--- V P  =  0.

l - f G

Deze vergelijking korten we af tot

(10, 8) A P  +  n2k2 P  —  0,

waarmee (5, 2) bewezen is.. De constante n, die wij bij defi­
nitie de brekingsindex van het medium voor licht van de toe­
gepaste golflengte noemen, voldoet aan
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of
(10, 9)

i+ if
> - t c ’

" 2 —  1 _  r  _  4 r  . .
n2 +  2 3 G ~  3 N

Dit is de formule van Lorentz-Lorenz. In verband met (10,4)
en (10, 5) volgt hieruit, dat
(10, 10) n2 1,
en dat n reëel is, hetgeen wil zeggen, dat er geen licht geab­
sorbeerd wordt.

We gaan over tot het bewijs van de uitdovingsstelling. (10, 8)
—►

en (10, 10) maken het ons mogelijk, ƒ R Pdv  te vervangen door
het verschil van twee oppervlakte-integralen (zie A, 23):

V

(10,11) [R P d v  =

1
k \n 2 — 1) P ~  — R  —O v O y

s{ r)

d v dv do\,

six)
na berekening van ƒ geeft dit (zie A, 24):

V

R  P  dv ■P(r) +
1 . . . .  do.k*(n2— i y  v' , ' r  k \n 2— 1).

Hierop passen we rot2 toe, onder gebruikmaken van (10, 7)
en (10, 8):

r  -*■ „2
rot2 I RPdv =  —jj—~  P{r) + 1 rot2 \ . . . .  do.n2— 1‘ v/ 1 k \n 2— \ ) ‘

Vullen we dit in (10,6) in, dan zien we, als we letten op

(10, 9), dat de termen met P  wegvallen, terwijl er over blijft:

(10,12) r o t V ) ( m ^  -  * W % * )  *  =  0
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waarin r een punt is binnen het medium, r' een punt van het
oppervlakte-elementje do op het begrenzingsvlak V, met dv als
lijnelement van de buitenwaartse norm aal; rot2(r) werkt op de

coördinaten van het punt r.
(10, 12) is de wiskundige uitdrukking voor de uitdovings-

stelling. Aanschouwelijk formuleren we deze op grond van
(10, 3) als vo lg t: De bijdrage

v
ƒ rot2 R P d v

van alle andere resonatoren to t de gemiddelde werkende veld-

sterkte op de resonator in r is volgens (10,11) te  splitsen in
een integraal over het begrenzingsvlak van het medium en een

v
over het werkingsvlak s(r); de eerste, ^ y|2_ 1\ ƒ> heft de veld­

sterkte in r van de invallende golf juist op — en voldoet dus
v

evenals E° aan (A -f- k 2) f  =  0, wat ook direct volgt uit
(A -f- k 2)R =  0 ; de tweede

(10, 13)
* V — ï)-

r o / V ) ( P -
dy

blijft over, en is dus de werkende veldsterkte zelf; deze inte-
s(r)

graal voldoet dus, evenals P, aan (A -)- n2k 2) J  =  o.

Voor het veld in een willekeurig punt buiten het medium
kan men uit (9, 3) afleiden:

v
(10,14) E(r) =  E \r )  + 1

—  ï ) .
rotHr) (p —  — Rd—

’ \  dv dv

Ook hier moet men dv nemen in de richting van de buiten­
waartse normaal.

Opmerking: De, L.L. formule hadden we ook, onder voorop­
stelling van (10, 7) en (10,8), uit (10,13) kunnen afleiden;

3
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(10, 13) levert dan n.1. door directe berekening m et meer cijfer-
w erk (zie u) IV § 3 of 17) ) voor de gem iddelde w erkende veld­
sterkte

45t n2 +  2 ■+

3 n2 — 1

en dit invullend in (9, 2) vinden we inderdaad (10, 9) terug .

§ 11. Over de betekenis van de uitdovingsstelling.

O p blz. 18 is reeds erop gewezen, da t men voor de afleiding
van form ules zoals die van Lorentz—Lorenz gewoonlijk het
ontstaan  vooropstelt van een golf van bepaalde gedaante, bijv.

_ _  i / c j t g  # i  i  •  •  j
P  —  P°e , m et voorlopig onbepaalde brekingsindex n.

Deze uitdrukking voor P  vult men nu in het rechterlid van
(9, 2) in, en krijgt dan, na berekening van dit rechterlid, een
tw eede uitdrukking voor P. D oor gelijkstelling vindt men de
gevraagde betrekking voor n.

Bij de berekening van het rechterlid  van (9, 2) treed t echter

de moeilijkheid op, da t ƒ rot2R P d v  afhangt van de vorm van
het begrenzingsvlak V  van het medium. De uitdovingsstelling
zegt nu, da t men V  willekeurig kan kiezen, wel te  verstaan
bij gegeven gestelde voor P. Immers (zie 10, 11)

V V  sCr)

ƒ rot2 R P d v  =  ƒ — ƒ,
s(r)

V  -*
en ƒ valt autom atisch weg tegen E°. Men gaat dan ook dikwijls
zo te  werk, da t men het medium onbegrensd neemt. Ieder
der op tredende ruim te-integralen splitst men in een integraal
over het „oneindig verre begrenzingsvlak” en een over s(r);

. i i gZr O©
de eerste, die steeds — w egens een fac to r zoals e —
onbepaald  is, laat men eenvoudig weg. Dit w ordt dus gerecht­
vaardigd door de uitdovingsstelling.

W egens de bijzondere onderstelling om trent P  is het echter
n iet steeds onmiddellijk te zien, d a t men de splitsing werkelijk
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heeft doorgevoerd, zoals boven beschreven is. D.w.z. we moeten
bewijzen, dat de splitsing van een dergelijke ruimte-integraal
in twee oppervlakte-integralen over V en s(r)

V  V  s(r)

/  = / - ƒ
a(r)

eenduidig is. Dit is inderdaad het geval, mits we steeds zor­
gen, dat

Y  *< r>

(11, 1) (A +  *2) j  =  0 en (A + yn2k 2) ƒ  =  0,

met n2 Bewijs:
Stel dat er twee splitsingen zijn, die aan deze voorwaarden

voldoen:
v v  , v  ,

ƒ - ƒ - ƒ - ƒ - ƒ ' ■s(r) 1 1  2 2

daaruit volgt
v v a a

ƒ - ƒ = ƒ - ƒ •
1 2  1 2

Toepassing van (A -f- ^2) hierop levert wegens (11, 1)
8 8

o =  <* +  *■) ( ƒ _ ƒ ) ,
1 2

maar uit (11, 1) volgt tevens
8 8

0 =  (A +  n2k2) ( ƒ  -  ƒ )  .

Dus;
1 2

8 8

/  = /•1 2

1 2

V  V

en evenzo
1 2

f , q.e.d.

zodat
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W e zien hieruit, dat alle moeilijkheden om trent he t optreden
van onbepaalde integralen aan de oneindig verre grenzen op­
gelost zijn; tevens is hiermee zonder meer de behandeling van
de trillingstoestand in een onbegrensd medium als „dynamisch
afgesloten” — waarbij iedere resonator trilt onder invloed
van de secundaire golven, door alle andere resonatoren u it­
gezonden, terwijl een invallende golf on tb reek t — gerech t­
vaardigd (zie 19) en 21)). We kunnen het dus niet eens zijn
m et de u itsp raak  van Darwin ( 15) einde § 10):

„The failure to  see the details more intimately is ra ther
disappointing, b u t m ust be a ttribu ted  to  the  bad convergence
of all the  in tegrals.”

§ 12. Afwijkingen van de homogeniteit; diffuse lichtverstrooiing;
ijle media.

In deze paragraaf gaan we nader in op enige door ons inge­
voerde onderstellingen. Om herhalingen te  vermijden is hier
en daar n aa r plaatsen in voorafgaande paragrafen verwezen.
Wij verzoeken den geïnteresseerden lezer deze plaatsen na te
slaan. Lezing van deze parag raaf is echter voor het begrip
van de volgende hoofdstukken niet noodzakelijk.

O p blz. 16 hebben wij ondersteld, da t de verdeling der reso­
nato ren  buiten het w erkingsvlak van een bepaalde resonator
gem iddeld hom ogeen is. Zoals reeds is opgem erkt, kan hieraan,
juist bij dichte opeenhoping der resonatoren, in de onmiddellijke
nabijheid van het w erkingsvlak niet voldaan zijn; ook niet, als
wij w isselw erkingskrachten, die de ruimtelijke verdeling der
resonatoren zouden beïnvloeden, buiten beschouw ing laten.
W e wijzen slechts op het grensgeval der dichtste pakking van
resonatoren met bolvorm ig werkingsvlak, waarbij andere reso­
nato ren  slechts kunnen liggen op bepaalde afstanden van een
vast gekozen resonator. Wel m ogen we aannem en, dat de ge­
m iddelde verdeling ook in de buu rt van het werkingsvlak
isotroop is.

H et gevolg is, da t het aan tal resonatoren in ds(r') — zie blz. 28
— niet door N  dv  X  N  ds(r'), m aar door N  dv  X  W(rr') Nds(r')
gegeven w ordt. Hierin is W(rr') — W  (p) een functie van
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de afstand p — p(rr') van het pun t r to t het pu n t r , welke
voldoet a a n : W(p) —  0 voor p<C.a (a =  straal van het werkings-
vlak s(r)); W(p) =  1 voor p^>b, waarin voor de constan te  af­
stand  b g e ld t: A 6 >  a. H et resu ltaat is tenslotte, d a t wij
(9, 2) m oeten vervangen door

v
(12, 1) P(r) =  G^E^r) +  ƒ  W(rr')rot2R(rr')P(r')dvj.

»(<■)

Wij onderzoeken het onderscheid tussen (12,1) en (9,2),
waarbij we m oeten bedenken, da t we bij de toepassing van
(9, 2) in § 10 steeds zijn overgegaan to t lim  a =  0 (zie blz. —),
hetgeen we in het vervolg ietw at slordig zullen schrijven als
lim  s(r) =  0. H et onderscheid tussen de gemiddelde w erkende
veldsterkten in (12, 1) en (9, 2) is dus gelijk aan het verschil
der integralen

r(r) t(r)

Ji — ƒ W(rr’) &{rr') P{r’) dv ' en J 2 —  ƒ fl(rr') P(r') dv',
s(r) lim  s(r) =  0

w aarin r(r) een boloppervlak voorstelt m et straal b en middel-

pun t r. Vergelijk hiervoor en voor het volgende (6, 2) en
(6, 2a, b, c).

Eerst berekenen wij de oppervlakte-integralen over een bol-

oppervlak met straal p en m iddelpunt r.

ƒ [v P (r')) v do =  Avp2 -----— n2k 2p2 + ------ p*------j P(r)

J P (r') do =  Attp2[ \ ---- n2k 2pz + ------p4 ---------jp(r),

die we vinden, door P(r') te  ontwikkelen naar de com ponenten

van de vector v p —  r' — r (v —  eenheidsvector, r' is p un t op
het boloppervlak), en gebruik te maken van (A,14), (10,7) en (10,8).

D aar p ^  mogen we de volgende ontwikkeling toe­
passen :
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— ikpe I I ,
2 p +
1 ( f t y
2 p

y  ( / * ) 4 P +  . . . .

y  (tt)3 4- y ( ^ ) 4p +  . . . .

V oor de berekening van J x en J2 behoeven we nu nog
slechts te in tegreren over p tusschen de grenzen a en b, resp.
0 en b. Dit levert

J\ = ^ + ^5) X k2J47rp ̂W p + 10'tf3 P (r) X j^7rp2W(p)dp +.

h  =
2 n2\ ■*'
I +  n ) P(r) x  2 M * +  |  { ik f P(r) X y  63 +  . . .

In (9, 2) of (10, 3) m oeten we dus aan de gem iddelde wer-

kende veldsterkte in het rechterlid  toevoegen ] x — J 2.
Er is nog een tweede correctie van (9, 2) of (10, 3) nood­

zakelijk. O p blz. 15 hebben wij erop gewezen, da t de o n d er­
stelling van een reële polariseerbaarheid <r verwaarlozing van
de stralingsdem ping betekent. Deze onderstelling is in strijd
met de energiew et. Iedere resonator zendt immers energie uit
in de vorm van de secundaire bolgolf, en wel per seconde een

hoeveelheid ^ 3  (p P *) (het sterretje  duidt aan, dat de aan p

toegevoegd complexe vector genom en m oet worden). D aartoe

moet de w erkende veldsterkte E  op de resonator per seconde
een even g ro te  arbeid  verrichten. V oor deze arbeid  geldt de

• J 11* “► “►uitdrukking -j- j(p E *)— (p* E) j , m aar deze is 0 wegens de

realiteit van <r in de „bewegingsvergelijking” p — <rE. V ervangt
men deze laa tste  echter door

(12, 2)

m et dezelfde reële w aarde van <7, dan is — tenm inste zolang
de trilling harm onisch blijft m et de frequentie u — aan de
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voorw aarde van energiebalans voldaan. V at men de resonator
2 .

op als een harm onisch trillend electron, dan stelt ^ (ik)3p  de

per ladingseenheid u itgedrukte  kracht voor, die het stralings­
veld van het electron op het electron zelf uitoefent. Iets alge­
mener stelt men deze „stralingsdem pingskracht” gewoonlijk

2 f d \ 3~* * ♦voor door (-j-j p (zie 14) blz. 43); p h ang t hier periodiek

van de tijd t a f ;  men kan deze uitdrukking ook direct — niet
via de om weg der energiew et — afleiden 71).

A an de w erkende veldsterkte in het rechterlid  van (10, 3)
2moeten we dus ook nog toevoegen een term  -y (ik)3p(r), zo­

da t (10, 3) tenslo tte  overgaat in

V
P  = g [e ° + ƒ r o P R P d v  +  X  - f 2 +  y (ik)3p^j

lim s(r) =  0

of in verband m et de opm erking aan het einde van § 10:

(12,3) P  =  c ( y — + / 7 - £  +  y  ( ik?p)

We zien hieruit, d a t, wegens de kleinheid van k 2b2, he t ver-

schil der eerste term en van J x en J 2 slechts een u iterst ge­
ringe correctie van de Lorentz-Lorenz-formule tengevolge
heeft, die we verder buiten beschouw ing laten. Voor de tw eede

term  van ] x resp. J 2 kan men zetten
b

—  ƒ 47rp*NW(p)dp =  —  (ik)3p ( r ) X / ,, resp.
a

—  (ik)3p ( r ) X l 2;

hierin is lx resp. l2 het gem iddeld aantal resonatoren  tussen
t (t) en s(r), resp. binnen een willekeurig in het m edium  ge­
nomen boloppervlak t  met straal b. Vullen we deze u itd ruk­
kingen in (12, 3) in, dan vinden we na enig gereken form ule
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(12, 4) 1 =  - W , r — ± - ~  +  -  / ,  +  1),

die ons leert, d a t in het algem een, zelfs als eigenlijke of con-
sum ptieve lichtabsorptie door de resonatoren ontbreek t (<r reëel),
de brekingsindex complex is. Zolang nJ. /j — l2 +  1 >  0, treed t
in n een negatief im aginair gedeelte  op, hetgeen extinctie van
het doorvallende licht beteekent (afname van de am plitude van
een vlakke golf in de voortplantingsrichting).

W e beschouw en 3 gevallen:
a. Bij regelm atige rangschikking der resonatoren (kristal-

roosters, inzover daarin nog van optische isotropie sprake is),
dus ook bij d ichtste pakking van resonatoren  met bolvormig
werkingsvlak, liggen binnen een bol r(r) *) met geschikt gekozen
straal evenveel resonatoren als gemiddeld binnen een even
gro te  willekeurig gekozen bol, zodat er tussen r(r) en s(r) één

m inder ligt, n.1. de resonator in r. Dus Ij — /2 -f- 1 =  0. Er
treed t geen extinctie op. In d it geval kom t men dus m et de door
ons in § 4 t/m  § 10 gevolgde m ethode, uitgaande van reële <r,
to t het juiste resu ltaat.

b) D aarentegen hebben G ans en H ap p e l73) en L o ren tz72)
aangetoond, da t bij rangschikking der resonatoren volgens het
toeval ly — l2 -f- 1 =  1, mits de gem iddelde afstand van twee
naburige resonatoren veel g ro te r is dan de straal van hun
werkingsvlak. Dit is het geval bij ijle verdeling der resonatoren
over de ruim te, w aarvoor onze afleiding van (9,2) of (10,3) niet
m eer opgaat, hoewel deze vergelijking geldig blijft, zie het einde
van deze §). E r treed t nu dus wel een (geringe) extinctie op.
De in § 4 t/m  § 10 gevolgde m ethode voert dus voor ijle media
to t het juiste resultaat, mits men (4, 2) vervangt door (12, 2).
De extinctiecoëfficiënt kan men gemakkelijk uit de op grond
van (12, 4) berekende complexe brekingsindex afleiden.

Hier doet zich de v raag  voor: W aar blijft de uit het do o r­
vallende licht weggenom en energie ? H et an tw oord t lu id t :
Deze w ord t teruggevonden in het diffuus verstrooide licht
(Rayleigh-verstrooiing). De rangschikking der resonatoren vol-

40
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gens het toeval, w aarvan bij de afleiding van lx — l2 gebruik
gem aakt is, im pliceert n.1. het bestaan van dichtheidsfluctuaties
in het medium. Deze zijn oorzaak, da t er plaatselijke afwijkingen
zijn van de gemiddelde, op grond van (9, 2) of (10, 3) te  be-

rekenen polarisatiedichtheid P. Volgens (9,3) ontstaan daardoor

afwijkingen van de veldsterkte E(r) in een p u n t buiten het
medium. De afwijking in een bepaald pun t is een functie van
de toevallige moleculaire constellatie van het medium. Gemid­
deld over alle mogelijke constellaties is deze afwijking 0 ; het
gemiddelde van de bijbehorende energie- en stralingsdichtheid
is echter niet 0 ; deze extra stralingsenergie is de energie van
het diffuus verstrooide licht. Men kan haar berekenen, indien
men de w et kent, w aaraan de dichtheidsfluctuaties voldoen.
H et m eest d irect geschiedt dit, volgens de zoëven geschetste
gedachtengang, op g rond  van de m ethode B. Dit is voor een
ideaal gas uitgevoerd door Lundblad (zie 14) III § 3 en IV).
Toepassing van de energiew et levert vervolgens een u itdruk­
king voor de extinctiecoëfficiënt, die overeenstem t m et de uit
de complexe brekingsindex afgeleide w aarde  (zie boven).

O p  blz. 11 hebben wij erop gewezen, dat Einstein 74) voor
de extinctiecoëfficiënt door toepassing van de m ethode A een
ietw at andere w aarde heeft gevonden dan Lundblad. H et onder­
scheid kom t daaru it voort, d a t bij de m ethode van Einstein
de terugw erking van het verstrooide licht op het medium au to­
matisch in rekening gebrach t w ordt, hetgeen bij Lundblad niet
gebeurt. H et verdient aanbeveling, de berekening van Lund­
blad in deze zin aan te  vullen.

In overeenstem m ing m et de hier gegeven beschouw ingen is,
dat in geval a) enerzijds de brekingsindex reëel is, anderzijds
geen dichtheidsfluctuaties optreden (zolang men de tem pera-
tuurbew eging der resonatoren in het kristalrooster buiten be­
schouwing laat).

c) Voor het door ons beschouw de geval — toevallige ver­
deling van dicht opeenliggende resonatoren — zal lx — /2 -f-1
wel liggen tussen 0 en 1. H et ligt voor de hand, dat, n aar­
m ate de opeenhoping der resonatoren dichter is, enerzijds de
pichtheidsfluctuaties een geringere rol spelen, zodat de Rayleigh-
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verstrooiing verm indert, anderzijds lx —/2 + 1  meer to t 0 nadert,
w aardoor het im aginaire deel van de brekingsindex, en dus de
extinctiecoëfficiënt, afneem t.

C onclusie: Laat men de Rayleigh-verstrooiing opzettelijk
buiten beschouw ing, dan m oet men afzien van dichtheids-
fluctuaties, en als consequentie daarvan /, — /2 - f-1 =  0 stellen.
De brekingsindex w ord t dan reëel, en kan — op geringe te
verw aarlozen correcties na — berekend w orden uitgaande van
(9, 2) met lim s(r) =  0 en reële G =  N<r. Hiermee is het geldig-
heidsgebied van de in § 4 t/m  § 10 gevolgde rekenwijze, bij
toepassing op dichte media m et onbewegelijke resonatoren, af­
gebakend.

Wij vragen nog naar de geldigheid der in § 9 opgestelde
vergelijkingen voor dichte media m et bew egende resonatoren
(vloeistoffen) en voor ijlere m edia (gassen ; stoffen in verdunde
oplossing) *). Bij de eersten blijft de moleculaire constellatie
practisch  constan t gedurende een g roo t aantal lichttrillingen,
zodat genoem de vergelijkingen gedurende een zeker tijdsinterval
geldig zijn. D aar echter deze vergelijkingen onafhankelijk zijn
van de toevallige constellatie, blijven ze onveranderd  gelden
voor ieder volgend tijdsinterval, d.w.z. ze blijven geldig voor
ieder tijdstip.

V oor ijle media is de afleiding, die wij van de vergelijkingen
in § 9 gaven, niet m eer juist. Immers bij bepaalde constellatie
is dan, na de op blz. 16 beschreven verschuiving der resona­
toren in dv, de ruim te buiten s(r) zeker niet hom ogeen met
resonatoren g evu ld ; en van deze laatste voorw aarde m aakten
wij op blz. 28 gebruik. Nu zijn de moleculen in een ijl medium
steeds in beweging. O m tren t de trillingstoestand gedurende
een tijdsinterval, w aarin de moleculen weinig van plaats ver­
anderen, kan men welisw aar niets zeggen. M aar de tijdsinter­
vallen, gedurende welke men meet, zijn steeds zo groot, dat
he t medium gedurende zo’n interval een g roo t aantal constel­
laties doorloopt. Wij hebben dus slechts te maken m et een
„gemiddelde constellatie” , die aan genoem de homogeniteits-
voorw aarde wel voldoet (zie 14) blz. 87). H et ligt daarom  voor

*) Zie de noot op blz. 15.



de hand, da t ook voor ijle media de in § 9 opgestelde verge­
lijkingen geldig blijven, natuurlijk bij afzien van diffuse ver­
strooiing. De juistheid dezer globale beschouwingen w ord t be­
krachtigd  door het zeer uitvoerige onderzoek van ijle media
door Reiche n).

Wij willen niet eindigen, zonder er op gewezen te  hebben,
da t bij deze beschouw ingen een medium m et bew egende reso­
natoren  eigenlijk w ordt opgevat als het „gem iddelde” van een
groot aantal uit onbewegelijke resonatoren opgebouw de media,
ieder met een eigen constellatie. E r w ord t dus afgezien van
de geringe invloed, die de beweging zelf op het door de reso­
natoren uitgezonden licht h ee ft; een bespreking van deze
invloed (Doppler-verschijnsel) valt buiten het kader van dit
onderzoek.
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HOOFDSTUK II.

Toepassing op een medium, bestaande uit
willekeurige moleculen.

Berekening van de draaiing van het polarisatievlak.

§ 13. Beschrijving van het medium.

Na de voorbereidingen in het vorige hoofdstuk gaan we de
m ethode toepassen op een mengsel van willekeurige moleculen;
de optische activiteit, bijv. ener oplossing van een actieve stof
in een niet actief oplosmiddel, kom t dan vanzelf te  voorschijn.
W e nem en onze uitgangspunten echter zo algemeen mogelijk,
w at de notatie aanzienlijk vereenvoudigt en het algem ene deel
van de berekening veel overzichtelijker m aakt.

W e stellen ons voor, da t per cm3 van het medium voor­
komen Nj moleculen van de soo rt j  ( j  —  1, 2 , .........../ ) ;  het
totale  aantal moleculen p e r cm3 noem en we

l
(13,1) N = Z N j .

J - 1
Een molecuul van soo rt j  geven we aan door (m, j)  (m =

1, 2 ...........Nj), terw ijl we onder F(mj)  zullen verstaan de
w aarde van de grootheid F  in een vast gekozen pun t van het
molecuul, da t we zullen noemen het „m iddelpunt” .

Ieder der moleculen denken we ons omgeven door een bol­
vorm ig werkingsvlak s met straal a, w aarvan het m iddelpunt
sam envalt met he t m olecuulm iddelpunt; d.w.z. de kleinste af­
stand, w aarop twee m olecuulm iddelpunten elkaar kunnen na­
deren, is a. S trik t genomen m oet men definiëren Sjj en voor
iedere m olecuulsoort j  en voor ieder soortenpaar j j ' ; daar
echter tenslotte  w ord t overgegaan to t lim a =  0, zullen we
te r  vereenvoudiging van de notatie  alle s gelijk aannem en.
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W e onderstellen weer, da t ten  opzichte van een vast ge­
kozen molecuul dë gem iddelde verdeling der andere molecuul-
m iddelpunten buiten zijn w erkingsvlak homogeen is. V erder
onderstellen we, da t alle m olecuuloriëntaties, zelfs in de om­
geving van een vast gekozen molecuul, even waarschijnlijk zijn.
Tenslotte nemen we aan, d a t van iedere soort het aantal mole­
culen per cm3 zo g roo t is, dat de m ethode van het vorige
hoofdstuk kan w orden toegepast. H et ligt echter voor de
hand, da t de resultaten  ook juist zijn, als aan deze voorw aarde
niet is voldaan.

O ver de reactie van de moleculen op het lichtveld willen we
geen bijzondere onderstellingen m aken, we leggen dus ook geen
bepaald molecuulmodel ten  grondslag. Daarom  passen wij de
m ethode toe, die Darwin 15) gebru ik t heeft voor de afleiding
van de optische eigenschappen van een continu medium uit
die van een volume-elementje van da t medium, welke hij be­
schreven heeft met behulp van een stel polariseerbaarheids-
tensoren. O p een door hem ten  onrechte gem aakte verw aar­
lozing komen we terug  in § 16. Beckmann en C ohen67) hebben
de door Darwin ingevoerde tensoren in relatie gebracht to t
de overeenkom stige tensoren der moleculen. Hun berekening
van de optische activiteit lijdt daardoor aan hetzelfde euvel
als die van Darwin. Wij zullen m et de in het vorige hoofdstuk
ontwikkelde m ethode de optische eigenschappen direct u it de
polariseerbaarheidstensoren der moleculen afleiden, in plaats
van de omweg te  maken over die van volume-elementjes.

§ 14. De tensornotatie.

We geven hier een ko rt overzicht; uitvoeriger bij Darwin l.c.
De ligging van een pun t ten opzichte van een rechts recht­
hoekig coördinatenstelsel m et assen X], X2, X3 geven we aan
door zijn coördinaten xlf x2, x3, sam engevat to t x. W e zullen
spreken van het pun t x ;  een willekeurige coördinaat noemen
we xa (« =  1, 2, 3). Een functie van x t , x2, x3 schrijven we
als F(x), een volume-element dx1 dx2 dx3, d a t het pun t x  bevat,
schrijven we als dx.

De coördinaten van het pun t x  in een tweede assenstelsel
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Xj', Xj', X3', door draaiing om de oorsprong uit het eerste
ontstaan, noemen we x'a„ De transform atievergelijkingen luiden

(14.1) xa =  lm,x!al of x'a, =  lmi,x a .

Hier, zoals overal in het vervolg, m oet over tweemaal voor­
kom ende letter-indices autom atisch gesommeerd w orden. /  , is
de cosinus van de hoek tussen de Xa- en de X'a,-as. De laa, vol­
doen aan

(14.2) laf laf —  (£V ) en =  ((3y),

waarin (x(3) een tensor voorstelt, w aarvan de com ponenten
0 of 1 zijn, naar gelang x  jé  /3 of x — /3.

De com ponenten van een vector (tensor van de l e orde) A
transform eren zich, bij definitie, als de xa:

(14.3) A ,  =  l ^ A ' ^

d.w.z. de vector A  w ordt in het stelsel X voorgesteld door de
com ponenten A a, in het stelsel X' door A'a„ Een tenso r
van de ne orde (n —  aantal indices) is een verzameling van
3« getallen, die zich transform eren volgens

(14, 4) aofir....  ôa' W  1 ‘ “  1 a'fiy.... •
Met behulp van (14, 2) kan men bewijzen, d a t de inverse

transform atie van (14, 4) luidt

(14, 5) <T a,py....  =  ipp lyy, • • • • „fiy__ •

W e voeren de tensor [xfiy] in, w aarvan alle com ponenten
=  0 zijn, behalve

(14, 6) [1, 2, 3]cyc, =  1 en [2, 1, 3]cgcl =  - 1 .

W e hebben nodig de form ule
(14, 7) [<*/3y] [«Se] =  (/35) (ye) — (/3e) (y2).

Ter toelichting en voor later gebruik zetten we enkele uit­
drukkingen uit de vectorrekening om in de tensornotatie.

d d
(14, 8) «-com ponent van g rad  <p — ----- cp; div A  =  ------ A .dxa dxa
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(14.9) =
dXa dXa

De vergelijking
(a 4- *2) ? =  O,

waaraan alle veldgrootheden (scalaire grootheden en vector-
componenten) in het vacuum voldoen, gaat over in

(14.10) — +  *2) ? _  0.
V dxa dxa 1 T

De «-component van het vectorproduct

(14.11) (A X B)a =

(14.12) ■ rota A =  [ * M ^ ~ A .tep 7
Dus:

roti A — [ct(3y] —  [ySf] — • Ae =  [x(3y] [>$f] - A e;

door toepassing van (14, 6) en (14, 7) wordt d it:

= ___ dl —  a _____—  A
te a dxe ‘ dXp dXp a’

in overeenstemming met de vectorformule rot2 =  grad div —  A.

Voldoet A  aan (14, 10), dan wordt

(14, 13) \ hetgeen we afkorten tot

rot2a A  =  \*P\ A r

§ 15. De uitdrukking voor de Hertz-vector.

De ligging van een molecuul (m,j) t.o.v. een ruimtevast
coördinatenstelsel wordt bepaald door de coördinaten xa van
zijn „middelpunt” x  en door zijn oriëntatie p;  hier is p  sym-



48

bolisch geschreven voor bijv. de 3 Eulerse hoeken van een
molecuulvast coördinatenstelsel t.o .v . een ruim tevast stelsel.
Een „oriëntatie-elem ent” , da t de oriëntatie p  „bevat” , schrijven
we als d p  (vergelijk de overeenkom stige no tatie  van een
volume-element in § 14); we definiëren d p  zó, da t bij wille­
keurige verdeling der m olecuuloriëntaties de waarschijnlijkheid
van een oriëntatie tussen p  en p  +  d p  evenredig is m et dp ,
onafhankelijk van p  (dus bij gebruik  van de Eulerse hoeken:
sin S d S d y d p  en niet bijv. dSrdydp) .  Tenslotte definiëren we

15, 1) O d p  = 1 ,

te  in tegreren over alle oriëntaties.
( Valt op een molecuul (m !f) met m iddelpunt x  een lichtgolf
van bepaalde frequentie u, dan zal het een secundaire golf uit-
zenden. Deze is volkomen bepaald, als in ieder pun t van het
molecuul (en niet alleen in het m iddelpunt; zie onder) gegeven
is de w erkende veldsterkte, veroorzaakt door de invallende
golf samen m et de straling  van alle andere m oleculen; of, w at
op hetzelfde neerkom t, w anneer gegeven zijn de w aarden van
de w erkende veldsterkte en zijn afgeleiden in het m iddelpunt,
dus:

( E Jm ’f) i ~  EMf) i <"■'/>
(15, 2) \ afgehort:

( Eafi(mï)> Eafir(m'ï) enz-
Daarbij m oeten we bedenken, d a t binnen het molecuul de

w erkende veldsterkte voldoet aan de Maxwell-vergelijkingen
voor het vacuum , zodat in (15, 2) niet alle term en van elkaar
onafhankelijk gekozen kunnen w orden ; zo bestaat er tussen
3 van de 9 term en Ea„ de betrekking

(15,3) Eaa(m’j>) =  0

(d.w.z. div E(m'j') —  0 ; verg. (14, 8)), terwijl, naarm ate men
verder in de reeks komt, het aantal betrekkingen toeneem t;
van deze verdere relaties behoeven we echter later geen ge­
bruik te  maken.

De secundaire golf, door (m'j') uitgezonden, veroorzaakt in
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een pun t x  een H ertzvector met com ponenten za(x). Volgens
Darwin (l.c. § 11) ontwikkelen we deze naar

— ip(xx')
R(xx') =  -— j — n—  (zie 6, 1)P(xx)

en zijn ruimtelijke afgeleiden; d.w.z. we schrijven za(x) als een
som van term en, die bevatten

(15, 4)
R,

dR d2R
dxa dxfi

R , R a ,

of k o r te r :

(let op het verschil m et (15, 2): d aar differentiëren we naar x',
hier naar x).

De coëfficiënten in de ontw ikkeling van za(x) naar de term en
der reeks (15, 4) zullen nu lineair afhangen van de werkende
veldsterkten in de punten van het molecuul (m'j') en dus van
de term en in de reeks (15,2). W e krijgen dus:

(15, 5) za(x) =  jr fr n 'f)  E f r ï f )  R  +  â y(m'j')E^(m'j') R  +

+  SWIEWDR' + .........
/*

w at we k o rt sam envatten als „één term ” :

(15, 6) z a(x) =  .... (m'j') Eh .... (m'j') R ^  .
fiv....

Hierin zijn de <r’s constanten, die afhangen v a n : de mole-
cuulsoort ƒ ,  de oriëntatie \p' van het molecuul (m'j') en van de
frequentie a>. Zij transform eren zich bij draaiing van het ruim te-
vast coördinatenstelsel als tensoren, daar ditzelfde het geval is
met alle andere grootheden uit de formules (15,5) en (15,6);
ditzelfde doen ze dus ook bij draaiing van het m olecuulft.o.v.
het ruim tevaste stelsel. H et is dus slechts nodig, voor een be­
paalde m olecuulsoort j  en de bepaalde frequentie te kennen:
a,tr'fiY (ƒ") *n een molecuul vast coördinatenstelsel m et assen

X'a,. Zijn /aa,(^) de richtingscosinussen van de assen X 'a, van
een molecuul met oriëntatie ^  ten opzichte van de assen Xa
van het ruim tevaste stelsel, dan is volgens (14, 4):

4
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(15, 7) Sffy....( M  =
f lV ....

=  IJA) ippkP) lyykP) U é  —  J p t .....(/)•
/ t V — ..

H ierdoor w ord t de afhankelijkheid der ir’s van de oriëntatie
expliciet aangegeven (vergel. B. en C. 67) form ule 6).

De ir’s zullen we polariseerbaarheidstensoren noemen. Ge­
woonlijk v e rs taa t men daaronder slechts j r .  (vergel. ,7) § 73);
voor een isotrope oscillator geldt a<rfi =  {x(S) a, w aarin <r de
polariseerbaarheid is (vergel. (4, 2)).

§ 16. Nadere beschouwing van de uitdrukking voor de Hertz-
vector. Het stralingsveld van een molecuul.

Het essentiële onderscheid tussen (15, 5), (15, 6) en de
overeenkom stige form ules bij D a r w i n  (l.c. 11, 1) en B. en C.
(l.c. 2) is, da t bij ons het stralingsveld van een molecuul niet
alleen afhangt van E(m'j'), m aar ook van zijn afgeleiden. Inder-

a

daad  is het nodig, deze afgeleiden in te  voeren. H et eenvou­
digste m odel van een optisch actief molecuul is wel he t door
K u h n  ( 50) ,51)»52) § 15) behandelde bijzondere geval van de
algem ene theorie van B o r n  ( 27), 29)). Hij beschouw t een mole­
cuul, da t 2 lineaire, in verschillende pun ten  gelocaliseerde,
oscillatoren b e v a t; zij zijn onderling gekoppeld, terwijl hun
trillingsrichtingen onderling loodrecht en loodrecht op hun ver­
bindingslijn d  s taan  (zie ook 58) § 99). W ord t een dergelijk
molecuul getroffen door een lineair gepolariseerde lichtgolf,
die zich voorplant in de richting van d, dan is betrekkelijk een­
voudig aan te  tonen, da t een ro tatie  van het polarisatievlak to t
stand  kom t tengevolge van de secundaire golf, door het mole­
cuul (beter: door een vlakke laag van dergelijke moleculen m et
evenwijdige d) uitgezonden in de voortplantingsrichting. D aar­
bij mag men de afm etingen van het molecuul ten  opzichte van
de golflengte van het licht niet verw aarlozen. De eindigheid

van de verhouding — kom t op tw ee wijzen to t u iting:

le  doordat de beide oscillatoren secundaire golven uitzenden
vanuit verschillende punten van het m olecuul; d it betekent



ze #-c

%s?h < ~̂/&

/
^ i / / ~ ' ^ > i  -<e £”ir  X ' ^  /

é * /j  ?  S

£3 ^ * ?





51

voor de uitdrukking van de Hertzvector (15, 5): invoering van
termen E^R^ ; 2e doordat de oscillatoren door de primaire golf
met verschillende phasen getroffen worden: dit geeft in (15, 5)
aanleiding tot de termen EfiyR. Beide factoren hebben op de
phase van de secundaire golf een invloed van dezelfde grootte,
het is dus onjuist, één dezer factoren (bij D a r w i n  de 2e) te
verwaarloozen. We zullen dit in § 21 aan de hand van de
theorie van B o r n  nog nader aantonen.

Tegen de bewering, dat invoering van termen EfiyR  enz. nood­
zakelijk is, zou men het volgende kunnen inbrengen: Gewoonlijk
stelt men het ontstaan van een golf van gegeven vorm, bijv.:

(16,1) Em —■ E0 e iknz

voorop; maar dan is met Ea ook Epy gegeven, en wel is dan

Efiy lineair in Ea uit te drukken, bijv. —  =  —in k E . Men zou
oz x

dus formeel de termen met EpyR  kunnen onderbrengen bij EaR.
Bij deze redenering ziet men echter over het hoofd, dat

(16, 1) slechts geldt voor de gemiddelde werkende veldsterkte.
Maar het komt aan op de verandering van het werkende veld
binnen het molecuul, en het is niet apriori zeker — en ook
niet juist, zie § 22 —, dat deze ook door (16,1) gegeven wordt.
Het is juist dit probleem, dat moeilijkheden levert, en tot welks
oplossing de hier gegeven gedetailleerde beschouwingen willen
bijdragen.

In de reeksontwikkeling (15, 5) zullen we later slechts ge­
bruikmaken van het eerste drietal termen. De term met a<r. geeft
aanleiding tot de gewone lichtbreking (bij niet-isotrope ver-
deling der molecuuloriëntaties is deze term tevens verantwoor­
delijk voor de dubbele breking). De termen met jr ^  en jr. ver­

oorzaken de circulaire dubbele breking, d.w.z. zij geven aan­
leiding tot de optische activiteit.

We vestigen er volledigheidshalve de aandacht op, dat niet
alle tensorcomponenten van elkaar onafhankelijk zijn, d.w.z.;
men kan sommige componenten tegelijkertijd op zekere wijze
van waarde veranderen, zonder dat dit invloed heeft op het
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veld van de secundaire golf. We beperken ons tot de volgende
gevallen.

In de eerste plaats tellen we bij ieder der componenten a<rn ,
a°22f a®33 de component a<r van een willekeurige vector op. Het
effect op de tweede term van (15, 5) is de vermeerdering van
deze term met a<rEfifiR, maar dit is .0 wegens (15,3). Deze be­
werking heeft dus geen invloed op za(x). Wij kunnen bijv. jr  zo
kiezen, dat
(16, 2) =  °>
zonder dat dit physisch enige invloed heeft. Daardoor bereiken
we, dat we nu kunnen zeggen, dat door de physische eigen­
schappen van het molecuul a<r̂y volkomen bepaald is.

Ten tweede letten we op de uitdrukking voor het electrische
veld in x. Volgens (6, 2), (14, 10) en (14, 13) luidt deze:

(16, 3) ea(x) =  \u(3\ z^x).

Vullen we voor z^x) de uitdrukking (15, 5) in, dan geeft
hiervan de derde term aanleiding tot de vorm

Voegt men aan ieder der componenten i<fy, 2 3°V
°  1 2  3

component ry van een willekeurige vector toe, dan is het resul­
taat toevoeging van

a£,{4«,+*2!r-’
maar dit is 0 wegens (14,10). We kunnen dus, evenals boven,
afspreken:
(16, 4) />  =  0.

a

(16, 4) is een bijzonder geval van Darwin’s „duplicate rule
(1. c. § 12), die van toepassing is op alle a<rfi . Deze regel zou

f l....
nog uitgebreid moeten worden met regels analoog aan (16, 2)
voor de algemene hier gebruikte aGpy..... Wij zullen deze regels

n ....
niet bespreken, daaf wij tenslotte — zoals gezegd slechts
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gebruik zullen maken van de in (15, 5) opgeschreven termen.
Voorlopig werken we echter, ter vereenvoudiging van de

notatie, met (15, 6). Uit (16, 3) volgt dan voor de electrische
veldsterkte van de door molecuul (m'j') uitgezonden secundaire
golf:

(16, 5) ea(x) =  {«£} f yi....(m'j') Eyd....(m'j') .... .
f t v .......

We herinneren eraan, dat j«/3J de operator (14,13) is, die in
punt x werkt op (xx), waarbij x' =  x'(m'j'); en dat (16,5)
een afkorting is voor een som van termen, die bevatten jr
fyS> f y  enZ’

/*

§ 17. Opstelling van de vergelijkingen voor de werkende veld­
sterkte. Vorming van middelwaarden.

Daar we in dit hoofdstuk het begrip electrisch moment niet
ingevoerd hebben, zijn we hier gedwongen met de werkende
veldsterkte te rekenen. Om verwarring te voorkomen en de
notatie niet ingewikkelder te maken dan nodig is, zullen we
onder Ea(x) verstaan de «-component van de gemiddelde wer­
kende veldsterkte, als x binnen het medium ligt, en de «-com­
ponent van de „gewone” veldsterkte, als x er buiten ligt.

Met behulp van (16, 5) vinden we voor de werkende veld­
sterkte in het middelpunt van het molecuul (mj) de volgende
moleculairexacte uitdrukking, die het analogon vormt van (6,3):
(17.1) Ea(mj) =  Ea°(mj) +  ....(m'j') Eyi....(m'j^R^....

m 'f /iv .......

Bij de sommatie moeten we (m'j') =  (mj) uitsluiten. Deze
vergelijking moet worden aangevuld met de vergelijkingen voor
alle in het rechter lid optredende E . met meer dan één
index. We vinden deze volgens (15, 2), door (17, 1) te differen­
tiëren naar xe, x  ̂ enz.; daarbij worden in het rechter lid alleen
R v̂ gedifferentëerd, zodat geen nieuwe Eyi e<p optreden:

(17.2) ....(mj) =
=  E lv....(mj) +  Z H  A-J....Er*..............K /') R,r .... .......

m !f t*y.......
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We maken naar aanleiding van (17, 2) enige opmerkingen.

le Et<p....W )  =  ( - ^ r  —  deze definitie is ana­
loog aan (15,2).

2e We zien nu het voordeel van de definitie R
’M ....

(zie 15, 4) boven de evengoed mogelijke
d

R.

definitie

3e Beschouwen we E  als de symbolische samenvatting
E>aj E^, EM(p enz., dan is (17, 1) een bijzonder geval van
(17, 2), terwijl (17, 2) het systeem van vergelijkingen voor­
stelt, waardoor het even grote aantal onbekenden E
bij gegeven E°a(x), ligging en oriëntatie der moleculen, en
tensoren <r' (zie 15, 7), bepaald wordt.

We voegen nog toe de vergelijking voor het electrische veld
in een willekeurig punt x  buiten het medium:

(17, 3) Ea(x) =  £ »  +  S H a *....fe»V) Er»....w n R „.....
m f  f iv ........

Nu gaan we over tot het berekenen van middelwaarden. Om
te zien, hoe we die moeten nemen, merken we het volgende op :

Bij de berekening van Ea(x) buiten het medium volgens (17, 3)
kunnen we R  voor alle moleculen (m’j ') in een physisch
oneindig klein volume-elementje dx’ als gelijk beschouwen. Het
komt dus aan op de berekening van

dx?
(17,4) £  An7)B(m 7).

w ff

Hierin nemen we die termen samen, welke practisch dezelfde
factor <djn'j') bevatten; deze behoren bij die moleculen m' van
een bepaalde soort /', wier oriëntatie ligt tussen 'p' en p' +  dp';
voor hun gemeenschappelijke <r(m'j') schrijven we ff(t///'). De bij­
drage dezer termen tot (17, 4) wordt dus

dl<!. < V
W f )  2  E(m’j ’).
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Het aantal dezer moleculen is, wegens de homogeniteit van
het medium, de gelijke waarschijnlijkheid van alle oriëntaties,
en in verband met de afspraak omtrent d4> (§ 15 en (15, 1)):

Nfdx'd'b'.

Het komt dus aan op de berekening van middelwaarden

(17, 5) E afi.. ,(xtj) =

d x d y

E
m

Njdxd'p

van de werkende veldsterkte en haar afgeleiden, voor alle
moleculen van dezelfde soort /’, in de omgeving van het punt
x  en met oriëntatie ongeveer Met behulp van (17, 5) vinden
we voor (17,4)

E N., dx
ƒ 1

o dVWf)EWVD,
zodat (17, 3) overgaat in
(17, 6) Ea(x) =

=  E°a(x) 4- E Nr f& dxdV\x(3\ f yi....W f)  Eyi....y m
f  V fJLV.......

geldend voor een punt x  buiten het medium.

§ 18. Berekening van de middelwaarden.

W at nu volgt is geheel analoog aan de gang van zaken in
§ 7 en § 8. (17, 2) lossen we op door

oo
(18,1) E(mj) =  E  E n(mj)

n —  0
w aarin :

( E\mJ) =  E  m  <m’f )  E°(m'j')R

(18, 2)
( E n(mj) =  E  {«01 djn’j') E n~ \m 'j') R

m 'f '
Uit (17, 2) en (17, 5) volgt onmiddellijk:

(18, 3) E °a.v ...W/) =  E °ae<p..W*
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De Oe m iddelw aarde bestaat dus, en is onafhankelijk van
oriëntatie en m olecuulsoort. Stel, d a t E n~\x'pj) bestaat. Breng
om het molecuul (mj) een bol S{mj) m et een m iddelpunt (m j)
en s traa l ongeveer gelijk aan A. Dan w o rd t (18, 2):

S(mj)

E ’im j) =  2  E n~\m 'j') R  +
m 'f

• + 2 Nf ƒdy<ty'{*£}*W7) e—w ?)
1  S(mJ)

(hierin is de integratie over d\p' niet ap a rt aangegeven, even­
min als de bovenste grens V  van de integraal). D us:

dxdyy
(18, 4) £  E’im j) =

m

dxdty S(mj)

=  2  2  En~ 1(m'/)\R +  Njdxd*  2 Nf  f  . . . .
m m'f f  J

S(x)

We verdelen de ruim te tussen s(mj) en S(mJ) w eer in vakjes
ds' <C s(mj) en leggen vervolgens de S(mj), behorende bij alle
m in dxd<p m et dezelfde /, op elkaar. Dan is voor alle mole­
culen van de soo rt j ' , die nu in eenzelfde vakje ds' liggen en
wier oriëntatie begrepen is tussen en ip' cty/, de operator

<r[m'j') R  dezelfde, n.1. j<z/3j <r(\p'j') R(xx'); hun aantal is
Nj dxd'p X  Nfds'dip'. Ze zijn verder naar willekeur genom en
uit een volume-element dx’, dus is voor hen

2  En~ l(m'j') =  Nj d x d *  x Nj'ds'dV En~ W j ' ) .

Hun bijdrage to t de dubbele som in (18, 4) w ordt dus

Nj dxd'p X Nj’ds'd'p' j«/3|o-(^'/') En~  1(x'^'j’) R(xx'),

zodat (18, 4), na vervanging van de sommatie door een inte­
gratie, en ds’ door dx', overgaat in

dxdiy

2  E’im j) =

=  Njdxd'p 2  N., f dx'd'p'i&fil o’i'P'j') En ix'^p'jj R(xx),
f  ^r  s(x)
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waarbij geïntegreerd moet worden over de gehele ruimte tussen
het „werkingsvlak” s(x) met middelpunt X en het begrenzings-
vlak van het medium.

Volgens (17, 5) wordt dus

(18, 5) EnMq).....(# /) =

=  s  N . , f  dx'dp'\«$\ A a ...... .......................................................................... . ( « O

f  < X )

Uit (18, 3) en (18, 5) lezen we af, op grond van volledige
inductie:

l e En(xpj) bestaat; 2e En(xpj) is onafhankelijk van p  en /',
zodat we deze kunnen schrijven als En(x). We hadden dit wel
kunnen voorzien, daar in het rechterlid van (17, 2) geen enkele
uitdrukking voorkomt, die typisch is voor de oriëntatie p  en
de molecuulsoort /'.

We kunnen dus de volgende vereenvoudigingen invoeren:
(17, 5) gaat op grond van (13, 1) en (15, 1) over in

2  Ea/,....{mj)
(18, 6) Eafi....{xpj) =  Eafi....(x) =  mj N d x -----,

zowel voor En als ook (wegens 18, 1) voor E.
Verder voeren we in :

(18, 7) (Py3.
(XV.

fPy»....W*/)

en

(18, 8) fiGyg....  =  E  Nj ....(vergel. 13, 1).

Dan wordt (17, 6):

(18, 9) Ea(x) =  Ea°(x) + fiGyi  f  dxyd\ Eyi Jx ')  .... (xxf)
(iv.......  J

voor x buiten het medium.
Een dergelijke vereenvoudiging ondergaat (18, 5); we zullen

deze niet meer opschrijven, maar vormen direct de uitdrukking
voor het gemiddelde E^J^x) binnen het medium, die we op de
manier van § 9 afleiden uit (18, 1), (18, 3) en (18, 5):
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(18, 10) Eae„....(x) =

=  Eae<p... ( X) f i y i ...  /" <&'|«/3| ... (x  ) ... e<p....(XX')
...... * * )

Deze integraalvergelijking komt in de plaats van (17,2).
Uit haar moeten we de gemiddelde werkende veldsterkte en
afgeleiden Ecu!tf> (x) berekenen. Dan levert (18, 9) het veld in
ieder punt buiten het medium.

U it (18,7) en (18,8) zien we, dat de macroscopische tensoren G
voor een isotroop medium uit de moleculaire tensoren <r gevonden
worden, door integratie over alle molecuuloriëntaties en som­
matie over alle moleculen in 1 cm3. D it verband is reeds afge­
leid door B. en C. (l.c. § 2), Zij gaan echter, zonder bewijs,
er van uit, dat men de gezamenlijke straling van alle moleculen
in een physisch oneindig klein volume-elementje berekenen kan,
door te doen alsof deze moleculen zich bevinden in hetzelfde
werkende veld. Door onze methode wordt deze handelwijze
streng gerechtvaardigd, zij het ook met behulp van de onont­
beerlijke, maar al te simpele onderstelling der bolvormige wer-
kingsvlakken.

(18, 10) komt —  behoudens de hier gegeven uitbreiding, zie
§ 1 6  — overeen met de vergelijking (13, 3) bij Darwin l.c.
Daarmee is zijn vergelijking voor het geval van een isotroop
medium op moleculairtheoretische basis gesteld.

We vergelijken nog de notaties van B. en C. en Darwin
met de onze

J - 2  .... (B- en C.) =  a<T„ (wij); n =  aantal indices.

( 1 8 >  “ > M i  =

I _ 1
Airk’1—2 p“̂ v- (Darwin).



59

§ 19. Berekening van de brekingsindex en van de draaiing van
het polarisatievlak.

In (18, 10) zullen we slechts de termen met pGy, fiGy{ en JG
ft

gebruiken (zie blz. 51). Om deze te  berekenen (zie B. en C.
l.c. § 2) hebben we nodig de betrekkingen

La{t) d* =  ±{X(3) (*',3')

en

o  laa'i'P) M t )  lyrit) d'P =  -g-[«/3y] [*73V].

Dan vinden we uit (18, 7) met behulp van (15, 7)

a*jJ) =  O m*JM) d'P =  af'fiU) O laait) lp pit) d t  =  l(*/3 )(*'&)«*pij)
of

(19, 1)
a ' f U )  —  W )  ' t i j )

met <r0(/)  =  -^{x'(3')a,<r'fil( j)  =  -jii<r\ +2®,24'3<rs)(/)•

«>C/) — O Sfiyitj) d t  — a/p ,y,(j) O L '  Ififi' lyy- dt  =

=  ~zr [*/3r] [*'/3V] a,<T',JJ)

a'firU) =  [*&] *1U)
(19,2) { 1

met <Ti(/), =  - jr p p y ]  aS fiv(j)

Evenzo vindt men

fpU ) =  [*&*] <r2(j)
(19, 3)

met <r2(j) =  ^ K /3 > ']  j t '^ j )

*oU), *iU) en ®a(/) zijn onafhankelijk van de keuze van het
molecuulvaste assenstelsel.
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Vervolgens passen we (18, 8) toe. Stellen w e:

(19,4) G0 =  2  N/ 0 (j) G, =  S  N f iU )  G2 =  Z  N / 2(7).
7 = 1  7 =  1 7 = 1

dan komt er op grond van (19, 1), (19, 2) en (19, 3):
(19, 5) aGf =  (*@)Go aGh  =  [«(2y]Gx aGfi =  [*fa]G2.

Met behulp van (19, 5) schrijven we nu (18, 10) uitvoerig op:

(19, 6) Ea(x) =  E°a(x) +  G0 ƒ dx’\x$ p y)E y{x’) R +
s(x)

+ G, ƒ dx'\x(l\ [(3^]Eyi(x') R +  G2 f  dx’\x(3\[(3yï]Ey(x') Rd
S(x) S(x)

(19, 7) £„(*) =  £S.(JC) +  G0 J  d x y 3 |m E y(x')R t +  . . . .
«W

Hier moeten we bedenken, dat £ „(* ) 7  ̂ — Ea{x), daar bij
e

de afleiding van (19, 7) uit (19,6), waarbij o.a. R vervangen is
door Re, het werkingsvlak vastgehouden is; anders zou het
ook niet nodig zijn, naast (19, 6) nog (19, 7) op te schrijven.

In (19,6) beschouwen we de termen met Gj en G2, die,
zoals blijken zal, to t de optische activiteit aanleiding geven,
als kleine correctietermen, w at door het experiment gerecht­
vaardigd wordt. In de vergelijking (19, 7), die we slechts nodig
hebben voor de berekening van E.(x') in de derde term van
(19, 6), hebben we daarom de termen met Gj en G2 terecht
verwaarloosd.

We onderstellen nu, dat Ea(x) en Eae{x) voldoen aan

(19, 8) (A +  Ti2* 2)  E =  0,
waarin n de voorlopig onbepaalde brekingsindex voorstelt.
Ieder der integralen in (19, 6) en (19, 7) kunnen we dan weer
schrijven als de som van een oppervlakte-integraal over het
begrenzingsvlak V van het medium en een over $(*) — zie
(A, 23) t/m (A, 27). De integralen over V vallen weg tegen
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E°(x) en E°s(x) (vergel. § 11); die over s(jc) zullen we berekenen.
Vullen we de gevonden waarden vervolgens in (19,6) en
(19, 7) in, dan vinden wij tenslotte de betrekking, waaraan de
brekingsindex moet voldoen. We gaan dit nu uitvoeren, waar­
bij we herinneren aan de betekenis van volgens (14, 13).

De eerste integraal van (19, 6) levert:
V V

02 +  k\*(S)\EBR,J dx'fefyEpR
s(x) s(x)

of na toepassing van (A, 26) en (A, 24):

d2E,4 TT , „.p  . 4 5T
3 ( W fi  +  A2(ft2_ 1) dxJXfi

(19, 9) ƒ  d x y ^ E 'R  =

4 tt ƒ*
+  n2_ j ;  (a/3) ^  +  J -----do, dus:

>
s(x)

4t  n2 + 2
3 n2— 1 Ea + -z— div E -f-

^2(n 2 1) dxa

In de derde integraal van (19,6) komt voor:
V

ƒ dx'^xfyEyRd, die volgens (A, 27) en (A, 25) levert:
s(x)

4 xy +  clJcL\ Er +  k2(n2- l )  i x j x f a +

+ ^ ï < ^ f  + . . .  do.

We krijgen dus na enig gereken, waarbij blijkt, dat alleen
de laatste dezer termen een bijdrage levert:

V
'  dx'\x0\ [/3y3]£r/?a =

V
s(x)

4 ir - rotaE -j- J . . . *  do (vergel. 14, 12).

(19, 10)
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Uit he t boven (19, 10) staande vinden we direct voor Ea
voor (19, 7):

r 4 ff idE  dE -*■)
(19,11) E J x )  =  G0 +  -  +  W i v E ]  +

,. -Z , 4v  dE  1diuE H----j----ï  —- I
n 2 — 1 <)jr J

+ 4?r d2

D us:

(19, 12) [ # « ] £ „  =  —

A2(n2— 1) ArodJC,

4?r
t 2 — 1 G„ rofe E,

—r
en niet — rotg E, w at we zouden kunnen verw achten bij ver­
w aarlozing van het onder (19, 7) opgem erk te! De tweede in­
tegraal in (19, 6) vinden we dus u it de eerste, door in deze

4 tt "*■
— 2 --- r -  G0 rotg E ; met behulp  vanEe te  vervangen door -

P I I  —  X

(19, 9) leiden we dus a f:

V

(19,13) ƒ d x '\xp \[ (ly ï\E ydR  =
s(jc)

4?r n2 +  2 At  ï? , f  ,
=  - y  G° x  “^ r r ro/“ £  +  i  •••* d o -

O pm erk ing : (19,11) is reeds, op andere wijze en voor een
algem ener geval, afgeleid door Lorentz ( 70) § 35; form ules
voor de w erkende veldsterkte en haar afgeleiden in een bol­
vormige holte). De overeenkom st blijkt, als men in (19,11) de
verm enigvuldiging met G0 u itvoert; dan gaat E a over in Pa ;
de laatste  tw ee term en samen stellen dan voor, w at Lorentz

dÈa
noem t ——— (Ea =  gemiddelde veldsterkte), zoals men met

tamelijk veel gereken kan aantonen.
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§ 20. Vervolg. Eindformule. De niet-specifieke invloed van het
oplosmiddel.

Invullen van (19, 9), (19,10) en (19,13) in (19,6) geeft
4% d(20, 1)

4?r n2 -j- 2
T  n2^ ! .

3 n2— 1
4 TT

2_ 1 G0 X  n 2 _  J

k2(n2 — 1) dxa
4 x

div E\ —

G, rota E  — G2 rot„ E.

Hieruit volgt

div E =  G, rfh, E -  div £ [ ,

waarbij (19, 8) gebruikt is. Dit kan slechts, als

(20, 2) div E =  0,

tenzij 1 +  -g- G0 =  0, hetgeen we uitsluiten; vergel. (10, 5);
(20, 1) wordt dus eenvoudiger

(20,3) Ea =

_  4ir ^ n2 +  2 e, 4tt (4t  n2 +  2 „ „ . W ) . p
3 ° n ? _ 2  “ n2 — 1(3 n2— 1 G°Gl +  G*\rotaE -

Verwaarlozen we hierin de correctietermen met Gi en G2,
dan vinden we voor de brekingsindex in 0e benadering:

0 0 , 4) y < S ^ = i ,
dat is: de formule van Lorentz—Lorenz. Nemen we deze in
aanmerking, dan kunnen we (20, 3) eenvoudiger schrijven:

(20, 5) E 4 t  n2 +  2 p:
3 G% 2— 1 E  — y  (Gj +  G2) rot E.

We zien hieraan, dat de termen met avpy en a<*p uit (15, 5)
f t

op precies dezelfde wijze (n.1. in G, en G2) tot hun recht komen
in de tweede term van (20, 5), die de draaiing van het polari-
satievlak bepaalt. Het is dus niet gerechtvaardigd, één van
beiden te verwaarlozen, al had men formeel inderdaad alleen
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de termen met G2 kunnen nemen (zoals Darwin doet), mits
men in het resultaat G2 door Gj +  G2 vervangt (zie § 16).

We nemen nu aan, dat zich in het medium een vlakke golf
voortplant, die voldoet aan (19, 8) en (20, 2). Wegens de iso-
tropie van het medium betekent het geen beperking, als we
de Z-as kiezen als voortplantingsrichting; de X-, Y- en Z-com-
ponenten van de werkende veldsterkte luiden dan
Exe~ iknz; Eye~ Ez — 0 (£ x en £ y onafhankelijk van x, y  en z).

Dan heeft rotE  de componenten:
ink Eye~ iknz; — ink Exe~ iknz; Ö.

Invullen in (20, 5) geeft voor Ex en Ey het tweetal verge­
lijkingen :

4 7T
1 — —  G n2+  2

3 Go „2 iJE* +  n 2  j (Gi + G 2)inkEy =  0

1 (G, +  G2)ink Ex +  1 - 4 7T n2+  2
J 0 „ 2n2 — 1 E y  = =  0 ,

aan welke slechts is te voldoen, als de coëfficiëntendetermi­
nant =  0. Dit levert:

(20, 6) 1 — n2 +  2 4?r nk
Go n2 _ i  — ±  n2 — i  (Gi +  G2)

met de bijbehorende oplossing
Ex ±  iE y =  0.

In de laatste vergelijking stelt het [+  (—) teken voor een
rechts- (links-) circulaire golf (gezien door een waarnemer, in
wiens oog de lichtstraal treft); daarbij behoort de waarde
nt (n,) van n, die uit (20,6) volgt, indien men daarin het +
(—) teken neemt. D.w.z. in het medium kunnen zich voort­
planten een rechts- en een links-circulair gepolariseerde golf
van dezelfde frequentie, maar met verschillende brekingsindex
(circulaire dubbele breking).

Valt op het medium een lineair gepolariseerde lichtgolf, dan
wordt hiervan het polarisatievlak gedraaid. Voor de draaiing
naar rechts (voor een waarnemer, die de straal in het oog
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krijgt) per cm van het medium geldt de formule van Fresnel:

(20, 7) ? =  n )

(<j> in radialen; A =  vacuumgolf lengte).
We berekenen n, — nr uit (20, 6); in het rechterlid hiervan

kunnen we n door n0 uit (20,4) vervangen, daar de ervaring leert,
dat nt en n, maar weinig van n0 verschillen. We vinden dan

n2 +  2 8 wkn^
n02 — 1 (G, +  G2)

of met voldoende benadering:
^  — 6/i0 ,

3 (nQ2 _  1)2 ( " / —  " I
8irkn0 /r,

+  g 2),

waaruit in verband met (20, 4) en k =  — volgt:

n, — nr =

dus volgens (20, 7):

(20,8) f  =  -

Hierin is:

T

A
no

draaiing per cm naar rechts (voor een waar­
nemer, in wiens oog de straal treft), in radialen.
vacuumgolflengte.
gemiddelde brekingsindex van het medium =

nr +  nt
— 2 ’ theoretsich beter, practisch ge­

lijkwaardig: n0 =  V n rn, (zie 40) blz. 159 noot 1).
Gj en G2 zijn lineair afhankelijk van de concentraties
der optisch actieve stoffen in het mengsel, met
coëfficiënten, die slechts afhangen van de eigen­
schappen van de moleculen der actieve stoffen en
van A — zie (19, 2), (19, 3) en (19, 4).

5
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Wij beschouw en even het in de inleiding (blz. 5,6) besproken
geval van een oplossing ener actieve stof in een niet actief
oplosm iddel. Laat 1 cm3 van de oplossing bevatten :
N ' oplosmiddelmoleculen m et gem iddelde polariseerbaarheid <r',

zie (19,1).
N  actieve moleculen „ „ polariseerbaarheid <r0,

zie (19,1),
en m et de optische constanten o-, en <r2, zie (19,2) en (19,3).
Dan kunnen wij (20,8) als volgt schrijven:

r f  =  - N X  X  —  (<r, +  <r2).

H ieraan zien we:

le  De uitdrukking voor de ro ta tie  bevat inderdaad  de 3 in
de inleiding genoem de factoren.

2e f ( „ 0) =

3e — -- is evenredig met de concentratie der actieve stof,
n0 2
<p zelf ech ter niet. Immers, uit (20,4) volgt, m et behulp
van (19, 4),

n02 +  2 _  _________ 1
3 4ir *

1 -  -  (A/V +  N*0)

w aaruit blijkt, da t en hoe de concentratie  der actieve stof ook
in f(n0) to t uiting kom t; tevens is hiermee de niet-specifieke
invloed van het oplosm iddel expliciet aangegeven.

(20, 8) kom t overeen met form ule (15) bij B. en C. (I.c.), die,
in onze notatie overgebracht, luidt:

(20, 9)
&r3 n02 +  2

?  -  -  — 3 —  G 2-

Hierin m oet dus G2 vervangen w orden door Gj +  G2.
V  +  2betre ft de factor stem t hun form ule m et de

overeen; dit is niet te verw onderen, daar de theorie

W at

onze

van



Darwin, waarvan zij uitgaan, mathematisch aequivalent is met
de onze.

Opmerking: B. en C. leiden (20, 9) af uit (22, 2) bij Darwin
(l.c.); bij hen ontbreekt het minteken. Deze fout is ontstaan,
doordat zij verzuimen op te merken, dat de tensorcomponent,
die Darwin <rafif noemt, bij hen sfiay heet (vergel. 18, 11).

67



HOOFDSTUK III.

Vergelijking met andere theorieën.

§ 21. Toepassing op de A kl theorie.

In deze theorie, afkomstig van M. Born 27) 29) 58), w ordt het
molecuulmodel enigszins gespecialiseerd. Wij sluiten ons zoveel
mogelijk aan bij de notatie van Kooy ( 63) § 1), bij wien de be­
handeling in Born’s „Optik” in gecorrigeerde vorm te vinden
is; uitgaande van hetzelfde molecuulmodel zullen wij de op­
tische activiteit berekenen met de door ons afgeleide formules.
We geven eerst een korte samenvatting van de uitgangs­
punten ; uitvoeriger bij Kooy l.c., in het vervolg aangehaald
als l.c.

Gegeven een oplossing van één actieve stof in een niet
actief oplosmiddel. Het molecuul van eerstgenoemde stof bevat
een aantal electrisch geladen deeltjes, ieder gebonden aan een
eigen evenwichtsstand, die een vaste plaats heeft in het mole­
cuul, terwijl ze onderling gekoppeld zijn. Geeft men de tot
eenzelfde molecuul behorende deeltjes een uitwijking, dan
ondervindt ieder hunner een reactiekracht. Er w ordt aange­
nomen, dat deze krachten afgeleid kunnen worden van een
potentiaalfunctie, die van de tweede graad is in de verschuivings-
componenten van alle deeltjes. De reactiekracht op een deeltje
hangt dus lineair af van de verschuivingscomponenten van dit
deeltje en van die van alle andere deeltjes in hetzelfde mole­
cuul (dit laatste betekent koppeling tussen de deeltjes onder­
ling). Hieruit kan men afleiden:

W erkt op ieder deeltje / een uitwendige kracht (afkomstig

van het lichtveld) met componenten Klp dan verkrijgt
daardoor ieder deeltje k  een van de tijd periodiek afhan-



kelijke verschuiving, waarvan de complexe amplitudo-compo-
nenten gegeven worden door

(21. 1) • * = £ < * ' ,

(l.c. § 1, form. 1; over tweemaal voorkomende indices l wordt
niet automatisch gesommeerd). Hierin is A klp de x, /3-compo-
nent van een tensor, die bepaald wordt door de molecuul-
eigenschappen en de frequentie a. De componenten van deze
tensor hangen nog af van de oriëntatie van het molecuul
ten opzichte van het ruimtevaste coördinatenstelsel; in het
vervolg zullen we onder A kK verstaan de waarden, die deze
componenten aannemen bij een vaste, maar overigens willekeurig
gekozen oriëntatie van het molecuul. De A kl voldoen aan de
symmetrierelatie (l.c. § 1 form. 2)

(21.2) A * = A ' ka.

Heeft het deeltje k  een lading ek, en werkt op het molecuul
een uitwendig veld, waarvan de electrische veldsterkte ter
plaatse van de evenwichtsstand van k  componenten Ek heeft,
dan is =  e,.E£, zodat volgens (21, 1) dit deeltje een elec-
trisch moment krijgt:

(21.3) pk =  X e ^ A »  E'fi.
I

De coördinaten van dit deeltje ten opzichte van het ruim te­
vaste coördinatenstelsel noemen we xka. De Hertzvector, die
het molecuul in het punt X veroorzaakt, w ordt dan volgens
(6, la ) gegeven door

*,(*) — 2  pka R (x ,x k),
k

of volgens (21, 3) door

(21, 4) za (x) =  2  R(x, xk) ek e; A “ £ ' .

Door vergelijking met (15, 5) kunnen we a<r' enz. van het
molecuul berekenen; hier stellen a<r'̂  de waarde voor, die a<r̂ aan­
nemen bij de bovengenoemde vaste oriëntatie van het molecuul.
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Daartoe ontwikkelen we R(x,xk) en E‘fi naar de coördinaten
x a ~  x'a van de evenwichtsstand van het deeltje k ten op­
zichte van het „molecuulmiddelpunt” x' (middelpunt van het
bolvormige werkingsvlak), bij de gekozen oriëntatie:

(21, 5) R(xxk) =  R(xx') +  +  . . . .  =

=  R(xx) Rfi(xx')(xk/i — x'p) -j- . . . . ,
het laatste volgens (15, 4) en (A, 6).
(21, 6) E1̂ =  Ep(x) -f- Epy(x') (xly — x'y) -{- . . . .

volgens (15, 2). Vullen we (21, 5) en (21, 6) in (21, 4) in, en
stellen we in het resultaat de coëfficiënten van EfiR, Efi R en
EpRf. Srelijk aan de overeenkomstige in (15, 5), dan vinden we:

(21, 7) y p =  g  eketA « ; / fiy =  g  “ *r)ï

/ / >  =  — ' £  —  *  ) .
f t  * » »

Met behulp van (19, 1), (19, 2) en (19,3) berekenen we nu
<r0, <rj en <r2:

(21,8) «b =
k .l

(21, 9) m  E  -  y )

(21,10) *2 =  - j  [*fr] 2  eke ^ x k -  x!y).

Bevat de oplossing per cm3 N ’ moleculen van het niet actieve
oplosmiddel, met een gemiddelde polariseerbaarheid <r', en N
actieve moleculen, dan wordt de gemiddelde brekingsindex
gevonden uit (20, 4), waarin volgens (19, 4)

G0 =  N 'r' +  A&b,
in overeenstemming met de formules 2, 3, 8, 17 en 30 l.c. § 1.

Uit (21, 9) en (21, 10) volgt

*» +  2  e ke i A afi(X y —  X %(21, 11)
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welke uitdrukking onafhankelijk is van de gekozen molecuul-
oriëntatie.

Met Kooy l.c. § 1 form. 3 voeren we nog in de vectoren

O f  —  —

Dan wordt

(21, 12) f ] 4 -<r2 =  ^ £ ekeiay(xr —  *p»
J  k , l

waaruit men door vermenigvuldiging met —— de gyratiecon-
stante (l.c. §1 form. 14) verkrijgt. Uit (21, 12), (19,4) en (20,8)
volgt nu :

(21, 13) 7
8 r3lV n02+ 2
3 V  3 2  w W  “ '■*>>k , l

voor de draaiing per cm naar rechts.
Aan dit resultaat knopen we enige opmerkingen vast.

(21, 13) komt overeen met formule 29 § 1 bij Kooy. Bij hem
ontbreekt het minteken, doordat hij de draaiing naar links
berekent, evenals Born 58). Het enige essentiële verschil is, dat

bij
n 2 _i_ 2

Kooy de factor 0 „----- in het kw adraat voorkomt. Deze

auteur leidt zijn formule af met behulp van de methode van
het „relatieve moment” (zie ook Born 29) 58)):

Van het werkende veld w ordt aangenomen, dat dit binnen
het molecuul precies zo variëert als gemiddeld van molecuul
to t molecuul, n.1. — bij voortplanting van de golf in de Z-rich-

ting — volgens E e —iknz, Bij de berekening van pk op grond

van (21,3) w ordt dus voor Ël ingevuld Èer—iknzi. Vervolgens
neemt men aan, dat de bijdrage van k  to t de gemiddelde
„polariseerbaarheid” van het medium gevonden w ordt, door
het electrisch moment van k  te vergelijken met de werkende
veldsterkte ter plaatse van k, zodat men het „relatieve moment”

p k e+iknzk moet nemen. Sommatie van de relatieve momenten
van alle k  in het molecuul, en middelen over alle oriëntaties,
levert dan, na vermenigvuldiging met het aantal actieve mole-
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culen per cm3, de bijdrage der actieve stof tot de polarisatie P,
die wordt ingevuld in de Maxwell-vergelijkingen voor het
medium. Hierbij wordt in aanmerking genomen, dat de ge-
middelde werkende veldsterkte E uit de gemiddelde veldsterkte
F in het medium wordt gevonden, door de laatste te vermeer-

t  •  4  7T "*■deren met de Lorentz-Lorenz-correctieterm „ P.

Tegen deze methode is aan te voeren:
l e Het werkende veld variëert binnen het molecuul niet

volgens E e — (zie §22). Dezelfde fout zouden wij gemaakt
hebben, indien wij in de term met Gj van (19,6) voor

■ k

[/3 y 5] E . (x') hadden ingevuld — rotp E (x') in plaats van
4 7T . '

----- 2---- - G0rotp E{x') (zie de opmerking onder (19, 12));

volgens (20, 4) zou dit betekend hebben, dat deze term ten

onrechte met + 2 was vermenigvuldigd.

2e De invoering van het „relatieve moment” op de boven
beschreven manier is theoretisch onvoldoende gefundeerd,
en veroorzaakt dan ook een fout, die blijkbaar hierop neer­
komt, dat ook de laatste term van (19, 6) ten onrechte met

710 — vermenigvuldigd wordt; een fout, die ook wij ge­

maakt zouden hébben, indien wij bij het differentiëren naar
X t  — nodig voor het berekenen van Rs in die term — s(x)
hadden meegenomen, in plaats van vastgehouden.

Het gevolg van beide fouten is, dat men ten onrechte

Gi +  G2 met de factor + 2 heeft vermenigvuldigd, waar­

door deze factor in (20, 8) in het kwadraat optreedt.
Over de methode van het relatieve moment kunnen we dus

zeggen: Zij is principiëel onjuist; practisch levert zij echter het
n 2 +  2goede resultaat, mits men in het antwoord één factor 0 „—

weglaat.
Maken we nog gebruik van de symmetrierelatie (21, 2), dan



73

zien wij, d a t volgens (21,9), (21, 10) en (14,6) en <r2
gelijk w orden (en onafhankelijk van de ligging van x! in
het molecuul). D aaruit blijkt, d a t voor he t toch weinig
speciale molecuulmodel der i4^-theo rie  de term en met
0«v en a<Tp in de u itd rukk ing  voor de H ertzvector een even

/•
grote bijdrage leveren to t de ro ta tie  (zie blz. 63).

Enkele opm erkingen aangaande de oorspronkelijke theorie
van de Malleman 40) 41) mogen hier nog een plaats vinden. Hij
beschouw t een molecuul, bestaande uit in verschillende punten
gelokaliseerde anisotrope resonato ren ; deze zijn echter niet ge-
koppeld, d.w.z. no tatie  van de .4^ -theo rie :

(12, 14) A% =  0 voor k I.

Hij neem t echter aan, d a t de binding der electrische deeltjes
aan hun evenw ichtsstand asymm etrisch is, dus

(21,15) ^  A?a.

Hoewel deze onderstelling in strijd is met (21,2), kunnen
we toch (21, 11) toepassen, d aa r voor de afleiding hiervan (21,2)
niet gebruikt is. M et behulp van (21,14) volgt danonm iddellijk:

+  *2 =  0»
zodat het model van de Malleman in het geheel niet to t ro tatie
aanleiding geeft — indien men althans een bolvorm ig werkings-
vlak aanneem t, w aarover bij hem niet gesproken w ordt. *)

D at hij toch een d raa iing  vindt, is als volgt te v e rk la ren :
Hij berekent de som der electrische m om enten van alle reso­
nato ren  in het itiolecuul, da t beïnvloed w ordt door een veld
“► ..
E  e Mnz, hierbij de verschillende z-w aarden der resonatoren in
aanm erking nemend, en bepaalt vervolgens het gem iddelde
dezer som over alle oriëntaties van het molecuul. Daarbij ver­
zuimt hij echter, alvorens te  somm eren, ieder m oment te  ver­
gelijken met het electrisch veld te r  plaatse van de betrokken
reso n a to r; d.w.z. hij w erkt niet met de relatieve m om enten .**)

*) Lundblad ( 3e) blz. 62) voorziet de mogelijkheid, dat asymmetrie van het
werkingsvlak reeds voldoende is voor het ontstaan van optische activiteit.

**) Dezelfde fout maakt Born in zijn eerste artikel w).
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In onze uitdrukkingswijze: Hij verwaarloost in de formule voor
de Hertzvector de termen met a<rfi, die de term met <r2 opleveren.

Ondanks (21, 14) hoeft nu <rx uit (21, 9) niet nul te zijn, daar
(21, 2) vervangen is door (21,15). Wel is natuurlijk <r2 tegen­
gesteld aan erj ; door de term met <r2 weg te laten, vindt hij
dus ten onrechte een draaiing van het polarisatievlak.

Zijn latere theorieën (zie vooral 42) 46)), die tot doel hebben,
enerzijds de weinig waarschijnlijke onderstelling van asymme­
trische bindingskrachten te vermijden, anderzijds de berekening
der rotatie uit bekende eigenschappen der stof (molecuulbouw,
atoomrefracties) mogelijk te maken, lijden niet aan genoemd
euvel.

Hij voert daar koppeling tussen — soms zelfs isotrope — reso­
natoren in; waarschijnlijk is deze van electrodynamische aard,
zoals bij Oseen 30). Een nadere bespreking van zijn daarbij toe­
gepaste methode is niet mogelijk, doordat hij deze niet in' uit­
gewerkte vorm gepubliceerd heeft. Dit is te meer te betreuren,
daar hij in de loop van zijn onderzoekingen 43) 45) tot de con-

theorie vindt, geheel moet wegblijven; volgens hem zou dus
de rotatie per cm direct evenredig zijn met de concentratie
der actieve stof, in strijd met onze formule (20, 8).

Hoewel deze latere theorieën door Kuhn op grond van ex­
perimentele gegevens aan kritiek zijn onderworpen ( 52) blz. 41
en 88), schijnt genoemde fout in de oorspronkelijke theorie
van de Malleman niet eerder te zijn opgemerkt. Dit is des te
meer te verwonderen, daar Kuhn zelf uitdrukkelijk van koppe­
ling tussen de resonatoren gebruik maakt. Ook later verwerpt
de Malleman zijn eerste theorie niet als onjuist (zie 46) blz. 468).

§ 22. De variatie van de werkende veldsterkte binnen het mole­
cuul. Andere afleidingen van f(n) volgens methode B.

Wij beschouwen een isotroop medium, bestaande uit mole­
culen met bolvormige werkingsvlakken, waarin zich een vlakke
golf in de Z-richting voortplant. De gemiddelde waarde, die

clusie komt, dat de factor
n2 +  2 die hij in zijn eerste
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de werkende veldsterkte in het middelpunt van een werkings-
vlak s aanneemt, wordt gegeven door

„  r?n — ikn z  .
(22, 1) E a =  E a e

hierin is z  de 3e coördinaat van het middelpunt; E° is de
w aarde van Ea voor z =  0. . . ,

Reeds verscheidene malen is opgemerkt, dat (22,1) niet de
variatie van de werkende veldsterkte binnen s aangeeft. Deze
w ordt in eerste benadering gegeven door

(22, 2) E a  +  E a*

waarin voorstelt de «-coördinaat van een punt binnen s ten
opzichte van het middelpunt van s, en EM de waarde, die de
afgeleide van de werkende veldsterkte naar aanneemt in het
middelpunt. EM w ordt gegeven door (19,11); passen we deze
formule toe op (22,1), dan levert (22, 2):

n2-1-4

(22, 3)

X-component: E%---- F" iknG0 (^2_  ̂Ex

Y-

E£, +  E JX

E , - ^ i k n G . {  £ ± ^ E A  +  £ A

z-

4 7T
T
4tt iknG0 EA+EA - 2E&

Deze uitdrukkingen worden nog vereenvoudigd, als we in

aanmerking nemen, dat Ez =  0 wegens div E  =  0. In de­
zelfde benadering zou (22,2) opgeleverd hebben:

X -com ponent: Ex — ikn Ex
Y- „ : Ey — ikn Ey Zz
Z- * : Ez — ikn Ez %z,

en deze zijn niet identiek met (22,3).
De eerste, die de optische activiteit van een isotroop medium

berekend heeft volgens de B-methode, is Oseen 10). Afgezien
van de door hem toegepaste specialisatie van het molecuul-
model verschilt zijn methode van de onze in drie opzichten:

le In plaats van het werkingsvlak s gebruikt hij de Lorentz-
bol, die zeer veel deeltjes omsluit, en welke dus een straal b
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heeft, die veel groter is dan de straal a van s. Mathematisch
maakt dit geen verschil, daar bij hem termen met b2, bij ons
termen met a2 verwaarloosd worden (vergelijk de afleiding van
(A, 15) t/m (A, 17)); alleen is door het grootteverschil tussen
a en b deze verwaarlozing bij hem minder streng gerecht­
vaardigd.

2e De werkende veldsterkte laat hij binnen het molecuul ten
onrechte variëren volgens (22, 1) in plaats van (22, 3), zodat hij

„2 +  2 \ 2evenals Kooy de factor vindt.

3e De secundaire golf, door het molecuul uitgezonden, be­
rekent hij, door te doen, alsof alle electrische momenten in het
molecuulmiddelpunt geconcentreerd zijn; dit komt neer op
verwaarlozing van de termen met „«r» in (15, 5), zodat hij —

ook afgezien van de onder 2e genoemde factor — een onjuiste
waarde van de rotatie vindt.

Kuhn 56) is de eerste geweest, die van moleculairtheoretisch

standpunt een rechtvaardiging van de factor ! +  2 volgens

de B-methode heeft gezocht, en wel aan de hand van zijn een­
voudig molecuulmodel (zie onze beschrijving op blz. 50). Tegen
zijn berekening zijn de volgende bezwaren aan te voeren:

l e Hij grijpt niet terug op de secundaire bolgolven, door
de moleculen uitgezonden, maar gaat onmiddellijk uit van de
vlakke secundaire golven, geëmitteerd door alle moleculen
in een planparallel laagje loodrecht op de voortplantingsrichting.

2e Hij geeft zijn moleculen slechts die oriëntaties, waarbij
de verbindingslijn d  van de beide resonatoren evenwijdig is
aan de voortplantingsrichting (Z-as). Het komt er dus op aan,
het verschil tusschen de werkende veldsterkten ter plaatse
van de twee resonatoren binnen het werkingsvlak (hij neemt
de Lorentzbol) in acht te nemen; d.w.z. hij moet berekenen
d E
- f  (zie 22, 2).

- z

Hij doet dit als volgt:
Voor de werkende veldsterkte neemt hij de bekende uit­

drukking
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(22,4) Ea =  Fa +  ^  Pa.

F is de gemiddelde veldsterkte in het medium volgens
Lorentz, die de factor e-üau bevat; Pa is de polarisatie per
cm3. Deze formule is zeker juist in het middelpunt van de
Lorentz-bol. Kuhn beweert nu, dat men Ea in andere punten
van de bol in eerste benadering met dezelfde formule kan
vinden, mits men Pa constant houdt; volgens hem is dus de
variatie van Ea binnen de bol gelijk aan de variatie van Fa van
punt tot punt in het medium. Dit nu is onjuist, en hij komt
daardoor tot de verkeerde conclusie:

(22, 5) *E. =  dA
d%z dz '

Wij zullen aantoonen, a) dat (22, 5) door een andere formule
vervangen moet worden; b) dat dientengevolge voor evenwijdig
aan de Z-as georiënteerde moleculen (geval Kuhn) de factor
”2  ̂ n0a met n j~ — vermenigvuldigd moet worden;

3 ■ 5
c) dat Kuhn’s onjuiste bewering voor willekeurig georiënteerde
moleculen tot het goede resultaat voert.

a) Uit (22,4) en (20,4) volgt, daar met voldoende benade-
ring Pa =  G0E a,

(22, 6) r  __ ”2  ̂f
l i r a  --  o  1 <*>

dus
dEa
d b z

., n2 +  4
=  ~ lkn 5 j

terwijl
dFa

=  —  ikn Fa,dz
zodat (22, 5) vervangen moet worden door

dEa _ n2 4~ 4 dFg
"ST 5 dz

b) De door Kuhn met behulp van (22, 5) gevonden factor
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moet dus, bij evenwijdig aan de Z-as georiënteerde

moleculen (geval Kuhn), nog met TI2+  4
5 worden vermenigvul­

digd; schrijver dezes heeft dit ook door consequente toepas­
sing van de B-methode kunnen bevestigen.

c) Ter staving van zijn bewering beroept Kuhn zich op een
opmerking van Gans 37) 38), zie ook 39). Deze zegt echter slechts
— en terecht —, dat rot E  binnen de Lorentz-bol gelijk is aan
rot F  binnen het medium. Gans leidt dit af uit de met (19,11)
of (22,3) overeenkomende formules bij Lorentz (70) § 35). Inder­
daad is dit juist:

Vullen we (22, 6) in (19, 12) in, en passen (20,4) toe, dan
vinden we

[/3<w] Eas =  — rota F  of

(22, 7) (rot E).. =  rot F.
'  •binnen a

Daar nu, bij willekeurige oriëntatie der moleculen, volgens
(19,6) de afgeleiden Eae slechts in de combinatie (rot E)......
vóórkomen, kan men in dit geval te werk gaan, alsof Ea bin­
nen s op dezelfde wijze variëert als Fa binnen het medium.

Conclusie: Door toepassing van de onjuiste formule (22, 5)
is Kuhn onwillekeurig a.h.w. overgegaan van zijn medium met
evenwijdig naar een met willekeurig georiënteerde moleculen.

n 2  _ i_  2
Hij vindt dus slechts bij toeval de juiste factor — ^ —.

§ 23. Samenvatting. Toepasbaarheid van de eindformule.

In hoofdstuk I gaven wij een gedetailleerde bespreking van
de optiek der isotrope media van moleculairtheoretisch stand­
punt (methode B).

In hoofdstuk II pasten wij deze toe bij de berekening der
optische activiteit van niet absorberende, isotrope stoffen.
Hoofdresultaat was de formule (20, 8), die ons in staat stelt,
de rotatie van het polarisatievlak te berekenen, veroorzaakt
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door een mengsel van — behoudens zekere beperkingen
willekeurige moleculen. Deze formule leert ons, dat de rotatie
per cm, gedeeld door de factor

f("o) =
n02 +  2

3 ’

een lineaire functie is van de concentraties der optisch actieve
stoffen; in f(n0) is de niet-specifieke invloed van het oplos­
middel verwerkt.

In hoofdstuk III pasten wij (20,8) toe op de A k i- theorie;
daarbij bleek de voor de rotatie gevonden uitdrukking een factor

no2 +  2 minder te bevatten dan de overeenkomstige formule,
3 L

afgeleid volgens de methode van het relatieve electrische mo­
ment onder toepassing van de Maxwell-vergelijkingen voor het
medium en de Lorentz—Lorenz-correctie. Tenslotte wezen wij
op enige fouten, die voorkomen in bestaande berekeningen
om trent de optische activiteit van isotrope media.

Wij besluiten met enige beschouwingen over de practische
toepasbaarheid van de eindformule (20,8). Om deze af te
leiden, hebben wij twee beperkende onderstellingen moeten
invoeren:

le De gemiddelde verdeling der moleculen om een vast ge­
kozen molecuul kon beschreven worden met behulp van een
bolvormig werkingsvlak. 2e Naburige moleculen beïnvloeden
elkaar slechts tengevolge van hun secundaire stralingen; anders
gezegd: Er bestaat tussen de moleculen geen specifieke wissel­
werking.

Aan de eerste onderstelling zal practisch wel nooit voldaan
zijn; men denke slechts aan de ingewikkelde vorm van de
moleculen der optisch actieve — veelal organische — stoffen.
O p rationele wijze zou men hier slechts verder kunnen komen
door invoering van een waarschijnlijkheidsfunctie, die aangeeft,
hoe om een vast gekozen molecuul de andere moleculen ge­
middeld verdeeld zijn, naar ligging en oriëntatie. Er zijn echter
geen experimenten, die ons over deze functie voldoende inlichten;
waren zij er wel, dan nog zouden de berekeningen met behulp
van deze functie in plaats van een bolvormig werkingsvlak
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zeer grote moeilijkheden öpleveren. We kunnen slechts hopen,
dat invoering van het bolvormig werkingsvlak een resultaat
levert, dat van de werkelijkheid niet al te veel afwijkt. In
ieder geval kunnen wij dit zeggen:

Een formule, die algemeen geldig is, of die althans het uit­
gangspunt kan vormen voor de studie der optische activiteit
in haar afhankelijkheid van oplosmiddel, concentraties, brekings­
index en molecuulconstanten, zal toch zeker het eenvoudigste
geval moeten omvatten. Hieraan ontleend (2Ö, 8) zijn voor­
naamste betekenis.

Afwijkingen, die de tweede onderstelling onjuist maken,
treden veelvuldig op. Dit is het geval bij associatie van mole­
culen of vorming van chemische verbindingen in het medium,
waarbij de optische eigenschappen — vooral die, welke tot
uiting komen in de rotatie van het polarisatievlak — sterk
kunnen veranderen.

Een ander geval doet zich voor, als de oplossing moleculen
bevat met een permanente electrische dipool. Een poging, de
invloed van de hierdoor veroorzaakte electrische velden op de
actieve moleculen, en vervolgens op de rotatie, theoretisch na
te gaan, is ondernomen door Beckmann en Cohen 67) 68).

\



AANHANGSEL.
OVER DE BEREKENING VAN ENIGE INTEGRALEN.

We maken gebruik van de tensornotatie volgens § 14.
Gegeven een onbewegelijk gesloten oppervlak V. In ieder

punt X daarbinnen (rechthoekige coördinaten Xa ', a. —  1, 2, 3)
zijn gedefiniëerd een regelmatige functie F(x) en een voor
x' x regelmatige functie R(xx'). We gaan uit van

V

(A, 1) /(x) =  ƒ R(xx!) F(x') dx? =  /  RFdx'.
s(x)

Hierin is s(x) een, het punt X  omsluitend, gesloten opper­
vlakte, dat geheel binnen V  valt; alle s(x) zijn congruent en
gelijk georiënteerd; I(x) is dus slechts gedefiniëerd binnen
zekere afstand van V; dx' is een volume-elementje, dat het
punt x' bevat; bij de integratie doorloopt dx' het gehele volume
tussen s(x) en V. De integraal is een functie van X. W aar
geen verwarring te vrezen is, zullen we hem ter vereenvoudi­
ging dikwijls voorstellen door de derde uitdrukking in (A, 1).

We beschouwen tweeërlei afgeleiden van I(x) naar de
coördinaten Xa.

l e Bij verplaatsing van het punt X  beweegt s (jc) door de­
zelfde translatie mee. De afgeleide, die met deze handelwijze
correspondeert, schrijven we als

V

(A, 2) —  (  R(xx') F{x')dx'
“ «(*)

2e Bij verplaatsing van x  blijft s(x) op zijn plaats; x kan
dan slechts bewegen binnen s (jc). De hiermee overeenkomende
afgeleide schrijven we steeds als

6
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(A, 3) ƒ ±  R (xx’)F(x’)dx',
s(x) “

V

ook al kan men ze berekenen, door eerst te integreren en dan
pas te differentiëren (bij vastgehouden s(x) ). N.B. —— werkt

°Xa

slechts op R(xx') en wel in het punt X.
Het gaat er ons voornamelijk om, afgeleiden van de tweede

soort te berekenen met behulp van die van de eerste soort.
D aartoe gaan we uit van de grondvergelijking:

(A, 4) dxa .
R(xx')F(x')dx'

» (* )

V * (* )

=ƒ R(xx')F(x')dx’ —  ƒ R(xx')F(x')vado.
«<*)

De laatste integraal is een oppervlakte-integraal over s(x);
v is de «-component van de eenheidsvector in de richting van
de buitenw aartse normaal van het oppervlakte-elementje do.
De oppervlakte-integraal is afkomstig van de verandering, die
I(x) zou ondergaan bij verschuiving van s(x) (onder vasthouden
van x) in de richting van de «-as, zoals men uit een figuur
makkelijk kan afleiden.

We kunnen (A, 4) door herhaalde toepassing makkelijk gene­
raliseren voor hogere afgeleiden. We zullen dit niet algemeen uit­
voeren, maar specialiseren eerst s(x) en R(xx'). Voor s(x) nemen
we een boloppervlakje met straal a en middelpunt X ; a kiezen
we zeer klein, zodat ak <̂ . 1 en F(x) binnen s{x) slechts zeer

2 jt
weinig verandert; k  =  — (A =  golflengte van het licht). Voor

A

R  voeren we in (vergel. 6, 1)
e — ikp

(A, 5) R (xx’) =  R(p) =

waarin p =  p(xx') de afstand van X to t x' voorstelt.
Voor R  gelden de volgende formules:

(£) (57) (£)•••- ^
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(A, 7) R(p) =  i -  -  ik  +  A { ik fp  -  A (ik ) V  +  . . . .

(A>8) ^  =  =  +

(A, 9)

(A, 10)

(A, 11)

r

/> dp 2 p3

=  «  ~  Xa) I A
P d p

R .

d2
=  «  -  Xa) Vfi — *,)~j y ~ ' At ' \ p  dp

(A, 12) (A +  k*)R  =  0  of ( A  A  R  _  0-
\ ° X a d X a )

D ezelfde vergelijk ing g e ld t v o o r d e  afgeleiden van  R  n a a r
x of : i.

W e definiëren de  een h eid sv ec to r van  X n a a r  x ' :

(A, 13) *1 — •*j/ -----  _ o ______ a

°  P i x x ' )  '

en voeren  d e  volgende gem iddelden  in, w aarb ij g e ïn teg rëerd
w o rd t o v er h e t bo lo p p erv lak  s(x) m et s traa l a en  m id d e lp u n t Jt:

=  0 ; evenzo zijn alle gem iddelden

van  p ro d u c ten  m et een  oneven  a a n ta l fa c to ren  v nul.
(A, 14)

!zie ,5) § 14).va V r v»

W e b erekenen  nu  de o p p erv lak te -in teg raa l in (A, 4):

j^RFvado =  R(a)jF(x')vado =  R(a)J^F(x) +  avp A (x )  + •  • . . j v ado.

H ierbij h eb b en  w e F(x') on tw ikkeld  n a a r  Xpr —  xp =  avp (zie
A, 13). T o ep assin g  van (A, 14) levert v o o r de  ee rs te  term  bij
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integratie O, voor de tweede -g- o2 (®/3) . (x) .........> waarbij

nog gebruik gemaakt is van de ontwikkeling (A, 7) voor R(a).
In het vervolg zullen we termen met a2 en hogere machten

van a verwaarlozen; de formules, die we dan krijgen, gelden
met grote benadering; zij zijn streng voor l ima  =  0.

Dus j  R F  va do =  0, zodat (A,4) voor de ingevoerde spe­
cialisatie overgaat in

£ f R r * = f £ * r " -

»  v dOp (A, 15) passen we toe — :

d 2

dxadxftj
d f  d

dXpJ dxa
ƒ RFdx' =  I rr- RFdx' =

*(*)

=  f - ^ - R F d x '  - f d̂F v „ d o ,
I  d X a d X h  J  o X a

waarbij gebruik gemaakt is van (A,4) onder vervanging van

R  door De oppervlakte-integraal w ordt volgens (A, 6)
d X a

ƒ £ ƒ "  *= -!§ /•>  d°= -f, »' d° =■
=  (<*(2) F(x) +  termen met a2 +  . . . .

Hierbij zijn nog (A,10), (A,13), (A,8) en (A,14) toegepast. Dus:

<A.16> ^ S R F d *' = f s k * r *  -  T™**»
Op geheel overeenkomstige wijze vinden we door betrekkelijk

weinig gereken:

<A - , 7 >

a3
dxadXpdxr RFdx' T +  cy ° l
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We geven enige toepassingen van (A, 16):

F(jc') vervangen we door vector F(x') met com ponenten F a(x )•

G evraagd: gra d d iv  fR F d x '.  De x  com ponent lu id t:

dxadxfi.
RFpdx', volgens (A, 16) is dit

f A 2
-F—  RJFgdx' dus

V
(A, 18) grad d iv f  R(xx')F(x’)dx' =

«(*)

V
C - +  4ir zï.

—  ƒ grad div R(xx’)F(x')dx' — - y  F(x)
*(*) ________________

G ev raag d : A f  RFdx' =  —- -r— f  R F ; volgens (A, 16) is dit
J óXa dXa J

Jé. é,RFM ~ dus
(A, 19) A ƒ RFdx' =  ƒ A R Fdx! — F(x),

hetgeen we wegens (A, 12) ook kunnen schrijven als

(A, 20) (A +  k2) ƒ RFdx' =  — 47tF(x).

G evraagd : rot2 ƒ R F dx ' ; rot2 =  g ra d d iv  — A, dus volgens

(A, 18) en (A, 19):
r  - *  r  ■+ R tt '

(A, 21) rot2 J  R F dx ' =  J  rot2 R F dx' +  - y  F(x).

We gaan nu ook nog F(x) specialiseren, nemen n.1. aan, dat
deze functie voldoet aan
(A, 22) (A +  n2k 2) F(x) =  0
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met n2 5  ̂ 1 (vergelijk A, 12). Dan kunnen we (A, 1) met be­
hulp van (A, 12) en (A, 22) als volgt transformeren (zie 30),
14) IV § 3 , 17) ) :

V
k2(n2 — 1) / (x) =  f  (F A R  — R A F )d x? ;

< W

door toepassing van het theorema van Green geeft dit

V
(A, 23) k 2 (n2 — 1) I R  (xx') F(x’) dx' =

•  (*)

=  IIFw  — -  R(" 0  *  -

In beide oppervlakte-integralen is dv een lijnelement in de
richting van de buitenwaartse normaal; bij het differentiëren

• M
is x  constant. In (A, 23) berekenen we ƒ ; onder gebruikmaken

van =  —7— en van (A, 8) levert de eerste term — 4 7rF(x);

wegens —- =  va ——r  en (A, 14) levert de tweede 0 ; d u s :ov dx!a

(A, 24) k 2(n2 — 1) / R F  dx'

Op beide leden gaan we nu -— toepassen en gebruiken
O Xa

nog (A, 15); dan komt er

(A ,25) = / j - { } *  +  4 » ^ «

dxa dxg op (A, 24) en toepassing van (A, 16) geeft
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(A, 26) *’ (»’ - 1 > / ~ / ™  =
K

= ƒ *551 ■ • • ■} *  + T - ,)W ™  + 4* E ftM
d3Tenslotte -—-—— op (A, 24) en toepassing van (A, 17):

dXaOXpdXy

\ ,2 7 )  k 2(n ')I d d ^ ,RFdx'
V

d3 \kfes { • • • - } * + t  *v  -1){w +CW +
d3F  . ,
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OPMERKINGEN bij 1 t/m 25.
In de met * gemerkte artikelen wordt in het medium een golf vooropgesteld,

die voldoet aan ( A - f  n2k2) P = 0, of meer bijzonder een vlakke golf zoals

P = P . e — ■kn*.
1) Lorentz staat hier nog op het standpunt van de afstandswerkingtheorie

van Helmholtz; hij past echter onmiddellijk de B-methode toe, en komt zo
direct tot de Lorentz-Lorenz-formule.

a) Verkorte weergave van 1).
8) Zelfde methode als 1), nu echter op grondslag van de Maxwell-theorie.
In zijn latere artikelen — zie bijv. 69) 70) T1') — past Lorentz zijn methode

der middelwaarden toe (methode A). De herleving van methode B — zie 5)
v.v., 19) v.v. — schijnt onafhankelijk van de oudere werken l ) 2) s) van
Lorentz te hebben plaatsgevonden; vergel. 14) blz. 17.

4) Planck leidt Maxwell-vergelijkingen voor het medium af door consequente

toepassing van methode B; bij hem ontbreekt echter het bewijs, dat E en B
de betekenis hebben van de gemiddelde veldsterkten der A-theorie.

5) Er wordt nagegaan, hoe een vlakke golf gewijzigd wordt door de secun­
daire golven, uitgezonden door een vlak laagje van het medium (en niet door
de resonatoren afzonderlijk).

e) T) Analoog aan B).
8) Eenvoudige behandeling van breking en terugkaatsing. Uitdovingsstel­

ling.
9) Idem; ook bespreking van de diffuse lichtverstrooiing.
10) De uitdovingsstelling wordt mathematisch geformuleerd, maar niet

bewezen.
lx) Onderzoek van ijle media; zeer gedetailleerd en streng; mathematisch

ingewikkeld.
12) Bespreking van de diffuse lichtstrooiing volgens de B-methode.
ls ) Het enige artikel, dat op zeer algemene grondslagen een direct bewijs

levert voor de uitdovingsstelling. De naam „Auslöschungssatz” wordt hier
ingevoerd.
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14) Zeer uitvoerige en nauwkeurige bespreking van bijna alle, voor behan­
deling volgens de B-methode toegankelijke, problemen; geen toepassing op
kristallen.

15) Mathematisch uitvoerig; schrijver daalt echter niet af tot moleculaire
beschouwingen, maar gaat uit van de optische eigenschappen van een volume-
elementje van het medium.

ie) Kort overzicht; literatuuropgaven.
1T) Korte, overzichtelijke behandeling volgens Oseen 10).
18) Mathematisch zeer uitvoerig. Schrijver behandelt ook de niet-station-

naire toestand, die aan de statkmnaire voorafgaat; ook literatuuropgaven over
de niet-stationnaire toestand.

19) Eerste (niet wiskundige) formulering van de uitdovingsstelling. „Dyna­
misch afgesloten” trillingstoestand: iedere resonator trilt onder invloed van
het veld, door de andere resonatoren voortgebracht; binnen het kristal is van
de invallende golf niets meer te bespeuren.

20) Beknopte uiteenzetting van de beginselen van 19).
21) Uitbreiding van 19); breking en terugkaatsing.
22) Elementaire, zeer aanschouwelijke behandeling van het tot standkomen

van de veranderde phasesnelheid en van de terugkaatsing.
2S) Ongeveer hetzelfde als 22).
24) 25) Invoeging van Ewald’s methode in de algemene kristalroostertheorie.





STELLINGEN.

I.

H et molecuulmodel, da t Kooy ten grondslag legt aan zijn
quantum m echanische theorie der optische activiteit van isotrope
media, levert geen verklaring van de door Kuhn experimen­
teel gevonden regel, da t sterke absorptiebanden (ƒ >  0,01)
in het voor absorptiem etingen toegankelijke golflengtegebied
(a >  1800 a) nooit een g ro te  anisotropie- (dissymetrie-) factor
hebben (g <C 0,001).

J. M. J. Kooy. Proefschrift; Leiden 1936, Hoofdstuk II.
W. Kuhn, K. Freudenberg. Hd. u. Jahrb. d. Chem. Phys. Bd. 8 III, § 26 j3.

II.

De verklaring, die Kuhn en Bein van de in stelling I ge­
noemde experimentele regel geven, is onvolledig.

W. Kuhn, K. Bein. Z. phys. Chem. B. 22, 406, 1933.

III.

Er is geen reden, om te verw achten, da t reacties in mono-
moleculaire lagen aanleiding kunnen geven to t het ontstaan
van optisch inactief m ateriaal.

E. Havinga. Monomoleculaire lagen; Diss. Utrecht, 1939; blz. 4, 45, 58.



IV.

Door vergelijking van absorptie en dispersie van ultraviolette
stralen door acetoïne en cyclohexanon komt men to t de con­
clusie, dat het door Kramers veronderstelde verband tussen
absorptie en dispersie niet algemeen geldig is. Deze conclusie
is echter niet dwingend, daar de absorptiemetingen aan cyclo­
hexanon zijn uitgevoerd met een oplossing in cyclohexaan, de
dispersiemetingen met de zuivere stof.

C. B. Allsopp. Proc. Roy. Soc. London A 146, 300, 1934.
C. B. Allsopp, H. F. Willis. Proc. Roy. Soc. London A 153,392,1936.
T. M. Lowry, W. G. C. Baldwin. J. Chem. Soc. 1935, p. 704.
H. A. Kramers. La diffusion de la lumière par les atomes

(Congr. Intern, d. Fisici, Como 1927).

V.

In de door Born opgestelde bewegingsvergelijking van een
oscillerende dipool in een oneindig kristalrooster, waarin zich
een vlakke dipoolgolf voortplant, ontbreekt ten onrechte de
stralingsdempingsterm.

M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes; 2e Aufl. 1923;
blz. 769 form. (503).

VI.

De afleiding, die Brinkman geeft van de uitdrukking voor
de Hertzvector in het stralingsveld van een molecuul, kan door
een eenvoudigere worden vervangen.

H. C. Brinkman. Dissertatie, Utrecht 1932; blz. 28 form. (20).



VII.

Bij het onderzoek naar de mogelijkheid van dubbele breking
in een kubisch rooster, bestaande uit onderling gelijke, iso trope
oscillatoren, stu it men op de integraal

Deze in tegraal is voor iedere positieve, gehele w aarde van
n door elem entaire in tegraties te  berekenen.

De in sommige elem entaire leerboeken der natuurkunde te
vinden u itsp raak : „Bij ontspanning van een sterk  sam engeperst
gas, da t zich bevindt op een tem pera tuu r boven zijn Joule-
Kelvin-punt, stijgt de tem pera tuur van he t gas”, is niet zonder
m eer juist.

a

(i+x>yo

w aarin

^  V \  +  x2 bgtg V \  +  x2

VIII.








