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INLEIDING.

§ 1. Vele optische middenstoffen hebben de eigenschap,
het polarisatievlak van er door vallend lineair gepolariseerd
licht te draaien. Dergelijke media noemt men »optisch actief”,
het verschijnsel ,natuurlijke draaiing van het polarisatievlak”.

Hoewel reeds Drude in 1896 %) een poging deed, dit ver-
schijnsel onder te brengen bij de algemene electronentheorie
der optische media, is dit eerst in 1915 aan Born ) 27) en aan
Oseen ), onafhankelijk van elkaar, gelukt. Wel leidde Drude
aan de hand van zijn model van een optisch actief molecuul
reeds een belangrijke formule af voor de rotatiedispersie
(draaiing als functie van de golflengte) ; maar ten eerste is zijn
model gekunsteld; in de tweede plaats heeft Kuhn %) in 1933
aangetoond, dat Drude’s model in het geheel niet tot optische
activiteit aanleiding geeft.

Born en Oseen daarentegen lieten zien, dat het niet nodig
is, aan de electronentheorie der optische media nieuwe ge-
kunstelde hypothesen toe te voegen. Zij bewezen, dat uit de
algemene grondslagen dezer theorie: de moleculen van een
optisch medium bevatten electrische resonatoren, die onder
invloed van het electromagnetisch veld der lichtgolf in trilling
geraken, — een verklaring der optische activiteit voortvloeit,
mits men:

le rekening houdt met een asymmetrische rangschikking der
resonatoren (het is reeds lang bekend, dat optische activiteit
steeds samen gaat met een zekere asymmetrische bouw der
materie uit de elementaire bouwstenen); 2¢ de afstanden der
verschillende resonatoren in eenzelfde molecuul (bij gassen,
vloeistoffen, amorphe vaste stoffen) of de roosterconstante (bij
kristallen) niet langer verwaarloost ten opzichte van de golf-
lengte van het licht (zoals dit gebeurt bij de theorie der
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breking en dispersie); 3¢ voldoende aandacht besteedt aan de
koppelingskrachten tussen naburige resonatoren.

Wij zullen ons in dit proefschrift slechts bezighouden met
de optische activiteit van isoirope media (gassen, vloeistoffen,
glasachtige stoffen). Sedert genoemde auteurs hun fundamen-
tele beschouwingen publiceerden, zijn verschillende artikelen
verschenen, die de theorie van dit onderwerp behandelen
(zie de litteratuuropgaven ?°) t/m %); voor vloeibare kristallen
zie 28); voor kristallen zie bijv. ') § 84 en ) Chap. XXVIII).
Op een enkele uitzondering na ) zijn daarbij de principes in
hoofdzaak dezelfden als bij Born en bij Oseen; zij verschillen
onderling voornamelijk in de specialisering der ten grondslag
gelegde molecuulmodellen, alsmede in de aard der bindings-
en koppelingskrachten van de resonatoren. Door Rosenfeld
werd de theorie met quantummechanische beschouwingen aan-
gevuld ¥) %), door Kooy %) en Kirkwood ) werden deze
toegepast op bijzondere molecuulmodellen. De quantummecha-
nische theorie van Condon c.s. *) ®) neemt in zoverre een
bijzondere plaats in, dat zij haar aandacht slechts vestigt op
één electron van het optisch actieve molecuul, in plaats van
te letten op de koppeling van meerdere electronen (,,One-
electron rotatory power").

Men mag zeggen, dat door de bestaande litteratuur de aard
van het verschijnsel is opgehelderd, en dat verschillende expe-
rimentele bijzonderheden (zoals rotatiedispersie; verband tussen
draaiing en absorptie) afdoende verklaard zijn. Echter is men
nog ver verwijderd van het ideaal, voor enige stof, op grond
van de ter beschikking staande gegevens omtrent zijn molecuul-
bouw, de optische activiteit quantitatief te kunnen berekenen.
Deze onbevredigende situatie vindt zijn oorzaak in onvoldoende
kennis van de fijnere bijzonderheden der molecuulstructuur,
die juist in de draaiing van het polarisatievlak tot uiting komen.
Dit tekort aan kennis doet zich gevoelen zowel bij de theorie
van isotrope stoffen als bij die van kristallen. De hier be-
schouwde moeilijkheid kunnen wij zo uitdrukken, dat een aantal
der voor quantitatieve berekening nodige praemissen ontbreekt.

Bij de behandeling van isotrope stoffen treedt nog een andere
moeilijkheid op, die tot uiting komt bij de doorvoering van de




5

theorie. In deze media zijn n.l. de moleculen volgens het toeval
over de ruimte verdeeld, zodat de nauwkeurige ligging van
een molecuul ten opzichte van het veld van de invallende
lichtgolf onbekend is. Dientengevolge bevat de theorie voor
deze stoffen verschillende punten, die noodzakelijk opgehelderd
moeten worden, wil men tenslotte orde scheppen in de chaos,
die het omtrent de optische activiteit verzamelde feitenmateriaal
voorlopig vormt.

Laatstgenoemde moeilijkheid is oorzaak geweest, dat ver-
schillende auteurs voor een zelfde optisch actief medium uit-
eenlopende uitdrukkingen voor de rotatie hebben afgeleid.
Zeer duidelijk zal dit blijken, als wij een ogenblik onze aan-
dacht wijden aan oplossingen van een optisch actieve stof in
niet actieve oplosmiddelen. Dergelijke oplossingen zijn onder-
werp geweest van talloze experimentele onderzoekingen. Deze
hebben ons geleerd, dat wijziging van het oplosmiddel een —
dikwijls zeer grote — invloed heeft op de rotatie ( ©2) bz, 349 £.1.).
De theorie onderscheidt een specificke en een niet specifieke
invloed van het oplosmiddel %%). De eerste wordt verklaard
door de wijzigingen, die de optisch actieve moleculen onder
invloed van de niet actieve ondergaan (vorming van chemische
verbindingen, associatie, invloed van de permanente electrische
dipolen der oplosmiddelmoleculen), en hangt in het algemeen
zowel van de actieve als van de niet actieve moleculen af. Hij
is slechts te behandelen onder invoering van hypothesen om-
trent de aard dezer specifieke wisselwerking en is voor quan-
titatieve theoretische behandeling nog weinig toegankelijk.

Met de niet specifieke invloed van het oplosmiddel — spe-
ciaal op deze willen wij hier de aandacht vestigen — is het
anders gesteld. Deze blijft bestaan, indien de specificke ont-
breekt. Is dit het geval, dan kan men theoretisch afleiden, dat
de uitdrukking voor de rotatie per cm van de oplossing uit
drie factoren bestaat: 1¢ De concentratie der optisch actieve
stof ; 2¢ een universele functie f(n) van de brekingsindex van
het medium als geheel, voor licht van de gebruikte golflengte
(n is het gemiddelde van de brekingsindices voor links- en
rechtscirculair gepolariseerd licht); 3¢ een uitdrukking, die
afhangt van de structuur der optisch actieve moleculen, en
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die zowel impliciet als expliciet de golflengte van het licht
bevat.

De niet specifieke invloed van het oplosmiddel bestaat nu
hierin, dat dit bijdraagt tot de brekingsindex n van het me-
dium. Deze invloed is dus bekend, indien n wvan de oplossing
gemeten is, en f(n) theoretisch is vastgesteld. Het is nu voor
f (n), dat verschillende auteurs uiteenlopende uitdrukkingen
hebben afgeleid. Hetzelfde geldt weliswaar voor de 3¢ der ge-
noemde factoren — aangenomen, dat men uitgaat van een
zelfde molecuulmodel —; maar daar veelal verschillende mo-
dellen ten grondslag worden gelegd, is het onderscheid minder
doorzichtig, hoewel niet minder belangrijk.

De meest voorkomende vormen voor f(n) zijn

[

2
(zie 2")) 30) 40) ()3)) en L;— 2 (zie 15) 3')) 5()) ")S) ()5) (l(')) ()7)) : vermeldens-

waard is de mening *) %), dat f(n) = 1. Een zeer gedetail-
leerde berekening heeft Kuhn ) uitgevoerd; zijn conclusie is,

dat f(n) = nb;—Q. Het komt ons echter voor, dat met de be-

staande litteratuur het pleit nog niet is beslecht, daar een
consequente en in zichzelf gerechtvaardigde afleiding ontbreekt.
De leidende gedachte bij het ontwerpen van dit proefschrift
was, een poging te wagen, dit hiaat aan te vullen. In de loop
van onze onderzoekingen hebben wij deze taak enigszins uit-
gebreid, zodat wij — geheel in het kader van het in deze in-
leiding besprokene — de doelstelling van dit geschrift als volgt
kunnen formuleren:

Een algemene uitdrukking op te stellen voor de rotatie van
het polarisatievlak veroorzaakt door een isotroop medium, be-
staande uit een mengsel van verschillende soorten moleculen,
die elkaar niet storen door specifieke wisselwerking, voor licht
— van bepaalde golflengte —, dat door het medium niet wordt
geabsorbeerd; daarbij is als gegeven te beschouwen de reactie
van een molecuul op een willekeurig lichtveld te zijner plaatse;
de bepaling van deze reactie wordt overgelaten aan de mole-
culairtheorie.

In hoofdstuk II trachten wij dit programma uit te voeren.
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Enkele beperkende voorwaarden worden daar vermeld. Is de
gezochte uitdrukking gevonden, dan is daarmee bereikt, dat
men in het vervolg bij de berekening der optische activiteit
van media, die aan de gestelde voorwaarden voldoen, zich kan
concentreren op het moleculairtheoretische — en moeilijkste —
deel daarvan, te weten de afleiding van het optische gedrag
van een molecuul uit de molecuulstructuur; het resultaat be-
hoeft slechts in de algemene uitdrukking te worden ingevuld.

Als voorbereiding geven wij in hoofdstuk | een zo nauw-
keurig mogelijke bespreking van de theorie der lichtvoortplan-
ting in een eenvoudig, isotroop, niet optisch actief medium.
In hoofdstuk Ill passen wij het resultaat van hoofdstuk II toe
op een enkel in de litteratuur voorkomend molecuulmodel, en
besluiten wij met enige critische beschouwingen.




HOOFDSTUK 1.

Beginselen van de optica der homogene, isotrope,
niet absorberende media op moleculair-
theoretische grondslag.

§ 2. Owver de methoden.

Hoofddoel van de optica der dispergerende media van het
standpunt der moleculairtheorie is het afleiden van de wetten
der lichtvoortplanting in en in de omgeving van een medium
uit de als gegeven beschouwde eigenschappen der moleculen,
atomen of ionen, en de eveneens als gegeven aangenomen
samenstelling van het medium uit deze elementaire bouwstenen.

Daarbij gaat men enerzijds ervan uit, dat een molecuul (enz.)
electrische resonatoren bevat, zodat voor de beschrijving van
zijn optische eigenschappen een medium is op te vatten als
een verzameling resonatoren van moleculaire dimensies, ge-
plaatst in het vacuum. Anderzijds wordt een invallende licht-
bundel beschouwd als een zich in het vacuum voortplantende
electromagnetische golf. Wordt nu een resonator door zo'n
golf getroffen, dan krijgt hij daardoor een veranderlijk elec-
trisch (eventueel ook magnetisch) moment, dat volkomen be-
paald wordt door de eigenschappen van de resonator en het
lichtveld te zijner plaatse. De momenten van alle resonatoren
beinvloeden nu op hun beurt het electromagnetische veld;
resultaat is tenslotte de voortplanting van het licht, zoals wij
dat kennen in en in de omgeving van een optisch medium.

Voor het electromagnetisch veld en zijn beinvloeding door
de resonatoren stellen wij de geldigheid van de grondvergelij-
kingen der electronentheorie volgens Lorentz voorop; wij
zullen bijv. een overvloedig gebruik maken van de daaruit
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afgeleide formules van Hertz voor de bolvormige golven, door
een resonator uitgezonden.

Voor de beschrijving van de eigenschappen der resonatoren
en hun reactie op het lichtveld gaat men uit van een bepaald
molecuul- of atoommodel. In de oorspronkelijke electronen-
theorie nam men aan, dat zich in de atomen electronen be-
vinden, door quasiélastische krachten aan evenwichtsstanden
gebonden (zie bijv. ) § 9 en § 29). Een poging tot verkla-
ring dezer krachten op grond van een electrostatisch atoom-
model deed ]. ]J. Thomson (zie ") § 13 en § 23). Het succes
van de atoomtheorie van Bohr bewees echter, dat een statisch
atoommodel verworpen moet worden. Toch bleef het beeld
van het quasiélastisch gebonden electron een belangrijk hulp-
middel bij de verklaring van breking en dispersie van het licht.

De quantummechanica heeft hier weer eenheid gebracht.
Hoewel dynamisch van bouw, leert zij het volgende: Het ge-
drag van een atoom of molecuul onder invloed van een licht-
veld kan men beschrijven ,alsof’ er quasiélastisch gebonden
electrisch geladen deeltjes in aanwezig zijn. Elke dezer ,virtuele
oscillatoren” heeft een bepaalde eigenfrequentie en een be-
paalde karakteristicke complexe amplitude, waarvan het abso-
luutkwadraat met de zgn. ,oscillatorsterkte” f evenredig is.
Valt een lichtgolf op het molecuul, dan verkrijgt deze oscil-
lator een variabel electrisch moment, hetwelk f maal zo groot
is als het moment, dat een met dezelfde eigenfrequentie quasi-
elastisch gebonden electron onder invloed van die lichtgolf
zou krijgen (zie *%) § 46 formule 20). Dit moment bepaalt dan
de uitgezonden bolgolf volgens de formules van Hertz.

Wij hebben hier de grondslagen uiteengezet van de zgn.
n»halfklassieke” methode (7%) blz. 492) van beschrijving der
stralingsverschijnselen in brekende media. Van zuiver quantum-
mechanisch standpunt verlangt deze methode een rechtvaardi-
ging, daar immers ook het lichtveld gequantiseerd moet wor-
den. Deze rechtvaardiging is in de litteratuur nog slechts te
vinden voor een medium bestaande uit harmonische oscilla-
toren 7’). Wjj zullen de hier optredende moeilijkheden (%) blz. 495)
laten rusten en ons met de halfklassicke theorie tevreden
stellen.
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Vanuit deze grondslagen voeren twee wegen naar het ge-
noemde hoofddoel:

Methode A. Uit de grondvergelijkingen der electronentheorie
leidt men — door het nemen van middelwaarden volgens Lorentz
(zie ) Abschnitt IV, ™) § 26 enz., "') Chap. IV, ™) § 28,
76) § 19—23) — de vergelijkingen van Maxwell voor het medium
af. Uit deze vergelijkingen is het moleculaire karakter verdwe-
nen. Het verband met de molecuuleigenschappen is nog slechts
terug te vinden in de evenredigheidsconstante, die de verhou-

- -
ding tussen de veldvectoren DenE aangeeft *). Samen met
de door limietovergang af te leiden voorwaarden, waaraan de
veldvectoren aan de grens van twee media voldoen, vormen
deze Maxwell-vergelijkingen de grondslag voor de bereking
der lichtvoortplanting in ieder concreet geval.

Methode B (zie litteratuuropgaven ') t/m 29)).

Valt een lichtgolf op een medium, dan geraken de resona-
toren in trilling, zenden daardoor secundaire bolgolven uit, die
op hun beurt de resonatoren beinvloeden, en zo voorts. Er
ontstaat een stationnaire toestand, waarbij iedere resonator
vibreert onder invloed van de oorspronkelijke golf en de
golven door alle andere resonatoren uitgezonden. De inter-
ferentie van deze golven verocorzaakt een van punt tot punt
op zeer ingewikkelde wijze veranderend resulterend veld. Voor
meting toegankelijk zijn slechts zekere ruimtelijke gemiddelden
(eventueel ook tijdsgemiddelden) van de dit veld karakterise-
rende grootheden. Bij deze methode stelt men dus eerst de
vergelijkingen op, die de stationnaire toestand, behorende bij
de gegeven invallende golf, tot in moleculaire bijzonderheden
beschrijven. Pas daarna gaat men over tot de berekening van
middelwaarden.

¥) Het door het lichtveld geinduceerde magnetische moment der moleculen
—» -
kan gewoonlijk verwaarloosd worden, zodat men B = H kan stellen.
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§ 3. Vergelijking van de methoden A en B.

De meeste verschijnselen kan men volgens beide methoden
afleiden. In zoverre zijn A en B physisch gelijkwaardig. A is
wiskundig veel eenvoudiger te hanteren; B daarentegen geeft
een meer gedetailleerd inzicht in het totstandkomen van de
gewijzigde lichtvoortplanting in en nabij het medium — in het
bijzonder van de wijziging der phasesnelheid (zie vooral %);
2) of 23)),

Tot enigszins verschillende resultaten zijn Einstein7) en
Lundblad (') Il § 3, zie blz. 47 voor het onderscheid; VI)
geraakt door toepassing van A, resp. B, bij de berekening van
de diffuse lichtverstrooiing (Rayleigh-verstrooiing) door gassen.
Dit verschijnsel is het gevolg van door dichtheidsfluctuaties
veroorzaakte afwijkingen der ,optische homogeniteit” in het
medium. Hoewel ook hier methode B een directer inzicht
geeft in het tot stand komen van het verschijnsel, komt het
ons voor, dat Einstein volgens A het juiste resultaat vindt,
terwijl Lundblad bij de toepassing van B een verwaarlozing
maakt. Dit wil nog niet zeggen, dat voor behandeling der
lichtverstrooiing A principiéel beter is; methode B behoeft hier
slechts een aanvulling.

Er zijn echter wel problemen, bij welker oplossing toepas-
sing van B de voorkeur verdient boven die van A. Dit vindt
zijn diepere grond daarin, dat de plaats in de redenering,
waar wordt overgegaan tot het nemen van middelwaarden,
bij B een andere is dan bij A. Bij A wordt eerst gemiddeld,
en dan wordt het concrete probleem in beschouwing genomen
(de berekening van de wijziging, die een invallende lichtgolf
ondergaat); bij B daarentegen wordt eerst de wijziging van
het lichtveld tot in moleculaire bijzonderheden wiskundig vast-
gelegd, en pas daarna treedt de middelwaardenberekening op.

Een dergelijk probleem is het volgende. Methode A opereert
met zekere ruimtelijke gemiddelden van de veldgrootheden.
Daarvoor is het nodig, een ,physisch oneindig klein"” volume-
elementje te definiéren; naar beneden is dit begrensd door de
voorwaarde, dat het zeer veel moleculen moet bevatten; maar
hoe legt men de bovenste grens vast? Lorentz maakt de op-
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merking (7') blz. 134): ,On the other hand we must be
careful not to obliterate the changes from point to point that
can really be observed.” lets verder schrijft hij: ,In the pro-
blems we shall have to deal with, this means that the radius *)
must be small compared with the wavelength.” Hij gaat er dus
van uit, dat, als licht van een bepaalde vacuumgolflengte 2
een medium treft, het gemiddelde electromagnetische veld in
het medium eveneens door een golf voorgesteld kan worden,
met een golflengte van dezelfde grootteorde als 2. Dit is wel
in overeenstemming met de ervaring en volgt ook achteraf
uit de door hem afgeleide mediumvergelijkingen; maar voor
een strenge opbouw van de theorie moet geéist worden, dat
de manier van middelwaardenbepaling in zichzelf gerechtvaar-
digd is.

Bij toepassing van B kan deze rechtvaardiging echter on-
middellijk plaatsvinden. Het veld in een punt P buiten het
medium wordt berekend door sommatie van de primaire golf
en de door de moleculen uitgezonden secundaire bolgolven;
ook de laatsten zijn vacuumgolven en hebben dus dezelfde
golflengte als de primaire golf. Heeft een molecuul m het

=P s 2

electrische moment p(m) e'®t dan veroorzaakt het in P de
—r L e_ikF

Hertzvector p(m) e'®* ———, waarin ¢ de afstand is van het

27 ; :
molecuul tot P, en k= o Voor een punt buiten het medium

(waar de meting van het veld plaats vindt) is practisch steeds
p ) »; een verandering van p, die zelf veel kleiner is dan 2, zal

— tkp

. Maar daar-

dus vrijwel geen invloed hebben op de factor —

g
uit volgt, dat voor alle moleculen binnen een volume-elementje
dv met afmetingen (( » deze factor (bij vasthcuden van F)
even groot is. De bijdrage van alle moleculen in dv tot de
0 e—ik.: do ~»

Hertzvector in P bedraagt dus e'®! ® p (m). Hieruit

[4

blijkt: 1e dat het voldoende zal zijn, de grootste afmeting van

*) van het bolletje, waarbinnen gemiddeld moet worden,
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een physisch oneindig klein volume-elementje veel kleiner dan
» te nemen; 2¢ dat het voor de bepaling van het uitwendige
veld (voor meting toegankelijk) slechts aankomt op de bere-

>
kening van middelwaarden van p(m), resp. van de het elec-

-
trisch moment veroorzakende ,werkende veldsterkte” E (m).
D.w.z. men heeft te maken met middelwaarden zoals

dv —» 4:'5' =
= p(m) = E(m)

“Ndge Ndv

(N = aantal moleculen per cm?), genomen over de moleculen
(zgn. middelwaarden van de tweede soort; zie °°) blz. 60,
) § 36, ) blz. 284) en niet met gemiddelden over alle punten
van du, zoals het gemiddelde van de electrische veldsterkte
(11{}/ F:'ds (ds is een mathematisch oneindig klein volume-
elementie). Bij A moet men dit laatste echter invoeren, omdat
dit gemiddelde het voor een continuum-theorie logisch analogon
vormt van de veldsterkte in het vacuum, hoewel men ook hier
de gemiddelde werkende veldsterkte niet kan missen. In dit
opzicht is dus methode B bovendien eenvoudiger dan A.

Zeer duidelijk blijkt de superioriteit van B bij de berekening
van de natuurlijke draaiing van het polarisatievlak door iso-
trope media, waarvan de moleculen volgens het toeval over
de ruimte verdeeld zijn. Essentiéel voor het tot standkomen
van de rotatie is n.l. het onderscheid in phase, waarmee de
verschillende onderling gekoppelde resonatoren van eenzelfde
molecuul door de lichtgolf getroffen worden. Zeer aanschou-
welijk is dit aan de hand van een eenvoudig model uiteen-
gezet door Kuhn (%), 5%), %) § 15). Nauwkeuriger bezien moet
men ook rekening houden met het verschil in amplitude ter
plaatse van de verschillende resonatoren *?). Het komt dus aan
op een zorgvuldig in rekening brengen van de verschillende
waarden, die de werkende veldsterkte in verschillende punten
van eenzelfde molecuul heeft.

Voert men — volgens methode A — apriori middelwaarden
van de werkende veldsterkte over een groot aantal moleculen
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in, dan kan men niet verwachten, achteraf nog tot een juist
inzicht in de variatie van de werkende veldsterkte binnen een
molecuul te geraken. Dientengevolge levert A geen in zichzelf
te rechtvaardigen manier, om, uitgaande van de bekend onder-
stelde reactie van een molecuul op het lichtveld, de optische
activiteit van een isotroop medium te berekenen. Wij zullen
daarom trachten, de rotatie van het polarisatievlak voor zo'n
medium te berekenen door consequente toepassing van de B-
methode (hoofdstuk II). Om dit mogelijk te maken, geven we
eerst een gedetailleerde behandeling van deze methode door
toepassing op het denkbaar eenvoudigste, isotrope, niet actieve
medium.

§ 4. Demonsiratie van de methode B. Beschrijving wan een
eenvoudig medium,

De ligging van een willekeurig punt ten opzichte van een
rechthoekig assenstelsel XY Z met oorsprong O geven wij aan
-

door de vector r (componenten x, y, z), getrokken vanuit O

=
naar dat punt; wij zullen spreken van het punt 7. De waarde,
die een functie ' van de codrdinaten in dit punt aanneemt,

->
duiden wij aan door F(r); eigenlijk moesten wij schrijven F(7),
maar doen dit niet ter vereenvoudiging van de notatie; zelfs
zullen wij de index r weglaten, waar dit geen misverstand kan
veroorzaken.

Wij stellen ons een eindig stuk van een homogeen, isotroop,
niet absorberend medium voor, aan alle zijden grenzend aan
het vacuum. Dit medium wordt getroffen door een lichtgolf,
waarvan de electrische veldsterkte in een willekeurig punt
buiten of binnen het medium gegeven wordt door het reéle
deel van 3

Eo ) el(ol;
=
@ is de frequentie (aantal trillingen in 27 seconden); E°(r) is
de, van de tijd ¢ onafhankelijke, complexe amplitude; de fac-

tor ewt, die in alle veldgrootheden zal optreden, laten wij
voortaan weg.
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)
E° voldoet overal — volgens de Maxwell-vergelijkingen voor
het vacuum — aan de betrekkingen
— -
4,1) (A+Kk)E'=0 en divE’ = 0;
0?2 02 92 @ D7
A= — -4+ — — _— —= : = i *
o T oy ¥ 972" k . F IR vacuumlicht
snelheid; 4 — vacuumgolflengte.

Het medium bestaat uit onderling gelijke, isotrope resona-
toren, waarvan de afmetingen verwaarloosd worden. Wij geven
ieder van hen een index m (m = 1, 2, 3..... ). Zij hebben
een polariseerbaarheid s, d.w.z.: Onder invloed van een elec-

-»
trisch veld E (m) krijgt een resonator m een electrisch dipool-
moment

@, 2) p(m) = 7 E (m).

Wij onderstellen, dat voor de gegeven frequentie s niet nul
maar wel reéel is. Dit laatste wil zeggen, dat de resonatoren geen
lichtenergie absorberen — onder omzetting hiervan in bijv.
warmte —, en dat wij de stralingsdemping verwaarlozen. Op
deze verwaarlozing komen wij terug op blz. 38.

Omtrent de ruimtelijke rangschikking der resonatoren nemen
we het volgende aan:

Zij zijn onveranderlijk van plaats, liggen dicht opeen en zijn
— onder behoud van de macroscopische homogeniteit — naar
willekeur over de ruimte verdeeld. We denken hier dus aan
glasachtige lichamen. Op de vraag naar de toepasbaarheid
van de theorie op vloeistoffen (bewegelijke moleculen) en
gassen (bovendien ijle ligging der moleculen) komen wij terug
op blz. 42%). Wij preciseren:

=
Het is mogelijk, bij ieder punt r binnen het begrenzingsvlak
van het medium een ,physisch oneindig klein” volume-elementje

-
dv te nemen, dat het punt r bevat, en waarvan de grootste

*) Spreken wij voortaan over de dichtheid van het medium, dan hebben wij
daarbij het aantal resonatoren per cm® op het oog; zo is het denkbaar, dat
een ijl medium ,optisch” dicht is, d.w.z. een brekingsindex heeft, die veel
groter is dan 1,
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diameter veel kleiner is dan 7, terwijl het toch nog veel en
wel N dv resonatoren bevat (nadere definitie van homogeniteit
en dichtheid); N = aantal resonatoren per cm?.

ledere resonator m is het middelpunt van een bolvormig
»werkingsvlak” s(m) (zie ') blz. 26) met straal a; a is de
kleinste afstand, waarop twee puntvormig voorgestelde reso-
natoren elkaar kunnen naderen (a is dus van de orde van de
molecuuldiameter). Binnen s(m) valt dus nooit een andere
resonator; we nemen aan, dat ze buiten s(m) gemiddeld ge-
lijkmatig verdeeld zijn. Hiermee bedoelen wij het volgende
(precisering van de begrippen homogeniteit, dichtheid en iso-

tropie). Verplaats iedere resonator m uit dv naar een vast
—
punt r, en wel zo, dat men steeds alle, de verschoven reso-

nator m omringende resonatoren aan dezelfde translatie als m
onderwerpt; dan wordt de ruimte binnen het boloppervlak

-
s(r) met straal a en middelpunt r leeg (op de N dv resona-
-
toren in r na), terwijl de ruimte buiten s(r) practisch homo-

geen met resonatoren gevuld wordt (vergelijk ™) blz. 286). —
In de onmiddellijke omgeving van s(r) zullen, juist bij dichte
opeenhoping der resonatoren, afwijkingen van de homogeni-
teit optreden. Voorlopig zullen wij hiervan afzien, om op
blz. 36 de invloed van deze afwijkingen nader te bestuderen.

§ 5. Het probleem.

a) Het algemeenste vraagstuk, dat we kunnen trachten op
te lossen, luidt: In ieder punt van de ruimte de resulterende
veldsterkten te berekenen. Bij gegeven ligging der resonatoren
is de oplossing van dit vraagstuk volkomen bepaald. We zullen
dan ook eerst in alle strengheid de vergelijkingen opstellen,

&
waaruit de electrische momenten p (m) van alle resonatoren in
principe berekend kunnen worden. Zijn deze vergelijkingen
opgelost, dan kan men in beginsel in ieder punt van de ruimte
de veldvectoren berekenen.

b) Aan de volledige doorvoering van dit programma staat
in de weg, dat de nauwkeurige ligging der resonatoren niet
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bekend is. We zullen ons dus moeten beperken tot berekening
van waarden voor de veldsterkten, die zo weinig mogelijk van
de werkelijke waarden afwijken. We hebben reeds gezien

do —»

(blz. 13), dat het daarbij ,slechts” nodig is, de som = p(m) te

m

kennen over alle resonatoren in een physisch oneindig klein
volume-elementje dv; anders uitgedrukt: het komt aan op de
berekening van het gemiddelde moment

do -

= = p (m)

G, 1) Pl =

-
in het punt 7, of, wat op hetzelfde neerkomt, van de polari-
satie per volume-eenheid

P(r) = Np ().

Met behulp van deze nieuwe vectoren kunnen wij later som-
maties vervangen door integraties.
We zullen dus moeten bewijzen, dat de middelwaarde 5, 1)

BN
bestaat. ,Bestaan” wil zeggen: 1¢ p(r) is onafhankelijk van
grootte en vorm van dv (binnen de hieraan op blz. 16 ge-

stelde grenzen); 2e ;(r) is onafhankelijk van de toevallige
rangschikking der moleculen in het gehele medium (zolang aan
de voorwaarden op blz. 16 is voldaan).

c) Tegelijk met het onderzoek naar het bestaan dezer mid-
delwaarde zullen we de integraalvergelijking opstellen, waar-
aan zij voldoet, en die in de plaats komt van het grote, maar
eindige aantal lineaire vergelijkingen voor de werkelijke mo-
menten (zie a). Het veld buiten het medium is dan door een
eenvoudige integratie-formule te vinden.

d) Daar wij de vormen van de invallende golf en van het
begrenzingsoppervlak van het medium niet specialiseren, is het
slechts mogelijk, algemene karaktertrekken van de oplossing
van de onder c) genoemde integraalvergelijking aan te geven.
Hoofdzaak hierbij is het bewijs, dat zich in het medium een
dipoolgolf voortplant, die voldoet aan

N
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-
(5, 2) (A + n?k) P =0,

waarin n een zekere constante is, die wij bij definitie de bre-
kingsindex van het medium (voor licht van de frequentie w)
noemen. Men kan aantonen, dat andere gemiddelden, zoals de
gemiddelde werkende veldsterkte, aan dezelfde vergelijking
voldoen.

Tegelijkertijd vinden we: 1¢ de brekingsindex als functie
van N en ¢ (formule van Lorentz-Lorenz); 2¢ de uifdovings-
stelling (,Ausloschungssatz”), door Ewald ') ?!) aanschouwe-
lijk, door Oseen ') mathematisch geformuleerd, door Faxén )
voor het eerst uitgaande van genoemde integraalvergelijking
zonder invoering van nieuwe onderstellingen bewezen. Deze
uitdovingsstelling houdt in, dat binnen het medium de inval-
lende golf door een deel van de dipoolstraling (gemiddeld)
wordt gecompenseerd; begrijpelijk, als we eenmaal weten,
dat het gemiddelde veld binnen het medium voldoet aan

(A + n%k? —é — 0 met n® # 1, terwijl voor de invallende
vacuumgolf (4, 1) geldt. Zie voor de volledige (wiskundige)
formulering van de stelling § 10.

Opmerking: In de meeste artikelen wordt een oplossing
vooropgesteld, die voldoet aan (5, 2) (deze artikelen zijn in de
litteratuurlijst met * gemerkt) — of, voor zover dit niet ge-
beurt, wordt onmiddellijk overgegaan tot toepassing van de
integraalvergelijking op een medium van bepaalde vorm, bijv.
een planparallele plaat. Uitzonderingen bij Planck ¥) (die echter
niet verder gaat dan de afleiding van de mediumvergeli-
kingen van Maxwell) en bij Faxén ). Wij geven er de voor-
keur aan, in aansluiting bij Faxén geen enkele overbodige on-
derstelling in te voeren.

e) De resultaten van d) vormen de grondslagen voor de
behandeling van breking en terugkaatsing in ieder concreet
geval, en tevens van buiging (bijv. aan de randen van een be-
grensd medium). Deze problemen (afleiding van de wetten van
breking en terugkaatsing, formules van Fresnel, enz.) zijn reeds
verschillende malen afdoende behandeld (voor eenvoudige be-
spreking zie ) %) ') 7)). Wij gaan niet verder op ze in, daar
dit voor ons doel niet nodig is.
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Eén opmerking is hier echter nog op zijn plaats. Wij hebben
n uit (5, 2) bij definitie de brekingsindex van het medium ge-
noemd. Strikt genomen moeten we bewijzen, dat we hier wer-
kelijk met de constante uit de wet van Snellius te doen heb-
ben. Daartoe zouden wij bijv. het geval moeten behandelen
van een vlakke golf, scheef invallend op een medium, dat de
ruimte z > 0 vult (zie bijv. ) V § 1). We zullen volstaan met

: ; D o —iknz
op te merken, dat aan (5, 2) te voldoen is door P— P%¢ ;
zodat zich in het medium een dipoolgolf kan voortplanten met

golflengte r/z of phasesnelheid Z ; het is reeds uit de elemen-

taire golftheorie van Huygens voldoende bekend, dat dan n
de constante is uit de wet van Snellius.

We gaan nu over tot de wiskundige uitwerking van het
hier opgestelde programma.

§ 6. Opstelling van de moleculair-exacte vergelijkingen (zie § 5a).

= g
Een resonator in het punt r’ met electrisch dipoolmoment
T A BRI 11y s A
p(r) Xe (p(¥) constant, in het algemeen complex) veroor-

i
zaakt in het punt » een Hertzyector

el':u (\l —_ ;)

() = p()

Hierin is
=p =y -> -» —)’ —>'
p(rr) = —p(F') =7 —r en p = (rr') = o (F'r) = ¥ — 1]
- -
(afstand van punt r tot punt #'; ze fig. 1; O = oorsprong

van het codrdinatenstelsel).

Fig. 1,
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Ter afkorting voeren we in
e—ik; I8 Ll
6, 1) R=R(r)=R('r)=——— met k= ; = )".
In het vervolg laten we weer de factor ew[ weg. We krij-
gen dan

(6, 1a) 2() = Rp ().
In 7 ontstaat een electrische veldsterkste
6, 2) oA = mlz() = rofi R p(#).

Hierin werkt de operator roi*> = rot rot op de codrdinaten
- -
van het punt 7, zodat bij de berekening van e(r) alleen R ge-
.
differentiéerd moeten worden; e(r) is dus een lineaire vector-

functie van ;(r’), die we symbolisch voorstellen door
(6, 2a) e() = () p().

Volledigheidshalve berekenen we deze door uitvoering van
rot? in (6, 2); er komt

id

(6, 2b) e(r) = f”"‘%b (—5;(#))7— ¥ ;(r’)(

waarin

_ (kP | ik 1

i 3 €n ¥ = 9 T3

(6, 2C) P — (II:)L _%_ 3;}/(

en waarin

- - - - -
v = v(r’) = — v (r'r) de eenheidsvector van r naar r’ voor-
o~
stelt (zie fig. 1); (vp) betekent het scalaire product.
Q heeft de volgende eigenschappen:
-> - -
a

'
le Q(a+b) = Qa+ Qb (lineaire operator);

o
2¢O (rr') hangt uitsluitend af van ¢ (r7') en van k;
Q

3e (r) = Q('n).
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-

Analoog aan (6, 2a) schrijven we O (mm’)p(m’) voor de

bijdrage, die de resonator m' levert tot de werkende veld-
sterkte op de resonator m.

o I iwt : .
Zij E°(m)e de electrische veldsterkte van de invallende
golf ter plaatse van de resonator m. Na ontwikkeling van de
stationnaire toestand heeft de resonator m’ het dipoolmoment

=+ . lwt .

p(m)el ; dit veroorzaakt ter plaatse van m een veldsterkte
—' 10) - 5

Q (mm') p(m) ¢, zodat de totale ,werkende veldsterkte” ter

plaatse van m (onder weglaten van ewt) gegeven wordt door
- = ->
(6, 3) E(m) = E°(m) + = O (mm’) p(m),

waarin gesommeerd moet worden over alle resonatoren (aan-
tal N) van het medium, onder uitsluiting van m’ = m.

Volgens (4, 2) wordt dus:

-y

(6, 4) /;'(nz) = 7 (E"(m) 3 :Ill(’""’l)/’(m,)\,)'

Deze vergelijking geldt streng voor een willekeurige reso-

nator m van het medium. Zijn dus gegeven: E"' in ieder punt
van het veld, © — dus ook k¥ — en de bijbehorende waarde
van 7, alsmede de ligging van alle resonatoren, dan zijn ook
alle @ (mm’) vastgelegd. (6, 4) stelt dan voor een systeem van
N lineaire, niet homogene vectorvergelijkingen in de N onbe-

-
kende vectoren p(m), of 3N dito vergelijkingen in de 3N
componenten dezer vectoren. Door (6, 4) wordt dus de station-
naire toestand tot in moleculaire bijzonderheden vastgelegd.

—r
Voor de electrische veldsterkte in een willekeurig punt r (niet
vallend binnen een werkingsvlak) binnen of buiten het medium
geldt de moleculair-exacte uitdrukking

(6, 5) /) (r) = /j’" (r) 4 ?..:'!l (rm’) /;’(/n'),

waarin ditmaal gesommeerd moet worden over alle m',
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§ 7. Berekening van de middelwaarde der electrische momenten.

Methode (zie § 5, b).

Zoals reeds is opgemerkt, ontbreekt aan de definitie (5, 1)
van het gemiddelde moment het bewijs, dat dit ,bestaat”. De
hier optredende moeilijkheden blijken het duidelijkst, als we
ons de volgende vraag stellen: ,Wat verandert er aan de
door (6,4) bepaalde stationnaire toestand, als we één der
resonatoren over een kleine afstand verschuiven ?”

Door deze verschuiving zijn we overgegaan tot een ander
medium, dat echter macroscopisch van het oorspronkelijke
niet te onderscheiden is, en evenals dit aan alle in § 4 gestelde
voorwaarden voldoet. We verwachten op grond van alle er-
varing en van onze physische intuitie, dat aan het macroscopisch
waarneembare lichtveld niets zal veranderen. We kunnen dit
verdedigen, door op te merken, dat le de bijdrage van é&én
resonator tot het lichtveld minimaal is, 2¢ een kleine ver-
schuiving van een resonator met behoud van zijn moment op
het door hem in een ver verwijderd punt (buiten het medium)
veroorzaakte veld practisch geen invloed heeft (zie blz. 12).
Tegen deze redenering moet worden opgemerkt:

1¢ Door de verschuiving kan het moment van de resonator
— tengevolge van de sterke wisselwerking met naburige reso-
natoren — een aanzienlijke verandering ondergaan. 2¢ Qok in
deze buren vindt een verandering plaats, die op haar beurt
weer invloed uitoefent op verder weg gelegen collega’s. Het
is niet apriori te bewijzen, dat de samenwerking van al deze
wijzigingen macroscopisch niet waarneembaar is.

Lundblad, die het probleem serieus aanpakt (') IV §1),
neemt aan, dat een verandering van de rangschikking van
resonatoren slechts dan invloed heeft op het moment van een
bepaalde resonator m, als deze verandering plaats vindt aan
de resonatoren in de nabijheid van m. Anders gezegd: Alle
resonatoren in dv, ten opzichte van welke de naburige resona-
toren op dezelfde wijze gerangschikt zijn, hebben volgens hem
practisch hetzelfde moment. Hiertegen moet aangevoerd worden,
dat dit juist zou zijn, als de invloed van naburige resonatoren
slechts afhing van hun rangschikking; maar ook hun momenten
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spelen een essentiéle rol, en het is geenszins bewezen, dat een
gelijkheid van rangschikking een gelijkheid van moment mee-
brengt.

We zien hieruit, dat de moeilijkheden vooral daaruit voort-

-

komen, dat bij het middelen der p(m) op grond van (6,4) de
onbekenden ook in het rechterlid van de vergelijking voor-
komen. Om dit te verhelpen, zouden we (6, 4) kunnen oplossen,
wat onder gebruikmaking van determinanten in principe direct
uit te voeren is, om vervolgens tot het berekenen van gemid-
delden over te gaan. Dit laatste echter zal wel practisch on-
mogelijk zijn. We moeten daarom een andere oplossingsmethode
voor (6,4) toepassen, en wel de methode der successieve be-
naderingen. Dit is reeds uitgevoerd door Reiche ( ') § 2). Zijn
opzet verschilt echter van de onze in de volgende punten:
le Hij neemt een concreet geval (vlakke golf, planparallele
plaat). 2¢ Hij berekent van de coéfficiénten in de door hem
verkregen uitdrukking voor het electrisch moment de gemid-
delden over alle mogelijke rangschikkingen der moleculen
(,Konstellationsmittelung’’); ons gaat het er echter om, aan
te tonen, dat voor een medium met zeer dicht opeen liggende
resonatoren het resultaat van middelen over physisch oneindig
kleine volume-elementjes voor iedere constellatie, die voldoet
aan de in § 4 gestelde voorwaarden, hetzelfde is.

Wat betreft de notatie sluiten we ons aan bij Lundblad,
die de methode der successieve benaderingen heeft toegepast
bij de oplossing in een concreet geval van de uit (6, 4) af te
leiden integraalvergelijking ( %) blz. 28 ff en IV § 2).

Kortheidshalve schrijven we (6, 4) als volgt:

o

(7, 1) = R,

—p: ™ 4 -»
waarin p voorstelt de verzameling van alle vectoren p(m), E°

-
die van alle vectoren E (m), terwijl Q& een lineaire operator is,
-
die uit de verzameling van vectoren p de verzameling van
-
vectoren {1 p vormt,
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-
We lossen (7, 1) op, door 7 Q p te beschouwen als een cor-
recticterm. We laten deze eerst weg, en vinden dus als 0¢ be-
nadering:

(7, 2) p® = TZ‘I).

)

>
Deze waarde van p° vullen we in de correctieterm in, en

vinden dus hiervoor:

evenzo
(7, 3)

Door sommatie vinden we dan voor de oplossing van (7, 1):
- oo = o0 -

(7r 4) > = (7 il)u pl)’

— n 0

dus volgens (7, 2)

—> ¢ -r

(7, 5) p =g 2 (c Q) EY,

n—0

waarbij we onderstellen, dat deze reeks convergeert. We zien,

>
dat in het rechterlid p niet meer voorkomt.
Terwijl nu Reiche de ,Konstellationsmittelung” op de ,coéf-
ficiénten” (7 Q)" toepast, zullen wij de ruimtelijke middelwaar-

den van ; bepalen, en wel als volgt: Uit (7, 4) blijkt, dat de

middelwaarde van p gelijk is aan de som der middelwaarden
van ;>" (n=20,1,2.... o0); we bewijzen nu, dat de middel-

o = o
waarde van p° bestaat, en dat die van p" bestaat als dit geldt

>
voor p"~!; op grond van volledige inductie volgt dan het be-

- -
staan van de gemiddelden van alle p” en dus ook van p. Het
bewijs levert ons meteen de manier, om het gemiddelde van
S >

p" door integratie uit dat van p"—' af te leiden.
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§ 8. Berekening van de middelwaarden. Uitwerking.

We beschouwen in het medium een willekeurig physisch on-

sl
eindig klein volume-elementje dv, en merken op, dat E° binnen
dv weinig verandert. Immers in een klein gebied zal de inval-
lende golf gewoonlijk voor te stellen zijn door een vorm van
- A 3 2—‘—l' = -
een gedaante zoals £, — a e 4 , waarin a binnen dv
practisch constant is; en daar de grootste diameter van dv

veel kleiner is dan 2, is binnen dv de variatie van f zeer
klein vergeleken bij 1.

>
We berekenen de middelwaarde van p°(m) binnen duv.
do —»

=i . dv —»
p’(m) =7 E°(m); =p°(m) = 5= E°(m); volgens het boven-

— =)
staande mag men hierin alle E°(m) vervangen door E°(r) in

>
een of ander punt r van dv. Daar Ndv het aantal resonatoren
in dv is, vinden we

dv —»

=p°(m) = s Ndv E“(r), of wegens (5, 1):

8, 1) P(r) = 7 E° (),

waaruit tevens blijkt, dat ;)" (r) bestaat (§ 5b). Blijkens de af-

leiding kunnen we slechts spreken van het gemiddelde moment

v
binnen dv en niet van het gemiddelde moment in het punt r;

spreken we in het vervolg toch van zijn waarde in het punt

=5 = %
r, dan definiéren wij deze door (8, 1). Dan is p°(r), evenals E°(r),
binnen dv weinig veranderlijk.

-
Nu nemen we voorlopig aan, dat p"—!(r) bestaat en binnen

-
dv weinig variéert, en berekenen p (r). Volgens (7, 3) is

@, 2) P (m) = 7=Q (mm') p—" (m).

m
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Om iedere in dv liggende resonator m brengen we een even-
groot boloppervlak S(m) met middelpunt m en een straal van
de grootteorde van 2, zie'fig. 2a. De som in (8, 2) splitsen we in

—r S(m) —r
L(m) = X Q(mm’) p.—Y(m’)
m'

over de resonatoren m’ binnen S(m) en

m' -

fif(m) = > Q(mm’) p»—(m)
S(m)

over de resonatoren m' buiten S(m), zodat

=y

(8, 3) pi(m) = o /}m) -+ o /_P}(m).

-

Daar in M(m) voor alle resonatoren m’ in een volume-
-

elementje dv’, dat het punt " bevat, de operator &(mm’) prac-

3
tisch dezelfde is, kunnen we M(m) onder gebruikmaking van
het gemiddelde p*—'(+') als volgt uitdrukken:

v

8, 4) Mim) = N [0(mr) p—=(r) dv,

S(m)

waarbij geintegreerd moet worden over het gehele gebied

tussen S(m) en het begrenzingsvlak I/ van het medium.
-
L(m) daarentegen kunnen we wegens de grote invloed van

de onregelmatigheden in de rangschikking der nabij m ge-
legen resonatoren niet door een integraal vervangen; wel kun-
nen we dit, nadat we gemiddeld hebben over alle resonatoren
m in dv; dit gaan we nu uitvoeren.

Volgens (8, 3) is

e dve —»
(8, 5) >p =5 X = o X M(m).
Om
d . Sl >
(8, 6) > Q(mm’) p"—(m)
te berekenen, verdelen we de ruimte, begrensd door s(m)
(werkingsvlak van resonator m) en S(m) in volume-elementjes
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ds(m, g) << s(m), die hoogstens één resonator kunnen bevatten:
—»
g is de vector van m naar ds(m, q) (verg. %) blz. 187). We her-
halen dit op precies dezelfde wijze voor alle resonatoren m in
dv, aantal Ndv.

We merken op, dat voor een resonator m’ in ds(m,q) de

-
operator Q(mm') afhangt van ¢, maar niet van m (zie blz. 20).
Door translaties plaatsen we nu alle bollen S(m) met de
resonatoren, die zij bevatten, precies op elkaar, zodat hun

—p

middelpunten m in eenzelfde (overigens willekeurig) punt r van
dv terechtkomen, terwijl de werkingsvlakken s(m) terecht-
komen op s(r); zie fig. 2b.

q

9]
t S(m)

dv

m

(m,)

Fig. 2a. Fig. 2b.

(Lengteverhoudingen zijn natuurlijk onjuist weergegeven).

=P
Alle vakjes ds(m,q) met dezelfde g maar verschillende m
komen dan ook precies op elkaar, n.l. op een vakije ds(r’) met

—r - -
r=r -+ q. Dan is voor alle resonatoren m’, die nu in een-
zelfde vakje ds(r) liggen, de operator Q(mm’) dezelfde, n.l.

Q(rr’). De gezamenlijke bijdrage dezer resonatoren tot (8,6) is dus

ds(t’) —»
Q@rr') X pr—Ym)).

m
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Daar we aangenomen hebben (blz. 16), dat de ruimte tussen
s(r) en S(r) nu practisch homogeen met resonatoren gevuld is,
vallen in ds(r') thans Ndv X Nds(r') resonatoren m’ (van ge-
ringe fluctuaties om dit aantal zien we af). De resonatoren in
ds(r’) zijn naar willekeur — n.l. volgens de verdeling der reso-
natoren in dv (zie fig. 3) — genomen uit een volume-elementje

dsong) |
/
dstmg) [ 1

/

Fig. 3.

dv’, dat door een translatie met vector; uit dv ontstaat; de
som hunner momenten zal dus weinig afwijken van het pro-
duct van hun aantal en het gemiddelde moment van een reso-
nator in dv/, zodat hun bijdrage wordt

N2 O(rr) p—1(r') dods(r).

Hiermede is bereikt, dat we in (8,6) de dubbele sommatie
kunnen vervangen door een enkelvoudige sommatie over alle
vakjes ds(r'), waarin het gebied tussen s(r) en S(r) verdeeld is
(zie fig. 2b); wegens de kleinheid van ds(r) is deze sommatie
practisch identiek met een integratie, zodat (8,6) wordt (als we
nog voor ds(r') schrijven dv’, hier voorstellend een mathematisch
oneindig klein volume-elementje):

L 8(e) ‘
(8,7) > L(m) = N?dv f Q(rr)pr—I(¥) dv'.
2(r)

Daar volgens (8,4) /i/}(m) binnen dv slechts weinig verandert,

-
kunnen we deze voor alle m vervangen door M(r), zodat we
krijgen
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T y 5
(8, 8) > M(m) = N?dv / Qrr’) pr—(r') dv'.
z .\"/;;
Uit (5, 1), (8, 5), (8,7) en (8, 8) volgt nu:
v
-»> p -y
(8, 9) pi(r) = N« [ @) pr—'() dv'.
<.(:1
We zien hieraan, op grond van volledige inductie uitgaande
van (8, 1), dat p"(r) bestaat, binnen dv weinig verandert, en

e
dat iedere p*(r) uit zijn voorganger door dezelfde integratie-
formule is af te leiden.

§ 9. Opstelling van de integraalvergelijking voor het gemiddelde
electrische moment (zie § 5c).

Volgens (7, 4) is

- - (\‘_;
p(r) = pn) + Z p°(r).

Vullen we hier (8, 1) en (8, 9) in, dan komt er
- 5 Y '\;
p(r) — 71:"'(1‘) - O /VA/ !.1()'/") | &~ /’ )) dv'
)
of, als we nogmaals (7, 4) toepassen
) = 7\E() + N[ o(r) plr) do )
(r)
Hiermee is de gezochte integraalvergelijking ter vervanging
van (6, 4) gevonden.
We voeren de polarisatie per volume-eenheid
> -
P(r) = Np(r)
in, stellen

9,1) G = Ns

en herinneren ons de betekenis van Q(rr) volgens (6, 2) en
(6, 2a). Dan vinden we
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- / = 4 R \
9, 2) P() = G(EYr) 4+ | ro?R P(r)dv').
s(r)

Uit deze vergelijking zijn alle grootheden van moleculaire
dimensies verdwenen, behalve de straal a van s(r); en deze
speelt slechts voorlopig een rol,. daar we later practisch tot
lima = 0 kunnen overgaan. Het is van belang om op te

>
merken, dat we eerst rot’> (werkend op de codrdinaten van r in
R(rr')) moeten nemen, en eerst dan de integraal berekenen in

3
het middelpunt r van het van integratie uit te sluiten ge-
biedje s(r). Men kan echter ook eerst integreren, maar moet
dan rot* nemen bij wvastgehouden s(r), zodat dan eerst

/R}S(r') dv’ berekend moet worden in een willekeurig punt

van s(r).
Voor de veldsterkte in een willekeurig punt buiten het
medium leiden we uit (6, 5) af:

©, 3) E¢) = B —}—./‘rotZR/;(r') do',

waarbij nu geintegreerd moet worden over het gehele medium.
De vergelijkingen (9, 1), (9,2) en (9, 3) vormen de uitgangs-
punten voor alle verdere berekeningen.

§ 10. Afleiding van de formule van Lorentz—Lorenz; bewijs
van de uitdovingsstelling (zie § 5d).

We gaan uit van:

(10, 1) (o + k) Eo= 0|
(10, 2) div E9= 0)
(10, 3) P=G(E" + [ rot*RPdv) (zie (9, 2).
(10, 4) G = N7 is reéel en #£0 (zie bij (4, 2)).

Tenslotte leggen wij G nog de volgende beperking op

(zie (4, 1)).

(10, 5) — 1)< 437 G<1.
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De volgende berekeningen zijn alle in de litteratuur te vinden
(zie vooral ) ') ¥)); wij geven ze toch volledig weer, om de
logische opbouw niet te storen. Het rekenwerk, tot een minimum
beperkt, hebben we zoveel mogelijk verplaatst naar het aan-
hangsel (A).

Toepassing van (A, 21) op (10,3) geeft (vergel.*) form. 8)

(10, 6) (14 b,;u)/; . G (E® + rot* [ RPdw),

waaruit, in verband met (10,2) en (10,5) volgt
(10,7) div:P=0,
Op (10,6) passen we (A 4 k?) toe; eerst berekenen we
(& + K)rof? | RPdo = rot*(s + &%) [ RPdo,
hetgeen volgens (A, 20) levert
— 47 roft P= — 4 n(grad div— A)P—=47 AP,

dit laatste op grond van (10,7); we krijgen dus uit (10,6), nog
gebruik makend van (10,1)

(1 W‘S,; Gl(A+k)P=4-GAP
of, gelet op (10, 5)
o o b,; Glos
AP + e k* P 0.
1 — 3 G

Deze vergelijking korten we af tot

(10, 8) A [_; 4= n2k? l; — 0,

waarmee (5, 2) bewezen is. De constante n, die wij bij defi-
nitie de brekingsindex van het medium voor licht van de toe-
gepaste golflengte noemen, voldoet aan




of

(10, 9)

Dit is de formule van Lorentz-Lorenz. In verband met (10, 4)
en (10, 5) volgt hieruit, dat

(10, 10) n* 2=l
en dat n reéel is, hetgeen wil zeggen, dat er geen licht geab-

sorbeerd wordt.
We gaan over tot het bewijs van de uitdovingsstelling. (10, 8)

-
en (10, 10) maken het ons mogelijk, /| R Pdv te vervangen door
het verschil van twee oppervlakte-integralen (zie A, 23):

v

(10, 11) [RPdv =

‘ >
do — /L P AR — R oF ) d()),

l/
1 (J[
Yy ) 0y, )

o R
5 kAn* — ” P dy R d

na berekening van / geeft dit (zie A, 24):

4= > 1
et
k*(n*—1) PAr) A k*Hn* —

Hierop passen we rof’ toe, onder gebruikmaken van (10, 7)

en (10, 8):

/.R [j(/'u ==

V

r) + = )rol [rosy o,

Vullen we dit in (10,6) in, dan zien we, als we letten op

n

rot? / RP(IU = LA],
n*—1

-
(10, 9), dat de termen met P wegvallen, terwijl er over blijft:
V

l)./lr()[‘f(r) ( P’(r) =

> IR(rr’ )1)
(10,12) E(r) + - B Rt a0
k*(n*- ov
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> -
waarin r een punt is binnen het medium, »’ een punt van het

oppervlakte-elementje do op het begrenzingsvlak V/, met dv als

lijnelement van de buitenwaartse normaal ; rot’(r) werkt op de
>
coordinaten van het punt 7.

(10, 12) is de wiskundige uitdrukking voor de uitdovings-
stelling. Aanschouwelijk formuleren we deze op grond van
(10, 3) als volgt: De bijdrage

v

/ rot? R f_;dv
.\(ri

van alle andere resonatoren tot de gemiddelde werkende veld-

o

sterkte op de resonator in r is volgens (10, 11) te splitsen in

een integraal over het begrenzingsvlak van het medium en een
o

- [, heft de veld-

* k{n2—1).

sterkte in r van de invallende golf juist op — en voldoet dus
%

over het werkingsvlak s(r); de eerste

evenals E7’ aan (A - k?) / = 0, wat ook direct volgt uit
(A 4 k)R =0; de tweede

s(r)

->
rot(r) ( 1_5 QR —R oP

1
(10, 13) i Zi('ﬁé:”'/ L d

)do

blijfft over, en is dus de werkende veldsterkte zelf; deze inte-

s(r)

graal voldoet dus, evenals 13, aan (A + n%?) / — o.

Voor het veld in een willekeurig punt buiten het medium
kan men uit (9, 3) afleiden:
v -
: / rotX(r) (}’O)R — R()()P) do
\ ov v

(10,19) E() = B%) + rz—v5.

Ook hier moet men dv nemen in de richting van de buiten-
waartse normaal.
Opmerking: De L.L. formule hadden we ook, onder voorop-
stelling van (10, 7) en (10, 8), uit (10, 13) kunnen afleiden;
3
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(10, 13) levert dan n.l. door directe berekening met meer cijfer-
werk (zie ) IV § 3 of 1)) voor de gemiddelde werkende veld-

sterkte

47 n®2+ 2 2
& = P,

en dit invullend in (9, 2) vinden we inderdaad (10, 9) terug.

§ 11. Ouver de betekenis van de uitdovingsstelling.

Op blz. 18 is reeds erop gewezen, dat men voor de afleiding
van formules zoals die van Lorentz—Lorenz gewoonlijk het

ontstaan vooropstelt van een golf van bepaalde gedaante, bijv.
>

>
P=1Fe
Deze uitdrukking voor I—S vult men nu in het rechterlid van
(9, 2) in, en krijgt dan, na berekening van dit rechterlid, een
tweede uitdrukking voor 2. Door gelijkstelling vindt men de
gevraagde betrekking voor n.

Bij de berekening van het rechterlid van (9, 2) treedt echter

— ik 7 -
N2 - et voorlopig onbepaalde brekingsindex n.

>
de moeilijkheid op, dat [ rot*? RPdv afhangt van de vorm van
het begrenzingsvlak I/ van het medium. De uitdovingsstelling
zegt nu, dat men V willekeurig kan kiezen, wel te verstaan
bij gegeven gestelde voor P. Immers (zie 10, 11)
Vv Vv s(r)
b Sl 4 :
f rot* RP dv = / = /,
s(r) i ’

v -
en [ valt automatisch weg tegen E°. Men gaat dan ook dikwijls

zo te werk, dat men het medium onbegrensd neemt. leder
der optredende ruimte-integralen splitst men in een integraal

over het ,oneindig verre begrenzingsvlak” en een over s(r);
: — itk oo
de eerste, die steeds — wegens een factor zoals e -

onbepaald is, laat men eenvoudig weg. Dit wordt dus gerecht-
vaardigd door de uitdovingsstelling.

->
Wegens de bijzondere onderstelling omtrent P is het echter
niet steeds onmiddellijk te zien, dat men de splitsing werkelijk
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heeft doorgevoerd, zoals boven beschreven is. D.w.z. we moeten
bewijzen, dat de splitsing van een dergelijke ruimte-integraal
in twee oppervlakte-integralen over V en s(r)

‘:' ‘V A‘\'r}
eenduidig is. Dit is inderdaad het geval, mits we steeds zor-

gen, dat
£ atr)

(1,1)  (A44) [ =0 en (A+n%) [ =0,
met n? # 1. Bewijs:

Stel dat er twee splitsingen zijn, die aan deze voorwaarden
voldoen:

daaruit volgt

maar uit (11, 1) volgt tevens
0=(a+n%) ([ —[).
i 2

Dus:

zodat

1 2 1 2
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We zien hieruit, dat alle moeilijkheden omtrent het optreden
van onbepaalde integralen aan de oneindig verre grenzen op-
gelost zijn; tevens is hiermee zonder meer de behandeling van
de trillingstoestand in een onbegrensd medium als ,,dynamisch
afgesloten” — waarbij iedere resonator trilt onder invloed
van de secundaire golven, door alle andere resonatoren uit-
gezonden, terwijl een invallende golf ontbreekt — gerecht-
vaardigd (zie ') en ?!)). We kunnen het dus niet eens zijn
met de uitspraak van Darwin () einde § 10):

,The failure to see the details more intimately is rather
disappointing, but must be attributed to the bad convergence
of all the integrals.”

8§ 12. Afwijkingen van de homogeniteit; diffuse lichtverstrooiing;
ijle media.

In deze paragraaf gaan we nader in op enige door ons inge-
voerde onderstellingen. Om herhalingen te vermijden is hier
en daar naar plaatsen in voorafgaande paragrafen verwezen.

Wij verzoeken den geinteresseerden lezer deze plaatsen na te
slaan. Lezing van deze paragraaf is echter voor het begrip
van de volgende hoofdstukken niet noodzakelijk.

Op blz. 16 hebben wij ondersteld, dat de verdeling der reso-
natoren buiten het werkingsvlak van een bepaalde resonator
gemiddeld homogeen is. Zoals reeds is opgemerkt, kan hieraan,
juist bij dichte opeenhoping der resonatoren, in de onmiddellijke
nabijheid van het werkingsvlak niet voldaan zijn; ook niet, als
wij wisselwerkingskrachten, die de ruimtelijke verdeling der
resonatoren zouden beinvloeden, buiten beschouwing laten.
We wijzen slechts op het grensgeval der dichtste pakking van
resonatoren met bolvormig werkingsvlak, waarbij andere reso-
natoren slechts kunnen liggen op bepaalde afstanden van een
vast gekozen resonator. Wel mogen we aannemen, dat de ge-
middelde verdeling ook in de buurt van het werkingsvlak
isotroop is.

Het gevolg is, dat het aantal resonatoren in ds(r’) — zie blz. 28
— niet door Ndv X Nds(r'), maar door N dv X W(rr') Nds(r')

gegeven wordt. Hierin is W(rr) = W () een functie van
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-> -
de afstand p = g(rr') van het punt r tot het punt r, welke
voldoet aan: W(¢) = 0 voor ¢ < a (a = straal van het werkings-
vlak s(r)); W()) =1 voor p > b, waarin voor de constante af-
stand b geldt: 2> b > a. Het resultaat is tenslotte, dat wij

(9, 2) moeten vervangen door

\'

(12, 1) ;’(r) —— G(—[;"(r) - / PV(rr')I'OIER(rr')I—S(r‘)dv')-

s(z)

Wij onderzoeken het onderscheid tussen (12,1) en (9, 2),
waarbij we moeten bedenken, dat we bij de toepassing van
(9,2) in § 10 steeds zijn overgegaan tot lim a = 0 (zie blz. —),
hetgeen we in het vervolg ietwat slordig zullen schrijven als
lim s(r) = 0. Het onderscheid tussen de gemiddelde werkende
veldsterkten in (12,1) en (9, 2) is dus gelijk aan het verschil
der integralen

) )
-> -»> - >
S = / W(rr') 2rr) P(r')dv’ en [, = / Q(rr) P(r') dv/,

s(.r) lim s(r)= 0

waarin 7(r) een boloppervlak voorstelt met straal 4 en middel-

>
punt r. Vergelijk hiervoor en voor het volgende (6, 2) en
(6, 2a, b, c).
Eerst berekenen wij de oppervlakte-integralen over een bol-
-
oppervlak met straal ¢ en middelpunt r.

e

/(/ P(r)) 7(10 = 4rp? ( ; — 310 n’k®® + ’ .\) 1‘;Zr)
/.—>(r') do = 47 p? ((1 - é RN b o de BY havats )F_;(r),

-
die we vinden, door P(r) te ontwikkelen naar de componenten
-> - - - -»>
van de vector vp= r' —r (v = eenheidsvector, r’' is punt op
het bolopperylak), en gebruik te maken van (A, 14), (10,7) en (10,8).

Daar € b4, mogen we de volgende ontwikkeling toe-

passen :
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e (l)

— ikp ﬂ (ik)* »

1
p 8
e—ikPW ;l 1 Lk)—_ g

”

(kP + g (kYo +

- -

Voor de berekening van /i en /, behoeven we nu nog
slechts te integreren over 7 tusschen de grenzen a en b, resp.
0 en b. Dit levert

b

o W0 O SR T : 2

— (= X k2l 4dx o W o)do +
=5 +715) P) @/4 (e +3

(ihY° Pl X [472W (5o + .

a

j—(~ B) P(r) X 27k +§(i1<)313(r)><%”b'3+...

In (9,2) of (10, 3) moeten we dus aan de gemiddelde wer-
-

kende veldsterkte in het rechterlid toevoegen j, — Ja.

Er is nog een tweede correctie van (9, 2) of (10, 3) nood-
zakelijk. Op blz. 15 hebben wij erop gewezen, dat de onder-
stelling van een reéle polariseerbaarheid s verwaarlozing van
de stralingsdemping betekent. Deze onderstelling is in strijd
met de energiewet. ledere resonator zendt immers energie uit
in de vorm van de secundaire bolgolf, en wel per seconde een

wt > ->
hoeveelheid 3 (pp*) (het sterretje duidt aan, dat de aan p
toegevoegd complexe vector genomen moet worden). Daartoe

->
moet de werkende veldsterkte £ op de resonator per seconde
een even grote arbeid verrichten. Voor deze arbeid geldt de

i > > > >
uitdrukking ,Z V(pE*)— (p*E)!, maar deze is 0 wegens de

- -
realiteit van s in de ,bewegingsvergelijking” p = sE. Vervangt
men deze laatste echter door

(12,2) p=c{E+ 2 iy |

met dezelfde reéle waarde van 7, dan is — tenminste zolang
de trilling harmonisch blijft met de frequentie @ — aan de
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voorwaarde van energiebalans voldaan. Vat men de resonator
3 ; B ek
op als een harmonisch trillend electron, dan stelt 3 (ik)’p de

per ladingseenheid uitgedrukte kracht voor, die het stralings-
veld van het electron op het electron zelf uitoefent. lets alge-
mener stelt men deze ,stralingsdempingskracht” gewoonlijk

[ 3 -»>
voor door 32c"’ (((1{1) p (zie ) blz. 43); p hangt hier periodiek

van de tijd 7 af; men kan deze uitdrukking ook direct — niet

via de omweg der energiewet — afleiden ™).
Aan de werkende veldsterkte in het rechterlid van (10, 3)

B i
moeten we dus ook nog toevoegen een term 3 (1 k) p(r), zo-

dat (10, 3) tenslotte overgaat in

vV
B (Eﬂ + | ro#R Pio = g (ik)‘*;)
lim s(r)=20
of in verband met de opmerking aan het einde van § 10:
- 4r n2 +2 -» S -» . 2 b =
(12,3 P=G(3m 1P  +hi—h+3@p)

We zien hieruit, dat, wegens de kleinheid van £°% het ver-

-r -
schil der eerste termen van J, en J, slechts een uiterst ge-
ringe correctie van de Lorentz-Lorenz-formule tengevolge

heeft, die we verder buiten beschouwing laten. Voor de tweede
-»> >
term van J, resp. J, kan men zetten

b
2 S 5 . ->
3 (1 k)3 p(r)'/ 470" NW(o)dp = g (tk)? p(r) X 1, resp.

a

2 ik ple) X b3

hierin is /, resp. [, het gemiddeld aantal resonatoren tussen
7(r) en s(r), resp. binnen een willekeurig in het medium ge-
nomen boloppervlak = met straal b. Vullen we deze uitdruk-
kingen in (12, 3) in, dan vinden we na enig gereken de formule
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J— 47 F.n27+2 2 r 37-
(12,4 1=-5Nos— —1 t g RPa(h — L + 1),

die ons leert, dat in het algemeen, zelfs als eigenlijke of con-
sumptieve lichtabsorptie door de resonatoren ontbreekt (7 reéel),
de brekingsindex complex is. Zolang nl.4, — 1, + 1 > 0, treedt
in n een negatief imaginair gedeelte op, hetgeen extinctie van
het doorvallende licht beteekent (afname van de amplitude van
een vlakke golf in de voortplantingsrichting).

We beschouwen 3 gevallen:

a. Bij regelmatige rangschikking der resonatoren (kristal-
roosters, inzover daarin nog van optische isotropie sprake is),
dus ook bij dichtste pakking van resonatoren met bolvormig
werkingsvlak, liggen binnen een bol 7(r)*) met geschikt gekozen
straal evenveel resonatoren als gemiddeld binnen een even

grote willekeurig gekozen bol, zodat er tussen 7(r) en s(r) één
-

minder ligt, n.l. de resonator in r. Dus §, — [, +1 = 0. Er
treedt geen extinctie op. In dit geval komt men dus met de door
ons in §4 t/m §10 gevolgde methode, uitgaande van reéle o,
tot het juiste resultaat.

b) Daarentegen hebben Gans en Happel ) en Lorentz 72)
aangetoond, dat bij rangschikking der resonatoren volgens het
toeval /; — I, + 1 = 1, mits de gemiddelde afstand van twee
naburige resonatoren veel groter is dan de straal van hun
werkingsvlak. Dit is het geval bij ijle verdeling der resonatoren
over de ruimte, waarvoor onze afleiding van (9, 2) of (10, 3) niet
meer opgaat, hoewel deze vergelijking geldig blijft, zie het einde
van deze §). Er treedt nu dus wel een (geringe) extinctie op.
De in §4 t/m § 10 gevolgde methode voert dus voor ijle media
tot het juiste resultaat, mits men (4,2) vervangt door (12, 2).
De extinctiecoéfficiént kan men gemakkelijk uit de op grond
van (12, 4) berekende complexe brekingsindex afleiden.

Hier doet zich de vraag voor: Waar blijft de uit het door-
vallende licht weggenomen energie? Het antwoordt luidt:
Deze wordt teruggevonden in het diffuus verstrooide licht
(Rayleigh-verstrooiing). De rangschikking der resonatoren vol-

*) waarvan het middelpunt in een resonator ligt.
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gens het toeval, waarvan bij de afleiding van !/, = [, gebruik
gemaakt is, impliceert n.l. het bestaan van dichtheidsfluctuaties
in het medium. Deze zijn oorzaak, dat er plaatselijke afwijkingen
zijn van de gemiddelde, op grond van (9, 2) of (10, 3) te be-

rekenen polarisatiedichtheid 1_5 Volgens (9, 3) ontstaan daardoor

=
afwijkingen van de veldsterkte E(r) in een punt buiten het
medium. De afwijking in een bepaald punt is een functie van
de toevallige moleculaire constellatie van het medium. Gemid-
deld over alle mogelijke constellaties is deze afwijking 0; het
gemiddelde van de bijbehorende energie- en stralingsdichtheid
is echter niet 0; deze extra stralingsenergie is de energie van
het diffuus verstrooide licht. Men kan haar berekenen, indien
men de wet kent, waaraan de dichtheidsfluctuaties voldoen.
Het meest direct geschiedt dit, volgens de zoéven geschetste
gedachtengang, op grond van de methode B. Dit is voor een
ideaal gas uitgevoerd door Lundblad (zie ) Ill § 3 en IV).
Toepassing van de energiewet levert vervolgens een uitdruk-
king voor de extinctiecoéfficiént, die overeenstemt met de uit
de complexe brekingsindex afgeleide waarde (zie boven).

Op blz. 11 hebben wij erop gewezen, dat Einstein 7) voor
de extinctiecoéfficiént door toepassing van de methode A een
ietwat andere waarde heeft gevonden dan Lundblad. Het onder-
scheid komt daaruit voort, dat bij de methode van Einstein
de terugwerking van het verstrooide licht op het medium auto-
matisch in rekening gebracht wordt, hetgeen bij Lundblad niet
gebeurt. Het verdient aanbeveling, de berekening van Lund-
blad in deze zin aan te vullen.

In overeenstemming met de hier gegeven beschouwingen is,
dat in geval a) enerzijds de brekingsindex reéel is, anderzijds
geen dichtheidsfluctuaties optreden (zolang men de tempera-
tuurbeweging der resonatoren in het kristalrooster buiten be-
schouwing laat).

¢) Voor het door ons beschouwde geval — toevallige ver-
deling van dicht opeenliggende resonatoren — zal |, — 1,41
wel liggen tussen 0 en 1. Het ligt voor de hand, dat, naar-
mate de opeenhoping der resonatoren dichter is, enerzijds de
Pichtheidsfluctuaties een geringere rol spelen, zodat de Rayleigh-
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verstrooiing vermindert, anderzijds /; —/, + 1 meer tot 0 nadert,
waardoor het imaginaire deel van de brekingsindex, en dus de
extinctiecoéfficiént, afneemt.

Conclusie: Laat men de Rayleigh-verstrooiing opzettelijk
buiten beschouwing, dan moet men afzien van dichtheids-
fluctuaties, en als consequentie daarvan /, — [, 1=0 stellen.
De brekingsindex wordt dan reéel, en kan — op geringe te
verwaarlozen correcties na — berekend worden uitgaande van
(9, 2) met lim s(r) = 0 en reéle G = N7. Hiermee is het geldig-
heidsgebied van de in §4 t/m § 10 gevolgde rekenwijze, bij
toepassing op dichte media met onbewegelijke resonatoren, af-
gebakend.

Wij vragen nog naar de geldigheid der in § 9 opgestelde
vergelijkingen voor dichte media met bewegende resonatoren
(vloeistoffen) en voor ijlere media (gassen; stoffen in verdunde
oplossing) *). Bij de eersten blijft de moleculaire constellatie
practisch constant gedurende een groot aantal lichttrillingen,

zodat genoemde vergelijkingen gedurende een zeker tijdsinterval

geldig zjn. Daar echter deze vergelijkingen onafhankelijk zijn
van de toevallige constellatie, blijven ze onveranderd gelden
voor ieder volgend tijdsinterval, d.w.z. ze blijven geldig voor
ieder tijdstip.

Voor ijle media is de afleiding, die wij van de vergelijkingen
in § 9 gaven, niet meer juist. Immers bij bepaalde constellatie
is dan, na de op blz. 16 beschreven verschuiving der resona-
toren in dv, de ruimte buiten s(r) zeker niet homogeen met
resonatoren gevuld; en van deze laatste voorwaarde maakten
wij op blz. 28 gebruik. Nu zijn de moleculen in een ijl medium
steeds in beweging. Omtrent de trillingstoestand gedurende
een tijdsinterval, waarin de moleculen weinig van plaats ver-
anderen, kan men weliswaar niets zeggen. Maar de tijdsinter-
vallen, gedurende welke men meet, zijn steeds zo groot, dat
het medium gedurende zo'n interval een groot aantal constel-
laties doorloopt. Wij hebben dus slechts te maken met een
,gemiddelde constellatie”, die aan genoemde homogeniteits-
voorwaarde wel voldoet (zie ') blz. 87). Het ligt daarom voor

*) Zie de noot op blz, 15,
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de hand, dat ook voor ijle media de in § 9 opgestelde verge-
lijkingen geldig blijven, natuurlijk bij afzien van diffuse ver-
strooiing. De juistheid dezer globale beschouwingen wordt be-
krachtigd door het zeer uitvoerige onderzoek van ijle media
door Reiche ).

Wij willen niet eindigen, zonder er op gewezen te hebben,
dat bij deze beschouwingen een medium met bewegende reso-
natoren eigenlijk wordt opgevat als het ,gemiddelde” van een
groot aantal uit onbewegelijke resonatoren opgebouwde media,
ieder met een eigen constellatie. Er wordt dus afgezien van
de geringe invloed, die de beweging zelf op het door de reso-
natoren uitgezonden licht heeft; een bespreking van deze
invloed (Doppler-verschijnsel) valt buiten het kader van dit
onderzoek.




HOOFDSTUK L

Toepassing op een medium, bestaande uit
willekeurige moleculen.
Berekening van de draaiing van het polarisatievlak.

§ 13. Beschrijving van het medium.

Na de voorbereidingen in het vorige hoofdstuk gaan we de
methode toepassen op een mengsel van willekeurige moleculen;
de optische activiteit, bijv. ener oplossing van een actieve stof
in een niet actief oplosmiddel, komt dan vanzelf te voorschijn.
We nemen onze uitgangspunten echter zo algemeen mogelijk,
wat de notatie aanzienlijk vereenvoudigt en het algemene deel
van de berekening veel overzichtelijker maakt.

We stellen ons voor, dat per cm® van het medium voor-
komen N, moleculen van de soort j (j = 1, 2, ...... l); het

totale aantal moleculen per cm® noemen we
l

(13, 1) =X N;.
=]
Een molecuul van soort j geven we aan door (m,j) (m =
- I Y C N)), terwijl we onder F(mj) zullen verstaan de

waarde van de grootheid F in een vast gekozen punt van het
molecuul, dat we zullen noemen het ,middelpunt”.

leder der moleculen denken we ons omgeven door een bol-
vormig werkingsvlak s met straal @, waarvan het middelpunt
samenvalt met het molecuulmiddelpunt; d.w.z. de kleinste af-
stand, waarop twee molecuulmiddelpunten elkaar kunnen na-
deren, is a. Strikt genomen moet men definiéren s; en s;; voor
iedere molecuulsoort j en voor ieder soortenpaar jj'; daar
echter tenslotte wordt overgegaan tot lim a = 0, zullen we
ter vereenvoudiging van de notatie alle s gelijk aannemen.
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We onderstellen weer, dat ten opzichte van een vast ge-
kozen molecuul de gemiddelde verdeling der andere molecuul-
middelpunten buiten zijn werkingsvlak homogeen is. Verder
onderstellen we, dat alle molecuuloriéntaties, zelfs in de om-
geving van een vast gekozen molecuul, even waarschijnlijk zijn.
Tenslotte nemen we aan, dat van iedere soort het aantal mole-
culen per cm® zo groot is, dat de methode van het vorige
hoofdstuk kan worden toegepast. Het ligt echter voor de
hand, dat de resultaten ook juist zijn, als aan deze voorwaarde
niet is voldaan.

Over de reactie van de moleculen op het lichtveld willen we
geen bijzondere onderstellingen maken, we leggen dus ook geen
bepaald molecuulmodel ten grondslag. Daarom passen wij de
methode toe, die Darwin ') gebruikt heeft voor de afleiding
van de optische eigenschappen van een continu medium uit
die van een volume-elementje van dat medium, welke hij be-
schreven heeft met behulp van een stel polariseerbaarheids-
tensoren. Op een door hem ten onrechte gemaakte verwaar-
lozing komen we terug in § 16. Beckmann en Cohen /) hebben
de door Darwin ingevoerde tensoren in relatie gebracht tot
de overeenkomstige tensoren der moleculen. Hun berekening
van de optische activiteit lijdt daardoor aan hetzelfde euvel
als die van Darwin. Wij zullen met de in het vorige hoofdstuk
ontwikkelde methode de optische eigenschappen direct uit de
polariseerbaarheidstensoren der moleculen afleiden, in plaats
van de omweg te maken over die van volume-elementjes.

§ 14. De tensornotatie.

We geven hier een kort overzicht; uitvoeriger bij Darwin Lc.
De ligging van een punt ten opzichte van een rechts recht-
hoekig codrdinatenstelsel met assen X, X,, X; geven we aan
door zijn codrdinaten x;, x,, x;, samengevat tot x. We zullen
spreken van het punt x; een willekeurige codrdinaat noemen
we x, (2 =1, 2, 3). Een functie van x, x,, x; schrijven we
als F(x), een volume-element dx; dx, dx;, dat het punt x bevat,
schrijven we als dx.

De codrdinaten van het punt x in een tweede assenstelsel
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X', X), X3, door draaiing om de oorsprong uit het eerste
ontstaan, noemen we x' . De transformatievergelijkingen luiden

(14, 1) X = L Xy OF X e gt

a aa a

Hier, zoals overal in het vervolg, moet over tweemaal voor-
komende letter-indices automatisch gesommeerd worden. 7, is

de cosinus van de hoek tussen de X - en de X' -as. De [, vol-
doen aan

(14, 2) Lyl = (B7),

waarin (%) een tensor voorstelt, waarvan de componenten
0 of 1 zijn, naar gelang 2 # B of 2 = £.

=3
De componenten van een vector (tensor van de 1¢ orde) 4
transformeren zich, bij definitie, als de x_:

(14, 3) A=A

>
d.w.z. de vector 4 wordt in het stelsel X voorgesteld door de
componenten A, in het stelsel X' door 4’ . Een tensor O
van de n® orde (n = aantal indices) is een verzameling van
3% getallen, die zich transformeren volgens

(14)4) g 4 1 Sl aarlnt odes O

afly. ... aa’ "B “yy (]

Met behulp van (14, 2) kan men bewijzen, dat de inverse
transformatie van (14, 4) luidt

(14, 5) O iy = baw lgp 1

apy...... aa' “Bp Sy
We voeren de tensor [28»] in, waarvan alle componenten
= 0 zijn, behalve

(14, 6) [1,2,3].,=1 en [2,1,3]. = —1.

cyel. egel. —
We hebben nodig de formule
(14,7) [#37] [3¢] = (R2) (e) — (Be) (»3).
Ter toelichting en voor later gebruik zetten we enkele uit-
drukkingen uit de vectorrekening om in de tensornotatie.
0

0 >
(14, 8) a@-component van grad 9 = ox v; divA = = A,

«
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(o) 0
(43 G et

De vergelijking
(A + k) g = 0,
waaraan alle veldgrootheden (scalaire grootheden en vector-
componenten) in het vacuum voldoen, gaat over in
(0 ') \
( “*‘i'k“)’f‘:O-

@

(14, 10)

0x, ox

De #-component van het vectorproduct

> -
(14, 11) (A X B), = [#27] 4,B,.
(14, 12) rot, A = [2f3y] )(: A,
oX i)
Dus:
5 5 0 A d , - 0?
12 = |29 voe| — — | 22| | vo¢ .
R4 [+47] 0x, [>¢] 0X; 4 fr] lre) 9x, 0x, 4.
door toepassing van (14, 6) en (14, 7) wordt dit:
. A 0' A M I.i'! ’ .
("'”) (J) 7(}.\'(;()&[, A i (““)(}J’) IJ.\‘P 0X; A )
alfLSC on g ARl 8 18 g
X, ox, ' 0Xp r).\"”
in overeenstemming met de vectorformule rot? = grad div — A.
Voldoet 4 aan (14, 10), dan wordt
rot? ./i’ gl e - kXap) " A
e 9, ax, I i N

(14, 13)

hetgeen we afkorten tot

" £
rotz A = 23| A,

§ 15. De uitdrukking voor de Hertz-vector.

De ligging van een molecuul (m,j) t.o.v. een ruimtevast
codrdinatenstelsel wordt bepaald door de codrdinaten x, van
i :ddel LN i L Al
zijn ,middelpunt” x en door zin oriéntatie ¢ ; hier 1s ¥ sym




48

bolisch geschreven voor bijv. de 3 Eulerse hoeken van een
molecuulvast codrdinatenstelsel t.o.v. een ruimtevast stelsel.
Een ,oriéntatie-element”, dat de oriéntatie ¢ ,bevat”, schrijven
we als di¢ (vergelijk de overeenkomstige notatie van een
volume-element in § 14); we definiéren d¥ z6, dat bij wille-
keurige verdeling der molecuuloriéntaties de waarschijnlijkheid
van een oriéntatie tussen ¢ en ¥ -+ d¥ evenredig is met d,
onafhankelijk van ¢ (dus bij gebruik van de Eulerse hoeken:
sin $dSdydy en niet bijv. d5dyd¥). Tenslotte definiéren we

15, 1) gfd-' =1,

te integreren over alle oriéntaties.

( Valt op een molecuul (m’j’) met middelpunt x’ een lichtgolf
van bepaalde frequentie «, dan zal het een secundaire golf uit-
zenden. Deze is volkomen bepaald, als in ieder punt van het
molecuul (en niet alleen in het middelpunt; zie onder) gegeven
is de werkende veldsterkte, veroorzaakt door de invallende
golf samen met de straling van alle andere moleculen; of, wat
op hetzelfde neerkomt, wanneer gegeven zijn de waarden van
de werkende veldsterkte en zijn afgeleiden in het middelpunt,
dus:

a2

——FE (m’/’) enz.;
dX'.l. ox, "( j) +

Sh @ o
E,(m); 5o ElmD);

(15, 2) afgekort :

E (m’); E ,(mj'); E ; (mj’) enz.

Daarbij moeten we bedenken, dat binnen het molecuul de
werkende veldsterkte voldoet aan de Maxwell-vergelijkingen
voor het vacuum, zodat in (15, 2) niet alle termen van elkaar
onafhankelijk gekozen kunnen worden; zo bestaat er tussen
3 van de 9 termen E ; de betrekking

(15, 3) E_(mj)=0

(d.w.z. div E(m'j') = 0; verg. (14, 8)), terwijl, naarmate men
verder in de reeks komt, het aantal betrekkingen toeneemt;
van deze verdere relaties behoeven we echter later geen ge-
bruik te maken.

De secundaire golf, door (m’j’) uitgezonden, veroorzaakt in
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een punt x een Hertzvector met componenten z (x). Volgens
Darwin (l.c. § 11) ontwikkelen we deze naar

— ip(xx’)
plxx’)

en zijn ruimtelijke afgeleiden; d.w.z. we schrijven z (x) als een
som van termen, die bevatten

B = (zie 6, 1)

‘ . ZTR . d;)k};\' ...... of korter:
OXxp
(15' 4) ) a a f
( B ity un g al i

(let op het verschil met (15, 2): daar differentiéren we naar ¥/,
hier naar x).

De coéfficiénten in de ontwikkeling van z (x) naar de termen
der reeks (15, 4) zullen nu lineair afhangen van de werkende
veldsterkten in de punten van het molecuul (m’j’) en dus van
de termen in de reeks (15, 2). We krijgen dus:

(15,5) z,(x) = o(mj)E(m})R + 5, (m'[)E;(m]j)R +

»
. 7 a.
P Y Py

+ oAmVE(m)R, + ...,

s

wat we kort samenvatten als ,één term’’:

(15, 6) 2,0 = 5, (mj) E, _(mj)R

o~
7 5
a’ fy By.... 17 N, ¢

v, ..

Hierin zijn de ¢’s constanten, die afthangen van: de mole-
cuulsoort j', de oriéntatie ¥ van het molecuul (mj') en van de
frequentie ». Zij transformeren zich bij draaiing van het ruimte-
vast codrdinatenstelsel als tensoren, daar ditzelfde het geval is
met alle andere grootheden uit de formules (15, 5) en (15, 6);
ditzelfde doen ze dus ook bij draaiing van het molecuullt.o.v.
het ruimtevaste stelsel. Het is dus slechts nodig, voor een be-
paalde molecuulsoort j en de bepaalde frequentie te kennen:
j) in een molecuulvast codrdinatenstelsel met assen

’

a' G pYy.. ...(
wy.....

X'.. Zin [ _J(4) de richtingscosinussen van de assen X', van

een molecuul met oriéntatie ¥ ten opzichte van de assen X,

van het ruimtevaste stelsel, dan is volgens (14, 4):




@) LAD) L) LD eer ey ()

Hierdoor wordt de afhankelijkheid der ¢'s van de oriéntatie
expliciet aangegeven (vergel. B. en C. %) formule 6).

De ¢’s zullen we polariseerbaarheidstensoren noemen. Ge-
woonlijk verstaat men daaronder slechts o, (vergel. 7') § 73);
voor een isotrope oscillator geldt 7, = (#f)7, waarin ¢ de
polariseerbaarheid is (vergel. (4, 2)).

§ 16. Nadere beschouwing wan de uitdrukking voor de Hertz-
vector. Het stralingsveld van een molecuul.

Het essentiéle onderscheid tussen (15, 5), (15, 6) en de
overeenkomstige formules bij Darwin (l.c. 11,1) en B. en C.
(le. 2) is, dat bij ons het stralingsveld van een molecuul niet
alleen afhangt van E(m’j’), maar ook van zijn afgeleiden. Inder-

daad is het nodig, deze afgeleiden in te voeren. Het eenvou-
digste model van een optisch actief molecuul is wel het door
Kuhn (%),5),5) § 15) behandelde bijzondere geval van de
algemene theorie van Born (%), *)). Hij beschouwt een mole-
cuul, dat 2 lineaire, in verschillende punten gelocaliseerde,
oscillatoren bevat; zij zijn onderling gekoppeld, terwijl hun
trillingsrichtingen onderling loodrecht en loodrecht op hun ver-
bindingslijn d staan (zie ook %) § 99). Wordt een dergelijk
molecuul getroffen door een lineair gepolariseerde lichtgolf,
die zich voorplant in de richting van d, dan is betrekkelijk een-
voudig aan te tonen, dat een rotatie van het polarisatievlak tot
stand komt tengevolge van de secundaire golf, door het mole-
cuul (beter: door een vlakke laag van dergelijke moleculen met
evenwijdige d) uitgezonden in de voortplantingsrichting. Daar-
bij mag men de afmetingen van het molecuul ten opzichte van
de golflengte van het licht niet verwaarlozen. De eindigheid

S - N
van de verhouding 3 komt op twee wijzen tot uiting:

le doordat de beide oscillatoren secundaire golven uitzenden
vanuit verschillende punten van het molecuul; dit betekent
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voor de uitdrukking van de Hertzvector (15, 5): invoering van
termen E,R ; 2¢ doordat de oscillatoren door de primaire golf
met verschillende phasen getroffen worden: dit geeft in (15, 5)
aanleiding tot de termen E, R. Beide factoren hebben op de
phase van de secundaire golf een invloed van dezelfde grootte,
het is dus onjuist, één dezer factoren (bij Darwin de 2¢) te
verwaarloozen. We zullen dit in § 21 aan de hand van de
theorie van Born nog nader aantonen.

Tegen de bewering, dat invoering van termen E, R enz. nood-
zakelijk is, zou men het volgende kunnen inbrengen : Gewoonlijk
stelt men het ontstaan van een golf van gegeven vorm, bijv.:

(16, 1) E, = E,; e #knz

voorop; maar dan is met E_ ook E, gegeven, en wel is dan
!

S : . OF, e
E,, lineair in E, uit te drukken, bijv. L) - = —inkE . Men zou
7 0z B

dus formeel de termen met E; R kunnen onderbrengen bij E R.

Bij deze redenering ziet men echter over het hoofd, dat
(16, 1) slechts geldt voor de gemiddelde werkende veldsterkte.
Maar het komt aan op de verandering van het werkende veld
binnen het molecuul, en het is niet apriori zeker — en ook
niet juist, zie § 22 —, dat deze ook door (16,1) gegeven wordt.
Het is juist dit probleem, dat moeilijkheden levert, en tot welks
oplossing de hier gegeven gedetailleerde beschouwingen willen
bijdragen.

In de reeksontwikkeling (15, 5) zullen we later slechts ge-
bruikmaken van het eerste drietal termen. De term met 7y geeft
aanleiding tot de gewone lichtbreking (bij niet-isotrope ver-
deling der molecuuloriéntaties is deze term tevens verantwoor-

delijk voor de dubbele breking). De termen met Ty €0 T, Ver-

oorzaken de circulaire dubbele breking, d.w.z. zij geven aan-
leiding tot de optische activiteit.

We vestigen er volledigheidshalve de aandacht op, dat niet
alle tensorcomponenten van elkaar onafhankelijk zijn, d.w.z.:
men kan sommige componenten tegelijkertijd op zekere wijze
van waarde veranderen, zonder dat dit invloed heeft op het
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veld van de secundaire golf. We beperken ons tot de volgende
gevallen.

In de eerste plaats tellen we bij ieder der componenten 5y,
023, 733 de component & van een willekeurige vector op. Het
effect op de tweede term van (15, 5) is de vermeerdering van
deze term met ¢ E, R, maar dit is 0 wegens (15, 3). Deze be-

werking heeft dus geen invloed op z(x). Wij kunnen bijv. & zo
kiezen, dat

(16, 2) 7,5 = 0,

Z8p
zonder dat dit physisch enige invloed heeft. Daardoor bereiken
we, dat we nu kunnen zeggen, dat door de physische eigen-
schappen van het molecuul 7, volkomen bepaald is.

Ten tweede letten we op de uitdrukking voor het electrische
veld in x. Volgens (6, 2), (14, 10) en (14, 13) laidt deze:

(16, 3) e(x) = u*" //(t)
Vullen we voor z,x) de uitdrukking (15, 5) in, dan geeft
hiervan de derde term aanleiding tot de vorm

92
{dx:jx.. 5 k(")' E R,

Voegt men aan ieder der componenten 1% 5 2% 40y de
3
component 7, van een willekeurige vector toe, dan is het resul-
taat toevoeging van

maar dit is 0 wegens (14, 10). We kunnen dus, evenals boven,
afspreken:

(16, 4) Ty 10

(16, 4) is een bijzonder geval van Darwin’s ,duplicate rule”
(I.c. § 12), die van toepassing is op alle “7/, . Deze regel zou

nog uitgebreid moeten worden met regels analoog aan (16, 2)
voor de algemene hier gebruikte o, . Wij zullen deze regels

7

niet bespreken, daar wij tenslotte — zoals gezegd — slechts
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gebruik zullen maken van de in (15, 5) opgeschreven termen.

Voorlopig werken we echter, ter vereenvoudiging van de
notatie, met (15, 6). Uit (16, 3) volgt dan voor de electrische
veldsterkte van de door molecuul (m’j’) uitgezonden secundaire
golf:

(16) 5) eq(x) e ‘“2'3: /:"—;.'-3 ('n’jl) E;“\ : (’n,j’) R,..-

We herinneren eraan, dat {z3! de operator (14, 13) is, die in
punt x werkt op R, (xx), waarbij x' = x(m{j’); en dat (16,5)
een afkorting is voor een som van termen, die bevatten 7
T3 47, €NnZ

A2vd
Ayl LI |
Je

§ 17. Opstelling van de vergelijkingen voor de werkende veld-
sterkte. Vorming van middelwaarden.

Daar we in dit hoofdstuk het begrip electrisch moment niet
ingevoerd hebben, zijn we hier gedwongen met de werkende
veldsterkte te rekenen. Om verwarring te voorkomen en de
notatie niet ingewikkelder te maken dan nodig is, zullen we
onder E (x) verstaan de z-component van de gemiddelde wer-
kende veldsterkte, als x binnen het medium ligt, en de z-com-
ponent van de ,gewone” veldsterkte, als x er buiten ligt.

Met behulp van (16, 5) vinden we voor de werkende veld-
sterkte in het middelpunt van het molecuul (mj) de volgende
moleculairexacte uitdrukking, die het analogon vormt van (6, 3):

(17,1) E(mj)= E‘(“(m/') - }_:‘.2,3:,.7;"\ (m’j’) E;_,, (m'j") R,,..

« {
m'j' oy

Bij de sommatie moeten we (m’/) = (mj) uitsluiten. Deze
vergelijking moet worden aangevuld met de vergelijkingen voor
alle in het rechter lid optredende E ; met meer dan één

index. We vinden deze velgens (15, 2), ‘door (17, 1) te differen-
tiéren naar x,, x_ enz.; daarbij worden in het rechter lid alleen
R,  gedifferentéerd, zodat geen nieuwe E;  optreden:

(%2 B ()=
= F:? (mj) _{_ ::;;( ,“'7}"‘ (m'/”) [, 5 (!71'/”) /\)u.‘

'
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We maken naar aanleiding van (17, 2) enige opmerkingen.

( 0 '
e EJ j - = Ej:)(mj); deze definitie is ana-

loog aan (15, 2).

2¢ We zien nu het voordeel van de definitie R, = 0% R

(zie 15, 4) boven de evengoed mogelijke definitie
) ‘e )

R=-—R=——R,

¢ 0x ox

" 12

3¢ Beschouwen we E_ als de symbolische samenvatting

E, E, E,, enz, dan is (17, 1) een bijzonder geval van

(17, 2), terwul (17, 2) het systeem van vergelijkingen voor-
stelt, waardoor het even grote aantal onbekenden E,
bij gegeven E’(x), ligging en oriéntatie der moleculen en
tensoren ¢ (zie 15, 7), bepaald wordt.

We voegen nog toe de vergelijking voor het electrische veld
in een willekeurig punt x buiten het medium:
(17,3) Efx) = Ex) + Ziaflpe, (m7)E, (m7)R,,

W
m'y oy

Nu gaan we over tot het berekenen van middelwaarden. Om
te zien, hoe we die moeten nemen, merken we het volgende op:

Bij de berekening van E (x) buiten het medium volgens (17, 3)
kunnen we 23R voor alle moleculen (m’/’) in een physisch
oneindig klein volume-elementje dx’ als gelijk beschouwen. Het
komt dus aan op de berekening van

dx’

(17, 4) 2, o(m’f’) E(m'f").
m'y
Hierin nemen we die termen samen, welke practisch dezelfde
factor 7(m’/’) bevatten; deze behoren bij die moleculen m’ van
een bepaalde soort /', wier oriéntatie ligt tussen ¢’ en &' - d{¥';
voor hun gemeenschappelijke s(m’/’) schrijven we ¢(L’/’). De bij-
drage dezer termen tot (17, 4) wordt dus
dx’, dy' 2
z E(mj).

m'
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Het aantal dezer moleculen is, wegens de homogeniteit van
het medium, de gelijke waarschijnlijkheid van alle oriéntaties,
en in verband met de afspraak omtrent d¥ (§ 15 en (15,1)):

N dx'dl'.
Het komt dus aan op de berekening van middelwaarden

dx dy

> E, . (mj)
(17, 5) E, (x)= —

v

N dxdy

van de werkende veldsterkte en haar afgeleiden, voor alle
moleculen van dezelfde soort j, in de omgeving van het punt
x en met oriéntatie ongeveer ¥. Met behulp van (17,5) vinden
we voor (17, 4) .

b3y Nf dx’ (_‘) dy’ o(LJ) E(x"LT),

J

zodat (17, 3) overgaat in
(17,6) E[(x)=
— E%x) + T N, ;4) dxdy'(el) g, WPE,, (X¥/)R,

geldend voor een punt x buiten het medium.

§ 18. Berckening van de middelwaarden.

Wat nu volgt is geheel analoog aan de gang van zaken in
§7 en §8. (17, 2) lossen we op door

(18, 1) Emj) = X E*mj)
n O
waarin :
(B = X )/':‘3: om’f’) Em'j')R
(18, 2)

’ E~(mj) = > b3l o(m'f’) En—(m'j) R

IH‘J

Uit (17, 2) en (17, 5) volgt onmiddellijk:
(18, 3) E?.. (x4j) = E% _ (x)
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De 0¢ middelwaarde bestaat dus, en is onafhankelijk van
oriéntatie en molecuulsoort. Stel, dat E*—'(x{/) bestaat. Breng
om het molecuul (mj) een bol S(mj) met een middelpunt (mj)
en straal ongeveer gelijk aan 2. Dan wordt (18, 2):

S(mj)
Eimj) = X llaplo(m’j) E*~Ym'j)) R +
m'f
- + 3 Nj, /dxd Y o(Lf) En—Yx'YT) R(xx)

! S6 mj)

(hierin is de integratie over dy’ niet apart aangegeven, even-
min als de bovenste grens V van de integraal). Dus:

dxdy
(18,4 3 Evmj) =

m

dxdy S(my) S
=3 I {Belm)) B mf)R + Nydxdt SN, |

m m'j'

S(x)

We verdelen de ruimte tussen s(mj) en S(mj) weer in vakijes
ds' <Z s(mj) en leggen vervolgens de S(mj), behorende bij alle
m in dxdy met dezelfde j, op elkaar. Dan is voor alle mole-
culen van de soort j/, die nu in eenzelfde vakje ds’ liggen en
wier oriéntatie begrepen is tussen ¢’ en ¥’ 4 d¥/, de operator
taB{o(m/j) R dezelfde, n.l. j2Bl 7(L)’) R(xx'); hun aantal is
N;dxdy X Nyds'dl'. Ze zijn verder naar willekeur genomen
uit een volume-element dx’, dus is voor hen

> Er—Y(m'j') = Njdxd¥ X Njds'dy' E-—\(x'L)).
Hun bijdrage tot de dubbele som in (18, 4) wordt dus
N;dxdy X Nyds' dV' {aflo(L']) E*—(x"V]') R(xx)),

zodat (18, 4), na vervanging van de sommatie door een inte-
gratie, en ds’ door dx/, overgaat in

dxdy

Z Exmj) =

m

= N;dxdl 3 IV/’ / dx'di':xﬂ( a(Vf) Er—Y(x'L)) R(xx),

7

s(x)
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waarbij geintegreerd moet worden over de gehele ruimte tussen
het ,werkingsvlak” s(¥) met middelpunt X en het begrenzings-
vlak van het medium.

Volgens (17, 5) wordt dus
(18,5) E: . () =

asp:

A / ' A2 5
e 2 1\/},' dx (Iu "A,J‘ 47

2. WT) B (VT R,, ... (XX)
I ) "

Uit (18,3) en (18,5) lezen we af, op grond van volledige
inductie :

1le En(ayj) bestaat; 2¢ E7(xlj) is onafhankelijk van ¢ en j,
zodat we deze kunnen schrijven als E”(x). We hadden dit wel
kunnen voorzien, daar in het rechterlid van (17, 2) geen enkele
uitdrukking voorkomt, die typisch is voor de oriéntatie ¥ en
de molecuulsoort /.

We kunnen dus de volgende vereenvoudigingen invoeren:

(17, 5) gaat op grond van (13, 1) en (15, 1) over in

| S E, (mj)
(18, 6) Ey. W) = Ey () = *—p5—

zowel voor E" als ook (wegens 18, 1) voor E.
Verder voeren we in:

(18, 7) 2. ) = (t) dy 7 ()
en
!
(18, 8) Gy, = X N, g, (vergel 13, 1).

Dan wordt (17, 6):
(18,9) E() = E’9 + ,G,, _[de{«BlE, (*)R, _(xx)

voor X buiten het medium.

Een dergelijke vereenvoudiging ondergaat (18, 5); we zullen
deze niet meer opschrijven, maar vormen direct de uitdrukking
voor het gemiddelde E_ (x) binnen het medium, die we op de
manier van § 9 afleiden uit (18, 1), (18, 3) en (18, 5):



(18, 10) E,“; (\) -

L

=E._ 0+ G, . | dBE, (X)R

B yd
L €3

- (xx")

Deze integraalvergelikking komt in de plaats van (17, 2).
Uit haar moeten we de gemiddelde werkende veldsterkte en
afgeleiden E_, ~ (x) berekenen. Dan levert (18, 9) het veld in
ieder punt buiten het medium.

Uit (18,7) en (18, 8) zien we, dat de macroscopische tensoren G
voor een isotroop medium uit de moleculaire tensoren 7 gevonden
worden, door integratie over alle molecuuloriéntaties en som-
matie over alle moleculen in 1 em?® Dit verband is reeds afge-
leid door B. en C. (lc. § 2). Zij gaan echter, zonder bewijs,
er van uit, dat men de gezamenlijke straling van alle moleculen
in een physisch oneindig klein volume-elementje berekenen kan,
door te doen alsof deze moleculen zich bevinden in hetzelfde
werkende veld. Door onze methode wordt deze handelwijze
streng gerechtvaardigd, zij het ook met behulp van de onont-
beerlijke, maar al te simpele onderstelling der bolvormige wer-
kingsvlakken.

(18, 10) komt — behoudens de hier gegeven uitbreiding, zie
§ 16 — overeen met de vergelijking (13, 3) bij Darwin lLc.
Daarmee is zijn vergelijking voor het geval van een isotroop
medium op moleculairtheoretische basis gesteld.

We vergelijfken nog de notaties van B. en C. en Darwin
met de onze

- - 1 —
drkn—2 "o

(B.enC.)= 7, (wij); n— aantal indices.
ot

(B.enC.)= ”G,; (wij) =
1

= s Ta (Darwin).
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§ 19. Berekening van de brekingsindex en van de draaiing van
het polarisatieviak.

In (18, 10) zullen we slechts de termen met 16y 4G,y en 4G,
gebruiken (zie blz. 51). Om deze te berekenen (zie B. en C.
l.c. §2) hebben we nodig de betrekkingen

f” L) Ippl0) d = —

3 (23) (#'2’)

€en

P Lud ) ) Ly 9) do = =8 [#87].

Dan vinden we uit (18, 7) met behulp van (15, 7)

ThA) = <]'>,,z,-(-¢_/>(1-; = ) PLdL) 1, (8) dY ,‘3<--<‘5)(:1:1:‘),_1,(,/)

of
(o) = @B )
(19, 1) : g am , 1 ; .
met 7,(/) = 3 (1.9),‘7',;(/) 3(17'1 127 2137"3) (/).
D) = i) Y = 55 )l by 1, A =
= 2 [ [£BY] 7y
= =l [2'B'y'] .o wlJ)
of
g 7, \J) = [287] 7,())
(19,2) - : 1 .
met n(J) = '6[-‘4';3'7 ] ,,-7',,}.-(./)
Evenzo vindt men
\ "7:5(-/.) f— [:’/] 7_,(/)
(19) 3) 2 l
(met  n() = Liew] o0

70(/), 71(/) en 7(/) zijn onafhankelijk van de keuze van het
molecuulvaste assenstelsel.
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Vervolgens passen we (18, 8) toe. Stellen we:

/ l 4
(19,4 Gy, = X Nya(j) G = Z N5(j) Gy = Z Npglj),

p—

J=1 j=1 j=1
dan komt er op grond van (19, 1), (19, 2) en (19, 3):
(19,5) .G, = (BG, G, =[G G, = [#Bu]G,.

Met behulp van (19, 5) schrijven we nu (18, 10) uitvoerig op:

(19, 6) E(x) = EXx) + G, | dx{zB{(B)E(x) R +
s'(.\')
+ G, [ dxieBl[BPIE (¥) R + G, [ dx'{=B|[B73)E, (x) R,
s(.'r) .\‘(.\')

en

(19,7) E.(x) = E°(x) + G, [ dx'{=Bl (3 E(X)R, + ....
5(,\')

)
X,
de afleiding van (19, 7) uit (19,6), waarbij o.a. R vervangen is
door R, het werkingsvlak vastgehouden is; anders zou het
ook niet nodig zijn, naast (19, 6) nog (19, 7) op te schrijven.

In (19, 6) beschouwen we de termen met G, en G,, die,
zoals blijken zal, tot de optische activiteit aanleiding geven,
als kleine correctietermen, wat door het experiment gerecht-
vaardigd wordt. In de vergelijking (19, 7), die we slechts nodig
hebben voor de berekening van E (x') in de derde term van
(19, 6), hebben we daarom de termen met G; en G, terecht
verwaarloosd.

We onderstellen nu, dat £ (x) en E_(x) voldoen aan

(19, 8) (A +n%kH) E =0,

waarin n de voorlopig onbepaalde brekingsindex voorstelt.
leder der integralen in (19, 6) en (19, 7) kunnen we dan weer
schrijven als de som van een oppervlakte-integraal over het

begrenzingsvlak ¥V van het medium en een over s(x) — zie
(A, 23) t/m (A, 27). De integralen over V vallen weg tegen

Hier moeten we bedenken, dat E_(x) # E (x), daar bij
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E°(x) en E°(x) (vergel. § 11); die over s(x) zullen we berekenen,

Vullen we de gevonden waarden vervolgens in (19,6) en

(19, 7) in, dan vinden wij tenslotte de betrekking, waaraan de

brekingsindex moet voldoen. We gaan dit nu uitvoeren, waar-

bij we herinneren aan de betekenis van {#2} volgens (14, 13).
De eerste integraal van (19, 6) levert:

v v
: N — . ~" o | L2f w12 ' D
/ dx'1aBlE,R = / dx i ook k (./.‘J)’f;l‘/\,
s(x) 5(x) A
of na toepassing van (A, 26) en (A, 24):
v
P 4= Ok, 4z ooty 304 N
3 (*RE, 1 k*(n*—1) ox,9x, ' n’—1 (R)E, + / i G e
(19,9 [ dri«BlE,R =
s(x)
“4drnt4+2 ., 47 d . Te a0 .
= ¥ =1 E 4 1) ox, div E / SR {2
In de derde integraal van (19, 6) komt voor:
v
| dx'$zBlE R,, die volgens (A, 27) en (A, 25) levert:
s(x) o
amf, w9 lg 4 47 ol
5oy, + VE T i) s gxgx,
V
4= h{ r)E:‘ i ¢
4 g (#8) T3 - / a0

We krijgen dus na enig gereken, waarbij blijkt, dat alleen
de laatste dezer termen een bijdrage levert:
y
(19, 10) [ dxied] [BIE,R, =
s(‘.\') o

— _4" lro[” E 4+ [ ...vdo (vergel. 14, 12).
n*— : 4
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Uit het boven (19, 10) staande vinden we direct voor E,
voor (19, 7):

(19 1] [: N e G [4:‘{'0&1l : ()E; ) { —,!
» 11) E..(%) = Gy 5 lox, T ox, S (xé)dij' -
4= P s Y 4= oFE,
+ k*(n>—1) ox ox, divE + ni— 1 3
Dus:
, 47 . >
(19, 12) [Bas]l E, = — —; G, rot, E,
n*—1 ¢
-
en niet — rot; E, wat we zouden kunnen verwachten bij ver-

waarlozing van het onder (19, 7) opgemerkte! De tweede in-
tegraal in (19, 6) vinden we dus uit de eerste, door in deze

i <y
= Gy rot; E; met behulp van

E; te vervangen door —

(19, 9) leiden we dus af:
r
(19,13) [ dx'{eBl[BR] E, R =
.s'('.\')
4 2 4
T 42 47 =
=—3 G, = X ~ gy rot, E 4 / a s dos

Opmerking: (19,11) is reeds, op andere wijze en voor een
algemener geval, afgeleid door Lorentz () § 35; formules
voor de werkende veldsterkte en haar afgeleiden in een bol-
vormige holte). De overeenkomst blijkt, als men in (19,11) de
vermenigvuldiging met G, uitvoert; dan gaat £, over in P_;
de laatste twee termen samen stellen dan voor, wat Lorentz

a

0
noemt —-— (E, = gemiddelde veldsterkte), zoals men met
ox,

tamelijk veel gereken kan aantonen.




63

§ 20. Vervolg. Eindformule. De niet-specifieke invloed van het
oplosmiddel.

Invullen van (19,9), (19,10) en (19, 13) in (19, 6) geeft:

. . 47 n?4-2 47 0 =)
) b e - SR = ‘o il el
(20, 1) E. Go {3 n*—1 £, k*(n* — 1) ox, gt [‘l
47 n* 42 4 £ . 47 -
b n"—lo” Xn’——l G, rot_F i — G, rot E
Hieruit volgt
o oF . 47 n?t42 .. =2 drn?: . >
div E = G, 3 : = div E — = jl div E ’,
waarbij (19, 8) gebruikt is. Dit kan slechts, als
(20, 2) div E = 0,

tenzij 1 + 8:; Gy = 0, hetgeen we uitsluiten; vergel. (10, 5);

(20, 1) wordt dus eenvoudiger

(20,3) E.—
O T o Ly a2 ) =g
- 3 Go n*— 2 E, n*—1(3 n*?—1 St (,1,‘rof”/,.

Verwaarlozen we hierin de correctietermen met G, en G,,
dan vinden we voor de brekingsindex in 0¢ benadering :

4= . ny*+2

(20’ 4) 3 (’0 ny ) __ 1

=1,
dat is: de formule van Lorentz—Lorenz. Nemen we deze in
aanmerking, dan kunnen we (20, 3) eenvoudiger schrijven:

. i T~ 2 2 4= = L s
(20,5) E = 4,5 Gaim E— ——— (G +G)rotE.

n*—1 n*—
We zien hieraan, dat de termen met gy €n o3 uit (15, 5)

op precies dezelfde wijze (n.l. in G, en G,) tot hun recht komen
in de tweede term van (20, 5), die de draaiing van het polari-
satievlak bepaalt. Het is dus niet gerechtvaardigd, é&én van
beiden te verwaarlozen, al had men formeel inderdaad alleen
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de termen met G, kunnen nemen (zoals Darwin doet), mits
men in het resultaat G, door G, 4 G, vervangt (zie § 16).

We nemen nu aan, dat zich in het medium een vlakke golf
voortplant, die voldoet aan (19, 8) en (20, 2). Wegens de iso-
tropie van het medium betekent het geen beperking, als we
de Z-as kiezen als voortplantingsrichting; de X-, Y- en Z-com-
ponenten van de werkende veldsterkte luiden dan

Ee—#=; Ee—%=; E,—=0 (E,en E, onafhankelijk van x, yenz).
-
Dan heeft rot E de componenten:
ink Eje— "=, —ink E,e—#%=. 0,

Invullen in (20, 5) geeft voor E, en E, het tweetal verge-
lijkingen:

47 n?-4 2\ _ 4= . i=
1-F 65T E + ¥ (G +GinkE, =0

47

( 47 2 | 9)
= nT_i(G] + Gyink E, - (1 = n®+ 2

i G}'n';l)Ey: 0,

aan welke slechts is te voldoen, als de coéfficiéntendetermi-
nant = 0. Dit levert:
@8 i—Tgtii. g 4""51 (G, + Gy,

3 n*—1 — n*>—
met de bijbehorende oplossing
E +iE =0

In de laatste vergelijking stelt het |+ (—)teken voor een
rechts- (links-) circulaire golf (gezien door een waarnemer, in
wiens oog de lichtstraal treft); daarbij behoort de waarde
n_(n) van n, die uit (20,6) volgt, indien men daarin het -
(—) teken neemt. D.w.z. in het medium kunnen zich voort-
planten een rechts- en een links-circulair gepolariseerde golf
van dezelfde frequentie, maar met verschillende brekingsindex
(circulaire dubbele breking).

Valt op het medium een lineair gepolariseerde lichtgolf, dan
wordt hiervan het polarisatievlak gedraaid. Voor de draaiing
naar rechts (voor een waarnemer, die de straal in het oog




65

krijgt) per cm van het medium geldt de formule van Fresnel:

(20, 7) @ = / (n, — n)
(9 in radialen; » = vacuumgolflengte).
We berekenen n, — n_ uit (20, 6); in het rechterlid hiervan

kunnen we n door ny uit (20, 4) vervangen, daar de ervaring leert,
dat n, en n_maar weinig van n, verschillen. We vinden dan

87kn,

4= . ((n®> 42 O s vt : X
,3~ (ln ‘ (n,g == }[ (.ng = 1}/'] —t n”-l — (Cl —* (1_3)
of met voldoende benadering:
4r — 6n, 87kn,

3 Cu ("0"' == 1).5 ("; —7) == ng? — 1 ((’1 e G.t).

waaruit in verband met (20,4) en & — ; volgt:
872 n242 , . ;
TS = — A : 3 (('I +G;Z)y
dus volgens (20, 7):
83 n2492 . . -
(20, 8) A rm a6k G)
Hierin is;
¢ = draaiing per cm naar rechts (voor een waar-
nemer, in wiens oog de straal treft), in radialen.
4 = vacuumgolflengte.
ny = gemiddelde brekingsindex van het medium —
nr + nl

= 5 of theoretsich beter, practisch ge-
lijkwaardig: n, =1/, n, (zie °) blz. 159 noot 1).

G en G, zijn lineair afhankelijk van de concentraties
der optisch actieve stoffen in het mengsel, met
coéfficiénten, die slechts afhangen van de eigen-

schappen van de moleculen der actieve stoffen en
van 4 — zie (19, 2), (19, 3) en (19, 4).
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Wij beschouwen even het in de inleiding (blz. 5,6) besproken
geval van een oplossing ener actieve stof in een niet actief
oplosmiddel. Laat 1 em? van de oplossing bevatten:

N’ oplosmiddelmoleculen met gemiddelde polariseerbaarheid ¢/,
zie (19, 1).
N actieve moleculen 5 = polariseerbaarheid 7,
zie (19, 1),
en met de optische constanten 7; en 7, zie (19,2) en (19, 3).
Dan kunnen wij (20, 8) als volgt schrijven:

L2 823

g = =N X=X = 4 7).

Hieraan zien we:

1¢ De uitdrukking voor de rotatie bevat inderdaad de 3 in
de inleiding genoemde factoren.

ny* - 2
2 f(n) = 22
‘ 3
3¢ — T _ is evenredig met de concentratie der actieve stof,
ny>+ 2

v zelf echter niet. Immers, uit (20,4) volgt, met behulp
van (19, 4),
n?4+2 1
3

1 — 32 (N's" 4+ Noy)
3
waaruit blijki, dat en hoe de concentratie der actieve stof ook
in f(n,) tot uiting komt; tevens is hiermee de niet-specifieke
invloed van het oplosmiddel expliciet aangegeven.
(20, 8) komt overeen met formule (15) bij B. en C. (l.c.), die,
in onze notatie overgebracht, luidt:

_ 87 a2

(20, 9) 0 = -3 3 G,.
Hierin moet dus G, vervangen worden door G, 4 G,. Wat
betreft de factor n—O:-—;—_ g stemt hun formule met de onze

overeen; dit is niet te verwonderen, daar de theorie van
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Darwin, waarvan zij uitgaan, mathematisch aequivalent is met
de onze.

Opmerking: B. en C. leiden (20, 9) af uit (22, 2) bij Darwin
(Le.); bij hen ontbreekt het minteken. Deze fout is ontstaan,
doordat zij verzuimen op te merken, dat de tensorcomponent,
die Darwin 7,5, noemt, bij hen S pay heet (vergel. 18, 11).




HOOFDSTUK III

“

Vergelijking met andere theorieén.

§ 21. Toepassing op de A" theorie.

In deze theorie, atkomstig van M. Born ?7) 2%) 5%), wordt het
molecuulmodel enigszins gespecialiseerd. Wij sluiten ons zoveel
mogelijk aan bij de notatie van Kooy (%°) §1), bij wien de be-
handeling in Born’s ,,Optik” in gecorrigeerde vorm te vinden
is; uitgaande van hetzelfde molecuulmodel zullen wij de op-
tische activiteit berekenen met de door ons afgeleide formules.
We geven eerst een korte samenvatting van de uitgangs-
punten; uitvoeriger bij Kooy l.c., in het vervolg aangehaald
als lLc.

Gegeven een oplossing van één actieve stof in een niet
actief oplosmiddel. Het molecuul van eerstgenoemde stof bevat
een aantal electrisch geladen deeltjes, ieder gebonden aan een
eigen evenwichtsstand, die een vaste plaats heeft in het mole-
cuul, terwijl ze onderling gekoppeld zijn. Geeft men de tot
eenzelfde molecuul behorende deeltjes een uitwijking, ‘dan
ondervindt ieder hunner een reactiekracht. Er wordt aange-
nomen, dat deze krachten afgeleid kunnen worden van een
potentiaalfunctie, die van de tweede graad isin de verschuivings-
componenten van alle deeltjes. De reactiekracht op een deeltje
hangt dus lineair af van de verschuivingscomponenten van dit
deeltje en van die van alle andere deeltjes in hetzelfde mole-
cuul (dit laatste betekent koppeling tussen de deeltjes onder-
ling). Hieruit kan men afleiden:

Werkt op ieder deeltje / een uitwendige kracht (afkomstig

twi
>

van het lichtveld) met componenten K’ e dan verkrijgt

daardoor ieder deeltje k& een van de tijd periodiek afhan-
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kelijke verschuiving, waarvan de complexe amplitudo-compo-
nenten gegeven worden door

< Akl g
(21, 1) e '\T' A, K,

a

(le. § 1, form. 1; over tweemaal voorkomende indices / wordt
niet automatisch gesommeerd). Hierin is AY, de «, -compo-
nent van een tensor, die bepaald wordt door de molecuul-
. eigenschappen en de frequentie @. De componenten van deze
tensor hangen nog af van de oriéntatie yan het molecuul
ten opzichte van het ruimtevaste coordinatenstelsel; in het
vervolg zullen we onder A¥, verstaan de waarden, die deze

componenten aannemen bij een vaste, maar overigens willekeurig
gekozen oriéntatie van het molecuul. De A* voldoen aan de
symmetrierelatie (l.c. § 1 form. 2)

(21, 2) A, = Ak,

Heeft het deeltje k£ een lading ¢, en werkt op het molecuul

een uilwendig veld, waarvan de electrische veldsterkte ter
plaatse van de evenwichtsstand van k componenten E* heeft,

dan is K, = e E}, zodat volgens (21, 1) dit deeltje een elec-

trisch moment krijgt:

(21) 3) pi = }-‘/ L’k e; Af,f.‘ E,!;'
i

De codrdinaten van dit deeltje ten opzichte van het ruimte-
vaste coordinatenstelsel noemen we x*. De Hertzvector, die

het molecuul in het punt X veroorzaakt, wordt dan volgens
(6, 1a) gegeven door

z. (X)) = 3 p* R{x, ¥,
k
of volgens (21, 3) door
(21, 4) z,(%) = 2 R(x,x*) e e, A%, E}.
kel I

Door vergelijking met (15, 5) kunnen we ¢/, enz. van het
molecuul berekenen ; hier stellen .+, de waarde voor, die 7, aan-

nemen bij de bovengenoemde vaste oriéntatie van het molecuul.
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Daartoe ontwikkelen we R (x, x*) en E} naar de codrdinaten
X, — X', van de evenwichtsstand van het deeltje & ten op-

zichte van het ,molecuulmiddelpunt” x’ (middelpunt van het
bolvormige werkingsvlak), bij de gekozen oriéntatie :

(1,5  R(x) = R(xx) + =

(t/‘j—\) o Gi—
= R(A,\ ) — R (xx)(xk —x' ) 4+ ....,
het laatste volgens (15, 4) en (A, 6).
(21, 6) E, = Ex) + E, (x) (¥ — x) + .
volgens (15, 2). Vullen we (21, 5) en (21, 6) in (21, 4) in, en

stellen we in het resultaat de coéfficiénten van ER, E,R en
E,R, gelijk aan de overeenkomstige in (15, 5), dan vmden we:
(21, 7) .F;.' _ 7‘\_’4 ;\e/AA(j H ,‘7/','.(. == .?:' ekelAf;j;(x:, = X;,);

ETBCR R~ Kfvk v
,,7,.' == ﬁ ekel‘qu/i('\’,’ X ,,)'
fe »

Met behulp van (19, 1), (19, 2) en (19,3) berekenen we nu

%0s 7y en Tyt

: .
(21, 8) =3 ;.‘\7' e.e X
[l LT, ;
(21,9) o [27] kl; ekelA'l‘I{‘(x; =¥
) mermpton : ,
(21» ]0) Oy = — 6 [1‘37'] -\A—rl el.elAij-'(x?‘ g x;')'

Bevat de oplossing per cm® N’ moleculen van het niet actieve
oplosmiddel, met een gemiddelde polariseerbaarheid «/, en N
actieve moleculen, dan wordt de gemiddelde brekingsindex
gevonden uit (20, 4), waarin volgens (19, 4)

Gy, = N'¢’ + Na,,

in overeenstemming met de formules 2,3, 8, 17 en 30 l.c. § 1.

Uit (21, 9) en (21, 10) volgt

(21, 11) 5 40, = é [27] l:, €& A}::(\f — X,
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welke uitdrukking onafhankelijk is van de gekozen molecuul-
oriéntatie.
Met Kooy l.c. §1 form. 3 voeren we nog in de vectoren

1 ~
af = — 5lelr] A
Dan wordt
JE
1,12 i+ m = 5 Tesalls—s)

: : e 27n -
waaruit men door vermenigvuldiging met - de gyratiecon-

stante (L.c. § 1 form. 14) verkrijgt. Uit (21, 12), (19,4) en (20,8)
volgt nu:

3 873N n,>+ 2
(21» 13) YT » 37'0‘1 5 '3\'
voor de draaiing per cm naar rechts.

Aan dit resultaat knopen we enige opmerkingen vast.
(21, 13) komt overeen met formule 29 § 1 bij Kooy. Bij hem
ontbreekt het minteken, doordat hij de draaiing naar links
berekent, evenals Born *¥). Het enige essentiéle verschil is, dat
n,> + 2

b
auteur leidt zijn formule af met behulp van de methode van
het ,relatieve moment” (zie ook Born %) %9)):

Van het werkende veld wordt aangenomen, dat dit binnen
het molecuul precies zo variéert als gemiddeld van molecuul
tot molecuul, n.l. — bij voortplanting van de golf in de Z-rich-

o~ Kfvk .
2 eea; (xk — x!)

-
k.l

in het kwadraat voorkomt. Deze

bij Kooy de factor

- -
ting — volgens Ee—iknz, Bij de berekening van p* op grond

5
van (21,3) wordt dus voor E'ingevuld Ee—f/t"lzl. Vervolgens
neemt men aan, dat de bijdrage van k tot de gemiddelde
spolariseerbaarheid” van het medium gevonden wordt, door
het electrisch moment van k te vergelijken met de werkende
veldsterkte ter plaatse van &, zodat men het ,relatieve moment”

3
p* e-+iknzy moet nemen. Sommatie van de relatieve momenten
van alle %4 in het molecuul, en middelen over alle oriéntaties,
levert dan, na vermenigvuldiging met het aantal actieve mole-
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>
culen per cm?, de bijdrage der actieve stof tot de polarisatie P,
die wordt ingevuld in de Maxwell-vergelijkingen voor het
medium. Hierbij wordt in aanmerking genomen, dat de ge-

middelde werkende veldsterkte l—:: uit de gemiddelde veldsterkte

>
F in het medium wordt gevonden, door de laatste te vermeer-

: 47
deren met de Lorentz-Lorenz-correctieterm —— P.

3

Tegen deze methode is aan te voeren:
le Het werkende veld variéert binnen het molecuul niet

-
volgens E e—iknz (zie § 22). Dezelfde fout zouden wij gemaakt
hebben, indien wij in de term met G, van (19,6) voor

>
[273]E, (¥) hadden ingevuld —rof, E(x) in plaats van

?i] G, rot, E">(,\) (zie de opmerking onder (19, 12));

n
volgens (20, 4) zou dit betekend hebben, dat deze term ten
"1)2 +-2

3

2¢ De invoering van het ,relatieve moment” op de boven
beschreven manier is theoretisch onvoldoende gefundeerd,
en veroorzaakt dan ook een fout, die blijkbaar hierop neer-
komt, dat ook de laatste term van (19, 6) ten onrechte met

onrechte met - was vermenigvuldigd.

n(,*3+2 vermenigvuldigd wordt; een fout, die ook wij ge-
maakt zouden hebben, indien wij bij het differentiéren naar
X, — nodig voor het berekenen van R, in die term — s(x)

hadden meegenomen, in plaats van vastgehouden.
Het gevolg van beide fouten is, dat men ten onrechte

G, + G, met de factor ng' + 2 heeft vermenigvuldigd, waar-

3
door deze factor in (20, 8) in het kwadraat optreedt.

Over de methode van het relatieve moment kunnen we dus
zeggen: Zij is principiéel onjuist; practisch levert zij echter het
ny* -2

3

goede resultaat, mits men in het antwoord één factor

weglaat.
Maken we nog gebruik van de symmetrierelatie (21, 2), dan
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zien wij, dat volgens (21,9), (21,10) en (14,6) 7, en o7,
gelilk worden (en onafhankelijk van de ligging van X' in
het molecuul). Daaruit blijkt, dat voor het toch weinig
speciale molecuulmodel der Akl-theorie de termen met
Ty en 7, in de uitdrukking voor de Hertzvector een even

a f

grote bijdrage leveren tot de rotatie (zie blz. 63).

Enkele opmerkingen aangaande de oorspronkelijke theorie
van de Malleman *) *') mogen hier nog een plaats vinden. Hij
beschouwt een molecuul, bestaande uit in verschillende punten
gelokaliseerde anisotrope resonatoren; deze zijn echter niet ge-

koppeld, d.w.z. notatie van de A¥-theorie:
(12, 14) A¥ — 0 voor k # L

aft

Hij neemt echter aan, dat de binding der electrische deeltjes
aan hun evenwichtsstand asymmetrisch is, dus

(21, 15) ARk 22 Ak

Hoewel deze onderstelling in strijd is met (21, 2), kunnen
we toch (21, 11) toepassen, daar voor de afleiding hiervan (21, 2)
niet gebruikt is. Met behulp van (21, 14) volgt dan onmiddellijk:

o + 0, = 0,

zodat het model van de Malleman in het geheel niet tot rotatie
aanleiding geeft — indien men althans een bolvormig werkings-
vlak aanneemt, waarover bij hem niet gesproken wordt.*)
Dat hij toch een draaiing vindt, is als volgt te verklaren:
Hij berekent de som der electrische momenten van alle reso-
natoren in het molecuul, dat beinvloed wordt door een veld

Ee—i/"’z, hierbij de verschillende z-waarden der resonatoren in
aanmerking nemend, en bepaalt vervolgens het gemiddelde
dezer som over alle oriéntaties van het molecuul. Daarbij ver-
zuimt hij echter, alvorens te sommeren, ieder moment te ver-
gelijken met het electrisch veld ter plaatse van de betrokken
resonator; d.w.z. hij werkt niet met de relatieve momenten. *¥)

*) Lundblad (%) blz. 62) voorziet de mogelijkheid, dat asymmetrie van het
werkingsvlak reeds voldoende is voor het ontstaan van optische activiteit.
**) Dezelfde fout maakt Born in zijn eerste artikel 27),
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In onze uitdrukkingswijze: Hij verwaarloost in de formule voor
de Hertzvector de termen met 7, die de term met 7, opleveren.

Ondanks (21, 14) hoeft nu 7, uit (21, 9) niet nul te zijn, daar
(21, 2) vervangen is door (21,15). Wel is natuurlijk 7, tegen-
gesteld aan 7, ; door de term met 7, weg te laten, vindt hij
dus ten onrechte een draaiing van het polarisatievlak.

Zijn latere theorieén (zie vooral #?) 1)), die tot doel hebben,
enerzijds de weinig waarschijnlijke onderstelling van asymme-
trische bindingskrachten te vermijden, anderzijds de berekening
der rotatie uit bekende eigenschappen der stof (molecuulbouw,
atoomrefracties) mogelijk te maken, lijden niet aan genoemd
euvel.

Hij voert daar koppeling tussen — soms zelfs isotrope — reso-
natoren in; waarschijnlijk is deze van electrodynamische aard,
zoals bij Oseen ), Een nadere bespreking van zijn daarbij toe-
gepaste methode is niet mogelijk, doordat hij deze niet in" uit-
gewerkte vorm gepubliceerd heeft. Dit is te meer te betreuren,
daar hij in de loop van zijn onderzoekingen *) %) tot de con-

e T |
clusie komt, dat de factor (n ;2
theorie vindt, geheel moet wegblijven; volgens hem zou dus
de rotatie per cm direct evenredig zijn met de concentratie
der actieve stof, in strijd met onze formule (20, 8).

Hoewel deze latere theorieén door Kuhn op grond van ex-
perimentele gegevens aan kritiek zijn onderworpen (5% blz. 41
en 88), schijnt genoemde fout in de oorspronkelijke theorie

)", die hij in zijn eerste

van de Malleman niet eerder te zijn opgemerkt. Dit is des te
meer te verwonderen, daar Kuhn zelf uitdrukkelijk van koppe-
ling tussen de resonatoren gebruik maakt. Ook later verwerpt
de Malleman zijn eerste theorie niet als onjuist (zie *°) blz. 468).

§ 22. De variatie van de werkende veldsterkte binnen het mole-
cuul. Andere afleidingen van f(n) volgens methode B.

Wij beschouwen een isotroop medium, bestaande uit mole-
culen met bolvormige werkingsvlakken, waarin zich een vlakke
golf in de Z-richting voortplant. De gemiddelde waarde, die
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de werkende veldsterkte in het middelpunt van een werkings-
vlak s aanneemt, wordt gegeven door

(227 l) E,: — E:: e — thnz .

hierin is z de 3¢ coordinaat van het middelpunt; E? is de
waarde van E_voor z = 0.

Reeds verscheidene malen is opgemerkt, dat (22, 1) niet de
variatie van de werkende veldsterkte binnen s aangeeft. Deze
wordt in eerste benadering gegeven door

(22, 2) E. + E_,&,

waarin £ voorstelt de ecodrdinaat van een punt binnen s ten
opzichte van het middelpunt van s, en E._ de waarde, die de
afgeleide van de werkende veldsterkte naar £, aanneemt in het

middelpunt. E_, wordt gegeven door (19,11); passen we deze
formule toe op (22,1), dan levert (22, 2):

g (b g
X-component: E_— 5 iknG, (n"- = EE -+ 1,{,‘)
. A - o f n+4_.. |, ce
@2IY- . E —FikG| aqELT EE)
4 dr . .~ | v o
Lo % o 5 zkn(,,)( Bs [;y;y——?[:z_:,)

Deze uitdrukkingen worden nog vereenvoudigd, als we in

aanmerking nemen, dat E, = 0 wegens div E) — 0. In de-
zelfde benadering zou (22, 2) opgeleverd hebben:
X-component: E_—ikn E £
Y- = + E —ikn E &
y y 'z
Z- . s B, —ikn EE,
en deze zijn niet identiek met (22, 3).

De eerste, die de optische activiteit van een isotroop medium
berekend heeft volgens de B-methode, is Oseen 10), Afgezien
van de door hem toegepaste specialisatie van het molecuul-
model verschilt zijn methode van de onze in drie opzichten:

1e In plaats van het werkingsvlak s gebruikt hij de Lorentz-
bol, die zeer veel deeltjes omsluit, en welke dus een straal b
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heeft, die veel groter is dan de straal a van s. Mathematisch
maakt dit geen verschil, daar bij hem termen met 5% bij ons
termen met a” verwaarloosd worden (vergelijk de afleiding van
(A, 15) t/m (A, 17)); alleen is door het grootteverschil tussen
a en b deze verwaarlozing bij hem minder streng gerecht-
vaardigd.

2¢ De werkende veldsterkte laat hij binnen het molecuul ten
onrechte variéren volgens (22, 1) in plaats van (22, 3), zodat hij

evenals Kooy de factor (,n"h;_z)é vindt.

3¢ De secundaire golf, door het molecuul uitgezonden, be-
rekent hij, door te doen, alsof alle electrische momenten in het
molecuulmiddelpunt geconcentreerd zijn; dit komt neer op
verwaarlozing van de termen met s, in (15, 5), zodat hij —

I

ook afgezien van de onder 2¢ genoemde factor — een onjuiste
waarde van de rotatie vindt.

Kuhn ) is de eerste geweest, die van moleculairtheoretisch
“;—; volgens
de B-methode heeft gezocht, en wel aan de hand van zijn een-
voudig molecuulmodel (zie onze beschrijving op blz. 50). Tegen
zijn berekening zijn de volgende bezwaren aan te voeren:

le Hij grijpt niet terug op de secundaire bolgolven, door
de moleculen uitgezonden, maar gaat onmiddellijk uit van de
vlakke secundaire golven, geémitteerd door alle moleculen
in een planparallel laagje loodrecht op de voortplantingsrichting.

2¢ Hij geeft zijn moleculen slechts die oriéntaties, waarbij
de verbindingsliin d van de beide resonatoren evenwijdig is
aan de voortplantingsrichting (Z-as). Het komt er dus op aan,
het verschil tusschen de werkende veldsterkten ter plaatse
van de twee resonatoren binnen het werkingsvlak (hij neemt
de Lorentzbol) in acht te nemen; d.w.z. hij moet berekenen
oE

o<

o n
standpunt een rechtvaardiging van de factor —°

(zie 22, 2).

Hij doet dit als volgt:
Voor de werkende veldsterkte neemt hij de bekende uit-
drukking




(22,4) E = F, 4> Py

F, is de gemiddelde veldsterkte in het medium volgens
Lorentz, die de factor e—nz bevat; P, is de polarisatie per

em?. Deze formule is zeker juist in het middelpunt van de

Lorentz-bol. Kuhn beweert nu, dat men E_ in andere punten

van de bol in eerste benadering met dezelfde formule kan
vinden, mits men P, constant houdt; volgens hem is dus de

variatie van E_ binnen de bol gelijk aan de variatie van F, van

punt tot punt in het medium. Dit nu is onjuist, en hij komt
daardoor tot de verkeerde conclusie:

oE, oF,

<)Lj__ 0z

(22, 5) —
Wij zullen aantoonen, a) dat (22, 5) door een andere formule
vervangen moet worden; b) dat dientengevolge voor evenwijdig
aan de Z-as georiénteerde moleculen (geval Kuhn) de factor
n* + 2 n? + 4
& nog met 5
¢) dat Kuhn's onjuiste bewering voor willekeurig georiénteerde
moleculen tot het goede resultaat voert.
a) Uit (22,4) en (20,4) volgt, daar met voldoende benade-
rng Px.— GoEa,

vermenigvuldigd moet worden ;

(22, 6) Eu:'rigﬁ”
dus

: y (o 1

Eu _ _ " F4F,

(’:r'l 5
terwijl

oF. — —ikn F.,

0z

zodat (22, 5) vervangen moet worden door
oFx .. %4 4 oF .
0k, i 5 oz

b) De door Kuhn met behulp van (22, 5) gevonden factor
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moet dus, bij evenwijdig aan de Z-as georiénteerde

n®>+4 2
3

2

—— worden vermenigvul-

5
digd; schrijver dezes heeft dit ook door consequente toepas-
sing van de B-methode kunnen bevestigen.

c) Ter staving van zijn bewering beroept Kuhn zich op een
opmerking van Gans ¥) %), zie ook %). Deze zegt echter slechts

moleculen (geval Kuhn), nog met -

>
— en terecht —, dat rof E binnen de Lorentz-bol gelijk is aan

rolF> binnen het medium. Gans leidt dit af uit de met (19, 11)
of (22, 3) overeenkomende formules bij Lorentz (7% § 35). Inder-
daad is dit juist:

Vullen we (22, 6) in (19, 12) in, en passen (20,4) toe, dan

vinden we

[Bze] Eie = — rots F of
(22, 7) (rot E)mm ol B

Daar nu, bij willekeurige oriéntatie der moleculen, volgens
-
(19,6) de afgeleiden E.. slechts in de combinatie (rot E), _

voorkomen, kan men in dit geval te werk gaan, alsof E, bin-
nen s op dezelfde wijze variéert als F. binnen het medium.
Conclusie: Door toepassing van de onjuiste formule (22, 5)
is Kuhn onwillekeurig a.h.w. overgegaan van zijn medium met
evenwijdig naar een met willekeurig georiénteerde moleculen.
n®-+42
3

Hij vindt dus slechts bij toeval de juiste factor

§ 23. Samenvatting. Toepasbaarheid van de eindformule.

In hoofdstuk I gaven wij een gedetailleerde bespreking van
de optiek der isotrope media van moleculairtheoretisch stand-
punt (methode B).

In hoofdstuk Il pasten wij deze toe bij de berekening der
optische activiteit van niet absorberende, isotrope stoffen.
Hoofdresultaat was de formule (20, 8), die ons in staat stelt,
de rotatie van het polarisatievlak te berekenen, veroorzaakt
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door een mengsel van — behoudens zekere beperkingen —
willekeurige moleculen. Deze formule leert ons, dat de rotatie
per cm, gedeeld door de factor

ny’+ 2

£(ng) = - 3 !

een lineaire functie is van de concentraties der optisch actieve
stoffen; in f(n,) is de niet-specificke invioed van het oplos-
middel verwerkt.

In hoofdstuk Il pasten wij (20, 8) toe op de Akl-theorie;
daarbij bleek de voor de rotatie gevonden uitdrukking een factor

2
QQBLQ minder te bevatten dan de overeenkomstige formule,
afgeleid volgens de methode van het relatieve electrische mo-
ment onder toepassing van de Maxwell-vergelijkingen voor het
medium en de Lorentz—Lorenz-correctie. Tenslotte wezen wij
op enige fouten, die voorkomen in bestaande berekeningen
omtrent de optische activiteit van isotrope media.

Wij besluiten met enige beschouwingen over de practische
toepasbaarheid van de eindformule (20,8). Om deze af te
leiden, hebben wij twee beperkende onderstellingen moeten
invoeren :

1e De gemiddelde verdeling der moleculen om een vast ge-
kozen molecuul kon beschreven worden met behulp van een
bolvormig werkingsvlak. 2¢ Naburige moleculen beinvloeden
elkaar slechts tengevolge van hun secundaire stralingen ; anders
gezegd: Er bestaat tussen de moleculen geen specifieke wissel-
werking.

Aan de eerste onderstelling zal practisch wel nooit voldaan
zijn; men denke slechts aan de ingewikkelde vorm van de
moleculen der optisch actieve — veelal organische — stoffen.
Op rationele wijze zou men hier slechts verder kunnen komen
door invoering van een waarschijnlijkheidsfunctie, die aangeeft,
hoe om een vast gekozen molecuul de andere moleculen ge-
middeld verdeeld zijn, naar ligging en oriéntatie. Er zijn echter
geen experimenten, die ons over deze functie voldoende inlichten;
waren zij er wel, dan nog zouden de berekeningen met behulp
van deze functie in plaats van een bolvormig werkingsvlak
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zeer grote moeilijkheden opleveren. We kunnen slechts hopen,
dat invoering van het bolvormig werkingsvlak een resultaat
levert, dat van de werkelijkheid niet al te veel afwijkt. In
ieder geval kunnen wij dit zeggen:

Een formule, die algemeen geldig is, of die althans het uit-
gangspunt kan vormen voor de studie der optische activiteit
in haar afhankelijkheid van oplosmiddel, concentraties, brekings-
index en molecuulconstanten, zal toch zeker het eenvoudigste
geval moeten omvatten. Hieraan ontleend (20, 8) zijn voor-
naamste betekenis.

Afwijkingen, die de tweede onderstelling onjuist maken,
treden veelvuldig op. Dit is het geval bij associatie van mole-
culen of vorming van chemische verbindingen in het medium,
waarbij de optische eigenschappen — vooral die, welke tot
uiting komen in de rotatie van het polarisatievlak — sterk
kunnen veéranderen.

Een ander geval doet zich voor, als de oplossing moleculen
bevat met een permanente electrische dipool. Een poging, de
invloed van de hierdoor veroorzaakte electrische velden op de
actieve moleculen, en vervolgens op de rotatie, theoretisch na
te gaan, is ondernomen door Beckmann en Cohen %) %),




AANHANGSEL.
OVER DE BEREKENING VAN ENIGE INTEGRALEN.

We maken gebruik van de tensornotatie volgens § 14.
Gegeven een onbewegelijk gesloten oppervlak V. In ieder
punt x daarbinnen (rechthoekige codrdinaten X ; 2 = 1, 2, 3)
zijn gedefiniéerd een regelmatigc functie F(x) en een voor
X' # x regelmatige functie R(xx). We gaan uit van
"
(A, 1) Ix) = | R(xx)F(¥)dx = [ RFdx.
s(x)

Hierin is s(t¥) een, het punt x omsluitend, gesloten opper-
vlakte, dat geheel binnen V valt; alle s(x) zijn congruent en
gelijk georiénteerd; /(x) is dus slechts gedefiniéerd binnen
zekere afstand van V; dx’ is een volume-elementje, dat het
punt X’ bevat; bij de integratie doorloopt dx’ het gehele volume
tussen s(x) en V. De integraal is een functie van x. Waar
geen verwarring te vrezen is, zullen we hem ter vereenvoudi-
ging dikwijls voorstellen door de derde uitdrukking in (A, 1).

We beschouwen tweeérlei afgeleiden van /(x) naar de
coordinaten Xx,.

le Bij verplaatsing van het punt x beweegt s(x) door de-
zelfde translatie mee. De afgeleide, die met deze handelwijze
correspondeert, schrijven we als
V
-
(A, 2) 3% | R(xx) Fx)dx
‘s'(x)
2¢ Bij verplaatsing van x blijft s(x) op zijn plaats; x kan
dan slechts bewegen binnen s(x). De hiermee overeenkomende
afgeleide schrijven we steeds als



82

74
(A, 3) [ 2 R(xx)F(x)dx,

J_0X
s(x) “
ook al kan men ze berekenen, door eerst te integreren en dan
« os )
pas te differentiéren (bij vastgehouden s(x)). N.B. ’; werkt
G

a

slechts op R(xx) en wel in het punt x.

Het gaat er ons voornamelijk om, afgeleiden van de tweede
soort te berekenen met behulp van die van de eerste soort.
Daartoe gaan we uit van de grondvergelijking:

v v s(=)

(A, 4) 1 [ Rux)F)dy' = [ -2 Rixx)F(x)dx’ — | Rex)E(x)y,do.

() J 0X -

@

a
s(x) s(x)

De laatste integraal is een oppervlakte-integraal over s(x);
v is de az-component van de eenheidsvector in de richting van
de buitenwaartse normaal van het oppervlakte-elementje do.
De oppervlakte-integraal is afkomstig van de verandering, die
I(x) zou ondergaan bij verschuiving van s(x) (onder vasthouden
van x) in de richting van de z-as, zoals men uit een figuur
makkelijk kan afleiden.

We kunnen (A, 4) door herhaalde toepassing makkelijk gene-
raliseren voor hogere afgeleiden. We zullen dit niet algemeen uit-
voeren, maar specialiseren eerst s(x) en R(xx). Voor s(x) nemen
we een boloppervlakje met straal a en middelpunt x; a kiezen
we zeer klein, zodat ak <€ 1 en F(x) binnen s(x) slechts zeer

weinig verandert; k = 2/ (» = golflengte van het licht). Voor
R voeren we in (vergel. 6, 1)
e—ik,:
(A, 5) R(xx') = R() = =
P
waarin ¢ = p(xx’) de afstand van x tot X’ voorstelt.

Voor R gelden de volgende formules:

(A, 6) ( e ) ( g ) ( d ‘)....R(.\',\") o

~()'\‘/-' A ()T /

g g ’ 9 ) st
— (— ) (—_ ().X';', /) (\_ ox’ ) o o (XX

7

\OX /

X, /
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(A, 8) ‘i{R — — Ifilk—‘: R = — :2 t ;(ik)-"—v;r(ik)"; - AT
(1 d\? 3 1 (ikp?
B9 (G FIR= =gyt
oR o] b
A 10) 7= —x) (7: )R
, B e AR 1dy 1d
A1) G = =) —x, )5 ) R + )(‘r AL

(A,12) (A+A)R = 0 of ((;:- +k)R_0

Dezelfde vergelijking geldt voor de afgeleiden van R naar
x of x.

We definiéren de eenheidsvector van x naar x’:
A13) 4 =%"%

plxx’)
en voeren de volgende gemiddelden in, waarbij geintegreerd
wordt over het boloppervlak s(x) met straal @ en middelpunt x:
s(x)

1
v, = Irad [ v, do = 0; evenzo zijn alle gemiddelden

van producten met een oneven aantal factoren v nul.

Yoy = ;(xﬁ)

f

(A, 14)

Vg% Ys = Ti(@B) () + (ay) () +- (13)(37*)} (zie °) §14).
We berekenen nu de oppervlakte-integraal in (A, 4):
/'R/"‘/,, do = R(a)/.[‘"(.\")v,.do = R(a)/-':[:(.\‘) -+ avy lei(.\') +.... i vado.

Hierbij hebben we F(x') ontwikkeld naar xp — xg = av; (zie
A, 13). Toepassing van (A, 14) levert voor de eerste term bij
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3 ; dr ,, o OF 5
integratie 0, voor de tweede 3 al(x;’a)é; () + «eues , waarbij
/n'

nog gebruik gemaakt is van de ontwikkeling (A,7) voor Rla).
In het vervolg zullen we termen met @’ en hogere machten
van a verwaarlozen; de formules, die we dan krijgen, gelden
met grote benadering; zij zijn streng voor lima=0.
Dus [RFv.do = 0, zodat (A,4) voor de ingevoerde spe-
cialisatie overgaat in
d

[RFix = [-2 RFdx.
00X . J 0Xq

(A, 15)

(%)
Op (A, 15) passen we toe ,
C

0?2 ' Sl ) [ 0 S
[RFd¥ = — |- RFdx =
dx.0x. 0Xp.) 0Xq

s(x)

= [t ey (0BG

0X,0X5 J 0x
waarbij gebruik gemaakt is van (A, 4) onder vervanging van

R door d,{{ De oppervlakte-integraal wordt volgens (A, 6)
OXa

/ 31{ Fvido = ——/ :jljf vgdo — — ‘f{R ((z)if'F(.\") vavp do =
By v !
= 3 (22) F(x) + termen met a* + ..

Hierbij zijn nog (A,10), (A,13), (A,8) en (A, 14) toegepast. Dus:

—()- R [: dx’ - 4:— (/,‘:) [:(X)-

(8,16 —— [RFd¥ = [=— 3

0Xa0X5.

Op geheel overeenkomstige wijze vinden we door betrekkelijk
weinig gereken:
3 .
(A, 17) O _ [ RFdx' =

0X,0X 0%, .

) 3 i Dre P, 2
= [ pray = Elap®y & el

— J 0x.0x,0%, 5 ox.
¢ 4 i ‘
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We geven enige toepassingen van (A, 16):
F(x') vervangen we door vector f(x’) met componenten F (x).

Gevraagd: grad div / Ri“:dx’. De z component luidt:

02

- /RF,.;dx', volgens (A, 16) is dit
0X,0%, .

43- (’Zi;)f:ﬂ ’ dus

ok i o
| —— REdY —
J okgxs ¢

V

(A, 18)  graddiv / R(.\‘.\")I_‘t(.\")d.l" —

s{x)

V
A

= /grad([iv R(.\‘.\")[}Z.\")dx' — 3 F(x)

s(x)

Gevraagd: A /ngd.\" = o ¢ IR[_‘:; volgens (A, 16) is dit

X, 0x,.

'S 8, pEay 4;<

J 0X_ 0X
a- 9%

(A,19) A [ RFdx = [ AR Fdx' — 47 F(x),

hetgeen we wegens (A, 12) ook kunnen schrijven als

(A, 20) (A+ 4% /.R;:([.\" = — 4:’f_‘t(.\').

Gevraagd: rot* / RF{[X'; rot> = grad div — A, dus volgens
(A, 18) en (A, 19):

rot® / R;"r[.\" = /.ro[lR/-'tdx' 83 F(x).

We gaan nu ook nog F(x) specialiseren, nemen n.l. aan, dat
deze functie voldoet aan

(A, 22) (A +n?%k?) F(x) = 0
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met n?# 1 (vergelijk A, 12). Dan kunnen we (A, 1) met be-
hulp van (A, 12) en (A, 22) als volgt transformeren (zie *),
M IV §3, 1)
v
kKn2—1)Il(x) = | (FAR — RAF)dx;

door toepassing van het theorema van Green geeft dit
v
(A, 23) K(n*—1) | R(x)F(x)dx' =
L .{v\l
‘/

— f /( )'IR(\\)

R (xx)

~I\l

’ F( )()R(\’\’)

oF (.\‘ )’ do

R( ) av ]

In beide oppervlakte-integralen is dv een lijnelement in de
richting van de buitenwaartse normaal; bij het differentiéren

is x constant. In (A, 23) berekenen we'_l'; onder gebruikmaken

van R = dR en van (A, 8) levert de eerste term — 47 F(x);

Qv dp

) )
wegens 7; —25 )( ~ en (A, 14) levert de tweede 0; dus:
oV 0x

l//
/:P‘)R -~R'{'l_"<{ + 47 F(x)

(A,24) K(n>—1) [RFdx =

Op beide leden gaan we nu toepassen en gebruiken

nog (A, 15); dan komt er

0 Xa

l,/
(A, 25) Kk2(n*—1)| 1”; RFdy = / 9 1 do + 47 oF

‘ ) 0Xa

()

-3 op (A, 24) en toepassing van (A, 16) geeft

ox, ()xl)
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O CREdY

0X,0Xp

d /
3 (x)
0X.0X

op (A, 24) en toepassing van (A, 17):

0X.0Xp0X;

) [—C __RFdy =

/
! 0XaO0Xp0Xy

| -lT ' X (/"
'bd” F s k*(n* — 1)‘(.";) () r']/z'/:

4)_\'l

|
ox;y | i
i

0Xa0Xp0X;

(x).
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OPMERKINGEN bij 1 t/m 25.

In de met * gemerkte artikelen wordt in het medium een golf vooropgesteld,
>
die voldoet aan ( A 4 n%k?) P=0, of meer bijzonder een vlakke golf zoals
-» -»
P=P. e — iknz,

1) Lorentz staat hier nog op het standpunt van de afstandswerkingtheorie
van Helmholtz: hij past echter onmiddellijk de B-methode toe, en komt zo
direct tot de Lorentz-Lorenz-formule.

2) Verkorte weergave van 1),

3) Zelfde methode als 1), nu echter op grondslag van de Maxwell-theorie.

In zijn latere artikelen — zie bijv. %9) ) 1) past Lorentz zijn methode
der middelwaarden toe (methode A). De herleving van methode B — zie )
v.v., 1) v.v. — schijnt onafhankelijk van de oudere werken *) 2*) *) van

Lorentz te hebben plaatsgevonden; vergel, %) blz. 17,
4) Planck leidt Maxwell-vergelijkingen voor het medium af door consequente
> -
toepassing van methode B; bij hem onthreekt echter het bewijs, dat E en B
de betekenis hebben van de gemiddelde veldsterkten der A-theorie.

5) Er wordt nagegaan, hoe een vlakke golf gewijzigd wordt door de secun-
daire golven, uitgezonden door een viak laagje van het medium (en niet door
de resonatoren afzonderlijk).

6) 7) Analoog aan b).

8) Eenvoudige behandeling van breking en terugkaatsing. Uitdovingsstel-
ling.

9) Idem; ook bespreking van de diffuse lichtverstrooiing.

10) De uitdovingsstelling wordt mathematisch geformuleerd, maar niet
bewezen,

11) Onderzoek van ijle media; zeer gedetailleerd en streng; mathematisch
ingewikkeld,

12) Bespreking van de diffuse lichtstrooiing volgens de B-methode.

13) Het enige artikel, dat op zeer algemene grondslagen een direct bewiis
levert voor de uitdovingsstelling. De naam ,Ausldschungssatz” wordt hier
ingevoerd,
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14) Zeer uitvoerige en nauwkeurige bespreking van bijna alle, voor behan-
deling volgens de B-methode toegankelijke, problemen; geen toepassing op
kristallen,

16) Mathematisch uitvoerig; schrijver daalt echter niet af tot moleculaire
beschouwingen, maar gaat uit van de optische eigenschappen van een volume-
elementje van het medium.

16) Kort overzicht; literatuuropgaven

17) Korte, overzichtelijke behandeling volgens Oseen 19),

18) Mathematisch zeer uitvoerig. Schrijver behandelt ook de niet-station-
naire toestand, die aan de stationnaire voorafgaat; ook literatuuropgaven over
de niet-stationnaire toestand.

19) Eerste (niet wiskundige) formulering van de uitdovingsstelling, , Dyna-
misch afgesloten” trillingstoestand: iedere resonator trilt onder invioed van
het veld, door de andere resonatoren voortgebracht: binnen het kristal is van
de invallende golf niets meer te bespeuren,

20) Beknopte uiteenzetting van de beginselen van 19),

21) Uitbreiding van 19): breking en terugkaatsing.

22) Elementaire, zeer aanschouwelijke behandeling van het tot standkomen
van de veranderde phasesnelheid en van de terugkaatsing.

23) Ongeveer hetzelfde als 22),

24) 25) Invoeging van Ewald's methode in de algemene kristalroostertheorie.







STELLINGEN.

Het molecuulmodel, dat Kooy ten grondslag legt aan zijn
quantummechanische theorie der optische activiteit van isotrope
media, levert geen verklaring van de door Kuhn experimen-
teel gevonden regel, dat sterke absorptiebanden (f = 0,01)
in het voor absorptiemetingen toegankelijke golflengtegebied
(» = 1800 A) nooit een grote anisotropie- (dissymetrie-) factor
hebben (g < 0,001).

J. M. J. Kooy. Proefschrift; Leiden 1936, Hoofdstuk II.
W. Kuhn, K. Freudenberg. Hd. u, Jahrb. d. Chem. Phys. Bd.81II, §26 3,

I

De verklaring, die Kuhn en Bein van de in stelling I ge-
noemde experimentele regel geven, is onvolledig.

W. Kuhn, K. Bein. Z. phys. Chem. B. 22, 406, 1933.

I1.

Er is geen reden, om te verwachten, dat reacties in mono-
moleculaire lagen aanleiding kunnen geven tot het ontstaan
van optisch inactief materiaal.

E. Havinga. Monomoleculaire lagen; Diss. Utrecht, 1939 blz. 4, 45, 58.




IV.

Door vergelijking van absorptie en dispersie van ultraviolette
stralen door acetoine en cyclohexanon komt men tot de con-
clusie, dat het door Kramers veronderstelde verband tussen
absorptie en dispersie niet algemeen geldig is. Deze conclusie
is echter niet dwingend, daar de absorptiemetingen aan cyclo-
hexanon zijn uitgevoerd met een oplossing in cyclohexaan, de
dispersiemetingen met de zuivere stof.

C. B. Allsopp. Proc. Roy. Soc. London A 146, 300, 1934.
C. B. Allsopp, H. F. Willis. Proc. Roy. Soc. London A 153, 392, 1936.
T. M. Lowry, W. G. C. Baldwin. J. Chem. Soc. 1935, p. 704.

H. A. Kramers. La diffusion de la lumigre par les atomes
(Congr. Intern. d. Fisici, Como 1927),

V.

In de door Born opgestelde bewegingsvergelijking van een
oscillerende dipool in een oneindig kristalrooster, waarin zich
een vlakke dipoolgolf voortplant, ontbreekt ten onrechte de
stralingsdempingsterm.

M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes; 2e Aufl. 1923;
blz. 769 form. (503).

VI.

De afleiding, die Brinkman geeft van de uitdrukking voor
de Hertzvector in het stralingsveld van een molecuul, kan door
een eenvoudigere worden vervangen.

H. C. Brinkman, Dissertatie, Utrecht 1932; blz. 28 form. (20).




VIL

Bij het onderzoek naar de mogelijkheid van dubbele breking
in een kubisch rooster, bestaande uit onderling gelijke, isotrope
oscillatoren, stuit men op de integraal

a

d)
(1 4~ 22 y

waarin

1
f(x) = — - bglg — ¢
V14X VA1 x2
Deze integraal is voor iedere positieve, gehele waarde van
n door elementaire integraties te berekenen.

VIIL

De in sommige elementaire leerboeken der natuurkunde te
vinden uitspraak: ,Bij ontspanning van een sterk samengeperst
gas, dat zich bevindt op een temperatuur boven zijn Joule-
Kelvin-punt, stijgt de temperatuur van het gas”, is niet zonder
meer juist.












