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VOORWOORD.

Bij  hel wilgeven wvan dit proefschrift is het mij eene
aangename taak, een welgemeend woord wvan dank le
richten tol allen, die mi bij mijne studie behulpzaam
Zijn geweest.

In de eerste plaats geldt dit mijne vroegere leermeesters,
de Hooggel. Heeren C. J. Martis, C. A. J. A. OUDEMANS,
J. W. GuxzinG en W. BerriN, Hoogleeraren te Amsterdam,
in de tweede plaats de hoogleeraren der wis- en natwur-
Lundige fakulteit te Leiden, die, al mocht ik hunne lessen
niet ontvangen, mij toch steeds bereidwillig de behulpzaime
hand  hebben  geboden, waar ik die behoefde. Oolk de
welwillendheid, mij door mijn hooggeschatten. Promotor,
Prof. vax GEER, b hel vervaardigen wvan dit proef-
schrift betoond, zal bij mi steeds in dankbare herinne-

I'I'll_l/ /!/{/‘('(‘H.







INLEIDING

Het behoort tot de niet ongewone verschijnselen op
wetenschappelijk gebied dat de studie van eene theorie
van algemeenen aard voert tot meer bizondere vraag-
stukken, wier oplossing voor de verdere ontwikkeling
noodzakelijk is, doch die later, hetzij door moeilijkheid,
hetzij door gewicht, ook voor andere deelen der weten-
schap, als op zich zelf staande problemen eene belangrijk-
heid verkrijgen, welke hun oorsprong uit het oog doet
verliezen en hen niet alleen eene eigene ontwikkelings-
geschiedenis verschaft, maar ook aanleiding doet zijn tot
vorderingen in de wetenschap in het algemeen.

Een der meest treffende voorbeelden daarvan is het
vraagstuk van de aantrekking door eene ellipsoide op
een willekeurig gelegen punt uitgeoefend.

De sterrekundigen der oudheid (Thales, Pythagoras,
Aristoteles, Eratosthenes, Hipparchus e. a.) hadden als
hoogste resultaat hunner waarnemingen vastgesteld dat
de aarde een volkomen bol was, en dat de loopbanen
der in hun tijd bekende planeten den vorm van cirkels
hadden. Deze meening bleef met allerlei wijzigingen en
bijvoegingen bestaan, ook nog nadat door Copernicus in
1542 het stelsel van Ptolemeus ter zijde gesteld en door
het naar hem wenoemde vervangen was. Eerst in de
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17 eeuw werd de onwaarheid daarvan aangetoond, deels
door Keppler die, op grond der waarnemingen door Tycho
Brahé aangaande de planeet Mars gedaan, de loopbanen
der planeten voor ellipsen verklaarde, deels door Picard
en Huigens die, ingevolge de metingen van Snellius in
1615 en van Picard in 1671, het vermoeden uitspraken
dat de aarde geen volkomen hbol, maar aan de polen af-
geplat was. Dit laatste was ook de meening van Newton
die, uit de verbinding zijner theorie der zwaartekracht.
met die van Copernicus omtrent de rotatie der aarde.
afleidde dat de verschijnselen aan hare oppervlakte niet
te verklaren waren zonder haar eene aan de polen afge-
platte gedaante toe te kennen, een denkbeeld dat hij
bevestigd vond, toen Richer in 1672 te Cayenne Zijn
secondeslinger korter maken moest dan te Parijs. Kort
daarna evenwel werd door J. Cassini, Joh. Bernouilli en
anderen, op grond van door de beide Cassini’s, la Hire
en Maraldi verrichte metingen, aangenomen dat de aarde
niet de gedaante eener afgeplatte, maar wel die van eene
verlengde omwentelings-ellipsoide had, waaruit een heftige
strijd ontstond, die niet eindigde voordat de nieuwe
metingen door Bouguer en La Condamine van 1735—1741
in Peru en door Maupertuis en Clairault van 1736—1737
in Lapland gedaan, de vraag ten gunste van Newton's
meening deden heslissen.

Intusschen echter waren, ten gevolge der nieuwe denk-
beelden, de in de oudheid door Apollonius en Archimedes
behandelde, later bijna geheel vergeten kegelsneden, en
de "daaruit ontstaande omwentelingslichamen weder on-
derwerp van studie geworden en had men. vooral met
behulp der analytische methode van Descartes, hare theorie
niet onbelangrijk uitgebreid, eensdeels ten einde daarop
de resultaten der metingen te kunnen toepassen, ander-
deels om op theoretisch physische eronden de

gedaante




te bepalen welke de vloeibaar gedachte aarde onder den
invloed van hare aantrekking op hare eigene deelen en
van hare rotatie moest aannemen.

Dit maakte echter ook eene verdere uitbreiding van
de theorie der aantrekking noodig, vooral de bepaling
van de kracht welke eene rotatie-ellipsoide unitoefent op
¢en binnen, op of buiten haar oppervlak gelegen punt.
Al spoedig gelukte het, de beide eerste vragen volledig
te beantwoorden, maar het laatste gedeelte stelde lan-
gen tijd aan de oplossing onoverkomelijke bezwaren in
den weg. Het bestuderen daarvan voerde Maclarin in
1740 tot de ontdekking van eene stelling, wier karakter
anderen deed vermoeden, dat zij ook in meer algemeenen
vorm gelden moest, bij de aantrekking, door eene drie-
assige ellipsoide -op een willekeurig gelegen punt buiten
hare oppervlakte uitgeoefend en alsdan tot de volkomen
oplossing van dit vraagstuk zou leiden.

De langs allerlei wegen aangewende pogingen om die
algemeene stelling te bewijzen, mislukten echter langen
tijd en eerst Laplace mocht er in 1782 in slagen een
betoog daarvan te geven. Toen nu eenmaal hiermede
het begeerde eindresultaat verkregen was, ontstond eene
recks van opvolgers, welke zich beijverden, hetzij de
punten van twijfel op te heffen welke tengevolge der door
Laplace gebezigde methode waren ontstaan. hetzij een
meer eenvoudigen weg te zoeken om de eindformules
te verkrijgen, hetzij eindelijk de synthetische methode
welke de eerste ontdekkers bij hun onvoltooid onderzoek
hadden gebezigd, te volmaken

Het kon daarbij niet uitblijven dat een vraagstuk het-
welk als dit, nog tot in de nienwere tijden, door de
grootste wiskundigen werd bestudeerd, aanleiding moest
geven tot de uitvinding van nienwe theorien op wis-
kundig of mechanisech gebied en dat wederkeerigr het




ontstaan van deze dikwijls gelegenheid gaf tot het vin-
den van meer rechtstreeksche of meer algemeene oplos-
singen. Zoo zijn bijv. de theorién van de potentiaal, van
de substitutie van nieuwe veranderlijke in veelvoudige
integralen, van de partieele differentiaalvergelijkingen,
van den discontinuiteitsfaktor, zoo al niet geheel haar
ontstaan, dan toch zeker een harer eerste toepassingen
aan de studie van dit probleem verschuldigd.

Het is dus blijkbaar, dat dit vraagstuk, aanvankelijk
een deel der theoretische sterrekunde, later zelf een grooten
invloed op den vooruitgang der wiskunde in het algemeen
heeft uitgeoefend en dat zijne geschiedenis een belangrijk
deel uitmaakt van die der wetenschap. Men vindt dan
ook steeds bij den aanvang van de niteenzetting dier
theorie eene min of meer volledige opgave der litteratuur
over dit vraagstuk. Het kwam mij dus voor, dat eene
samenstelling van de hoofdgedeelten daarvan, en eene
kritische vergelijking der verschillende methoden van
oplossing, een niet ongeschikt onderwerp voor een akade-
misch proefschrift zou zijn, vooral omdat de studie der
bromnen zelve vele bezwaren oplevert, ten gevolge van de
groote verscheidenheid der methoden en de dikwijls on-
duidelijke of onvolledige wijze van voorstellen daarvan.
[k heb dan ook getracht deze zoo veel mogelijk uit den
weg te ruimen. Evenwel was de omvang der litteratunr
706 groot, dat ik mij strikt heb moeten bepalen tot de
hoofdpunten aangaande de aantrekking der ellipsoide,
zonder te treden in de verschillende onderdeelen daarvan,
zoodat bijv. alles is voorbijgegaan, wat hetrekking heeft
op de spheroide, welke zeer weinig van een bol versehilt,
eene benadering welke natuurlijk, ten gevolge van de aan-
leiding tot het ontstaan van het vraagstuk, dikwijls een

afzonderlijk onderwerp van studie heeft uitgemaakt.




HHOROYEED ST T i,

BERSTE POGINGEN TOT MEETKUNDIGE OPLOSSING.

De eerste wiens naam bij dit onderwerp behoort genoemd te
worden, is Newrox. In zijn onsterfelijk werk »Philosophiae
naturalis Principia mathematica” waarvan de eerste druk in
1687 te Londen verscheen, heeft hij de eerste schrede gedaan
tot de synthetische oplossing van het vraagstuk der aantrekking
van de ellipsoide. Na in de 12° afdecling van het eerste boek de
aantrekking te hebben behandeld, welke op eenig punt uitgeoefend
wordt door cen homogenen of unit homogene lagen bestaanden
bol of door een holvormig segment, gaat hij in de 13¢ afdecling
over tot de studie der aantrckking van niet bolvormige en
daaronder van spheroidische lichamen. Hetgeen aldaar meer
bepaaldelijk betreffende dit laatste punt te vinden is, resumeert
zich tot het volgende, waarbij tevens alles is opgenomen wat
noodig was tot het bewijs van de waarheid die later, onder den
naam van Stelling van Newton, den grondslag der verdere syn-

thetische behandeling heeft unitgemaakt.

PROPOS. 72. Wanneer van elk der punten van een bolvormig
lichaam naar alle richtingen krachten uitgaan, wier intensiteiten
op gegeven afstanden van haar uitgangspunt omgekeerd evenredig
zijn met de tweede machten dier afstanden; wanneer verder
gegeven zijn de dichtheid van den bol en de verhouding van zijn
middellijn tot den afstand tusschen zijn middelpunt en een on-
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eindig klein lichaampje, zal de kracht waarmede dit door den
bol wordt aangetrokken evenredig zijn met diens straal. ()

Men stelle zich namelijk voor, twee geheel gelijke lichaampjes.
elk door een bol aangetrokken en van de middelpunten verwij-
derd op afstanden, evenredig aan de middellijnen, en denke zich
de bollen verdeeld in gelijkvormige deeltjes op gelijke wijze
geplaatst ten opzichte der lichaampjes. Dan zullen de aantrek-
kingen van het eerste lichaampje naar de enkele deelen yan den
eersten bol, zich verhouden tot die van het tweede lichaampje
naar de overcenkomstige deeltjes van den anderen bol. in rechte
rede van de deeltjes en in omgekeerde rede van de tweede machten
hunner afstanden tot de lichaampjes. Maar de deeltjes verhouden
zich als de bollen, dus als de derde machten der stralen en de
afstanden als de middellijnen of stralen, zoodat de bovenstaande
verhouding, samengesteld uit eene rechte verhouding als de derde
machten en eene omgekeerde als de tweede machten der stralen.
ten slotte die van de eerste machten der stralen is.

Gevolg 3. Wanneer van elk der punten van twee willekeurige
lichamen die gelijkvormig en van gelijke dichtheid zijn, naar alle
richtingen krachten uitgaan, wier intensiteiten dezelfde wet volgen
als boven, zullen de krachten waarmede geheel gelijke lichaampjes.
ten opzichte dier lichamen op gelijke wijze geplaatst, worden aan-

getrokken, zich verhouden als de middellijnen der lichamen. (%)

PROPOS. 90. Wanneer van de punten van eenigen cirkel in alle
richtingen krachten uitgaan, welke toe- of afnemen in een of andere
rede van de afstanden, vraagt men de kracht te vinden waar-
mede een lichaampje, gelegen in de loodlijn, in het middelpunt
van den cirkel op zijn vlak opgericht, aangetrokken wordt.

(1) Newroy. Ph. N, Pr. M. Ed. I. Londini 1687. Fol. 195. Ed. Lskvg
& Jacquier. Genevae 1739. Tom. I. Fol. 468,

(2) Merkwaardig is het dat in de cerste druk dit gevolg ontbreekt, hoewel
er naar verwezen wordt in het 3° gevolg van Prop. 91 waavvan het juist het
hoofdbestanddeel nitmaakt. Het bewijs is geheel overcenkomstie met dat der
stelling. Alleen komt het mij vreemd voor, dat san het einde het woord
pdiametri”, middellijnen, voorkomt, hoewel het hier toch ook lichamen geldt
welke geene middellijnen hebben, en waarvoor dus de naam pafmetingen” beter
zou geweest zijn.



Uit het middelpunt A (fig. 1), met een straal AL, zij in een
vlak, waarop de lijn 4P loodrecht staat, een cirkel heschreven,
200 moet de kracht gezocht worden, waarmede een lichaumpje
in 2 wordt aangetrokken. Men yerbinde een willekeurig punt %
met het aangetrokken lichaam 2, neme in PA, PF = PE en
richte eene loodlijn Z'A" op, evenredig met de kracht waarmede
£ het lichaampje 2 aantrekt. Zij dan /AL de meetkundige
plaats van het punt A, (%) Z haar ontmoetingspunt met het vlak
des cirkels. Men neme verder in PA, PH = PD en richte een
loodlijn 77 op, welke de kromme lijn in 7 ontmoet, zoo zal de
aantrekking van het punt naar den cirkel samengesteld even-
redig zijn met het oppervlak AH/L en den afstand AP. Men
neme toch in AZ een oneindig klein lijntje Ke, trekke Pe en
neme op PF en PA, PC= Pf= Pe. Daar dan de kracht, waar-
mede een punt van den oneindig smallen ring, uit het punt A4
met AX als straal in het genoemde vlak beschreven, het punt 2
aantrekt, evenredig ondersteld is met 2K, is de kracht in de
“I)P\><I','/’l—\ en die waarmede de
geheele ring het punt 2 naar A trekt, samengesteld evenredig
AP. PK

PE
redig met AFE.Ee of met PECE of PEF) en dus de

o
lnatstgenoemde kracht evenredig met PE. FY. "‘tl;)—lfl\—()f met
L. FK. AP. of met FKIf. AP. Derhalve is de som der krach-

ten waarmede al de ringen van den cirkel met den straal AD

richting naar A, evenredig wmet

met den ring en de grootheid - :maar de ring is even-

uit A beschreven, het lichaam P naar 4 trekken, samengesteld
ovenredig met het opperviak AHIKL en den afstand AP.
Gevolg 1. Indien dus de krachten omgekeerd evenredig zijn
met de tweede machten der afstanden, d:i: indien /A even-
1 1
PA — PH
en dus de aantrekking van P naar den cirkel evenredig met
y_ P4 _ PD—P4
PH/ S PD

redig is wmet [,l/',._. -, is het oppervlak AHIKL =

(3) Indien alle opgerichte loodlijnen aan elkander evenwijdig ziju. Deze voor-
waarde is in het origineel niet gesteld.
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PROPOS. 91. De aantrekking te bepalen, uitgeoefend op een
punt gelegen in de as van een omwentelingslichaam, van welks
punten in alle richtingen gelijke krachten uitgaan, afnemend in
willekeurige rede van de afstanden.

Laat het lichaampje P (fig. 2) worden aangetrokken door het
lichaam DECG in welks as AR het gelegen is. Een cirkel
RIS, loodrecht op die as, moge het lichaam snijden, enin diens
straal 228, gelegen in eenig vast vlak PALKB door de as gaande,
cen stuk /A" genomen zijn, evenredig met de kracht, waarmede
het lichaam 7 door dien cirkel wordt aangetrokken. Heeft dan
het punt K tot meetkundige plaats eene kromme lijn LA, welke
de vlakken der uiterste cirkels in Z en [/ snijdt, zoo zal de
aantrekking van het lichaampje 2 naar het lichaam evenredig
zijn met den inhoud van het vlak ZLAB/.

Gevolg 2. Hiernit kan ook de kracht gevonden worden,
waarmede eene spheroide AGCB (fig. 8) een willekeurig lichaampje,
daarbuiten in de as AB gelegen, aantrekt. Zij NAKRM eene
kegelsnede zoo gelegen in het meridiaanvlak AGBC, dat haar
ordinaat ZR loodrecht op PFE, steeds gelijk is aan delengte 21
van P maar het punt D, waar ER de spheroide snijdt. Uit de
toppen 4 en B der spheroide mogen loodlijnen AKX = AP en
BM = BP op AB opgericht zijn, welke dus de kegelsnede in
K en M snijden; verbindt men dan M met A, en is & het mid-
delpunt en SC de grootste middellijn der spheroide, zoo staat
de krachft waarmede de spheroide het lichaampje 2 aantrekt,
tot die waarmede het zou aangetrokken worden door een bol
met de middelliin AB als '\I)':::;;,/:; /\;:I‘\{j/\fnt :;‘;:\':._‘1‘)
Op dezelfde wijze zou men de aantrekking kunnen vinden van

een segment der spheroide.

(4) Hiervan wordt door NEwroN zelf geen verder bewijs gegeven., Daar echter
dit betoog niet zoo zeer gemakkelijk is, moge hier het volgende bijgevoegd
worden, hetgeen gedeeltelijk overcenkomt met het bewijs dat in de Editie van
Lesenr en Jacquier gegeven wordt.

Volgens Prop. 90. Gev. 1 is de aantrekking van den ecirkel ZD op het

PE
" PD

geheele spheroide evenrediz met het oppervlak beschreven door een ordinaat

punt P evenredig met 1 — volgens Prop. 91 is dus de aantrekking # der



Uit de propositic zelve volgt, dat wanneer cen lichaampje
binnen eene spheroide in ecene willekeurige middellijn gelegen
is, de aantrekking evenredig zal zijn aan zijn afstand van het
middelpunt. Echter wordt deze waarheid gemakkelijker op de
volgende wijze afgeleid.

Zij AGOF (fig. 4) de aantrekkende spheroide, S haar middelpunt,
P het aangetrokken lichaam. Door P mogen gaan, eene halve
middellijn SPA en twee rechte lijnen DE en /G, die de spheroide
ontmoeten in 72 en E, F en . Laat verder PCM en HLN
de oppervlakken zijn van twee binnen AGOF gelegene, daarmede
gelijkvormige en gelijkmiddelpuntige spheroiden, wier assen langs
die van AGOF vallen, en waarvan de eerste door P gaat, ter-
wijl de lijnen DE en FG de eerste in B en €, de tweede in
i en I, K en L snijden. Men heeft dan DP = BE, I'P = (G,
DH = IE en FK = LG, omdat DE, HI en PB zoowel als
PG, KL en PC in één punt middendoor gedeeld worden. Stel-
len nu DPF en EPG tegenover elkander gelegen kegels voor,

beschreven met de oneindig kleine tophoeken DPF en EPG, en

van die waarde, wauneer £ van B tot A gaat. Dit oppervlak kan in dit
zeval uitgedrukt worden door middel der kromme lijn KR, zijnde volgens
haar ontstaan eene kegelsnede, hetgeen daarnit blijkt dat
o PR ) 9 Op R o AP —SC?
ER? — SP* |- §¢* — 2 SP. SE |- SE, i
is. Voor SC' = 84, dus indien de spheroide een bol is, wordt deze kegelsnede
een parabool. Dit geval uitsluitend, ziet men licht in, dat indien 0§ = S
g a % , da S =< _—si°
eenomen wordt, O het middelpunt is van de kegelsnede wier vergelijking dan is
ER: OF?
S0 (S0 — SAE L SP) T+ SAL SR (SCE
SC? — SA* (SC3—SA4%)2

‘ YRR Bt o N e e SO - 35 o (e bs
Stellen wij kortheidshalve ON — SO—K.2 I/-.V- — S42 —{—- SP2 = q,

S2 — S42 L S
o= '\'I"l'/- ; &a +— 2 = oy, OF'= &, FB =24y 700

SC2 — 542

wordt deze vergelijking ‘/l ‘ /,_ — 1, waarin #; imaginair kan zijn. Nu
Il l_ [ -_\'
’ PE 0P 0K T A ¢ o
is 1 — 55 = 1 — 5 T 7D of daar PD = ER — ry = G l/- a8 — 2
P a or .
15 1 — PD - 1721 . S l" : g Nu ziet men gemakkelijk dat
@y — a* =
Il]
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zijn. DH en Kl oneindig klein, zoo zullen de stukken DKL en
GLIE, van de kegels afgesneden door de oppervlakken der
spheroiden, wegens de gelijkheid van DH en E/ zich verhouden
als de tweede machten hunner afstanden van het lichaam 2 en
daarom dit even sterk aantrekken. Verdeelt men de ruimten
DPF en EGCB in deeltjes, door middel van oneindig vele
spheroidale oppervlakken alle gelijkvormig, gelijkmiddelpuntig
en gelijk gerichte assen hebbend met AGOZ, zoo zullen deze
allen het lichaam 2 even sterk in tegengestelde richting trek-
ken. De krachten waarmede de kegel DPF en het kegelvormig
segment ZGCB het lichuampje aantrekken, zullen dus gelijk
zijn en elkander opheffen, en hetzelfde geldt ook voor de krach-
ten, uitgaande van de geheele materie buiten de binnenste
spheroide PCBM. Het lichaampje 2 wordt dus alleen door
deze laatste aangetrokken en derhalve (volgens gevolg 3 van
Prop. 72) staat die kracht tot die waarmede een lichaam in A
door de geheele spheroide aangetrokken wordt, als PS tot AS.

alt dvy _ ast or

de aangroeiing van den sector KOMR is 5 — NP X diry, Waaruit
“ZLa ~ La

i A 1

volzt 1 — = 5 awugr. KOME 4 = i’ = hetzeen nu
2 e VA —ap
@y
door integratie van .y = OB tot &y = OA geeft:
. 3 0P
0 =208 =22 ‘/-"': 0P l/-,,,':,, 02 —29% woun
(2] s y” -
| @ 20P . - :
4B + 5L, (BM — AKY — "5 (/\ POM — /\ POK 4+ KHRE) =
II-_-" v I’i" X
ENE T 2.()P 3 : )
o’ +ud g "l‘f_’ ( BM. OP — } AK. OP 4 KMRK) =
s~ (0 4 >
wd 4wt — 08 2 0P
G 1 Gt IO i s ROF G
ll-:" s~

Stelt men nu hierin voor @; en @a weder have waavden, zoo wordt deze wit-
AB.SC* —2 8P, KMRK

drukking, indien men ook OF door 08 - SP vervangt, ST — 547 - SP°

; 2484
Ingeval nu €5 = A8 is, wordt de kegelsuede cen parabool en KMRK = TS
zooals men licht ziet. Door substitutic van deze waarde en van €S == 18 — ‘_ AB

248
N T
de aantrekkingen door de sphervide en den bol met A8 tot middellijn uitie-
vefend, wordt:

waat  bovenstaande uitdrukking dan over i zoodat de verhouding van

15. SC* — SP. KMRK , .45
S —S4* - §P2 * 3P
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Hierin liggen dus de beide waarheden opgesloten :

I. dat een lichaampje besloten binnen eene schil welke door
twee gelijkvormige, gelijkmiddelpuntige spheroide-opperviakken
met gelijk gerichte assen begrensd is, geene aantrekking van de
schil ondervindt:

2". dat twee punten gelegen in de massa van eene spheroide
op eene zelfde middellijn, daardoor aangetrokken worden met
krachten die evenredig zijn met hunne afstanden van het middelpunt.

Deze waarheid wordt gewoonlijk de stelling van Newton ge-
noemd, en is, zooals wij later zullen zien, het uitgangspunt ge-
worden van de synthetische oplossing van het algemeene vraagstuk.
Behalye de ontdekking daarvan komt Newton ook de verdienste
toe, de aantrekking te hebben bepaald, welke eene omwentelings-
ellipsoide uitoefent op cen punt dat in het verlengde harer as
gelegen is,” hetgeen een zeer bizonder geval is van dat gedeelte

van het vraagstuk dat juist de grootste zwarigheden oplevert.

Op dit standpunt bleef nu de zaak, totdat Macrivriy de
vraag weder opnam, ter gelegenheid zijner beantwoording van
de prijsvraag, uitgeschreven door de Académie royale des Seiences,
welke in het jaar 1740 onder den titel: »de caussa fluxus
et refluxus maris” verscheen en uitgegeven iz in het 4° deel van
de »Recueil de pieces qui ont remporté le Prix de 1'Académie”.
Ook in zijn werk »Treatise on fluxions” komt zijne behandeling
van het vraagstuk der aantrekking voor, wuarvan wij in het
volgende weder opgenomen hebben al wat betrekking heeft op

het hier bedoelde onderwerp.

§ 628 (°). Laat de aantrekking door een deeltje op cen ander
uitgeoefend, omgekeerd evenredig zijn met de tweede macht van
hun onderlingen afstand. Zijn dan PAEa en PBFb (fig. 5)
gelijkvormige kegels samengesteld uit gelijke deeltjes, en gesloten
door bolvormige grondvlakken AZXa en B/ wier middelpunt

(®) Macraviin. Preatise of fluxions. Edinb. Ruddimans 1742, 2d vol, pag 522
of ook Macraviiy, Traité des fluxions. Ed. Pezenas, Paris 1749. Tome 11

page 104,
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P is, woo zullen de aantrekkingen op 2 uifgeoefend door PAFEa
en PBFY zich verhouden als PA: PB, dus als de gelijkstandige
zijden van deze gelijkvormige lichamen. Want zij MNm een
oppervlak, gelijkvormig met AFa en insgelijks zijn middelpunt
in 2 hebbende; dan zullen de aantrekkingen naar AFe en naar
MNm zich verhouden recht als de oppervlakken (dus als PA:
PM?) en omgekeerd als PA4%: PM?2, dat is, zij zullen gelijk zijn;
is dus de aantrekking naar AEa= A zoo is die naar het lichaam
PAFEa—= A.PA en die naar PBFb= A.PB, zoodat zij zich ver-
houden als PA: PB; evenzoo is A.AM de aantrekking van den
aeknotten kegel AamM. Het is klaar dat al zijn de opper-
viakken A%a en MNm van anderen aard, de laatste rede der
aantrekkingen op 2 uitgeoefend door de kegelvormige of pira-
midale lichamen PAEa en PMNm zal zijn PA:PM en dat als
a@Q en mg loodlijnen zijn op HP, de krachten in de richting PH
zich zullen verhouden als PQ: Pg.

§ 629. De krachten waarmede deeltjes, gelijkelijk gelegen ten
opzichte van twee gelijkvormige homogene lichamen, door dezen
worden aangetrokken, verhouden zich als hunne afstanden tot
celijkstandige punten dier lichamen of als de gelijkstandige
ribben van deze. Tmmers men kan die lichamen verdeeld den-
ken in gelijkvormige kegels of afgeknotte kegels. allen met de
toppen in die deeltjes liggende, als wunneer de aantrekkingen
naar die kegels of afgeknotte kegels allen diezelfde verhonding
zullen hebben. (Newrox. Prop. 72. Gev. 3).

§ 630. Ben deeltje, geplaatst binnen ecn hol lichaam dat ont-
staat door de omwenteling van twee concentrische cirkels of
gelijkvormige ellipsen ADBE en adbe, wordt daardoor niet aan-
getrokken. Want zij /' (fig. 6) zulk een deeltje, Pz eene rechte
liin door 7' die den binnensten en buitensten cirkel of ellips
in 2' en 7, @ en » snijdt; deelt dan het punt z de lijn @r mid-
den door, zoo doet het dit ook met a's', omdat de figuren ge-

lijkvormig en gelijk geplaatst zijn. Derhalve is xza' =, en de
aantrekkingen van /2 naar tegengestelde kegelyormige deelen
van het lichaam, die naar 2 convergeren, zullen steeds gelijk
zijn en elkander opheffen. (Newrox Prop. 91, Gev. 3).

631. Daarnit volgt dat de aantrekking op cen deelfje p' in

3

)
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de middelliin 2 door den bol of omwentelingsellipsoide nitge-
oefend tot die op 2 staat als Cp' tot CP, omdat de aantrekking
nitgeoefend door het ringvormige lichaam begrepen tusschen
APB en ap'b, geene uitwerking doet op p/, zoodat de aantrek-
king op p' door het geheele lichaam, gelijk is aan die door het
lichaam adbe, die volgens § 629 tot die op P door ADBE staat
als Op' tot CP. (Nmwrox, ibid).

§ 632. Laten PMKI en PNLI (fig. 7) twee vlakken zijn die,
elkander in 27 snijdende, een deel van een lichaam insluiten
hestaande nit deelen die elkander op boven onderstelde wijze
aantrekken; laat 2 en ¢ twee punten van de snijlijn zijn; ver-
onderstelt (G4 steeds evenwijdig aan 2M en laat de vlakken
PMN en GKL, loodrecht op PMKI, het vlak PNI in PN en
(i1, snijden; de kracht welke 72 trekt naar een piramidaal
lichaam PMmaN ontstaan door de beweging van PNJM om P,
zal tot die waarmede G/ATlL, ontstaan door de beweging van
GKIL om (, dit punt aantrekt, in laatste rede staan als PM
tot (2K, wanneer de hoek der vlakken en de gelijkblijvende hoeken
MTm en KGI tot in het oneindige afnemen. Want daar 2N
en (K steeds evenwijdig zijn, zal ten slotte MN: KL = PM:GK
en /. PMN = Z KGL zijn, en dus omdat £ MPm = L KG
blijft, zal de aantrekking van 2 naar PMmnN tot die van &
naar GAELL staan als PM: GK. (§ 628).

§ 634. Wordt de aantrekking op een deeltje van een bol of
van eene spheroide in twee krachten ontbonden, de eene lood-
recht op de as, de andere op den aequator, zoo zullen alle deel-
tjes die even ver van de as liggen met gelijke krachten naar
deze, en alle deeltjes die even ver van den aequator liggen met
gelijke krachten naar dat vlak worden aangetrokken, hetzij zij
aan het oppervlak of binnen het lichaam gelegen zijn. Ook
zullen de krachten, uitgesefend op deeltjes die verschillend ver
van de as liggen, evenredig met die afstanden zijn, en evenzoo
is het met de krachten, waarmede zij naar den aequator wor-
den getrokken. Voor dem bhol blijkt dit gemakkelijk uit het
bewezene in § 631, en wordt het dus hier alleen voor amalogie
aangehaald. Zij nu 2 (fig. 6) cen punt in het oppervlak der
spheroide, APDBE eene doorsnede door de as AB gaaunde, 7/
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eene loodlijn op AB in f, Pd eene op den aequator in d: wordt
dan de aantrekking in 7 naar het lichaam ontbonden, in eene
kracht in de richting Pf en ééne in de richting Pd, 700 zal de
eerste gelijk zijn aan de aantrekking op d en de tweede aan die
op [ uitgeoefend door het lichaam.™ Zij abde eene spheroide
gelijkvormig met ADBE, met hetzelfde middelpunt en met haar
as ab langs de as van de buitenste spheroide. De doorsneden
van de heide lichamen met een vlak gaande door Pd/ zullen
gelijkvormige, concentrische, gelijk gelegene ellipsen zijn, en de
aantrekking op 2 in de richting Zf loodrecht op AR nitgeoefend
door den sector door twee dergelijke vlaukken uit het buitenste
lichaam gesneden, zal gelijk zijn aan die op d uitgeoefend in de
richting dC' door een sector welke door dezelfde vlakken nit het
binnenste lichaam gesneden wordt. Om dit te bewijzen mogen
PMNIG en Pmnly (fig. 8) de doorsneden van'het buitenste,
dKLd en dlkld die van het binnenste lichaam met die beide
vlakken zijn. Zij AL eene ordinaat in V op de in het aequatorvlak
des lichaams gelegene as de der binnenste ellips; trek dan dA
en dL alsmede P)M en PN uit P respective evenwijdig met dA
en dlL. Laat de vlakken PMm, PNn, dKF, dLl, loodrecht op
PMNIG, het vlak Pmnlg ontmoeten in de lijnen Pm, Pn.dl: en
dl en laat die vlakken 766 om /P en d wentelen dat steeds
PM [/ dK en PN [/ dL blijft, terwijl ¥ de lijn de beschrijft. De
krachten waarmede 72 en d worden getrokken naar de piramidale
lichamen, door die vlakken beschreven, zullen in laatste rede tot
elkander staan als de lijnen PM, PN, dK en dl (§ 632); en
wanneer PP [/ de, MQ en NR in Q en R loodrecht op PP zijn,
zullen, indien deze krachten ontbonden worden in de richtingen
PP en de, en in richtingen loodrecht op die lijnen, de ecerste
componenten zich verhouden als 7Q, PR, dV en dV. Maar
PR T PQ is steeds — 2 dV; () derhalve is de aantrekking

(") Tmmers indien de assen van dKel ziju a; en as. dus die van GPN/ na,
en nas en men 2 VAl = w stelt is
y 2 a)® a; cos’w
V= —5=8 o A
@y COS™ —1~ ® SIn‘w
PR — 2 a4y @a (as COSw a V" n 1 sinw) ('()S'n.

) 3 3 D
o= GOS8~ { )~ SIn=t
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op /72 in de richting P27, afkomstig van de beide lichamen door
PMm en PNn beschreven, gelijk aan die op d in de richting de,
afkomstig van de lichamen door dA% en d/l beschreven. En
daar dit altijd plaats heeft zoolang ¥ de lijn de beschrijft en de
vlakken de deelen des lichaams tusschen PMNIG en Pmnly
doen ontstaan, zal de geheele aantrekking op 2 in de richting
PP uitgeoefend door de sectoren tusschen PMNIG en Pmnly,
gelijk zijn aan die op d in de richting de door de sectoren uit
het  binnenste lichaam door diezelfde vlakken gesneden, zoo-
dra de hoek dier vlakken oneindig klein is. Denkt men zich
nog andere sectoren van de lichamen, besloten tusschen vlakken
welke door Pdl gaan, en met het vlak APDB (fig. 6) aan de
andere zijde gelijke hoeken maken, en de deeltjes in / en d
aantrekken, zoo zal men zien dat de aantrekkingen op 2 en d
naar de as der spheroide, afkomstig van de vereenigde aantrek-
kingen van die sectorem, gelijk zijn. En daar dit plaats heeft
in al de deelen der lichamen door dergelijke vlakken ingesloten,
volgt daarnit dat de kracht, waarmede 2 naar de as AR e~
trokken wordt door de werking der geheele spheroide, gelijk is
aan die waarmede d door het binnenste, dus volgens § 631 o k
door het geheele lichaam aangetrokken wordt. De aantrekking
op cen deeltje p (fig. 6) gelegen in de lijn 2d naar de spheroide
ADBE is volgens § 631 gelijk aan die naar eene concentrische,
gelijkvormige, gelijk gelegene spheroide, welke Cp tot half-
diameter heeft, en bijgevolg is de aantrekking in de richting
loodrecht op A8 gelijk aan die van d naar het geheele lichaam
volgens hetgeen bewezen is. Derhalve zullen alle deeltjes op
denzelfden afstand van de as gelegen, met dezelfde kracht daar-
heen getrokken worden, en omdat de aantrekking in d tot die
in D staat als €D : Cd volgens § 631, volgt daaruit dat de
aantrekking van /> naar de as tot die van /) naar de spheroide

Neemt men hierin @ = — 6 200 blijft de cerste waarde onveranderd,
terwijl de tweede die van PQ wordt, tot dat P de richting der raaklijn in 7
heeft.  Wordt £ QPM grooter. zoo valt @ beneden P en moet binnen de

haskjes o = 180° — & gesteld worden. In het eerste geval ziet men dat
2417 = PR { PQ in het tweede 2417 = PR PQ is.
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staat als 2f: DC. Op dezelfde wijze betoogt men dat de aan-
trekking van /7 naar het vlak des aequators gelijk is aan die in
/ naar de spherosde ADBE, en dat zij zich tot die van A naar
de spheroide verhoudt als fC of 2d: AC.

§ 635, Om dus de richting te vinden waarin de spheroide een
deeltje 2 (fig. 6) op het oppervlak of binnen het lichaam gelegen, aan-
frekt en de grootte van die aantrekking

o, zij A de aantrekking aan de
pool 4 en D die in een punt des aequators; zij verder 2d in d lood-
recht op het vlak des aequators; men neme dan op dC'in de richting
van d naar C een stuk dQ z60 dat dQ :dC = D X CA: A X CDis
en trekke 2Q. De aantrekking naar de spheroide zal dan de richting
£ hebben en door de lengte van 7 gemeten worden. Want daar
de aantrekking naar de spheroide in de richting /2d tot A staat als
Pd: AC, en die in de richting 2fof CD tot D als dC': DC (§ 634),

zal de aantrekking op 2 in de richting 2d staan tot die in de
g Of ¢

s : o Pd o { &4 g : .
richting 2f als 4 X i DX Do = A. CD. Pd : D. AC.d(
— dC. Pd: dQ. dC = Pd : dQ en dus is 2Q de richting

der aantrekking in /2; en indien men de aantrekking in A
voorstelt door AC zal die in /72 in de richting Zd worden voor-
gesteld door 2d en die in 7 naar de spheroide door Q. Op
dezelfde wijze zal, wanneer men f¢ op de as van f naar €' zoo-
danig neemt dat fy : fC = A. CD : D. C4 is, Pq weder
de richting en de maat voorstellen van de aantrekking in /7
naur de spheroide, wanneer HC die in /) voorstelt.

§ 642. Zij ADda (fig. 9) eene doorsnede van een lichaam van
standvastige dichtheid met ecen vlak gaande door een gegeven
punt 2, en 2C, PIH twee in richting gegeven lijnen yan dat
vlak. Laat eene lijn M door 2 gaaunde, de fignur ADda in M
en m en den cirkel met gegeven straal 2C in N ontmoeten;
laten verder MQ en mg steeds in @Q en ¢ loodrecht staan op
PC en NR loodrecht op ZH in R; mneem op RN een stuk
RK = P — Pq en laat dan de ordinaat RAX, steeds op deze
wijze bepaald, de fignur Gy vormen, terwijl 2M om /7 draait
uit den stand PFE naar 27 L. Denken wij ons dat een tweede
vlak door de lijn 277 gaande inggelijks het lichaam snijdt, zoo

zal de aantrekking welke het deeltje /77 ondervvindt van den
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sector van het lichaam, tusschen die vlakken gelegen en ADda

tot grondyvlak hebbende, in de richting PC" onthonden, evenredig
o Ghyg A
zyn. met P Wanneer men zich voorstelt dat de hoek der

beide vlakken tot in het oneindige afneemt. Men denke zich
eene andere, oneindig dicht bij PM gelegen lijn PS, die de figuur
ADda in S en s snijdt en den cirkel 5NB in n, verder MZ en
nr loodrecht op PH in Z en r: laat een cirkel uit P met PM
als straal beschreven, 28 in O ontmoeten, terwijl MX en OU in
X en U loodrecht staan op het tweede door PH gaande vlak.
Indien het punt 72 buiten de figuur ADdu ligt, zal de aantrek-
king in 2 naar het piramidaal lichaam PMOUY, ten slotte even-

MO. MX

i (§ 628) of (omdat M.X evenredig

redig zijn met M.

s met MZ) ook met Mm. MO. 'V/‘. dat wil zeggen, omdat
PM? ‘
MO : No = PM : PN = MZ:NR en dus MO. MZ: Nn. NR
= PM? : PC?is, ook met Mm. A ///,'("\“/' of daar Nn. NR = Rr. PC
Mm. Br
rcC

is, met en de onthondene dier aantrekking in de rich-

Rr
PCe

RK.Rr is juist "de differentiale aangroeiing van GAR;: dus zal

Maar

: e Rr ”
Y DA AU ey v 3 1
ting PC zal evenredig zijn met Qq. yiTs] of met RA.

de aantrekking welke 7 in de richting PC door den geheelen
lichaamssector op de basis ADda ondervindt, ten slotte evenredig
o GG . .

zijn met }'(',/, wanneer de standhoek der beide vlakken die den
sector vormen, steeds afneemt. Ligt het punt 2 tusschen M en
m dan moet toch RA = PQ — Pg genomen worden en dan
heeft de aantrekking dezelfde maat.

Uit deze hulpstelling blijkt, wanneer men zch voorstelt dat
fignur ADda om de as PI wentelt, en aldus een lichaam vormt,
terwijl men tevens 2C met P2H laat samenvallen, dat alsdan
de aantrekking van 2 naar dat geheele lichaam evenredig zal
(I’I('_f[
PC”
ADda, dat de loodlijnen uit verschillende punten M, 2C aan

zijn met Is 7 zoodanig gelegen ten opzichte der figuur

verschillende kanten van 2 snijden, zoo zal de aantrekking in

9
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P in de richting PC, bepaald worden door het verschil der
vlakte inhouden, gevormd door de ordinaat RA.

§ 643. Laat een deeltje in 2 (fig. 10) aangetrokken worden door
den bol, voortgebracht door de wenteling van den halven cirkel
ADB om de as AB, welke dus (7 tot middelpunt heeft; laat eene
rechte lijn 2M den halven cirkel in m en M en den cirkel CN .
uit 2 met 2C beschreven, in N snijden. Is dan CL loodrecht
op Mm in L, zoo zal vooreerst mlL — LM en verder LM —
PI? PM: "Pm "= PR? PA. PB en dus de ditferentiale
aangroeiingen van MZP en PR? gelijk zijn, zoodat die van PR
tot die van MZ zal staan als LM : PR en daar nu KR =
en Qg : 2 LM = PR : PN = PR : PC is, is de differentiaal

van het vlak, doorloopen door KR. in dit geval gelijk aan den

: o 2LMA ot :
rechthoek, welks zijden zijn .— en de differentiaal van L.
.] .] ,)(
: E 2LM3 z :
Derhalve wordt de inhoud /RK — gper n is de aantrekking

naar het deel van den bol, voorgebracht door het segment M D,
: 2 LM3

evenredig met g pea dus met de derde macht van ZM en
omgekeerd met de tweede macht van den afstand van het deeltje
tot het middelpunt. Dus is de aantrekking van 2 naar den
geheelen hol evenredig met de derde macht van zijn middellijn
of, bij constante dichtheid, met zijne massa en omgekeerd even-
redig met de tweede macht van PC, dug hetzelfde alsof de ge-
heele massa in het middelpunt lage.

Hetzelfde geldt voor de totale aantrekking door een willekeurig
aantal bollen met gemeenschappelijk middelpunt, waaruit volgt
dat, hoe ook de dichtheid van een bol op verschillende afstanden
van het middelpunt moge veranderen, als zij slechts overal op
denzelfden afstand dezelfde is, de aantrekking op een buiten den
bol gelegen deeltje, evenredig zal zijn met de massa van den hol
en omgekeerd evenredig met de tweede macht van den afstand
van het deeltje tot het middelpunt. Men ziet nit het bewezene

240"

dat de geheele vlakte-inhoud /KGO —= 718 en dat de aan-

— 3PC
trekking van 4 door den bol ADBE, gemeten wordt door

s AC (§ 642).
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5 644 Zij nu ABDE (fig. 11) ecene spheroide van gelijk-
matige dichtheid, ontstaande door de omwenteling van de halve
ellips. ADB om de as AB: zij verder AM eene lijn, door de
pool A gaande en de ellips in M, den cirkel CNI in N snij-
dend; laat MQ en NR loodlijnen op A zijn; neem steeds op
RN stukken RK — AQ en laat RK het viak AKGC vormen,
terwijl AM, om A draaiend, de halve ellips ADB vormt; de
laatste ordinaat CG is dan blijkbaar gelijk aan AB. De aan-
trekking in den pool 4 naar de spheroide zal dan volgens § 642,
gemeten worden door A/?l((l,( en zich verhouden tot de aantrek-
king in A naar den bol op de middellijn AB (welke, volgens
S 643, gemeten wordt door 2/3 AC) als AKGC - *la ACR,

§ 645. De aantrekking in D, aan den omtrek des aequators
verhoudt zich tot die naar den bol met €2 tot straal, als
2 ACP—AKGC : /3 AC® en tot die aan den pool A als
2 AP AKGC: 2 AKGC. ((/ f .

Want onderstellen wij dat de beide elliptische doorsneden
DBEA en Dbea loodrecht zijn op het vlak des aequators en
elkander snijden in de lijn 2Dy die haar beiden in ) raakt.
Laat dan eene lijn Dm, nit D getrokken, de ellips DBEA in m
en den in haar vlak gelegen cirkel enk met een straal De — AC,
in 7z snijden, terwijl twee loodlijnen 7g en nr uit m en op
DFE en Dh neergelaten, elkander in /: snijden; indien dan D,
om [) draaiend, de halve ellips DBZ beschrijft, moge 7% het vlak
WeED vormen. De aantrekking in 2 naar den sector van de
spheroide, tusschen de vlakken DBEA en Dbea, zal ten slotte
Lk BD

De
zijn. Maar indien het verlengde van RK, de lijn G7 /| AC in

gemeten worden door , wat ook de hoek der vlakken mag

@ ontmoet, en de lijnen AM en Dm zoodanig om A en 1) draaien
dat steeds £ ADm = L/ BAM is, zal, omdat Dn — AN en
L rDn = £ RAN is, ook steeds Dr — ARenlr = CR = G
zijn. Omdat verder ¢m? : Dg.qF — AQ.QB : QM2 en de
drichoeken Dgm en QMA gelijkvormig zijnde, ook gm : Dg =
AQ 2 MQ is, zal gm : qF£ = QB : QM en Dyg:qli = QB:AQ
zijn; DIF en BA zullen dus in ¢ en Q in dezelfde verhou-

) %
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ding verdeeld ziju, zoodat Dg : QB of rK : «K = DE : AB.
Daar nu de hases Zr en (i steeds gelijk zijn, zal dus het opper-
vlak Zrk tot Gak steeds in de verhouding DE : AR en ook
WeED : GKAI = CD : CA zijn,

Wanneer ADBE cen cirkel is met D/ tot middellijn, is (vol-
gens § 643) AKGC = 2/ CD? en GKAI — +/; CD2 Dus is
(volgens § 642) de aantrekking in 2 naar den sector der spheroide
tusschen de vlakken PDBEA en Dibea, in vede tot die naar den
sector van den bol op de middelliin  DHZ tusschen dezelfde vlak-
ken als
Lol (B CLF- AKGC) D, o1y CD=3 CA>-ARGCH/,CA.

7 A2

De aantrekking in 7) naar de spheroide staat tot die naar

3CD=

den bol in dezelfde rede, omdat de doorsnede van de spheroide
met een vlak, loodrecht op den aequator, altijd eene ellips is
gelijkvormig met ZDBA. en die van den bol met datzelfde viak
altijd een cirkel, welks middellijn gelijk is aan de in den aequator
gelegen as dier ellips; de aantrekking in 7 naar den elliptischen
sector tusschen twee dergelijke vlakken, is altijd in dezelfde ver-
honding tot die naar de cirkelvormige doorsnede tusschen die-
zelfde vlakken. Derhalve zal de aantrekking in 7 naar de
spheroide ADBE zich verhouden tot die naar den bol op de
middellijn des aequators, als 2CA® — ARG : 4/;CA2. Maar de
aantrekking in 2 naar dien bol staat tot die in A naar den
bol op de as AB, als CD : CA en deze laatste tot die in A
naar de spheroide als 2/3CA2 : AKGC (§ 643). Dus zal de
aantrekking in 2 naar de spheroide fot die in A staan als
2CA* —2AKGC:24KGC. ((/I) Men ziet ook dat als de aan-
trekking in 4 naar een hol op AB door 2/y CA voorgesteld
wordf, volgens § 644, de aantrekking in A naar de gpheroide
door Il:((:(, en die in D door g C"_; 7.1‘;3”\”(’
AKGC CD
-~ SCA" Ci zal gemeten worden.

CD of door
cD
§ 646. Om nu het vlak AKGC te meten, zij 17 het brand-

punt van ADBE: omdat dan AQ : QM — AR : RN en
QM2 AQ. QB = CD? : CA® is, volgt daaruit dat QIS OR =
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AR. CD? : RN.CA? dus AQ : QB = AR.CI? : RN2.CA? en

omdat RN2 —= CA42 AR? 18, ook AQ : AB = RK : AB

cpD? = cr» -

= AR> PLE CA? + e AR? naar gelang de spheroide af-

geplat of gerekt is; indien men derhalye op CF een stuk Cf

neemt zoodat Cf: AR — CF : AC, zal in het cerste geval

(m:. 1/);3 . ; (1 '_" (1/)._)

AQ : AB = /('/"f : A2, in het tweede 4Q: AB = l/(,'l"fr
1 C43 C'f* zijn.

[ndien dan in het eerste geval Af en AF den cirkel CNH
in s en S ontmoeten, zal de differentinal van Cf—Cs zich ver-
houden tot die van Cf als Cf?: Af2 datisals RX. CI2: AB. CD?
en tot die van AR als BA. CF3 : 2 C42 CD? (7).

Derhalve zal de aangroeiing van de oppervlakte ARA zich ver-
houden tot die van 2 CA (Cf—Cs) als CA. CD? : CF? dus in

te verhoudi it dus volgt dat ool ool
onstante ver o WA svolet dat ook : s
constante verhouding, waaruit dus volgt dat oo 3 CA (OF—C5) —
CA. CD? . 2042 CD? : =

O en ANGC = OB (CF—CN) is. Wanneer der-

halve de aantrekking in 4 naar den bol op de middelliin AB

wordt voorgesteld door 2/;4C; zal die in A4 naar de spheroide
ZCACDR: o Sy

voorgesteld worden door s (OF—CY) en die in D door

s (OP=C%) = A
trekking in A zal tot die in 2 staan als 2 CA. CD (CF-— CS):
(OD2OS —CA2.CE) of, indien een boog uif A4 met AZF als straal
beschreven, CB in O ontmoet, als CD (CF—CS) : segm. £'CO.

§ 647. Wanneer, al het overige onveranderd blijvende, CA > CD

C'D (CD2.OS—CACE) en  de aan-

en dus de spheroide gerekt is, neme men op C'4 (fig. 12) een stuk

(") In onze tegenwoordige schrijfwijze komen deze evenredigheden overeen met

cr
174 T iretan 10 cfs
cr = AC* + Cf*
d =

en met

i ', AR
4l Cx R ¢ arctan L5 A4y

Yt ava e e T T 1 OIS, AR _ OFS. RK

AR = ACUACFCR. AR — 2CAE.CI?




= . o 2 GY3 ~ BF
CL gelijk aan den logarithmus van de \‘l.'l'll'bll(llll","‘li,“l vin l/ AP

voor den modulus AC; dan zal de aantrekking aan de pool A tot
die in ) staan als 2 CA. CD. LF : CA2. OF—CI2. (L. Want
cn? :
g+ 042 — €%
indien men dus op CA neemt een stuk (I gelijk aan den loga-

CA L CF
A _{ (; voor den modulus AC, zal de aun-

in dat geval vonden wij boven RA : AB — Cf>.

rithmus van

groeiing van C!— Cf tot die van Cf staan als Cf2: CA® - (&
=RK. CI?: AB. CD? en tot die van AR als RK. CF5:2 CAS. CD2(5).
De aangroeiing van ARK staat dus tot die van 2CA (Cl- CY)
als CA. CI? : CF?® en dus heeft men ook ARK
2C4 (Cl Cf)= CA. CD? : CF3 en derhalve tevens AKGC :
2 CA (CL CF) = CA. CD? : CF?, waaruit volgt AKGC =
2 CA2. CD?

crs « L. Wij zien dus dat de auntrekking in A naar de
2CA. CD?
gerekte spheroide ADBE wordt voorgesteld door & (I./fl Y 2 A
13 A2, CF D2 C
die in D door CD — E//)) LRE=A G GaiGs i ¢ (/-

zoodat die in A tot die in 1) staat als 2 CA. CD. LI :
C4*. CF CDA CL.

De aantrekking in eenig ander punt 2 (fig. 6) wordt dan be-
puald door het gevondene in § 635, waar men moet nemen
dQ : dC = DC2. CS CA2. CF : 2 CD2 (CF CS), opdat
PQ de kracht mete en de richting daarvan aanwijze.

De aantrekking op elken afstand in de as der spheroide of
in het uitgebreide vlak der aequators, kan ook nauwkeurig be-
paald worden zonder eenige nieuwe berekening, door middel van
de volgende hulpstelling, gevoegd bij het tot nu toe gevondene.

§ 648. Laat ADB en Pdp (fig. 13) twee halve ellipsen zijn, welke

(%) Deze eersie verhouding zou men thans schrijven

a.) CA l/"-“ + Cf _ op !
4 40 A cr 2 (W

d CF == (A
AL O
Py e R

de tweede volgt nit deze door vermenigvuldiging met
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het middelpunt € en het brandpunt /' gemeen hebben. Zij dan
PmMM eene rechte lijn die de binnenste ellips in m en M, Pu eene die
de buitenste ellips in # snijdt, zoodanig dat de loodlijn 'L, uit
' op Pz neergelaten, tot CR (de loodlin uit C' op PIM) staat
als ¢d : CD; dan zal ook Mm : Pe = (A : CP zijn. Want zijn
Pyp en AvB twee halve cirkels, beschreven op £pen AB; laten
mv en MV, beide evenwijdig met €D, den cirkel AvBinven V,
en ay, insgelijks evenwijdig met 2, den cirkel Pyp en y snijden ;
verlengt men dan mw en ay tot zj Pp in g en / ontmoeten, en
laat Cr en Cl respective loodrecht neder op P en Py, zoo is
Pm? : PC® = qm? : CR® en Pz : PC? = Iz® : CL? dus ook

qgm*  Ix? _ qm? Iz

CR:E"CI® — CD2° CF

ling) of omdat ook gm? : gm* — qu* = CD?: CF? en Ia*: [a® — Ii?

Pm? 2 Pr® =

(volgens de onderstel-

= \gd® : CP? 8, Pm? : P> = qm? I — Iy?
= Pm® — Pv® : Ped — Py*, dus ook Pm? : P = Pa? : Py?

of Pmn : Pv = Pa: Py. Daar nu ¢v : gm = CA4 : CD en

2 I b

s P qm . Iz

:le = CP:Cd devhalve 2% : 2/ — ",
ly:le = CP:Cd derhalve 04’ 0p oD’ 0l
= Py : Py is, zal o0k g . Iy

Pv’ /."//

9 pes . pe s, ook vog Ors (1 = C4:0P = Cos CP
Py Py

zijn. Dit leert dus dat de driehoeken Cry en CLP gelijkvor-
mig zijjn en dat 2 : 2Pl = vV : Py = CA : CP is. Maar
Mm : Vo = Pm : Pv = Pz : Py dus ook ten slotte Mm: Px
= Vo Py= G4 7 CP.

§ 649. De ellipsen Pdp en ADB (fig. 14), die hetzelfde mid-

= (4 : PC en omdat Cr : Cl

delpunt €' en hetzelfde brandpunt Z* hebben, mogen nu onder-
steld worden om de as PCp te wentelen en spheroiden van ge-
lijke dichtheid te vormen. Alsdan zullen de aantrekkingen in 7
naar deze lichamen zich verhouden als de massae daarvan, dus
als Cd>. CP : CD? (CA. Want zij PmM eene rechte lijn die
de binnenste ellips in m en M, en den unit £ met PC tot straal
beschreven cirkel CNH in N snijdt, Pz eene tweede die de
buitenste ellips in @, den cirkel in L snijdt. Laat verder mg.
MQ, «f, NR en LZ loodrecht neder op £p, en neem op RN
steeds RK = ¢Q en op LZ, ZI: = PI, 700 zal de aantrekking
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in 2 naur het hinnenste lichaam tot die nuaar het buitenste staan
als de vlakte, gevormd door RA tot die welke door Zk gevormd
wordt. Zijj nu steeds LZ : NR = (d : ¢D, dan zl volgens

het voorgaande ook steeds Mm : Pe — CA : CP zijn.  Maur
Qg :Mm = PR : PN = PR : PC en Pl: Pe— PZ: PC dus
Qq: Pl = Mm. PR : Px. PZ, en de aangroeiing van CRKG

staat tot die van CZkg in samengestelde rede van Qq tot 1
en van de aangroeiing van PR tot die van 2Z, d.i. in samen-
gestelde reden van Mm tot Pz en de aangroeiing van PR2 tot die
van PZ* (of de aangroeiing van NZ? tot die van 522 en der-
halve in samengestelde verhouding van 4. 002 : C'P. Cd2: en
daar deze constant is, heeft men dan ook CRAG : CZkg =
CA. CD?: CP.Cd, waaruit volgt dat de aantrekking van 2 naar
het stuk der binnenste spheroide gevormd door AmMB. tot die
naar het stuk der buitenste, gevormd door Pap, zich verhoud{
als CA4. CD? : OP. (@ en dat de aantrekkingen naar de geheele
spheroiden dezelfde verhouding zullen hebben. omdat ZPr de
halve ellips Pdp beschrijft, terwijl Mm de halve ellips 408
vormft.

§ 650. Aldus wordt de aantrekking naar de afgeplatte spheroide
ADBE, in elk punt P van de buiten 4 verlengde as, gemefen
door de grootheid 2 ¢ /(/,/,( £ (CF — ('), wanneer men onder-
stelt. dat P/ den cirkel CNVI in S snijdt; omdat de aantrek-
king in /2 mnaar het buitenste lichaam PDp gemeten wordt
s ';('/'. d?

(s

Op dezeltde wijze zal de aantrekking in 2 naar ecne gerekie

204. cD?

spheroide (fig. 12) gemeten worden door —— (s A, wan-

(€ — CS) (§ 646).

.
neer CF de logarithmus is van de verhouding ;‘(I[" voorden
modulus PC. Daar de aantrekking in 2 naar cene gpheroide
ADBE, wier middelpunt in (' en brandpunt in # is, en wier
as AB kleiner dan Pp is, evenredig is met de massa van de
spheroide, volgt daaruit dat indien de densiteit van het lichaam
PDpe verandert, zoodanig dat zij constant is op het opperviak

eener spheroide als ADBE, de aantrekking in dit geval zich
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verhouden zal tot die bij constante dichtheid, als de mussa die
zij in het eerste geval bevat tot die in het tweede.

5 051 Zij nu P (fig. 15) een punt in den omtrek van den
acquator vuan de buitenste spheroide adbe: dan zal de aantrek-
king in 2 naar de binnenste spheroide 4DBE zich verhouden
tot die naar de buitenste als CA.CD2 : (a.C® of als de
massae der spheroiden, in de onderstelling dat de beide ellipsen
waarnit zij ontstaan zijn, weder concentrisch en confocaal zijn.
Om dit te bewijzen, veronderstellen wij P loodrecht op het
meridiaanvlak ADBE en den aequator Opk van het binnenste
lichaam' in » ontmoetend, terwijl de doorsneden PZ(' en pV(!
loodrecht op het viak abde. het doorsnijden in CZ en 'V, z00-
danig dat Zr en VR loodrecht op Cd steeds in dezelfde verhou-
ding staan als Ca tot C4: dan zullen de elliptische doorsneden
PZC" en pCV dezelfde excentriciteit hebben; d.i. ¢D2 cyz
zal gelijk Cd® — CZ zijn. Want indien Zr en RV bij verlen-
ging de cirkels dgh en DGH in g en (¢ ontmoeten, zal Ci* — (/72
= 9% (Zr 4 gr) zijn, terwijl ¢Z (Zr +gr) : ha (aC -+ KO

=22 : Ca® = 0@ — O : O Ca?.  Op dezelfde wijze
vindt men CD2 — CV2: CD — QA2 — VR : OA8. Maar
daar volgens onderstelling (@2 Ca* = CD2 — (CA3 en

Zrd:0a® = VR® : (42 is, wordt Ci® — (72 — D2 avz,
Wanneer nu de doorsneden PCZ en pCV bewegen en in P(%
en pCy overgaan, volgt uit het hewezene in § 650 dat de aan-
trekking in 2 naar den sector, begrepen tusschen de vlakken
PZC en Pz( tot die naar den sector VupC' in laatste rede zich
verhouden, samengesteld als €22.0P : CV2.Cp en L ZCz.:
L VCv of (omdat de oppervlakken €Zz en Vv zich zamen-
gesteld verhouden als de vierkanten der stralen en als de hoe-
ken) als CZz. OP : CVy. Cp. Maar omdat steeds Zr : VR — Ca: CA
is, heeft men tevens :u-h(m'ccu\'nl;.';vns:
Ot CR* = Oz s VO — VR =
PC— (PC?*— CZ22) — Zr? : Cpt — (Cp*— V() — VR =
Od? — Caz , CD*— CA*

s 2 — Zpiy ODs — .- VR2— VR —
Ca®

9) O3 —
()-ca cA®

() Omdat PC2~C7 = Cd*~Cp2~Zp2 — (Od+-Cr) (Cd=Cr) = 7r® = gi* = Zr —

o W
=7t s, enz.
Ca?




(’:ft' (Ca* — Zr?) : :,/‘) (CA2 VR = Cd*: CD* of ook
Cr i OCR = Cd : C'D, waaruif dan volgt dat
CaZr : CAVR = Cua. Cd : CA. CD of daar insgelijks

CZr: N\CVR=Ca.Cd: CA.CDis, CaZ : CAV= Ca.Cd : CA.CD
en dus eindelijk %z : OV = Ca. Cd : CA. C'D. Dus zijn de
aanfrekkingen in 2 naar de sectoren £Z:zC' en PVeC in rede
als Ca.Cde @ CA.CD* en die naar het geheele buitenste en naar
het geheele binnenste lichaam in rede als de massae der beide
lichamen.

§ 652. Om derhalve de aantrekking naar een afgeplat lichaam
ADBE van homogene dichtheid te meten in een punt dat
op den afstand 2 van het middelpunt in het uitgebreide
aequatorvliak gelegen is, zij /7 het brandpunt eener meridiaan ;
beschrijf dan uit /7 als middelpunt met een straal CP2, een boog
die de as in « snijdt, vervolgens uwit « met denzelfden straal
den boog FO, die CB in O snijdt; de aantrekking in 2 naar de
spheroide ADBE zal dan gemeten worden door S ('("![:,:(‘;’,/)EX I'(v;}’){ :
omdat zij zich verhoudt fot die in 2 naar het buitenste lichaam
adbe (die zelve volgens § 646 gemeten wordt door : (:l,'/'i;'[: 34 I;,(/'f’
als CA. CD? : Ca. C. Verder verhoudt zij zich, volgens § 650,
tot die in ¢ naar ADBE als #C0 : CP (CF — (CS). Enindien
men aanneemt dat de dichtheid van adbe verandert van het
oppervlak naar het middelpunt, maar z06 dat zij hetzelfde is in
alle punten gelegen op een met adbe concentrisch en confocual
oppervlak, zal de aantrekking aan den aequator van adbe zich
verhouden tot die aan de pool op dezelfde wijze als bij constante
dichtheid.

§ 653. Laat men alles blijven zooals in § 651, bebhalve dat
men Cp grooter of kleiner dan €'/ aanneemt, maar zo6 dat hef
verschil der vierkanten van €2 en (d, steeds gelijk zij aan dat
van Cp? en (D2, opdat de doorsneden DpCen dP (' confocale con-
centrische ellipsen blijven; onderstelt men verder dat de door-
sneden PCZ en pCV steeds ellipsen zijn die 2C en CZ, pC en

(v tot assen hebben, zoo zullen de afstanden harer brandpunten
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tot het middelpunt steeds even als te’ voren gelijk zijn; men zal
dan op dezelfde wijze kunnen betoogen daf de auntrekking in £
naar het buitenste lichaam tot die naar het binnenste zich ver-
houdt als Ca. Cd. CP : CA. CD. Cp. (19)

§ 654. Is @ een willekeurig punt op het oppervlak der sphe-
roide adbe, gevormd even als te voren door eene met 4ADBE con-
centrische en confocale ellips, zoo zullen de aanfrekkingen in «
naar het binnenste en buitenste lichaam nauwkeurig of zeer nabij
zich verhouden als CA. CD? : Ca. Cd® dus als de massae der
lichamen, wanneer deze zeer weinig van bollen verschillen. Wan-
neer » aan den pool of aan den omtrek van den aequator der
spheroide ligt, volgt het uit het gezesde van §§ 650 en 651, in
andere gevallen kan het uit de laatste paragraaf worden afgeleid.

§ 668. Zij ADBE, (fig. 16) weder eene doorsnede van eene sphe-
roide, met een vlak gaande door have as 4B. # het brandpunt van
ADBE, en 0 een cirkelboog met A4 tot middelpunt, snijdend
AB in 05 zij verder adbe cene ellips gelijkvormig en concentrisch
met ADBE, f haar brandpunt, fZ eene lijn evenwijdig met 47,
den cirkel in Z snijdend, eindelijk ZV eene loodlijn op de as.
Laat de dichtheid steeds cene waarde d hebben op het oppervlak
gevormd door omwenteling van adbe om ab, doch overigens ver-
schillend van die op andere dergelijke oppervlakken. Neemt men
dan VK op VZ 266 dat VK : VZ = d : (D en vormt alsdan
de ordinaat VA het vlak OKZ/(!, wanneer S van C'tot / heweegt,
200 zal de aantrekking in 2 naar de spheroide ADBE gemeten

9 (D2 (A
worden door fi(f),/:s(f-l. OKHC. Want zij Imnr eene andere
ellips, gelijkvormig en concentrisch met adbe. « haar brandpunt;
indien dan 2z evenwijdig met «b den boog 40 in z ontmoet,
en zv loodrecht op AB is, zal de aantrekking in /2 naar
het lichaam, voortgebracht door den ring tusschen adb en lun,
bij wenteling om @b, en begaafd met eene dichtheid d, vol-
2002, CAd  ZVuz

gens § 652 gemeten worden door: 7 . ~ap hetaeen,

('%) Nader betoog hiervau zou weheel overbodig ziju. Men behoeft inderdaad
slechts het gezegde in § 631 onder de in deze paragraal’ gestelde voorwaarden

te herhalen.
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wanneer ol tot nul nadert, overgaat in
20D% CA.d ZV.vV _ 2 CD2 CA VK. Ve
0785 7 0D~ - CF® S

volgens de onderstelling. Dientengevolge zal de aantrekking in 7
naar e geheele spheroide gemeten worden door ')”(/,)/j‘("l\ OKH (!
en verhoudt zij zich tot die bij constante dichtheid 7 als
OKHC. CD : I’'CO. D.(\)

[s Dbijvoorbeeld de dichtheid in eenig punt ¢ van den straal
D omgekeerd evenredig met Od, zoo zal de aantrekking in 2
staan tol die bij constante dichtheid gelijk aan die in 2, als
CF. CO : FCO, omdat, indien 2 de dichtheid in 2 voorstelt,

VK :D = VZ:0d = Cf : Cd = CF: CD en het vlak
S s ) M0 TR 00
OKHC — oD 18,

Dit is hetgeen door Macravriy aangaande de aantrekking naar
spheroiden is geschreven. Het is licht intezien dat daarin eene
groote schrede vooruit is gedaan. Wel heeft nog verreweg het
meeste alleen betrekking op omwentelings-spheroiden, maar voor
dezen is dan ook geheel en al richting en grootte der aantrek-
king voor een inwendig punt en voor een punt op het opper-
vlak bepaald (§§ 634-5 en 644-647), terwijl dit insgelijks ver-
richt is voor een punt, gelegen buiten de spheroide in het ver-
lengde der as of in het uitgebreide aequatorviak (§§ 649-652).
Bovendien is echter door Macrauvrin de stelling bewezen: ,dat
de krachten waarmede twee confocale ellipsoiden met ongelijke
assen (§§ 652 en 653) een uitwendig punt in eene harer assen
gelegen, aantrekken, evenredig zijn met hare massae”.

Uit § 654 blijkt duidelijk dat MacLauvriN niet vermoedde dat
deze stelling voor elk willekeurig gelegen uitwendig punt door-

gaat. Evenwel heeft men terecht later aan de stelling, in den

(*1) Volgens § 652 had men eigenlijk door elk der punten f/ en 2 een cirkel
moeten  brengen, wiens middelpunt op AB light en wiens straal de lengte €D
20D.CA.d
Crs. D
met het verschil der vlakken, begrensd door ) en 4B met elke dier cirkels.
Daar nu echter die vlakken respective gelijk zouden worden aan ZFO en ze0,

heeft. De maat der aantrekking zou dan zijn het produkt van

is dit verschil zonder verwaarlozing gelijk aan ZFVvs.
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laatsten zin opgevat, den naam van ,Stelling van Maclaurin”
gegeven, omdat de ontdekking daarvan toch zeker een gevolg

geweest is van zijne werkzaamheid.

Hoofdzakelijk met het oog op de theoretische bepaling van de
gedaante der aarde, heeft ook p’Avremsert zich herhaalde malen
bezig gehouden met het vraagstuk der aantrekking.

In zijne »Recherches sur différens points importans du systéme
du monde, 3e partie, Paris 17567, handelt hij echter alleen over
de spheroide die zeer weinig van een bol verschilt, en wijdt
uitvoerig uit over de integratie der daarbij voorkomende for-
mules. Maar in het 6 deel zijner »Opuscules mathématiques.
Paris, 1773, pag. 177”, vindt men eene bepaling van de aantrek-
king door eene drieassige ellipsoide met halfassen U, @, @, Op
het wuiteinde 2 der as @, uitgeoefend. Hij gebruikt daartoe
drie verschillende methoden.

Bij de eerste verdeelt hij de ellipsoide in oneindig dunne lagen,
begrensd door vlakken, gebracht door het punt 2, loodrecht op
het vlak der assen a, en a. De doorsneden dier vlakken met de
ellipsoide, zijn dan ellipsen wier ééne halfas o, gelegen in het

vlak van @, en a, tot waarde heeft:
: a® cos z
k S

ik

e = _
) ( “ ) !
7 2 2 -
19 1 4 “,ﬁ 1] cos z\
waarin 2 den standhoek voorstelt van het vlak met dat der assen

'
| o .
@, en a. Stelt men dan de andere as voor door = zoo is
'

Voor de bepaling der aantrekking door zulk eene laag op P
nitgeoefend, kan men dan blijkbaar de formulen bezigen, door
MacravriN in § § 645—6 ontwikkeld, waardoor men voor de
aantrekking naar de laag in de richting der as o' vindt:

1l1~ms::[. L2 15

‘ l 1 A arctan (v2—1)"%
a4 14 1) cos® s
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Projecteert men dit op de as a, door vermenigvuldiging met

co3 z, integreert naar z van 0 {of —, en verdubbelt de uit-

komst, zoo verkrijgt men voor de aantrekking door de geheele
ellipsoide op 2 uitgeoefend :

o~

N/JI;: 2 COS~ 2 . e . 1 '
z p aretan (2-1)72 - 5 dz.

P g TR 2
N ( 1) o N2 —1)7: =
- - CO8~ ¢
[
{
waarin nu nog z door v kan vervangen worden.

l a o l ll‘:
Daartoe stelt n'Aremperr o2 =——_ ; & — e e l — a2
Y2 g B a? :
f 1
’ : . . y'a /gl'
zoodat v's = B (1 4-«*coszz) dus cos’z — s
1'/.4'

'1313: .j-.-‘%__ﬁ.’,:
2 .
cos*zd: = cog zdsin z — e i MU U
& B («* B2 — v - B}
wordt; terwijl men voor de grenzen der integratie vindt
. (44

8in 2

“' en ”". waardoor dus voor de aantrekking verkvegen wordt:
[ k
l"
Sa * ¢ e . a8
= \'!k /’ 4 ¢2-g)dy | I arctan o) ','l
2 . B T 20 md : !
a, . %2(1-4/2) (z-ﬁ-'-u“—}(-ﬂ )il (1-¢2) Y |
'
@
1

eene integraal wier cerste gedeelte, zooals »’ArLEMBERT zulks zegt,
afhangt van de rectificatic der kegelsneden, terwijl het fweede
deel door logarithmen of cirkelbogen kan worden uitgedrukt.

Zijne beide andere methoden bestaan in het verdeelen der
ellipsoide in sectoren, door vlakken, gaande door de as a, of in
schijven, door vlakken loodrecht op die as. Beide voeren hem
echter tot vormen, nog veel meer samengesteld dan de boven-
staande, zoodat hij geen van beiden afmaakt: alleen merkt hij

nog op, dat de aantrekking op het punt 2, den vorm heeft

1 ﬂ-llv . . . .
+—— X o, zijnde @ eene functie. alleen afhangend van de ver-
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hondingen en
S 4 [
1 k
overige dier verhandeling is dan weder gewijd aan benaderingen,

z0oals it den gevonden vorm blijkt, Het

voor gevallen waarin de assen onderling weinig verschillen,

In zijn 48¢ Memoire, pag. 232 van hetzelfde deel der Op.
Math.. knoopt hij dan de afgebroken redenering weder aan, mef
het doel, zich door berekening te overtnigen van de waarheid
van hetgeen door MacravriN gezegd wordt van § 649 tot § 655,
= a, D= a, CP — 0

Stelt men daartoe in fig. 18 4C

PM = @, Pm = x3, £ MPQ = z 700 is klaarblijkelijk
a? —a2 32
2 q 1/ s i i sin oz
l ( a’
.‘/I/l — J'] .I';. Syl B o L
a2 a? .
K sin 2 - 1
l(l'l

Laat men dan de halve ellips 4DB, om AB als as, een
oneindig klein hoekje dZ beschrijven, zoo is het element van de
aantrekking, door den oneindig dunnen sector, in de richting
AB op P nitgeoefend, gelijk aan Mm X sin z cos ¢.dz dZ en
dus die van den geheelen sector dZ J mM sin z cos z dz.

- 5 ; .. e
telt 5 sin ¢ (hetgeen ge-

S men dan sin?s = — — :
o 5

mM =

en dus de aantrekking

T
= 2 . T age »
2a, a2 dZ. f sin { cos ¢ d¢
] 0 N o G
A : *) ¢08 *¢
SR AR (¢, a,’) cos g

eene formule die gemakkelijk te integreren is en waaruit de stelling

door Macravriy in § 649 ontwikkeld, onmiddelijk volgt. Indien toch
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A, .I/.d(‘ haltassen C'2 en Cd zijn der door P gaande omwento-

lingsellipsoide, zal de aantrekking van den sector van deze op P

T S s

voorgesteld worden door2 4 A2 dz [ S SIg cos™¢ dg -
455N A2 (;l/"‘ .Il"ljl'u.\""s

| ZA
4 l [

A
k

waarin " = arccos is; hetgeen onmiddellijk leert dat

zodra A2 — A2 = @ —a2en A = 3 is, de beide aan-

trekkingen zich verhouden als a, "‘/::‘l/‘ 2, zoodat dit ook met

die der geheele omwentelingsellipsoiden het geval is.
Is echter de aantrekkende ellipsoide geen omwentelingslichaam
en dus niet ¢, = @y 200 mag a niet meer constant genomen
) : 3 @, E

worden, maar moet, opdat dZ./mM sinzcoszd: de aantrek-
king van een willekeurigen sector voorstelle, @2 daarin blijkbaar

(72 B
vervangen worden door o' — x
£ s a
/. e
1 3 sin *Z
@’
1

zijnde  Z de hoek van den sector met het vlak der assen @ en @,

Zij nu weder voor de buitenste ellipsoide A2 A =a? @’
;1,\'.3
. , )
en A = o. Stelt men dan T = A'? en

“ f . -
1 4 5 “AS sin 27

bepaalt steeds 7' en 2 266 dat a3 =gy = ;llf A'* en
4 R N

sin2z’ sin’z . : .. .
- — 318, 700 ziet men gemakkelijk dat de aantrekkin-
k

Ale =g
3

gen der aldus bepaalde elementen van twee dergelijke sectoren

zich verhouden als: a,dZ sinz coszd: 1A d7 sinz' cosz de

= a,8in *zdZ A, sin e dZ = ad*dZ : A A" dZ; terwijl it

A’ % volet:
§ .
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In het bizonder geval waarin a, = a, dus ook 4, =4 en

bovendien A2 A} = a? a? is, zoodat beide ellipsoiden
L {

omwentelingslichamen zijn, wier aequatorvlakken door 2 gaan,

terwijl de meridianen confocaal zijn, volgt dan uit («):

a ”!- o (1" . ’ a "1’- . ‘l"ﬁ s o

s — sin 27 Al——s— sin27
[ a? l A2
i i i

r//' a? = <,|{—' —A4°
1 - L sineZ i ! sin?
pe=so s 7
! t
sin 7' sin Z a, 4,
of : e

( 1 _.1'_-‘
waaruit men licht afleidt,

cos 7 cos 4

( Az Az 2_ gl a." A
l/-‘l o- 2 A (% 32;: l/;le fI/,IL(/‘ s'm‘:Z" a, A

\ GRS o = 7\ Ape=dd o o Vl
l/(l - ! a? sin -Z( l,/(l -+ 47 Sin e['\

hetgeen door differentiatie geeft:

a, sin ZdZ ,II sin Z'dZ .~I/ a,
R 13/s° VK A2 l-" a0 AW
> ‘ '

a. |[l +(I! a ~ sin '—'Z‘ 4 :1..|l + - - 8in*Z

[ , A? [

terwijl bij de gemaakte onderstellingen

is. Vermenigvuldigf men eindelijk deze drie evenredigheden term
voor term en verkleint zooveel mogelijk, zoo vindt men daaruit
aaldzZ:A A A7 =aa’: 4 A% zinde de stelling door Mac-
LAURIN in § 651 bewezen.

De pogingen welke p’AremBerT daarop laat volgen om op der-
gelijke wijze het meer algemeene vervat in § 653 van MACLAURIN
te bewijzen, lijden echter alle schipbrenk, zoodat hij eindigt met
te zeggen dat hij aan de waarheid daarvan twijfelt, ofschoon hij
er uitdrukkelijk bijvoegt »het is slechts een twijfel welke ik hier
uitspreek, daar ik het gezegde van Macrauvriy, dat ook hij niet

verder bewijst, niet genoegzaam heb onderzocht.”




EERSTE POGINGEN TOT ANALYTISCHE OPLOSSING.

De grootendeels meetkundige weg langs welke Macravrin zijne
resultaten verkregen had, was ecen steen des aanstoots voor de
bevorderaars der analyse, wie het onaangenaam was dat het hen
niet gelukte diezelfde waarheden zniver door berekening fe be-
wijzen. Wel konden zij de waarden van de elementaire aantrek-
kingen in algemeene vorm geven, maar de integratie dier for-
mules scheen langen tijd, zelfs voor de zeer bizondere, door
MacravriN behandelde liggingen van het aangetrokken punt.
onoverkomelijke hinderpalen te ontmoeten.

Hoezeer in die dagen de voorstanders der analytische en die
der synthetische methoden van onderzoek tegenover elkander
stonden, blijkt onder anderen nit de inleiding van het eerste
geschrift dat door den voornaamsten amnalyticus van de 18° ceuw,
Laarance, over dit onderwerp in de Mémoires de 1'Academic
de Berlin voor 1773, pag. 121, onder den titel van »Memoire
sur l'attraction des sphéroides elliptiques’™ is openbaar gemaakt,
waarin hij zegt:

»Ik stel mij voor in dit stuk aantetoonen, dat verre van daar
dat het onderhavige vraagstuk ongeschikt zou zijn veor analyse,
het door dit middel, zoo niet eenvoudiger, dan toch meer recht-
streeks en algemeener dan door de synthese kan worden op-
gelost, hetgeen dienen zal om een der hoofdargumenten te ont-




zenuwen, welke de vijanden der analyse aanvoeren, om-haar te
verlagen en de meerderheid van de synthese der ouden aan-
tewijzen.”

[n bovengenoemd geschrift en een vervolg daarop, te vinden
in dezelfde Mémoires van het jaar 1775, pag. 273, heeft
Lagranee dan ook inderdaad voor hef eerst, langs analytischen
weg, nagenoeg alles bewezen, wat vroeger door MAcLAURIN was
ontdekt. De inhoud van deze geschriften is derhalve het eerste
dat zich thans aan ons ter onderzoeking voordoet. Wij zullen
dien dus hier teruggeven, hoewel in geheel anderen dan den
oorgpronkelijken vorm, daar deze ingericht was naar de behoefte
van een tijd, waarin vele analytische problemen, welke thans
algemeen eigendom zijn geworden, nog als nienwe ontdekkingen
moesten worden behandeld en uiteengezet. Dit geldt bijvoorbeeld
van de substitutie van nieuwe veranderlijken in drievoudige of
veelyoudige integralen, welke in het eerste der bovengenoemde
geschriften van LaGrance, en later ook in een der te behandelen
stukken van Leaexpre, geheel en al als een nieuw denkbeeld
wordt aangegeven, terwijl het ten slotte nog eens in de Mécanigue
céleste van Laprace, juist naar sanleiding van de aantrekking
der ellipsoiden, wordt ontvouwd. Deze en meer herhalingen van
dien aard, zullen wij ons veroorloven weg te laten. om niet tot
te groote wijdloopigheid te vervallen.

Zie hier dus in hoofdzaak den inhoud wvan de hierop be-

trekking hebbende geschriften van LAGRANGE.

PROBLEEM 1. De algemeene uitdrukking te vinden van de
aantrekking, welke een lichaam van gegeven gedaante uitoefent
op een willekeurig punt, in de onderstelling dat de kracht,
waarmede elk deeltje van het lichaam het punt aantrekt, eene
willekeurige functie is van hun afstand.

Men noeme py, pa, p3, de drie rechthoekige codrdinaten van
het gegeven punt 2, ten opzichte van drie willekeurige assen;
Xy Xgy Xy, die van een decltje i van het lichaam, ten opzichte
derzelfde assen; dan is het duidelijk, dat de afstand » van 2
tot dM 18, r = ) .\.:(.\" /'l)"'. S g T e SR B S e D)
Stelt. men dus door 2 voor, de funectie van », waarmede de van-

b by
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trekking evenredig is, zoo zal RdM de aantrekking zijn, door het
deeltje dM, in de richting » uitgeoefend.(12) Om dan doze aan-
trekking te ontbinden, volgens de richting van deas der ,\".Iw-
X P. #
hoeft men ze slechts met - ' te vermenigvuldigen, terwijl
=
het deeltje dM kan worden voorgesteld door het oneindig klein
parallelopipedum dx,. dxy. dxg, zoodat men voor de elementaire
aantrekking d/77 in die richting heeft:
U
>
X, —P
R (\" 7,)

g o QXD XD AR, e S e s elie NG2Y
12 L('.\'I Py 37

=
‘

welke uitdrukking nu slechts behoeft geintegreerd te worden, over

al de punten van het lichaam, waarna voor de kracht gevon-

den wordt:

R(x,—p) ;
= i e (s Vel R R )
i B (.\", ~7)

Voor de integratie zal men beginnen met ééne der codrdinaten,
bijv. @, te laten veranderen, en deze integraal witstrekken tot
de uiterste waarden van @, welke door de vergelijking van het
oppervlak des lichaams, in functie van a, en x, moeten geleverd
worden; de tweede integratie, naar X zal dan moeten geschieden
tusschen grenzen, welke gevonden worden door de uniterste waar-
den, welke x, in de vergelijking kan hebben voor constante X,
en veranderlijke x, terwijl ten slotte de grenzen voor v, zullen
zijn, de uniterste waarden, welke voor deze, bij veranderlijke X, en

x,, door de vergelijking van hef oppervlak worden geleverd.

PROBLEEM 2. Gesteld dat men de differentiaal Pdx; duy day.
waarin 72 eene functie van x;, @, en w3 is, driemaal moet inte-
greren op de wijze als in het vorige probleem, vraagt men
@y, @y en xg te vervangen door drie nieuwe veranderlijken y;, 75
en 73, welke gegeven functién der eerste zijn.

(**) Natuurlijk is hier ondersteld dat de, in het aangetrokken punt aanwezige
massa als eenheid wordt asngenomen, hetzeen echter door LaGranaGs niet ge-
zegd wordt. Evenzeer is de kracht, waarmede twee massa-ecnheden op den af-
stand 1 elkander aantrekken, als eenheid aanzenomen. Beide onderstellingen
zullen wij gemakshalve in het vervolg volhonden
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Ter oplossing hiervan dient de redenering, welke men fhans
in elk leerboek van integraalrekening vinden kan, doch die bij
deze gelegenheid, naar het schijnt, voor de eerste maal is open-
baar gemaakt. Wij zullen haar hier niet herhalen.

In een gevolg van dit probleem wordt dan echter meer bizon-
der de transformatie verricht van het codrdinatenstelsel @ ay g
tot een poolcodrdinatenstelsel, met een voerstraal », den hoek ¢
welke deze vormt met de vichting der z, as, en den hoek S ge-
vormd door de projectie van » op het vlak der  en x assen,
met de @, as.

[ndien dan 7z de cotrdinaten in het stvlscl.ri’/.ijn. van het punt

P, waarvan de voerstraal uitgaat, heeft men:

A —7 Y (x,—7)? o —
. L =T AFA e e
sin @ — ——— — SIS = T 53
g r” : X —x )V+(x—7)*
Vi Wf.-"}_ T )
en dus: ¥, — . =1 COS O \
' ) ]
v =T sin QIEOBLRED L i i siilel s (4)
¥ —7,=r sin @ sin 5

waarnit Lacrance dan, door differentiatie en substitutie in de
formulen van het algemeen probleem, vindt:

dM =dx; dyg dxg=r*sim o drdddp . . . . . (9)
hetgeen, zooals hij trouwens zelf opmerkt, gemakkelijk recht-
streeks te vinden is.

Onderstelt men nu dat men een lichaam hebbe van eindige
en continue vorm, welks oppervlak voorgesteld is door eene ver-
gelijking tusschen de codrdinaten X, die men gemakkelijk om-
vormt in eene andere tusschen den voerstraal » en de hoeken
¢ en S, en dat vervolgens de differentinal PdM moet geinte-
greerd worden over de geheele massa van het lichaam, zoo zal
men achtervolgens de grootheden », ¢ en S laten varidren en
naar elke daarvan integreren; daarbij moet men echter twee ge-
vallen onderscheiden, naar gelang het uitgangspunt 7' der voer-
stralen buiten of binnen het lichaam ligt.

10. Wanneer het uitgangspunt 2’ builen het lichaam gelegen
is, is het duidelijk dat de hoeken ¢ en $ slechts kunmen varié-
ren tusschen grenzen, welke men vinden zal, door de punten te

zoeken, waar de siraal r het oppervlak des lichaams raakt, d.i.
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dr dr : , :
Wil — o0 en . —oo is. In het algemeen is het zichibaar
dop s
dat, omdat de straal » het geheele lichaam doorloopt, de ver-
gelijking van het oppervlak des lichaams, voor elke waarde van
¢ en & binnen de behoorlijke grenzen gelegen, fwee waurden
van » (13) oplevert, die wij zullen sanduiden door ' en " en die
behooren bij twee punten van het oppervlak, welke in eene rechie
liin liggen met 2. Men zal dus beginnen met de differentinal
PdM e integreren naar », van ' tot »", d. i. men zul het ver-

schil nemen van de waarden der integraal, behoorende bij r» = "
e =1k

Nu ig het klaar dat de punten. waar destraal » het oppervlak

raakt, die zijn, waar de beide wortels » en " gelijk worden;
door dus »' =" te stellen, zal men ecene vergelijking krijgen

tusschen ¢ en S, welke de ruimfe aungeeft, waarbinnen de beide
hoeken mogen varitren, en waaruit men fwee waarden van o,
in functie van 3, verkrijgt, welke wij door ¢' en ¢ aanduiden ;
men zal dus op nieuw integreren voor veranderlijke ¢ van ¢,
fot ¢"; eindelijk zal men @' = ¢" stellen, hetgeen eene vergelij-
king in & alleen geeft, welke insgelijks twee wortels 3 en 3 zal
hebben. Integreert men eindelijk voor de derde maal naar

tusschen de grenzen &'

en S, zoo zal men de geheele integraal
gevonden hebben. Alleen moet men opmerken, dat het gebeuren
grenzen van S moef

kan, dat de vergelijking ¢' = ¢", die de g
leveren, onmogelijk is, of & niet bevat; in dat geval zal S alle
mogelijke waarden moeten verkrijgen en men zal dus integreren
van &= 0 tot & = #. Boyendien zullen, ingeval ¢’ en ¢" onaf-
hankelijk zijn van %, de beide integratién naar ¢ en S van elkander
onafhankelijk zijn, omdat dan zoowel ¢'en ¢" als $'en S absolute,
gegevene waarden hebben; zoodat het, in dit geval, onverschillig

is of men het cerst naar ¢ of naar $ integreert, en men dus

(%) Men merke op dat, hoewel in den aanvang gesproken wordt yvan een
willekeurig lichaam, bij de uitwerking blijkbaar alleen gedacht wordt aan een,

dat door een oppervlak van den tweeden graad begrensd is. In het algemeen

zon deze disenssie veel meer onderzoek vorderen, hetgeen wij hier achterwege
laten. omdat het hier toch juist om oppervlakken van den tweeden gruad
te doen is,
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kan beginnen, op de wijze die de bewerking het gemakkelijkst
miuken zal.

20. Ligt 2" binnen het lichaam, zoo zal men aan ¢ en § alle
mogelijke waarden moefen geven, omdat de straal » in elken
stand het oppervlak snijdt; verder is het duidelijk, dat dezelfde
straal, bij verlenging, het lichaam aan beide zijden van 2 oni-
moet; men zal die beide waarden » en »" van » vinden, door
de oplossing van de vergelijking van het oppervlak tusschen »,

© en ZF; het is dan licht te begrijpen, dat, om hier de volledige

integranl van PdM {e verkrijgen, het genoeg is eerst naar »
alleen te infegreren van » = 0 tot » =" en van »r = 0 tot » = »"

en de som dezer beide integralen te nemen, terwijl men daarna
naar ¢ en F integreert, voor beide tusschen de grenzen 0 en 7.
Daar de infegratitn naar ¢ en S hier altijd onathankelijk van elkan-
der zijn, zal het blijkbaar onverschillig zijn met welke men begint.

Men ziet dus dat er een groot verschil is, tusschen de geval-
len, waarin /' buiten of binnen het lichaam ligt; dat dit laatste
gemakkelijker op fe lossen is dan het andere en dat het dus wensche-
lijk is, altijd de vraag tot dit gevul terug te brengen, hetgeen trou-
wens altijd kan geschieden, daar de ligging van P! willekeurig is.

Fr zou nu eigenlijk nog een geval zijn dat eene bijzondere
discussie zou verdienen, omdat het tusschen de beide anderen
inligt, namelijk dat, waarin 7' op het oppervlak des lichaams
zou liggen. Men kan echter dif geval tot het vorige terugbren-
gen en het op dezelfde wijze behandelen, door op te merken
dat men sfeeds slechts dééne waarde van » zal hebben, terwijl
de andere nul wordt en dat men dus, na voor » geintegreerd te
hebben, slechts die infegratie zal hebben unittestrekken van 0
totl de waarde van r in funclie van ¢ en $, welke de ver-
gelijking van het oppervlak geeft, waarna men ten opzichte
der wvolgende integratitn, dezelfde voorwaarden heeft te vervul-
len als bij het vorige geval.

PROBLEEM 5. De waarde te bepalen van de aantrekking, uit-
geoefend door een lichaam, begrensd door een opperviak van den
tweeden graad, op een (stoffelijk) punt /7, binnen of op het
oppervlak; de aantrekkende kracht omgekeerd evenredig onder-
stellend met de tweede machten der afstanden.
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X iV 1
Ingevolge de notatie van het 1¢ probleem, is hier £ — —. en
o o
"
/ . dAM S
de elementaire aantrekking — derhalve d/” — - 5 LdM.
S ; it

Voeren wij dus, op de wijze van het 2¢ probleem, de codrdinaten
ryoen S in, met het punt /7 zelf tot uitgangspunt der stralen,
zoodut T.=p is, zoo gelden de formulen (4) en (5) en men heeft :
tl/"’ =sinpcospdrdods.

(I/",“ —=sin®pcos S drdods. TRl e W N B e Y
dF, = sin"psin S drdopd 5.
of

T
/"}, —// /sin(pmsg;([r dods
- /
F,‘ :ff /sin'-‘;owsfrr[rtlgcr[&\. I et S
i :// /Sin *osinSdrdodsS |
/

Men zal nu beginnen met naar » te integreren, en indien men

!

r' en ¢ de waarden van » noemt, welke men vindt door de op-

lossing der vergelijking van het oppervlak, zoo is:

T
Vo ;/f (") sinpcospdodS \
; ¢ P !
0
T
/«" _—f/ (r' - #")sin WweosSdodS Nile e «  (8)
T
7, _:ff (r'412")sin%sinSdodF

Daar nu de eindige oppervlakken van den tweeden graad allen
tot vergelijjking hebben X a?x®=—1, waarbij de assen van het
i U S
lichaam tot codrdinaatassen zijn aangenomen, zoo vindt men voor
de vergelijking tusschen 7, ¢en 3,
x2(p, 7 cos ) x,? (/’I.'+ 78in @ cosF)* - 2" (p~+rsinpsin 8)—I
of maar » gerangschikt:
(x? cos® o 4 sin® o cos* T -a* sin® ¢ sin® $) +*
1 N J y
D (2 0GR 2 1 s S 2 <1 1 o~ .
+ 2 (27 p, cos oo p, sin @ cos S x'p,sin g sin ) r -

g2 Loy el Sl L SR TR | ST IR A S el



waarnit men dadelijk vindt :

2 (x2p. cos o 2p SN Q cos T~ a2 p sin @ sin F)
,_‘Z" l’i“_N("+l P, $in g cos 5 a2 p sin @ sin F
% ? Cos® @ - * sin® @ cos® S % sin”® o sin® &

T o a7 sint g o3 - x7 sin g
hetgeen nu in de formulen (8) moet gesubstitueerd worden.
Stelt men nu fer bekorting den noemer van den vorm voor

' " door N voor, en verder:

T
-/.‘-'/fsin ® cos*o do d { ..f/-\'i""'%‘ cos p cos S do dS {
i ety 2Bt s R0 PRPTS e —27.
/ v =4; % / v i
U
z{'lf/sinf © cos o sin T dp d3 (
e il bbb ST
0 N l
T T
%3 8in® ¢ cos © cos Sdo ds 3 sind o cos®S dopdS Y
¥ e LS U it T : - =B
o N i k A N 13
T
2 A e
x [ fsindosinSooss dpas _
0 N /
x T
z'—'//.'in*cm.\'@sinS*(/gz,vl.% o ,,//si11“@si115't'.0>'541<0'/5’ C
7 ! : & = O 02 o 7 7 — :
N Yk N [

i

0 0
T
x['-*f/sin“go sin® S dods 0.
0 W R
700 18:
Bo= 9. 2p A 2p. A\
i P4, Py 44 p4, /
e N » 9 ) 9 ) (1}
o °p, Bi—2p,B,—2p B ST e LY
= -—2% C—2p:.C.— 9. C
i RS A //('/

Gevore 1. Het is klaar dat de grootheden A, A, enz al-

leen afhangen van de verhoudingen van twee der coiéfficienten
%? tot de derde, en niet van de absolute waarden dezer con-
/
stanten, noch van de codrdinaten p van het aangetrokken punt.
!

Daaruit mag men afleiden :

10. dat wanneer de codrdinaten van een punt P Py Py die van

! v
een ander Ap, Ap, Ap, zijn, terwiji beide punten binnen het op-
f d .
pervlak van het lichaam gelegen zijn, de aantrekkingen op die
beide punten zich zullen verhouden als 1: A, omdat /7, Iv'l en /~’I
! N

bij vervanging van P, door Ap, enz., overgaan in A enz. Daav
- i - f
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nu twee dusdanige punten liggen op eene rechte lijn, die doox
het. middelpunt des lichaams gaat, en hunne afstunden van het
middelpunt zich verhouden als 1 : 2 kan men zeggen: dat de
componenten der aantrekkingen en dus de aantrekkingen zelve,
welke het lichaam uitoefent op twee punten eener middellijn,
gelijk gericht en evenredig zijn met hunne afstanden van het
middelpunt. (Zie Macravriy § 631).

20, dat de aantrekking op een gegeven punt binnen of op
het oppervlak des lichaams gelegen, niet verandert, zoolang de
verhoudingen van twee der grootheden z tot de derde. dezelfde
blijven, en daar alle oppervlakken in wier vergelijkingen die
verhoudingen gelijk zijn, met elkander gelijkvormig zijn en ge-
lijk gerichte assen hebben, zullen alle gelijkvormice, concentrische
spheroiden, met  gelijk  gervichte assen, dezelfde aantrekking uit-
oefenen, op een punt, binnen of op hun oppervlak gelegen.
Daaruit verkrijgt men dan dadelijk de stelling, dat de aan-
trekking van een hol lichaam, met gelijkvormige, spheroidische
hinnen- en buiten oppervlakken, op een punt van het binnen
oppervlak, nul is, omdat de aantrekking van het geheele lichaam
dezelfde is als die van het deel dat de holte beslait. (Zie Newrox
Prop. 91 gev. 3. MacravriN § 630).

Gevorg 2. Beschouwt men nu de vergelijkingen (10) meer
nauwkeurig, zoo komt alles aan op de waarden der integralen

A, B enz.
$ t
: ‘ : T
Nu weet men dat wanneer in eene mh-;,rr;lulf P cos x dx.

P eene functie is van sin & en cos “x, de waarden van 2 cosa
voor x tusschen 0 en iz gelijk, doch van tegengesteld tecken
zijn met die voor x tusschen iz en 7, zoodat de waarde der inte-
graal nul is. Hieruit volgt dan dat A =4=B=B=0=0(=0
is, omdat dit, of bij de integratie naar ¢, of bij die naar 5 het
geval wordt. Derhalve heeft men nu:

/"' = '.3//[ .'ll: /",l — 3/'/. Hl.; /"/ =—2p, (". R 1
zoodat deze componenten respective slechts één der cotrdinaten
Py P, en p, bevatten. Daar deze bovendien evenwijdig zijn aun
de assen van het lichaam, is het duidelijk dat zij tevens de af”

standen voorstellen, van het aangetrokken punt tot de drie viak-



ken, door deze assen gaande. Dus is de aantrekking op een
willekeurig punt van het lichaam, in de richting van een der
assen, evenredig met den afstand van: het punt, tot het vlak
gaande door de beide andere assen; derhalve worden alle pun-
ten van het lichaam, die op gelijken afstand van cen dier vluk-
ken liggen, in de richting van de normaal op dat vlak, met
gelijke krachten aangetrokken. (Macravrix § 634).

)y

Gevore 3. Zin in de vergelijking X o« ?
i

*—1 de drie coefli-

i

cienten o, %, %, Yegel maar ongelijk, zoo stelt zij een ellipsoide
RS ! !
voor: maar zijn twee daarvan, bijv. x, en o gelijk, z00 wordt

het oppervlak eene spheroide, gevormd door de omwenteling

van eene ellips, wier vergelijking is «2 a2 - 1;3.\' 2—1,om de
! 1 N

as . In beide gevallen is echter, volgens het voorgaande, de
auntrekking, welke het lichaam uitoefent op een zijner punten
P in de richting van cen zijner assen, gelijk aan die, welke ecne
gelijkvormige, gelijk geplaatste ellipsoide, gaande door het voet-
punt /' van de loodlijn uit 2 op die as, op dat punt 2 uil-
ocfent; welke asantrekking steeds evenredig is met den afstand
van /' tot het middelpunt. (MacravriN § 634).

Gevore 4. Men behoeft nu nog slechts de waarden van

A, B_en C te bepalen, dus de integralen
v T T
ffsin © oS ‘-’g:r[',c([,i-‘ffsin ";gf)t'nsl‘!;:t.[(’z;‘l/:}‘/‘/‘:\‘ill:;gc‘.\'illz.i‘lly‘([&’

% N A N # N

waarin V = a? cos %p + « 2 sin 2p cos 2§ x? sin 2p sin 23 is,
Men kan hierbij twee gevallen onderscheiden, naar gelang

«, = a is of niet.
10. Zij o, = «, dus het oppervlak eene omwentelings-ellipsoide.

Alsdan is N =a? cos?p x 2 sin %o, zoodat $ uit den noemer
verdwijnt.
Integreert men dus eerst naar $, zoo vindt men gemakkelijk
o o .

T Ha e e A
nl;mrf‘ o8 *SdS = 81N 23 dS =
)

u 0

T

T
f/‘.\-ingoms 2ododS :__,rf.\-incpms SPdO: . ol o (12)
N N

0
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T s s
/‘/"\'i”“‘r"'“*;’%’[@"%' f/-\‘ill:"si‘sinf,%rlwl.% . Tfsin:‘crlc(‘..
v : . - = i st o 12 )
4 A J N

: N
Om dan verder naar ¢ te integreren, stelle men cos @ = u:
dan is:
(1 u?) du
£ (zlf— zi) u*

9

N=a?-(x2 % *) u?,
k 1(1 A,

sinSo dp
N

sin © cos?odp

N % %) w2’
II. ) u
x> — ok
e k 2 ¢
vervolgens zij —— = m? () en u = —, z00 wordt:
; o2 m
k
2
(1 w*) du 1 — L, g (o 2
- m2 | m (m* — ) dt
A Y —xf sl 4 B
% 2) 2 x 2 2 % t
7 ) x, (I ~+ m //)3) y
1 —{- m> dt dt
P e Tl [t R LNy Py
AR 14t o, m?
u *du t 2dt di dt

en

a2t (xS — a2 ut o 2ms Y — o 2ms P R W L)
%, - (7.,, %) u %" M (12 %2 m %> m (14-¢

Daar nu de grenzen voor ¢ zijn 0 en o, zullen die voor f

zijn -~ m en m, zoodat de beide integralen (12) en (13) worden:
v m. 1
/ sin %o dop — _/ di 4 1 +4- mff (1
0 N -m xkﬁ mb z,." m? om 14

(") Laerance vergeet hicr onderscheid te maken tusschen de beide gevallen

waarin @ % en % is. De formulen (14) behooren, volgens de voor u°
o e <o

gestelde waarde, bij het eerste geval, zijnde dat eener afgeplatte sphevoide.. Voor het

g : 1—1
tweede geval stelle men——————— — — m2 en w— —, tdan wordt daardoor:
- m (1-4-1)
it ‘l,-/': b 2 dit
(1 — %2 du) B m= (1 == w (1 -+ £)*
Al —a ) 26 o A==
k k 23] —m2—; e
/ Z/. 4 m? (1 =4 2) Y
=: m2-1 *—;’m:’-‘ —%.— 1) £+ (lu/"- 1) 22 AN ///':"- l 2 L A%
2o 2wt (1-4=¢) 2 O 25 2m% g md (148"
k & k
2 (1-7)2 )
en ¥, a% g ‘*‘] Ot L S ¥ Al
x 24 (o 2-a *)u? 2o SmSL(1-4-1)" 4 200 2wt o 2w (1 4 6
k [ k k K k

] n 1 +m 5 n
terwijl de grenzen voor £ hiex zijn en zoodat, in dit geval
l 4 4 1 4+ m 1 w’
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2 2 (1 4 m?
= — * - ) arctan m
o~ m?
4 m W
/‘7";\-111 ¢ cos® odo f dt 1 /‘ dt
en — = Yo 5 3 S ET Y
N % m’ % m =72
o ot /4 . .

2
——3 arctan m,

o m

K

zoodat ten slotte, na vervanging van m door zijn waarde, ver-
kregen wordt:

i

1 1 1 -+ m
& W
¢ = m? ST —m
73

let men nu op de waarden van I'_, /”I‘ en t". alsmede op de
(11) en (12)

vergelijkingen
en voert ook hier de massa M der spheroide in, zoo vindt men
voor het geval der gerekte spheroide.

3p.aBad ) % 2—a 2) Lo a® o) ‘
R I T ]“"( R Tk N e \
{ ‘1’.:_‘ = _‘zi;} ,.1‘:‘ ( = X, \ /
~ L
P 3 3 9 w2\ LA
i ';/‘l.- %, 11._ M \ 41[{ ;.I_ )% /./_‘
F ln}_{ -
A %
'
lx,-' o 2t - o
= 5% k i 4
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of, wanneer men door M de massa
a

4 o :
~ der spheroide voorstel :
% 2

" 3p :‘zlf‘.ll \(7.'-’ % 2)4 (x2—a2)k)
= ‘7_: S0 ) . . arctan X \
/ ¢ 2 —a 2)%a g 3
i PRl i % /
3p.oado 3 (2 % 2y
> ki e 7 459) =0
/’I___)(y_: arctan = q (14)
t A
9
Sp o (x 2 x 2\ \
B L7 s i (S
//" LR arctan .
{ k

Uit den vorm van de vergelijking der spheroide is duidelijk
| 4 1 ;
dat — a. de halve omwentelingsas en — a de straal van
x . x
] IS
den aequator is; voert men deze waarden in de formulen (14)
en (14¢) in, zoo verkrijgt men:

voor de afgeplatte spherovde: (¢ < a)

, 3 7, M \ (a2 — ul"f,‘- (a2 ,,,;')l_'
b= . arctan
: (a= a@r) . 1 P \
J ’
F Sl A=) . af-aDh) V' i
3 — = T = arctan (15)
k 2 (a* l/l-’)" af aw? i \ :
3 :;/', M \""H'“' : ’1':)[ d_,lrl'—'-z//'—')';l \
/‘/ — 5.5 20 ¢ 5 arctan \
2 (a* 1 2)}a 2
o (a a. )'[2 ( «/,
voor de gerekte spheroide: (a > a)
< ¢ ) 12 2)4 |- 2 2.3
S p, A i (a, *)s . (e a?y \
i (a2 a2)’le ( a [ \
t '
9 2 92\ A <
I3np M (a2 —a*)s +a ala?—a?)t /
Qs /" ) log £ —+ iz i 2 i { (15a)
k ) 2 2\ , =4 3 *
...(!L, a=yj2 a a \
3 M (a2 — a2\t 4-a @ (a2—a?) \
) o— 4] ) log ! 3 TR AN o)
t 2(a2— a*)’lz a > \
i

terwijl eindelijk aan deze formulen nog eene andere aedaante kan

gegeven worden, door invoering van de excentriciteit e der ellip-
(a® ™)
i

tische mervidiasandoorsnede, welke in het eerste geval

(a?— a*p
in het tweede —' i8.
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Men verkrijgt daardoor voor de afgeplatte spheroide:

Sp. M { ac ae
/'/ =——3=3 & a arctan a /
G
/‘, /.“ S M \ ae e | \ (16)
e arctan
}‘f. 7, 2a°¢’ | a, a. \
en voor de gerekte spheroide:
o= :;/l' ‘”\ ! ,'l:“‘ £y )
i O 8 a8 0f € /
2alte | a \ o
o Yer 1z w egwAbO%)

Vo v 3 M \ a. (e J,— 1) alel \
— 35 8 = I(l'_" /‘. \
7, P, 2a b < 7 a’ g

20, Indien %, verschillend van %, en dus het oppervlak eene
ellipsoide met ongelijke assen is, hevat de noemer N den hoek &
en zal men slechts ééne integratie en wel die naar ¢, kunnen
nitvoeren. Daar toch de heide integratitn tusschen constante
grenzen moeten geschieden, en men dus ook met die naar ¢ kan

aanvangen, terwijl alsdan S als constant moet beschonwd worden,

7 gin %o d © T sin ¢ cos 2o d o oIy
zal men \'mn‘f v en / P (\_\ P 'bl[('y,l‘“d(' uit-

o o
drukkingen krijgen als boven, mits men voor oL de grootheid
.

ot COS ~F- %,? sin *% substitueert. Onderstelt men daarbij dat
N % '

grooter dan x_en «, duns de as «, de kleinste is, zoo verkrijgt men:

T ) a0 g

~ 5 (% ~cos -,7+Z'

7 — -1/;_7, f K {
' r (x . 3]

. 2 COS*F-o *8in 23)%/a |

( (z 2o 200825 7./’3 sinf.%) 3
) N

%,” €08 "S- Sin*3

a9

%]

‘
;n'('t:m( 5
% 2

: T i
/'( = 4p a? / ) ; 5 = "
- ko (& 7—a Zeo8 S —a® 8in 2T

: %2 — 2 2¢08 25 — a2 sin 25\ }
% *arctan . L =
J 'L’_ 2 CO8 3 + %Z® 8 *F

2¢08°S -— o ? sillifr}) })

s

~

cos *Zd3s

\

%, CO8 3F - o 28in S ) sin 23 d S (17)
:

(2 2 cos *F 4 2 28in23)} (22 — 2 2 cos 23
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OpMeERKING. Al hetgeen fot nu tfoe gevonden is, is geheel
overeenkomstic met hetgeen door MacravriN was ontdekt. Er
zou nu alleen overblijven de absolute waarden van 77, 7 en =
te bepalen, ook voor het geval eener ellipsoide met ongelijke
assen; maar men ziet licht in dat de integratitn die nog te
verrichten blijven, aan alle tot nu toe bekende methoden ont-
snappen. (19)

PROBLEEM 4. Onder dezelfde omstandigheden als in probleem 3,
de aantrekking te bepalen, indien 7 buiten het opperviak ge-
legen is.

De redeneringen, gevoerd bij de behandeling van Probleem 2

doen zien, dat men hier, in plaats der formulen (7) zal hebben:

S ‘@” !
F = / / f sinpcosodrdodd
P

'

P

ol
o

o @” r
/:f / / sin*fosinSdrdodsS . | ..., . (18)
=4 ;’,\' '
gl @ Pl
-:/ f f sin®osinS drdod F
; e o

y

[¥)

en dus in plaats van (8):

' " SDV'
/"l'—'/ / (""—r)ysin oecospdodZ
240 g

sn ov/
/"/ = f / (»"—2") sin %o cos F dodS

........... (19)
! o'
s'r so'v \
&= / f (r"—2") sin "o sin Sdod S
:3_7 sc'
(%) Aldus drokt zieh Lagrange daaromtrvent wit. Wij zallen later zien dat,

bij meer doelmatige behandeling, de formalen (17) blijken van elliptische inte-
gralen aftehangen, welke grootheden echter in dien tijd nog niet aan meer nanw

keurige studie waven onderworpen.
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Hierin zijn #' en »" weder de wortels der vergelijking (9), zoo-
dat, indien wij stellen:

a2 cos %o - sin %o cos S - 7,,‘—' sin 2o sin 2§ = N,
; § § §

x2p,cos g+ a2 p sing cosF - ol p sinpsinF =1,
| » 1['—' P Jien /2 ~+— AN = R,
TN _ 21L°R

03 >
y : , ) ' 21
P—p!= l/—: (" { )? 4 1yt : -

waarnit dus door substitutie in (19) verkregen wordt:

,%" S/;‘N
/ =0 f f L Rsinpcospdods
o ©'

N

'J’/ w”
b 9 f / 1~ R sin 3(;:\ COS Ao UFN o vviivsnies .. (20)
k - (
[~ el \

B et S -
F =9 / / L Rsin %o sin S dodS
= o

N

Uit den aard van het cobrdinatenstelsel is duidelijk, dat ¢

en o" de hocken zijn, gevormd door de richting der x as met
de twee raaklijnen, welke, in een vlak behoorende bij eenige
waarde van S, uit 2 aan het oppervlak kunnen getrokken wor-
den, waaruit volgt dat zij gevonden worden, door, bij constante

Q "
oy 1

' of R=0 te stellen. Evenzoo zijn de grenzen voor 3,
de hocken 3 en 3, gevormd door het vlak der x, en x, assen,
met de raakvlakken, welke door dex as aan de ellipsoide kun-
nen gebracht worden; en daar in deze vlakken de hoeken ¢’ en
(0]

welke de vergelijking 2 =0 twee gelijke waarden voor ¢ oplevert.

"

samenvallen, zullen 3 en $" de waarden van 3 zin, voor

Gevore. Zij p, = p= o, dat wil zeggen, laat het punt 7”in de
as «, der ellipsoide gelegen zijn.
i

Men onderstelle dan weder:

10: x, == o, Alsdan is:
I = o¥p. cos 0, =1 2 cos % 4 '4/9 sin %,
1 ] Y l e 1

zoodat de vergelijking 2 = 0 den hock 3 niet hevat, waardoor men
4
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- '
vmn'(p(lc("msl:mfogrcny,cngp':‘. :u'(-sml ——

(-

= aresin
P |}

vindt, (16) terwijl de grenzen voor & onbepaald blijven en dus

de integratie van 0 tot 7 moet uitgestrekt worden.

Uit den waarden van " en " blijkt nu dadelijk, dat /"’k = /! =0
zal zijn, daar de differentialen alleen sin % bevatten, en dus bij
de hier onderstelde ligging van 2, voor de grenzen ook mag

genomen worden 0 en ¢", en 0 en 27, zoodat elementen waarin

S waarden heeft die 7 verschillen, elkander opheffen.
Om verder de waarde van 2 te vinden, welke nu tevens de
geheele kracht /2 voorstelt, merke men op, dat, daar de beide

integratien van elkander onafhankelijk zijn, men zal hebben:

" -
(0 7§ (@ 8 _a Qo B0 O\ ¥ BN e &
(o7 —a *—-a 2ot 2 p 2)sin 2o\sin o cos o dSdo
o A :3f f Mas ;xS T et Py P3PSl P OB D R ag)
i / % = (e ? z/ffisin 0
sc o ‘ 1 S 'l
o' ’
g [ @il S %22 2pa)sin ol sinoc s ode
— 9r A i Fafa, s il A S, v P
: o ® — (2 %) 8. %

- 12
Stelt men daarin sin % = 5o (hetgeen blij-
x 2 x2 22 p 2
i 3 ‘KL
kens de waarden van @' en " steeds geoorloofd i8), zoo wordt:

2 dt

T (® - x?)

= 2o

i &
en de noemer grooter dan de teller, zolang 2 52 l of p2 a? is, aan
i /i > /1 > i

welke beide voorwaarden voldaan is, omdat /2 in het verlengde der as , ligt.
‘
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Wat de grenzen voor ¢ aangaat, merke men op, dat voor

=09, t=0, voor o — 0, ¢ T a, voor o —o" weder ¢t — ()

i8, zoodat ¢ van — & tot 0 en van 0 tot - . moet genomen
)

worden, zoodat, daar de differentinal alleen # bevat,

a -

o S Sioh 2 2
/., x, /: S n
: arctan
o ) .. ~ )
| J_’~ x‘, /./‘/,_ |
/o /o Q 1/,
L (@ —a ) .I
arctan 2
)
z
ace -

9

- aretan 2, : L TPl =S e B 0y )

Deze formulen gelden voor het geval waarin ¢ > «. en dus
I
de spheroide afgeplat is. De vorm welke zij aannemen indien
a < a, en dus de spheroide gerekt is, wordt weder door
LAGrANGE niet opgegeven.

Alsdan echter is « 2 negatief; stelt men dus:

i
x2a »
w8 ook /f , ¥ 1
= — Pl q %00 wordt :
g %9 . i e
1
Z/‘ZA 2, ~[- o ae— &9
k i
%ot P
4 ( : &l — )
/,v — “ !
T a® /::/‘zi % 2)1 \
k i /%1

x.a pt1 »’zk‘:_ o -.')
)

log %, P | P
). O, N et
/lv { ln ‘/'1 /i/'

72 2)1 Py e a?
(@, a?)i »,+(a
log .
P ). —~ (@27
i 2, ;

! 1)/' --{— ’tf,} / 90
log l/-/' 2 | SV TR 22)

20, Zij %, verschillend van %, dus het aantrekkend lichaam

4*
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eene ellipsoide met ongelijke assen. Men zal dan de orde der

integratie niet mogen omkeeren, daar nu

%,
l— 1 '
— —arcsin = i
¢ AV a P—o 20087 —o SSInF+o 2 ¢
(b k L !
x .
I — apeat ’
o! = aresin— e
: 17} €08 2F 2 ?sin?F+ o p 2o *cos 2
i £\

i8. Daar deze grenzen nooit gelijk kunnen worden tenzij beide
nul zouden zijn, en daartoe de noemers oneindig moesten wor-
den, hetgeen nooit het geval kan zijn, blijven de grenzen voor

S weder 0 en 7, terwijl de integratie naar o hetzelfde resultaat

geeft als voor de formulen (21) en (22), mits men daarin « *

door o ? cos % {- &% sin 2F vervange.
Men ziet dus onmiddelijk dat ook hier l'". =z
o (x 2 cos 2F ~+-a

= 0 is, terwijl

!
V8 {
g 5 < xi\ Zf" - o 2 cos 'J,A /
F=F—=—/14 ds 1 . k dt.
¥ o ¥ (o 2c08%F °\
0 0 12 * i &
%~ COS
k
~ o 0 o 9 - on
S 3 ) y ZO0 1S * — o ~CO8~> L« 8 “ Steedas
[s mu e <a, en<a, 200 isx %, CO8 % ? sin 2% steeds

positief, terwijl deze functie steeds negatief is, wanneer a > «,
>« is. Wanneer daarentegen «, de middelste as, en «]us
1 '

bijvoorbeeld @ > @ > a, is, zoo is diezelfde functie positief van
N )
S 0 kol S = nrosn l/

tot & = 7, negatief van $ — arcsin l/

senvang=—mx .-m-.\'inl/

/ x2
3 = x — arcsin ‘/ £ K. Men heeft dus:

2 1.~

19. wanneer ¢, <a, en @ <a, is:
1 , a2 p (o, 20835 --a *Rin?3)h
2 eos G ¢, 205 %2

X arctan —
X P
:/ i

90 19 *
<Y, wanneer ({ [ en a a, 18.:
¢ S : > )




o . o 2 20082S ) o 2ain 25\
-1/“ \ %, ¥ % /:‘( X~ COS"F - =81 7 )*
’7 2 m-:r—+— 2 28inS-a 2 (a ?cos?Tt-uo 2sin 2F-z 2 )y

0 ! & !

i
% p( 1/'~cn.\'~:7»{f z"~.\‘nl~::rbu—{—( % 208 AF—tor i AF—a 3151
Nloa ik i .(234)
NAVS 0 a0 L v Oaim 2o\ 2 PP T I P 9 d.(
o, ym,w,,-J}— sin %S (Z/"\"h",‘?*f—d\!l”»lll“.‘r 7~; \
30. wanneer @ > a, > @, is:
.m\ml/_ ¥ 4
=3 g Bt o U e S
o feo % % %p (o 2085 +o Tsin 2F)
[ f
9z 200825 — p) o o 200825 —ao 251n2S)" s
o 3, 2c08%S x? $intS (a4 %, 2C08°T—o PN )
] N
(o2 7/9(()\ 35 — ‘7.1‘3 sin "~’£7)"=|
N/ oot ¢ -
¥ arctan . T 5 ds
) a p, (x?cos °F -« sin 23)3 | T
! v
T
5 » ’ 7 o 2p (o ’L'nsﬂ:}**-z/f;\"'ﬂ%)i
~ ~ 1 ! L}
1.8 i = TR A TRTYSEEAT 1 A
35} ;n'rsill‘ %% 2 % 2e0s?Fta fsinSu ? (41/_9(-0.\3,:"!-‘1 25in2g-o *)"/2
s l k i 3 { i

% p (@, 2eos S0 *8in 23 )3 '74“”V’7—+ a 28in *S—a ?)¥|

x P, 2 eos i&—%wz,i .\'111'-’,5')5—{—11 i(-n::fs—»}—x 28NS o ’)’Al
lnnr‘/

ds. (23;)

Naar aanleiding van deze verhandeling van LAGRANGE, beproefde
nu p’ALEMBERT op nieuw het bewijs van de stelling van MACLAURIN,
zooals deze haar in § 653 had uitgesproken, en het gelukte hem
ditmaal, op zeer gemakkelijke wijze uit zijne vergelijking («) een
betoog af te leiden, dat hij zeer kort mededeelt in een brief aan
LacranGE, gedateerd 15 Sept 1775. Hij vermindert daartoe eerst
het eene lid dier vergelijking met Af ‘-Ikﬁ. het tweede met de
daaraan gelijke grootheid ¢?— a2 waardoor hij verkrijgt:

sin Z gin 7'

: Aw
1 |
(I’ ,l’
v (e —ad AL (A% —49)

vervolgens het eerste lid met .-lf — A2, het tweede met het daar-
)
aan gelijke @?-— a?; hetgeen geeft:
(42— A2 cos*Z (a2 — a®)cos?Z
i k ! k
AR — A2 3 T
k $ v A (’}. { e a7
14— sin 32 14-- * gin *Z




waaruit weder door differentiatie

gevonden wordt:

sin Z'dz! d sin ZdZ
( AR AN 7 72 [3' T\ 3/ —
\ k § et o J \ 4 k ¢ “ l
| 5 sin 2/ 1= ' ginex
( T A2 | / 3 a? \
A .: 2
(/,_2‘).
terwijl
{185 ol 8 —_ X - . ([:(2 - .
by '{[,{» — ‘1/.2 : _;3 N (['(.2 s {[.2
S 12 “sin 27 1 e 73 *gin 2Z
o . ( e

i

J

is. Door vermenigyuldiging der drie evenredigheden volgt dan hier-

. 19 07 . 41 0 7 « < 19 g ta. g7
s Al2dZ a2 dZ—=A A, :aa, en dus A A2 Al *dz
wit A'2d a\rdz Ay raa, us 4 A'2dz @ d2dZ

A A : ;l[ a, a,a,

4, waarin het gezocht bewijs opgesloten ligt.

Acht dagen nadat LaGrancE dezen brief van d’ ALEMBERT aan
de Berlijnsche akademie had voorgelezen,

deelde hij haar een
eigen bewijs van dezelfde stelling mede

afgeleid uit formule (28),
waarbij het punt in de kleinste as ligt. (17) Het luidt aldus:

Merkt men op dat in (23) alleen sin 23 en cos 2% voorkomen,
I

N Lo (e s dt
oS +dS =
[ a2 Sn¥= yomdd=—q7—0

7 J_IL X’Q 12

stelt ¢y S — ¢, dus cos 25

a2 ona 29 2 ain 29 P 9 9 , 0 [P N
%,% 08 23 - x 2 5in? y & *—a 3 o8 2F —« 2 8in 23
4 f % o T i % ¢
af—a | (x? % ?) 1
5 A en stelt ten slotte o p. 200 wordt
1 + £~ it g

2

0 K ‘24-2%_(7‘;2 j(l:’,( : % ~+-('xi.~

Warctan g l/

Ingeval p @, is, dat is ingeval P aan het uiteinde der as «.
i 7 > '

o) / ® adt \ ' e s T
) q 7_.2,‘ o
7 &

S L x272
% ,'[

ligt, wordt ¢=—1, dus de vorm voor 7 iets eenvoudiger. Men
kan echter aan I steeds dien vorm geven, door middel der vol-
gende substitutie. Men stelle namelijk:

(") Het is waar dat deze vorm ook die van (234) en (23%) omvat, ingeval
men bogen met imaginaire tangenten in aanmerking neemt. Nergens blijkt
echter dat dit in LacranGE’Ss bedoeling heeft geleren. Bij de nitvoerige inklee-
ding zijner beschouwingen zou daarvan dan w aarschijulijk wel melding zijn gemaakt,




zoodat:

” Pla2- 2B 2 %2R 2) + 4§ o p—2)B2 x AB—B2) 15
Z{z\'/j;;z /3/"3), el 1{: 1’:,/3‘_:_:_:1,:([3,; /3 ) _,/‘,“ 1(2)/3::,‘)‘9
is en bepale de drie willekeurige grootheden 3., ;9 vu[;’ door de
7
vergelijkingen :
B2 o2 gt 2 (a2 —af) ) {ga? —a? 23
Bialyg 9% af) oy dI%; 7)o}
( A B2—B2)—00fp % By
gl —al)Br-—a?(B2—B2)=00fB 3= — = ! ;
i &Pk kN A £ gR (a2 x®) 4 a2
a2 32
2 (02— a2) B2 — x2(R8 2 0of B2 i {
9* (& x?) B, M (08— 3% of B; P (@f —a?)fa?
X i [} ]
Daardoor wordt dan:
P (x2—a 2 B2—x 2 (B2—L2) PP xf—a®)fa 2 C N
F=az 4/3 /a’~» Plal—a) B Pl —aFa’  x2f7 "

tt =:dd: L/'/ (22 —a —)‘Jf"“

q° 17‘—7 )-1—/-'

a?— 9!;_—:r — il XN T o) A= o : e
& ik
7/;:‘ﬁ:7ﬁ;:’ ZIB‘B: B/:)
7.[‘: : 3 l _1_'11.: ; 2 s i * )
7 h g A 2 ¢
s v i - > 2 L 2 DNl —
.,(/ ’3k~ q B/; I ﬂ‘ ﬁl. (B' ﬁ/ )¢ \

7B )/”."' By (B — 8)

Substitueert men nu dit alles in (24), zoo gaat deze over in:

B dd 7]
y .\fﬁ_ 4}3 T(/3 l/ ). }—/’)

BB B
Y arctan l/ﬁ b /3 +(/3~ 7[’)12)')\2(\ P A . (25)
R
aan welke vorm die van (24) geheel gelijk wordt, indien daarin
g =1 gesteld en 7.3. '/.(2, % 2 door [;’3 /3’ 2 /3’9 vervangen worden.
Dit leert, dat de .n.mhcl\l\nw der ellipsoide X o 2 a2 =1 op een

punt in het verlengde der as @, op den afstand p, van het mid-
’ '




delpunt gelegen, gelijk is aan die welke de ellipsoide X /3’,'3

uitoefent op een punt aan het uiteinde der as . gelegen. Noemt

1
B

men de halve assen dezer ellipsoide &, by b, 700 vindt men:
1 P {

i

3 9 .9
tra.”ar
o ! .k {

ey p2taj-a?)p + rllf—zzlﬁ')"/'/.f?‘

Denken wij ons nu eene ellipsoide, gelijkvormig met deze laatste,

doch waarvan de met &, overeenkomende halfas de lengie p . heeft
: 7
en noemt de beide andere halfassen P, en p, 700 is
2—=m2 , 2 79 a P — 2 oK S P : .
P2 =p, + a afenp?=p, ! af—ap, waaruit volgt :

b

o o 0 o
S R —p2 72,
y }I’ ! ot (l! { ;

/),‘:.3 1;/_2 =az —a,
Indien dus deze ellipsoide zoodanig geplaatst wordt, dat haar
middelpunt met dat der eerste samenvalt en hare assen gelijk
gericht zijn met de overeenkomstige assen der ecerste, zullen zij
confocale hoofddoorsneden hebben.
Nu leert verder formule (24), wanneer men daarin ¢ = 1 neemt,
dat de aantrekking, uitgeoefend op een punt aan het uiteinde

der as «, geplaatst, evenredig is met . zoolang de grootheden

a o

@ a, s . )
. en dezelfde blijven, zoodat de aantrekkingen, door twee
az @’
7 t
gelijkvormige ellipsoiden uitgeoefend, op twee punten aan de
niteinden van gelijkstandige assen gelegen, evenredig zijn met die
assen. Noemen wij dus /7 de kracht, waarmede de spheroide
met halfassen 2, 2, #, het aan het uiteinde harer as 2, gelegen
punt 2 aantrekt, zoo staat, volgens het zoo even gezegde:
a. u’/ (I/
- 4 &
N T = I S P =A@ pi = MM
¢y b8, “Yi— il 2; 2.2
indien wij door M en M de massae der beide ellipsoiden aan-
£
duiden.

Maar /' is niet alleen de kracht, waarmede de ellipsoide
I

Y B2ax2 =1 het punt aan het einde harer as aantrekt, maar
i I
ook die, waarmede de ellipsoide ¥ 22 222 — 1 het punt 2 aan-
i 7
W

trekt, zoodat uit /7 =-

i I" mag besloten worden:

De kracht waarmede eene ellipsoide een punt aantrekt, dat



a7

in het verlengde harer (kortste) as ligt, verhoudt zich tot die,
waarmede het zelfde punt wordt aangetrokken, door eene, met
de eerste confocale, door het punt gaande ellipsoide, als de
massae, of de produkten der drie assen der beide ellipsoide.

De stelling van MacravriN, zooals die op pag. 28 is vermeld,
is dan ecen onmiddelijk gevolg hiervan. Zij wordt echter door
LacraNce niet in dier voege uitgesproken, hetgeen trouwens
MacravriN zelf ook niet heeft gedaan.

Uit het bovenstaande ziet men klaar, dat, met uitzondering
van de bepaling der aantrekking op een punt, dat in het nit-
agebreide aequatorvlak der omwentelings-ellipsoide ligh, Lacraxce
in deze beide geschriften, in analytischen vorm, alles heeft bewe-
zen wat MacravriN gevonden had.

[n de Mém. de I'Ac. de Berlin voor 1792—93 heeft LaGrANGE
ten derden male over de aantrekking der ellipsoide geschreven.
Daar echter de inhoud van dit stuk betrekking heeft op hetgeen
infusschen door Larvace en LrceNpre was verricht, zal het beter
zijn den historischen gang te volgen en eerst de uiterst gewich-

tige onderzoekingen der beide genoemde wiskundigen nategaan.

Het cerste dan wat de aandacht treft, is een geschrift van
A. M. Lrcenore, getiteld: » Récherches sur attraction des sphéroides
homogénes”, aan de Fransche Akademie aangeboden, en opgenomen
in de Mémoires des savans étrangers T.X, 1785, waarin hij, na eene
korte inleiding, zegt, dat zijne methode van onderzoek hem alleen
veroorloofde, de aantrekking op een uitwendig punt te bepalen
voor omwentelingsspheroiden, doch dat hij reden heeft te gelooven,
dat voor willekeurige ellipsoiden mag gezegd worden:

De aantrekking eener ellipsoide op een daarbuiten gelegen
punt, is gelijk aan die eener andere van dezelfde massa, wier
hoofddoorsneden dezelfde brandpunten hebben en wier oppervlak
door het aangetrokken punt gaat.

Daarna vervolgt hij aldus:

a?
o S f <oy . s - . - . -
Zij % 78 I de vergelijking der ellipsoide (fig. 17) wier half-
i
assen 0OA a, 04, —a, ().I/ a, zijn en in het verlengde van
[} i N v = :

wier as OA_het punt 2 op een afstand 0P p, gelegen is. Men
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denke zich door P een vlak loodrecht op het vlak der assen
@, en a, dat-de ellipsoide snijdt volgens eene ellips, waarvan ZM{
de helft is. Trekt men dan in dit vlak twee oneindic dichi
bij elkander gelegen voerstralen PMm en PM'w', en laat het
vlak eene oneindig kleine draaiing om de as PQ// 04, volbren-
gen, z0o zal de figuur MM'm'm eene afgeknotte piramide beschrij-
ven, wier aantrekking op het punt 2 zal voorgesteld worden door :

” Pm

dr. rdg. v cosy dp.
n=PM T
indien men £ OPL-—p, / LPM =g stelt.

Deze kracht werkt echter in ' de richting ZM, zoodat hare

(Pm — PM)cos g dp dg — Mm cos g dp dy

componente in de richting 20 wordt: Mm cos® ¢ cos p dp dy. Hierin
de waarde van Mm substitueerend, welke men licht (18) uit de
vergelijking der ellipsoide afleidt, heeft men voor de elementaire
aantrekking :
2a ,(1A111<-|vsffr/1'l»S)/l""{(H PP 7)asin'g+a feosy(a *sinp ta, cos?p-p *sinp)
: P R ey e et T ; : dp dy
(7},~1//~ s~ ¢ r1['_"r(,__~l'()ﬁ‘«/.\‘lll~/; i {Ik"t/J”l‘l\.\‘"(/('“ﬂ“‘])
welke formule nu nog tweemaal naar p en ¢ zou moeten ge-
integreerd worden.
Zij kan echter niet naar ¢, maar wel naar p worden geinte-
greerd. Wij stellen daartoe:
2 a.a a cos? g dy (IAQ (:1(? ~wl'—') cos? g ,

Mz amns 7d-a 2 cosd S (22 ain® 7 - 2 2coss
(I/~((I'_ sin® ¢ - a2 cos 7) a (.1'_ 8in® ¢ | a2 cos 7)

S(@?-p2)siny a2 cos®g a® — A%, a 2colg(p2-al - a?) — B2
$@f-p) o 71 @, alcostg(pr-al +a’) = B

(", Noemt men toch den overstraal uit P naar cenig punt der ellipsoide »

/
en vervangt dan in hare vergelijking Tad, en o door hare waarden in g, p en 7,
700 wordt zij :

(0 cos n ¢ -n.)3 62 sin? 02 sin2 » cos?
L cos p cosy /'/"‘ g FE st g 0 1# p cos¥y
3 )i 5 Lid s —
a- @ (/2
‘ k l

L) /7 @ 2 14 2 cos /) cos II
. L S, I 4
waartit PM + Pm — ——g—rg———a—s ———— PR oy
a® &= SIN"g - a* a = Cos* ¢ 8IN=p - a =a= cos*p cosy
I i &k &

(/,". @ ‘-'|//1: a®
i HAG I
PMC P = ——i—ea et R AT PGS
a*a= sin* I/ = a~*a = cos* !/ s~ /) ‘,L a ~“a=cos "I/l‘lh' /)
£ AF ik P

dus Mm—= PM— P =V~ (P + Pm)*— 4 PM. Pn.
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Daar de uiterste waarden van p die zijn, waarvoor Mm — 0,
2

oy A2 3 : .
dus sin® p wordt, zoo is de te bepalen integraal, waarin

B2
alleen de tweede macht van sin p voorkomt, blijkbaar:

v A -
arcsing ‘/ ¢ n\/v IS
2 f B T sin® l/ A? B2 gin? p dp,

o

o

of, indien nog sin p = 7 Sin & gesteld wordt:
o]

T ‘/ I.Y IR ‘X- 0 4
5 GRS .. I =MA2 B 2 COS~ &
/ B Arale oo R / B4 Ao sin?g oA,
P 1 4~ =-sin® &

waarvoor men door clv bekende methoden (19) vindt:

MB
x | [/1 /,, 21 ¢

(19) Omtrent bovenstaande substitutien zij opgemerkt, dat naar behooren A2
en B2 steeds positiel zijn, omdat steeds P, > a. en, zoolang P de ellipsoide
t t
snijdt, (p* —a?) l4° 2of @2 cos® g - (a2- 2) sin® 0 is,
snije (/i a?) e <L ”l- of u(' cos® ¢ -} (",i /:[_) in® ¢ > 1

Z

9 128a (a2 Nlgtq (p2—a® (a 24+ a®ts2q)
terwijl l:;’/ll/f i /’f 4 /\.—1 /'" ’r‘)ll- 4 .//<]
COTEBY— a*(p? at-+ta?) i i a 2‘/’.'.' a+a?)

3 7 7 Z ke : : b4
is, omdat @ is.

2> @

Wat nn de integratie betreft, heeft men:

7

f— Cos= § ‘/’ ’/k_ f -~|||~g~ e, p ‘S:
B? 4= A2 ot sin® < 2 A7 & sin? S
3 T
2 1 B4 A2 |, T B4 Ao 2 d<
— - - < 4/\ — i
| A ' Lo(B A2 sin®C)] 240"  Aa 324 A% sin2

o

-
T
9

en hierin stellend 4y € — #, zoodat de grenzen worden 0 en oo , komt er:

/ % ,, E.: o / : I/.I‘
B2 Aot sint B (B2 A3 ) £2

Nu ziet men licht in dat steeds
a 2 /l .i‘ ('l).\"‘ l/
4 i

B4 A2 %= alsinqg+a & costy (”A~~ cos? ¢ - II!‘ sin® ¢) > 0
i &
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of, na wederinvoering der waarden van M, A, B en «,

2ra.ap 128in %y -f-a 2 cos? ) 2 o
a.a,p. l/—(' sin%y+-a, 7 l/—l R=gd-ca '“N/d/

9 2 /' a2sin? 2008 2 y 2 b
:.’Y‘" - ([l" { («' S1n r/—*—z!/". COS ~¢ P )

’
hetgeen nu nog naar ¢ zou moeten geintegreerd worden en wel
tusschen grenzen, welke men vindt door de vorm voor Mm aan

nul gelijk te stellen, na daarin p = 0 fe hebhen genomen. Daar

die grenzen zijn - a,
SN ¢ — + ;
= / a9 9 o
2 —al+ta?
pr—ad g
stelle men: a, sin &
sin ¢ = =

| P 18 a8
pg—at+a;
zoodat de grenzen voor $ worden + 7

et 09
en de geheele aantrekking /* wordt voorgesteld door:

T

ara.a, a.n 2 ~1 34 2= q 24 P s 1o
= i f '/ Bl B Gl T 1
— A 2 T0 o 'V a . 9| g o
A % ! ;

"‘- a4 (,.'."-,.'/') sin*S

i A 3

/S0 TR i
l/ 3 cos T ds,
)
P )
1
N b 4 Tra,a,a %
of, indien men i & ¢ — M (de massa der ellipsoide) stelt
2
en in aanmerking neemt, dat alle elementen voor negatieve
waarden van 3, gelijk zijn aan die voor even groote posifieve
waarden, ten slotte:
T

- 3 M , /';' ( ‘ /-/;,_: ?w/‘f‘-(.«' 3
: s a (& 4 1):‘.‘:

(e a ?)sin*s
7k

(”:"",')l //I," """‘.'“ a’™, : ./;— 1/1_"' b l./'fw//“"‘) $in°%
-pat-a’-al
1/ ! 2 £ ¢ cos 5 ds.
/ [l." ‘
zoodat
e //l B - ! =
] f B 7
BV pra g2 SNk B2+ A% 2 oV B
I;:
9
2 2% P Vel fa
Cos o 4 7 e S
dus - S e G s - - -’— >‘ - y waarnit
B2 4 A% sin3 2 A% & 2A2B %

het in de tekst vermelde dadelijk volgt.
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Deze integratie is nu wel is wuar niet uitvoerbaar, tenzij ten
minste twee der grootheden ay @, a gelijk zijn, zooals het geval
is bij omwenfelingsellipsoiden. Maar wuit formule (26) volgt
dadelijk, dat wanneer men de assen der ellipsoide zoo laat ver-
anderen, dat de brandpunten der hoofddoorsneden op hunne
plaatsen blijven, de aantrekking veranderf, in dezelfde verhouding
als de massa M, daar de grootheden + (¢ —a,?) ent (a2 a?)
onverandert blijven en dus in (26) alles hetzelfde blijft, behalve /.

Hierin nu bestaat juist de stelling van Macrauvriy, luidende:

Indien twee ellipsoiden confocale doorsneden hebben, zijn
hare aantrekkingen op een punt, gelegen in het verlengde van
eene harer assen, in rede als hare massae.

Om nu de absolute waarde der aantrekking te vinden, kan
men aanvangen met in formule (26) /»i = a, te stellen, omdat
het geval, waarin het punt op het oppervlak der ellipsoide valt,
tot de oplossing van alle anderen voert.

Men verkrijgt daardoor, deze aantrekking 7" noemende,

Q * o
Ma 2 9)8in? )
3 /{([, d —}— (a a2)sin’S @) o
- 5 5 I e — cos Sd3,
a (az—ap), / S 3

| d[) sin-~a tl[,\
welke vorm echter een bezwaar oplevert, dat men behoort op te
heffen, alvorens verder te gaamn.
Daar namelijk a, de halve as is, waarin het aangetrokken
punt 2 ligt, moet het op de waarde der aantrekking geen invloed
uitoefenen, of men in de formule daarvoor @, en @ permuteert.

Dit blijkt echter uit bovenstaande vorm niet. Stelt men echter

a? ,,/.: a? u/;-'
daarin sin & —a, -* ,,5 — = ﬂ ! u_‘~ = /3,. 700 wordtzij:
3 M /‘ (1 B i—{—(/z’ /J’).rﬂ
. )
3 /3‘,1 . l/ e /3 — p’”d‘,.

en indien dan nog de laatste term \\'vrkv]”k geitegreerd en

a®

AP

W 1 B 22)} L L
I'”:tl”ﬂ:f {3/ ) - A 7’8II.

)

wordt gesteld:




62

1 2} 4z
Integreert men echter /( /j‘ ) ‘{
(1 - /3/:. 22)/2

/l—ﬂfﬂ)g : s - ﬂi: dz &
/Zl—ﬁ’:f}”f’{: (I—/g"::))"‘/(l-ﬂ:::)“:’/:(1-ﬂﬂ‘/( 5

r 1—19‘,._:”’);; )
z(1—4, 5:); B 2dz
% Y / s 50y en dus
(1— /3’/{ ) (1 /31' z*) (1 - /3/ £%)

(1 —8, ) il ! 2 de
f / T dz — l/ = /j/ 7{,, /' > 2

o (1 /J/' ) g 1—8,2 B,2%)

zoodat de formule voor de aantrekking wordt:

., 3 ,Il/" 22 dz (27)
B = (/l_'~' L~ (1 —/3/':3)11 /'3’/:3) The & =Bl k= SMRES

partieel, zoo is:

0

waarin nu blijkbaar /J’A_ en [:’I, dus ook @, en q vrij kunnen

verwisseld worden.
Volgens de stelling van MacravriN zal men nn uit (27) de

aantrekking verkrijgen, welke de ellipsovde, wier

&2

({f__ = 1 uitoefent, op cen punt dat in het verlengde harer

z

vergelijking is

b
et

as a, ligt, op een afstand p_ van het middelpunt, door @, te ver-
i z ’

vangen door s doch zonder « 2 aren al a@? te veranderen.
L i g L4
a? a? A a? a?
Daardoor wordt dan o= tas o & o Proes st
4 X E
/J' 3
en de geheele aantrekking:
M 1 z ds.
Y= 2 2 - ( a? a? NI it a® a 28)
it I/S| i & e Y i L

( iR T 2, !

[n “deze zeer eenvoudige vorm is deze integratie, zoolang de
drie assen ongelijk zijn, alleen uitvoerbaar, door de functie in
eene oneindige recks te ontwikkelen. Men verkrijgt alsdan, in-
dien weder /3/& en ﬁ’[ ingevoerd worden :

SM

b T . P 1 5.0y 13 ng 4
= /',?f :«l:(1+zﬂk;-’+2‘_l_/3,_;.t+...)(|+ ] E .

0
en daar een willekeurige term van de differentinal den vorm
aanneemt:



a2 » 5) R 5] LA
L. ...).11, w8 m) 1) 7 o -'.).)l. . n,) | )/3,, 22 meFan+-3
2.4.6...2Mm p3 2.4.6...2n ! 2

zal de integraal tusschen 0 en 1 van dien te'm zijn:

1.8:5. . (@m—1) 1.8.5...(8n—1) B85

2.4.6...2m = 2.4.6...2n 2m+4-2n+3’

zoodat
3 n—-e 3 5 ) " "

) y M S 1.8.5...2n—1 /\))A'—+—/J)!+
Pritn=0 2.4.6..2n 2n—+-3

1.3.5..2n-1) BB+ 8.3"

S . , . s st VB L 2 (29)
m=0 n—0 2.4. 6..2m 2.4.6..2n 2m—-2n-3

Wanneer echter de ellipsoide een omwentelingslic aam is, dan
wordt de formule (28) in eindigen vorm integreerbaar.
Neemt men l-iiv.u[: @.= a, als wanneer het punt 7 in het

aequatorvlak ligt, zoo vindt men:

LS - 2 dz 2
F = l'-: a® a2 . 3 s il < . 1 . (_'”'
L) |/ 1 k g
( i W )

z
Is hierin @ > @, dus de spherovde afgeplat, zoo vindt men

door

) )

a o Q
a= "'/,- (A a ’/l‘ 5
2 +—— — SIn g en l - — 81n 3,
P P e

i 3

te stellen:

3 .l//), ) o 3;.”})_ < . 5
e = = sin*S ds — = - ( 25 sm23) =
(@"—a ) e 4(a* a)ls
SM  5FsinSeo83, (301)
2p? sin 53

Is daarentegen de spheroide gerekt en dus @ << @, 700 stelle men

a — dag a’z—a
z l// "/ — =193 en I//— k/ﬁ - =1y =,
i i
waardoor men vindf:
9
- 3 ,1/])'. (Bsin,%r, I log 1—sin$,
= o sar —- log —
9 a3 /a\ cos2S 1--sin%
(@, 4 (zzﬂ_ — @) /2 i 1

M cos 35 log tg (450 — 1 S)+-sing cosS (30)
[": . Sill :;&l . . . . ") J




Neemt men daarentegen @, = - @ zoodat P in het verlengde

der as . ligt, zoo is
‘£

7:: M 1 :-“ 1’/.’ (31

= ]i:“' ([:;1 '[3 . . . . . . . . . . . « |2 )

TR | : » 2
prs

z

"

Is hier @, < @, dus de ellipsoide afgeplat, zoo vindt men dadelijk

3Mp 7 SM tgs —9
) ol ; ]“ f/v/': ST = ,,I. 7 l. = : TR Cl N 25 i)
= 3 ; vy tg ey

3

(([:.'. (l'f") (35

A a—a? ar—a?
waarin z ———=1g&en s — iy S8

P Ps

i

i
Is daarentegen @ > @, dus de spheroide gerekt, zoo vindt men:

o . [y
! E— ”_.J/\ -3 §~l<i§4‘1/: ':ii S, R LE IR RSN )

prE
i
12 ,({_3 a®
waarin 8 = £
D,
I

Vervangt men in (307), (30%), (31¢) en (31%) de gl‘m)”ll‘\]vn
S, en 3 door hare waarden, voert de excentriciteit ¢ van de hoofd-
doorsnede de spheroide in en schrijft in (50%) a, voor @ opdat

1 ¢ 2 -

overal de as der spheroide a. heete, zoo verkrijgen zij de vorm:

' S ]7." M < ae ae )~ ]l‘;: -ade? ) ;
= ana o 3 S o 3 (6111
2a%e’ ) II,. [’," \
p2+4a? L ptdale a.c|
I" = I’; '{’]Ul:' z \ ':;”"
pr e P,
Sp.M \ ae ae )
Y — _' L - arcts . ' : : . ) V ' - :‘I (
F—= aseés | P, wretan 7 ( (814)

i
:lp,.\/‘ ag - /'/;' b a.e| z
v - ? £ r ! .
= T -+ log l, s o (314)
p P, ]I: a.c
waarvan de beide laatsten overeenkomen met die, welke op
pag. 51 gevonden zijn, behalve het tecken, waarvan de oorzaak
is, dat hier de krachten in tegengestelde richting van de assen
zijn aangenomen.

Ook ziet men licht in, dat deze formules geheel in overeen-

stemming zijn met hetgeen door MacrauriN voor de maat der
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aantrekking wordt gegeven, en hetwelk overal het —— ge-
T

deelte van F bedraagt. (Zie pag. 39 en 42).

Na deze ontwikkelingen, welke, zooals men ziet, een zeer fraai
bewijs van de stelling van MacrauriN hevatten, en op veel ge-
makkelijker wijze de formules leveren dan zulks bij LAGRANGE
het geval was, gaat LrceENDRE in dier voege over tot het eigen-
liifk doel zijner verhandeling, te weten de bepaling van de aan-
trekking van omwentelingslichamen, onverschillig wat de vorm
der meridiaan zij, mits deze door den aequator in twee con-
gruente deelen wordt verdeeld.

Zij BA (fig. 18) het een vierde deel der meridiaan, in wier
vlak het aangetrokken punt 2 ligt, BC de as der spheroide.
AC de straal des aequators. Laat men dan uit eenig punt M
der spheroide, eene loodliin M@Q op het vlak ABC neder, brengt
door deze de vlakken MQR en MQO, loodrecht op CB en CP,
en stelt CP = R, OCM = p, / BCP = w, £ BCM = o,
Z MRQ = 8, £ MCP = u, PM = r, %00 is:

2 — R® — 2Rp cos u -+ 7%
cos # = €08 w coS ¢ -} sin o sin ¢ cos S.

De componenten van de aantrekking, door het massaelement
in M op P uitgeoefend, volgens de richtingen PC en PV [/
QO | PC, zullen dan zijn

AP S0 e~ R PO E. gy
PM: (R2—2Rpcosu— g2l
0 ="90 gipe pOORPRLG— CRGRD P ET) gap
JVE (R?—2 Rpcos u+ p2)'h

terwijl de derde component M(Q, steeds wordt opgeheven ‘door
eene, die even groot, maar tegengesteld van richting is.

Voor de integratie dezer formules is dan het meest geschikt,
voor dM aan te nemen de vorm: dM = p*dpdodSsing, en
vervolgens te integreren naar p, van liet middelpunt aan beide
zijden tot aan het oppervlak, daarna naar S en ¢ van 0 tot 7,
waarbij dan blijken zal, dat de beide integratitn maar p en 5
kunnen verricht worden, zonder de vorm der meridiaan nader
te bepalen.

Men ontwikkele nu vooreerst de grootheid
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(I i,ms‘u) ‘/(': dp

(183»7-21»'0(_5<).\',cc+p~)*—‘ v (177 (,“\‘u_i_r)"‘-‘

(R—peos ) p?dp — P

. . 17 ..
in eene reeks, naar de opklimmende machten van 3 %00 verkrijgt
v

men, met weglating van de termen met oneven machten (welke
toch reeds bij de integratie naar p zouden wegvallen, omdat
daarbij steeds twee even groote termen met tegengestelde teckens

voorkomen, tengevolge der symmetrie van de meridiaan):

2 ap 1-LE a1y 4 Lt |
s p 2] =
o= ]f:’ ; ( n=-1 i + p I""\ ‘

waarin nu
.»1 1 &=n (’u- ’/url)(..n, Lt~}—1»)...(-llL~?*2lt-l)X w(n-1)...(n~k+1)

2(n-k)
T 9n ,_4( 1 1 9 = - " 1.9 - CO8=1-k) g

2l &' el er e ueil

0

is. (20)

(*) Bij LrceNpre vindt men slechts de cerste waarden van A4 opgegeven en
n

het bewijs ontbreekt, dat deze vorm algemeen is. Men kan dit aldus aantoonen.

VAN f. — s, zoo 18 de vorm tusschen accolades de ontwikkeling van f* () =
v
— 3/ ALL(:) [P
(1 —scos ) (1—2 s cos g 44 1% zijnde f (5) = f(0) }~ “) - I.(:Z 5° 4 enz.,
terwijl blijkbaar /(o) = 1 is, zoodat
"2n (u) 3 i 21 (0) X
'I:/ :J—{—]_. E s,
Y e et l.z.:s..,(z,/-{_n :
Stellen wij nu nog: 1 — $c0s g = en (- § co8 g |- s° 2 — o,
S My ) 7 m—1y
700 is f(8) = wv, dus f2n (5) = :j‘:')’l = l/" :/;’, 1///..-2:»—’1 o
d2nyp Pn—Ay
Maar ’I/[,: — — 08 Hy /[li — 0 dusis S (s)= (1—s cos #)I/VZ:K — 20 cos 7’ :I_\-".!,n——ll‘

Volgens eene bekende formule (zie bijv. Sehlomileh. Uecbungsbuch z hih.
Anal. 1. pag. 34) is nu cchter

Ay —fae—5a.— s c— M:j-'l = ’
i e o 3 A 271 (s - cos g)2n(14-3 2n g + BB 2mgm)
(1—2 s cos K8 ° /2 1 2 "
dn—1
3/, 5/

([an-l,- S T R e el ey on-d :

o o y M1 smpos g0 ) 2101 (] *_ﬁ 2n-1 ,/J_[} 2n- i// ‘/j‘ln-ll n~|-)
dstn-1— (1— Hm,u-{-é n—-1/g" # n1?

—2 5 co8 g - s? m(m—1)(m—2) ., ...(m—2k-41,X (—2)k
waaring — —— & *_' B = 1, ./ .
4(s—cos )t Py 1.2...k(Rm—41)2m—1)...(2m—2/43)

)



v
b

De integraal van deze reeks naar p en wel van p = — CN tot
=~ CN zal nu zijn:
1/,.+ 'S 22041 A o

= 2n—+43" ! u’~’"\

3/ 5/ A" 4n+-1

= i — —
st [ fa {

[8ses 5

[2n ($) = : [ = “ 2271( 1-$ cos ‘LLJ(.\' . """‘u)g”(l ~+—ﬂ ‘_”’I+ B 2" ”
p (1—2 s cos “ + %) 2 37,
-3/, —_ =44 ——',I' n- l
— ,v- , /2 /2 3 2 l) -1 In ‘.”5#(._‘._‘,“5_#)'.!114“ f-ﬂ|2"-1v/+..~}-32"",/"‘1)

n-1

1—2 & cos 77 + %) 2n _}"I, A

dus

9n - 9 1 a 9 1 n

S (0)=35.7...(4n +]) POR - “ \ 1 Jf— B o de u\',u+ﬁ2 ) ("‘l'o.\‘:’u) _Fmﬁ” y (178"/‘) )
P \ ) L3 1 w19

7'{.;,. ‘“‘(‘Akﬂi—l).ZH ‘-“52”# l [—ﬁi-” 1 "(rll\ 7 ﬁ i ] (l'l“\ l‘) }— ﬂ;"l (t‘|‘l“#

2(n-k)
v 2: 5 211 CoSs lu'
— 857, “_”*l)\ 2% i_l)(m-n'u-f—\ [\l//+l)ﬂ1r );,Bn _J (~“L i‘

De laatste term, overcenkomend met % — », bestaat wel is waar niet unit de
som van twee termen, maar kan toch onder het teeken 3 worden opgenomen

omdat I’ =1 van zelf 0 wordt. Nu is echter:

(47— ])ﬂf"—flu l[;’/;‘)"“l =

oy 2 (2n-1)(22-2)...2n-2%k+1) 22(2n-1)(2n=8)...2n-2k) )
Sl X (A1) (dn=3) . . (dn=20+3)" 1.2.. . kX(dn=1){(4n=3). . .(4n-2k-1)
= (- _.,)“ ~/I( 2n—1) (Bn—2).. (2n—2k+41) 2n41
AR s kX (4n—1)(4n—3)..(4n—2k~+8)  dn—2k+ 1
dus
S2(0) =3.5.7... (dn—1).22+1) X
. &=n 2a@n—1)...... Rn—2k+4+1) cos2- U#. )
X :""5"'#*”‘7‘-'1 L2 kX (n—T) (hn—3). .. (dn—2k+1)  (—2F ¢

2a(2n—1)....82—2k+1) — 3 nls
1.2.. Fldn—1)(4n—3)...dn—2 F+1)
zijnde de teller een produkt van 2/ dus 0 factoren en de noemer cen produkt
van twee % tallen factoren. Voor %= 0 verschijnt dus de 1° term, zoodat ook
2nZnrn—1)..0... 2n—2k-1)

S (0)=8.6.7. . . (4n—1)(2n+- 1) L (—]) ,l/‘ 1.2

Maar voor £ =0 wordt

s2(n-k)
«k(dn—1)(4n—3). . (4n—2k—+1)°" )22

= /"" (o)
n (2)1+])

2n@n—1).... 241 D
2...k(dn—1) (4n—3). .. .(4n—2F—-1) “
9k—1)

¢ “_“.'c;n—h‘u J
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Vervolgens moet nu de grootheid

23 | 22041 o) .
gl 3 ; s A S-fisinodod3
/\,_ ( /8 )‘-‘) l:')' n 3 " /\ 2n \ SD T

naar $ geintegreerd worden. Daar echter o enkel van ¢ af-
hangt, op eene wijze, welke door de vorm der meridiaan bepaald

T T
wordt, behoeft men slechts de inh'gr:llcnf = z-vnf Andg

0 0

te bepalen. Men substituere daartoe in A4 voor cos g, hare
n

waarde cos w cos ¢ - sin o sin ¢ cos 3, stelle

CO8 @ COS @ = @, sin w 8in @ = b,
£ =MD s (D e R e T el o
S2m@2m—1)...2m—2x41) 2r=0 g p . (32)
- o 4'—' () o m” p
poopy il B EE L RCe e (&)
|Gy “"—"'('3 m—1)2m~+3). . .2m—~+2n—1) p ( (33
on = ‘. 2. «am. 1. :.). ..... (n m) m = 'u. (Rex)
- m 0
x

700 m/ A dsS==rA,

n n

0

zoodat de gezochte integraal is:
2z 03y (2041 p2n | . g
ENfed <A =_—osinie deo. (*Y)
77l (4 —gan—8 n Rm[FmPOP
of daar
135, ... (4n—20—1) __1.35...(22—2%—1)(2n—2k+-1)....(40—24—1)

ok 1.2, .. (2n—2k).1.2. .k 2F1.85...(2n—24—1)2.4.6..2n—20).0.2. . .k

N4 (2—2/-4-2) (2n- 2(‘—{—-“ coo2n__(2n—284-1) (20—2k4-3)...(4n —2k l)x
(2n- —21‘+2)(2;} 772A'~f—~1~) i D S G S
NV (% 1) (7 — k1) 2%
Yok k
is,
k=n 2n—2k4-1)(2n—24+4-3)...(4n—2k—1) n(n—1)..(n—k<- : s
“’,,:;a S s 1./ = zl+ e (1.2?)..(.’/.’.’.,4-‘ oostin=ty g,

zijnde de algemeene uitdrukking van de vorm waorin LEGENDRE £ , A4 , 4 en A
1 2 3 4
(bij hem 4, B, C en D) opgeeft.
(*Y) Aldus vindt men de integratie bij Leeexpre, met dat verschil dat niet
de algemeene vormen van 1’“ en .'l’“. maar slechts de cerste waarden, voor
- i
moof » = 1, 2, 3 enz. opgegeven worden. Daar echter de wezenlijke nitvoering
hiervan wel eenige toelichting behoeft, moge hier het volgende bijgevoegd worden.
Volgens het bovenstaande is:

P R
% s E@n—2841) @n—284-3) .. (4n-2k-1) n(n-1).(n-k-41)
4, d% (-1) I 6} S BTN
gn k n( . v e e e vdeievie

T i
><f (a —}—bvusS’)-(' 1)1/3‘ i



69

Ten einde nu de laatste integratie te vereenvoudigen, neme

men in aanmerking, dat de grootheden A' op de volgende wijze
e n

kunnen ontbonden worden, in factoren, die alleen functien van

w of ¢ zijn, t. w:

A 1m ,‘ (*1) ; “'»(2711+1)(2m—}—575). .. (2m~+4-2n—1) mszl.:wx

—9n o %
= 1.2...m.1.2 ... (n—m)

>, T n( 7]) 5 m—{—] ) (2m43). . . (2m-}-2n—1) co™

OIn ~ o
“m 2. ..m1 .3.. (n — m)

v, (34)

welke stelling later v.ul bewezen worden.
Stellen wij nu nog de beide factoren van A’ door £ en ¢
L 1 "

T
voor en verder, 4 / 2 p3dosing =3 M,
o

T
Nu i.\‘/ cos2p+1 §d §=—0,

0

w =\ V.3 T > T
/ c0s?’ S dG f (-“;3.""35;/,3-_/ cos 202 § sin S 1S / ('ns"f""ls-//'%_{,

0 0 0 0
. & 5 9 4 v
(oin Soos g (sin Goos 271 gy : cos 25 dS,
=T ¢ i ey ) S ey .
S== S=0 £
T A x Pp—1 2p—3 3
dus f(us S dS ___'./’. » ]fu)\.,,f )’%’/':——‘-i]‘ 1 ,:2317:; el ]2 .,
0 0

derhalve

7:l— 73 L\‘ %) \e(2n-2k+1) (2n-204-3) . .. (40-28-1) n(n-1) . n-k+1)
ll’/:'— Sl ('lJ - 5 : BN 1. 2 k X
ALY 2NN l. L n « & reeens
C=NE T n-) (2n-2Kk-1) o o . (-2 k20 4-1), (20-1) (2-2) . v v 1 2n-2k-2x ;2 ||
S ] e O e o Tz X3 029 . 3% 4 :'S
L0 /
of, indien # — k= m gesteld en tevens eenige licht blijkbare vereenvoudigingen

aangebracht worden :

x ST m‘\:“\ E “’m—+—l)(..m+§) ~m—|—- n-1) 'n(n-])...(ul—{—l)
4,03 = 1.2 ... (n-m) X

In =0 tae s i ke oy W (e el B0 ieid
0

Y 2m(2m-1) . (’m-""*‘]) 2(m- r) “' J
X ‘-J ’v ~l-."

m=n n—m ;e ] &\ ¢
LS (;1) (37,";)—1—71,,(3“{4—.;}..,/>,,,+M -1) Po=md,

—~)”", 1. 3 .oom. 1.2 3 ... (m—m)
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2 s 4 < o
47:‘/ p2n lego.xlngo.d)"_ujlx",

z00 zal de aantrekking in 2, naar het middelpunt der spheroide,

de volgende eenvoudige vorm verkrijgen :

smM(1 n= -; ®2nf142, ) o
3 « 5 o ¢ . . . S - . - )

|3 on+38 T 10

Pi= >
\ =
waarin nu % alleen van de vorm der meridiaan atfhangt.

Op dezelfde wijze zou men nu de kracht @Q kunnen vinden,
maar men bereikf dit doel eenvoudiger op de volgende wijze (*)
Zij V de som van de deeltjes des lichaams gedeeld door hunne
afstanden van het aangetrokken punt:

a M o
o f(/’zﬁ—-".![\’p(:nspc:}:p'-')& ol e pars SSipY)

Z00 18:

3y f (R — p cos w)d M )
A 3 R
9 (£*—2 R peos - 212

en daar

0O . . a
o LOORE sin o €08 © -~ o8 w 8in @ cog &
d v \ 2
is,
208 JOS € l OF
i = “”’"’“\ﬂg ( \,nngo(‘x:r)[”:”
T dw T (£82—2 B p cos - p%)=
oV X
Door dus — YI’ gelijktestellen aan de voor 2 gevonden
oL =

waarde, vindt men:

12 A =L s
y—3M(1 + % 5ors -
B3 2n-43° p

n='1
dus
’ n =00 o a4}
P s 5 s
S 28 (2n--3) " Jw
n=1

terwijl

02, __sin 20)‘"“; n m--1 (2 m—{-l )(2m—+4-3). . (...m + ’u—l) 2m-2
o ‘-a)ﬂAm__l e ¢ B U (n-m) =

(*3) Hierbij verklaart Lecenprr dat de hier gebruikte eigenschappen der

grootheid 7 (later potentinal gensamd) hem door LapLack zijn medegedeeld.
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Neemt men in £ l" voor w de waarde 0 aan, zoo wordt

lll;l "—“".Zn—-}—l z

$hn =1:(%); Q=10 en:Pi= 7 ( 3 -+ i 2 n+ 3 ],:)"5
Maar voor w — 0 ligt het aangetrokken [mnt in de as der

spheroide, en daar de grootheden «, en M onveranderd blijven,
volgt hiernit de stelling:

Men kan de aantrekking, uitgeoefend op eenig punt door een,
ten opzichte van zijn aequator, symmetrisch omwentelingslichaam
vinden uit die, welke wordt uitgeoefend op een punt, dat in de
as, even ver van het middelpunt gelegen is.

Wil men liever de aantrekking op eenig punt onthbinden in
twee krachten X; en X, evenwijdig aan de as en aan den aequa-
tor der spheroide, zoo zal men de waarden voor 2 en  moeten
substitueren in de formulen

."\"_: P cos w—Q sin w en X =P sin w4 Q cos o,

waardoor men vinden zal, na een gemakkelijke herleiding:

" § M cos o)& 1 n—e 2n + 1 @
‘\ = = b [7 TR lL’ 2n ><

1-— 1.1 ( e; nu:] (’II—*—J)
X 7"":‘"' 1 H—m( m—{-j)( ’”+ ) (’7"+ u+1) ‘.m :I/
m:,,(‘- ) Lol . (n-m) |
i = (38)
= 3 M sin m( 1 n=—0eo 1
- - S , 3 + 2 [ 92" (2 R ’n ><
e | 9" (2m - J)
m— -m (2m—4-1)(2m~-3)... m+ 2n4-1) , 2m :l)
> n-m
X ,1,) 0 (-1) 1.2...m.1.2... (n-m) 8 s

Gebruik makende van de formulen (31¢) en (31%) kan men nu,
door middel van het hier gevondene, de aantrekking bepalen,
welke eene omwentelingsellipsoide op een willekeurig, buiten
haar gelegen punt uitoefent. Indien men toch de grootheid wit
Sle e ae : : ae
(31 ),/, — arctan 2 , als functie van 7. , volgens het theorema

4 i i

van MacrAuriN ontwikkelt, vindt men:

23) Hierop berust de geheele volgende redenering. LecrNpRE zegh dat men
het langs verschillende wegen kan aantoonen, maar doet 7l|]k~' niet. Het is mij
niet gelukt, een algemeen bewijs te vinden. Voor » — 1, 2, 8 enz. kan men
de waarheid natuurlijk gemakkelijk inzien.




D ]
s 3 ll”;°° ( I_),,,.| 1 ((w)“”"“'
e T, 9 T
2n | 4
R +1 12,
of indien men 2, door R vervangt, den eersten term buiten het

teeken X brengt en n door n —{—l vervangt

y

L 3M(1 n=e (dc) 2m)
e e e .z,.+ -~ (89)
n (M 2n 4
zoodat a = (—1) 2:?—)1—1 is.

Hieruit vindt men dus voor de componenten X, en X, even-
wijdig met de as en het aequatorviak, van de aantrekking, door
eene afgeplatte omwentelingsellipsoide op een willekeurig buiten
haar gelegen punt unitgeoefend :

¢ — 9 \
3 M cos m; 1 n;w (m)._n. M

n 1
X}.: - ‘/\.:7( 3 + — [(—l) 2'1 (i;+ :j) (/\)

m=mn —n (2m 1—3)(_477 14-5...)(2m+-2n+ om |
Nn—m 4 < ’
X2 (——l) A e ..(u,-m) um ) )
m=0
M= (40)
P T ; =
:73 1]/15113 w; =

1 n 1 ae\™
X dnif 5T g i 1 [(“) 2" 2n) (_2}i+3)(/\’) X
Y m}.-l:_—n, 1y );;;+l) (2m—4-3).. ( m+2n+1) (-ust m:] :

L 1.2...m.1.2.. . (n-m)

Behandelt men de formule 31» op dezelfde wijze, zoo vindt
men voor de ontwikkeling van 7' hetzelfde als in (39), met weg-
lating alleen van den factor (— 1)", zoodat, voor het geval der
gerekte spheroide de formulen (40) onveranderd blijven, met uit-
zondering van de weglating van (—1)" onder het eerste som-
matieteeken.

Daar nu de formulen (40) van de ellipsoide alleen de massa
en de excentriciteit der beschrijvende ellips bevatten, volgt- daar-
uit de volgende uitbreiding van de stelling van MAcrAuRIN:

Wanneer een zelfde punt wordt aangetrokken door twee
omwentelingsellipsoiden, wier beschrijvende ellipsen confocaal
zijn, zijn de aantrekkingen gelijk gericht en evenredig met de
massae der ellipsoiden.

Van deze stelling en die, welke MACLAURIN in § 634 heeft
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bewezen, maakt LEeGENDRE nu gebruik, om de formulen (40) door
anderen, van eindigen vorm, te vervangen.

Indien immers de meridiaan 4B van fig. (19) eene ellips is,
kan deze nu worden veranderd, in eene, welke door P gaat en
met de eerste confocaal is. De componenten der aantrekking in
P, evenwijdig aan BC en AC zijn dan (Macr. § 634) gelijk aan
die in de uiteinden der overeenkomstige assen der nieuwe ellips,
resp. vermenigvuldigd met het quotient van de coordinaat van
P en de as der nieuwe ellips.

Is dus weder @, de as, a de aequatorstraal der gegeven ellip-
soide, en noemen wij Ai en A dezelfde grootheden, voor die, welke
door P gaat, zoo is, omdat de codrdinaten van P zijn, R cos o

en R sin w,

{s — R E 4 VRV 2 B2 e® cos 2o)+cg)
Ap =20 7 T TR e
5 = Y e s o (@)
j2 — B+ V'RV 2 R G cos 20 09>
42 = 5 8

waarin ¢ de lineaire excentriciteit der meridiaan, dus bij de
afgeplatte spheroide de grootheid ae, bij de gerekte a g voorstelt,
waaruit tevens volgt, dat de bovenste teekens hij het eerste, de
onderste bij het tweede geval behooren.

Noemt men nu %, en k de aantrekkingen, door de nieuwe
spheroide in hare pool en in een punt van den omtrek des
aequators uitgeoefend, zoo is:

X — j Rcosw X = R sin o

S A

terwijl volgens de formulen (319) en (304) bij de afgeplatte

spheroide:

S3AM ;¢ ¢ SAM ¢t et
k.= — ( --— arctan )‘/; ————[arcsin . — %
: c” Ai Al 2¢° v A?
‘
is, zoodat hier
X — 3MEcos w (e T
i c? A, A, /
z il A9
3 MRsin w s r_-A)\ il . (42
A e (urcsm - z
2¢3 A 421/

is. Op dezelfde wijze vindt men voor de gerekte spheroide, uif
(31;) en (300);




3 11/;, Co8 o { ¢
(— "1 —*—lmrl, + /

: . (424
3 MRsinw [cA ,-1_+,; \
K= = S —Jopiod
2¢3 42 A

Wil men eindelijk deze formulen in dezelfde vormen brengen

als de formulen (16) en (164), zoo ziet men licht in dat

WMWY e o g 5
R — L/;’;’, R cos v — P, Rsine — V Z)A-J _*_/,INQ
/”/ /”[ X
B R =]
et €

; oy 2y l/,/’,,’.2 G
is, zoodat men heeft:

voor de afgeplatte spheroide:

3p. M ae
/i . — arcts
: B (1 wretan - ) /
: 7 (l‘;)
F, ],v{ 3 M ( ae  aeA ) \
7 = ? = a8 arctan r ey
* l i A

voor de gerekte spheroide:

3p.M A +4ae age
Fo=—i (l()g - > 2

I

i a? e3 A= /
g L gt 2w (d 80y
/”L /"I S M ((I,ﬁ Ai ,»1(_-{»—{][,(3) \
=3 =gas - — g5

Ter volmaking van het hier behandelde, blijft nu nog alleen
over, het bewijs van de door formule (34) voorgestelde eigenschap.
Om hiertoe te geraken, stelle men:
; | o g;"' Gl |
-, COS * =y 8111~ s
[ e ™ P ™ P =i e

o8 o i _:: — sin %0
700 18:
a3 w? o T 1
(I+',))(l+w) (14 *) (1 4 ¢°)

P A 2m (2m = 1)..(2m - 22 1)

(L o) (1+¢) T B By 7 G
A ! ‘[1 1" '”(~ln+|)(~/u~{ B). .zm+zn-|, 1

) \/
n P W 1.2..m.1.2....n—=m) {(l-{—m:)(lrf @2)\m”
L

m 0

k—=m 9 9 panis(] 9 __

m(2m 2m—2x

o 5 2m@m—1). H=E) o pyim—n =
AT ROAR 4% e o (P

)2(1:1-1)
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(5,1

= 1 = [ 1:1+])( 7/1-}—‘3) .(2m-2 n-—])><
—:2(1—}—«;)’)(]-{-(,92):”m"'” . m. 1.2, . .(n—m)

- _ At Do (2 ///—])..(:_’m— \—{—-]) Rl

><:<1+m'-'u1+so—>( 8 B U R e
Ly m=n w—m (2m+1)(2m+3). .(‘7w+ n—1) i N=nigg I

LA 2n(1 + W ””,LU( D 1.2..m.1.2...(n— m) (-t
— l 4 ‘n yn—im ("' m + l ; (“ m ‘f—“”" l) 1 _ 2 Yn—mp2m
"—'J“(l+$0"‘)”m‘\"”( 1. 2. .m. 1. 2...(n—m) A Fg)erpss.

Men stelle nu verder:
wo=p,en(l-4 o)l 4 0)=g¢g,

o ) 5 R TP
w2 m (2 m— I .(..///- 2a-4-1) pn—a) = p! |

SRt T e 2 "/
¢ 5 5) '

| ,,«‘\-;:( - _/1/+|)( 2m—- 5) '("”I_*_"”‘"—l),/n»m R Tl

2 e 1.2.. . m.4.2...(0n—m) " n

n o
(1407 .(l": .(L'", en (1 4 ¢¥)" fl)” = ‘I”"
zoo is het verlangde bewijs herleid tot dat der vergelijking
A= OUE AP S0 o i s hat e iy RSt s W s (B4N)
n n n
Men voere nu eenige nieuwe grootheden Q' , 3w, o als
x 5 m

volgt gedefinicerd, in:

Q = \‘ "EmA41)( ..m)l...m' —I)...(‘Zm.—~‘2.\‘+2)/’2"”"‘)‘“.

e A 2 TRT LA Y ()2
B — 1 e ( l)”' "(2m—-3) (2m+-5) ... \._m‘«f— ll+|) '*"’
S L I. 20 . . m. ] 4 (n—m) @,
m 0
o o LR ( 1;‘ M (2m+-3)(2m+-5) . //1+..n+1 ;( +0F)n—m “‘_’m—[-l
i — — . ’
’ on ~ | e i I .2 . (n—m) ’

n-m 2m--1

PRI o N (’///+ 3) (2 ///4—')) : (2/1/ -2n 1) ?)
Y =N % (=D s O N T )//) (e
Alsdan is:

O L BP0 s AT a.
r")‘w_@’b‘go = m.sw—.m(l—}—(p),sgo_‘.‘go(l -+ w?);

oFr o Q) 4
J/ n=2m Q . 0 z,,, — (2 ,,L+ ]) l"”;

5[’ = T ®m—1" 51’
waarnit volgt:
5'—"/11—111 P P 2l i (')‘(/u-u: D 2 , ,’)‘,/ n-m NP 5‘-‘,/7:-“:
n m { l)l J—

m — n-m
=¢

b S = -
0w 0P owdp ' dp om . o 0P
=10 ”"“) 2 m Q’m_] —~+ 2m (2 m-1) /"m_] mep: -+

m " (\‘!.n‘?tp .
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£ 7 ¢ tm-l
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en evenzoo:
,S'-‘,/n-m Q'
W op

m=Qm+1) 2 n2m+1

-+ P} (2 m

Nu is:

=hed . N

"/1/—}‘1‘/5 :
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= L T G

of, (].1 ir de beide bijgevoegde
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_4m 1]).3“,4,, _{a R ] 2m(2m-1). . .(2m-224-1) dm+-1 -1
“2m1 A:J B P LI P 5 L
} 2 m (’ m-1)..1  4m4-1 P,
.(.2///) " 2m1
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(1 1) Q' L (p2m- 2e4-1 __ p2m-24-1) —
2m—-1 ) "'""‘ =0 (2m--1).2% L- . (22)2 P 4 )
.'r:g/-l 2m QRm-1) ... Qm-2x) pm-n1 | 2 pmt1
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r— @m41)2°.4%...(22-2 )‘ (2///—14)2"'.4‘-‘...(2//1-:3):/
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4m--1 2m

(p* e L =Pt

) pneti @12

« M.

Ve J’

( //1)

termen juist de waarden zijn van

de vorm onder het teeken X, voor &= 0enax = m,
X ? 5 az=m(2 Q-2
4///—}—lﬁ o 2m P = @m4-1)2m..(2m- \—}— ) patm— 1=
em—+Y " m 2m4-1 Wkl 2 TS, 4, | (27 m
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dus:
2m(pP—NQ,_ =@m+hpP —QRu4NQ . . . @
Op gelijke \H]I(‘ is:
im—{—i/’Q, =5 (2 m —}— l) 2 M. (2m- ‘.3)1—}— 2) j];[_}_:)/’g'”' 2049,
2m—+-2 e (2 y ey e (2T) 2m—+-2
_m—+—l y w=m( .4//1—+—'|)3/i/ (2722-2 14 1)
AP = 2im—2c4-2__A2m—2u
2m—+4-2 2 )l J": 2m-4-2) 2. 4. ... () (7 PRt
A»l_—v“’"('.u///_*_'l)?t”/ ’hl- r+| 'u:-',lr+‘) :_ul—{— ()/,1+] Q. (_‘//1_ - {)
T, (@m1-2)22 42, . . (2a) ey (CmA2)224%. (22—2)°

im—{——) Q' ﬁ.m—{»l )P = pamta |

/,.!ur 2242

om—+-2 P, S
;+" (..m—{—") ?//l—t—l : _1/1—‘2.:'—{—:}_)?}2,,,_2,.+2+( ///—{—2 (2m—- |)

.lil (.ll) B )/”__{ =
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AS E+ 2;/1—}—2)( 111:{-1 ..4/11-"'1—*—3) pinte e — pr
r=0 ol S () ) m--1

dus: @D P = @m-3pQ —@m42)P' . . . . . . (9)

Substitueert men nu de resultaten, in () en (s) vervat, resp. in (p)
en (¢), zoo verkrijgt men:

52(/""" P '

5o 9 2=2m@m-OpgnmP +2m@n-2m+ 1) gn-m Q! LA
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5 /n m (zl

SoSp "= QRm+1)2mpyrn QA+ @m4-1) Qn-2mAy g P -
~+ 2 (-m) (2 n - 2 m - 3) pgrom-l Q'm — 2 (12-m) ( 2m—-2) gr-m-1 I"m 417

waaruit verder volgt:

24" 1 m=n 5 \ 79 8
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+-2m2n-2m~4-1)g""Q, 1 +2n-m) 2u-+-2m—+1)p BB
7 ~2(n-m) @m 1) g™ Qu 1
@B, 1 = (1) m(..m—{—” ) (2 ///—{—.») ("///—}— 2n+-1) |

5] 9 n-mgy
2m—-1)2mpg" " (
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In beide vormen is de cotfficient voor de accolade eindig,

zoowel voor m — 0 als voor m =n, zoodat men kan schrijven:
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In beide vormen heffen de eerste en derde termen elkander
geheel op, zooals men licht ziet, door in den derden 7z door z -1
te vervangen.

Doet men dit bij de ecerste vorm ook in den 290 term, ver-
vangt bij de tweede in den vierden term . door 7 —1, telt in
beide gevallen de twee termen bij elkander en merkt op dat bij
de laatste vorm, de term, overeenkomend met 7 = 0 dezelfde is
als voor de optelling in den tweeden term, zoo verkrijgt men:

02 A" n)? me=n-l =N (-3 (20204-5)- (22 n-1) n-m-1
0L "n__ ) £ l) ( + + ) + / (z:m :(2”)2 I;"

dwdp — 2n-1 ”"'” {7 1.2..m.1.2....(n~-m-1) n-1
2 1N mo=—n = (D 11 AN 1 -5 ) - n-m

*B"y__ (2n--1)° ,).J Ay @m+1)2mA-3)...(2m+-2n )’/ Pl =CntApar
dwdp M U 1.2..m.1.2....(n-m) s

Differenteert men verder () fen opzichte van w en P ten
U n
opzichte van @, z00 is:

I m=—n-1 < ¢ QY < ¢
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of, in den laatsten term s door m—{—l vervangend en optellend,
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e o S N aog G
M eVeNzoo - 2n T'W 10 s wijze
« 5o ne' ., terwijl op gelijke wijze
!
ow L= ’(.4/11 - 3\(3”/ 5).s( 22420 l\ PR P W
» l)” m *_ ) @ “+2 +
TR el e RS T TN R e ARk (n - m - l)
+ 1"'\‘" 1) n- m(“'”/ Jf— l)("”]_*—n)) ()”I+""+ 1) )I m, 2m
n « (= (] + )
2 el i (58 e F g R L e e (7 =)
. 204 l"' Ly ..111—}—1 )t"//f+.;) (2m—-2n-1 )( 1+r S )y 2m (2n4-1) Q'
‘ o [ S e e (n-m) &
? (J
nf ?'-' =@n-41).9
dp — T b
Neemt men nu aan dat A”n — .(2'l ®' ware en toch
9 n

M ol ! - Y Mre o . Here 19tie
B =0 o —+/f (w.9) kon zijn, zoo ware door differenfiatie,

2 I,” J (.)In £ 3 SD’N - 5:/ (o . $’J)
7)\0)5‘30 06 09 ARG
of @ n—4-12A4" +@2n4-1) o K O *f(©.9) of, volgens de

5‘!‘)5«:
02 f(w. 0)
dwd o

onderstelling: 0, waarnit door integratie volgt

> ARA — | g X . " 8 - 3 ) .
Slo.0) ; Y (@) + % (o) of, omdat w en ¢ in B » dus ook in / (0.0)
symmetrisch moeten voorkomen en dus de functien ¢ en x van
gelijken vorm moeten zijn,
Sf(.0) =¥ (w) + ¥ (0), )‘"" = w'n go’“ + ¥ (@) 4 ¥ (0)
ag D= ’”—)‘.':", at ¥ (0) - =0
Maar voor w — 0 is / Oenow! =0, zoodat § (0) 4 P (@) = (
en dus zoowel ¢ () .|l~ ¥ (¢) constanten zijn, voorgesteld door
= ) a ) ! — ¢ y TR P
P (0) en daar dan { ( 1)+U(O) 0 is, volgt hieruit B" = ¢
- " ! ] P are
Kon nu verder A = “n+1 P S ~+ f (.0) zijn, zoo ware

< 9\0 i 5 0\ , 1 ' 32 ((:.
@ n 2 B, = @nt2r, g, + 210D

of, weder om de zelfde redenen als boven,
" — ! !
A w1 — .()."_H 4’n+1 —+ U (@) ¢ (p),
of ook, daarin A”"_H alleen evene machten van w en ¢ voorkomen,
Al — O e 2
A nl T '()'n-i-l q”n—(-l T X(n J= X (7).
Voor w? = — 1isechter A""_H == .(2'"+1 (1)'n+1 dus x (—1)=x (¢?),
zoodat weder x (¢2) en x (»?) gelijk en constant en dus, omdat

hunne som in één geval 0 is, beide nul zijn, waaruit dus alge-

T8} r . ! —_— ! !
meen volgt: A ’"-H — .(l"_H P b
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Indien dus de vergelijking (34) voor cene waarde van n gel-
dig is, geldt zij ook voor de volgende, en dus is zij algemeen
waar, omdat zij, zooals men licht ziet, doorgaat voor » — 1.

Hiermede is dus de waarheid van vergell_]kmg (34) bewezen.(**)

3y Het in de tekst geleverde bewijs is niet geheel overeenkomstig met dat
van Lecenpre. Hij vangt aan, met optemerken dat de ontbinding der groot-
heden A, indien zij mogelijk is, niet 6p andere wijze kan geschieden. Want,
zegt hij, aangenomen dat zij splitsbaar zijn in twee functien, de cen van ¢, de
ander van @ 700 zullen deze gelijk zijn, omdat ¢ en © op gelijke wijze in P,
voorkomen. Bovendien hebben zij dan de vorm der grootheden (), en ¢,
want voor cos ¢ — 1 wordt bijv. Als = ()s. Deze grootheid moet dus een fak-
tor zijn van A’;, waarnit dan de andere faktor volgt. Nu blijft nog aantetoonen:
dat het produkt dezer faktoren juist A'; geeft en dat het niet nog met eene
constante moet vermenigyuldigd worden. Hiervan verzekert men zich licht,
alsmede van de juistheid van het produkt, door de opmerking, dat de grootheid
ry
zf;‘lﬁl — ;1(.: 3+ 2“) == 1) “),‘ verkregen door cos ¢ cos =
te nemen, en alle anderen van die vorm, de waarde 1 hebben, zooals boven

gezegd is.

Deze m. 4. zeer onvolledige redenering, kan op de volgende wijze meer alge-
meen worden gemaakt, altijd indien het besprokene in mnoot (23) als bewezen
wordt beschonwd. Neemt men aan dat de ontbinding van A', kan geschieden

7006 dat Ay, 1 (cos o) S (cos ‘P) is, zoo stelle men ul~t cos @ = 1 dus
sin 0 d:mrn.l ou]\ cOS ) 1, zoo wordt in beide gevallen & = 0, Py = a*n,
terwijl, in het cerste geval « c0s ¢y, in het tweede @ — cos @ wordt,

en dus A% beurtelings overgaat in (Qn en $p. Men heeft ulus:'_(),"
¢ f (1) f(cos ), P, = ¢/ (cos SD)/ (1)- Maar voor cos g 1 wordt (n—1,
Voor cos ¢ 1 ook , — 1, dus is 1 e f (1) £ (1) derhalve ook

A’" - 0 “(cos \ ,‘(l" - -(I),',’, 7-(2" (I),", — .(lu
¢/ (cos ) f (cos o) CoF M of @ = FMFD

dus de ontbinding mogelijk is, moeten de faktoren ook de grootheden (), en P,
zonder constante ¢ zijn.

®,,. TIndien

Deze voorrede heeft. ofschoon LEeceNpre zulks niet zegt, blijkbaar ten doel
zonder bewijs de grootheden ()n en Pn te mogen vervangen door anderen die ge-
makkelijker te behandelen zijn. Tmmers, na nog eens duidelijk de beteekenis van verge-
lijking (34«) geheel in dezelfde vorm te hebben L‘,’l‘])()ﬂ(‘ll] bewijst hij plotseling

" . & o x 2n(2n -l) (2n- 22+ ]) Q(n )
dat A", — o, On 18 zijpdey, — ¥ (—1). 95 48 .. .. (2)?
£ 0
n = enz, voert dezelfde grootheden P, en Q' in als boven en stelt
“ " (».«11 + 1) 2)1 <o (Pn—22+42 2) an—u)--1
olp = 2 (= 1) AN A . (22)° w ml(P’” =eNZ.,

0
zonder xmntctunncn dat deze grootheden identisch zijn met ()'n en @'y enz
Het eenige daarin gelezen voordeel is, dat men eenigzins gemakkelijker inziet dat
don d o, - ad oy, d0'n
= 2y en - P 2n 0 alsmede ——==(2n+1)w, - p
d o n—1 d n—1 d o " do
@n + 1) Pn is. Het overige van het betoog wordt er niets ecenvoudiger door.
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Men zal opmerken, dat door LrGexpre in dit stuk wel eene
schrede vooruit gedaan was, al is het waar, dat tegen zijn betoog-
trant in dit geschrift de boven vermelde aanmerkingen kunnen
gemaakt worden en men dus de verkregen resultaten, hoezeer
zij nauwkeurig zijn, niet als streng afgeleid mag beschouwen.
Immers de vergelijkingen (43) en (43¢) leveren de componenten
der aantrekking, op een willekeurig punt buiten eene omwente-
lingsellipsoide door dit lichaam uitgeoefend, terwijl tevens de
stelling van Macrauriy, voor een dergelijk lichaam, voor alle
nitwendige punten bhewezen was geldig te zijn.

Het vraagstuk betreffende de ellipsoide met ongelijke assen
was daarmede echter in geen enkel opzicht gebaat, daar, zooals
Lecexpre zelf verklaart, zijne methode daarvoor niets kon op-
leveren. Ilvenwel geeft hij, zooals boven gezegd is, reeds in dit
geschrift te kennen, dat hij redenen heeft om fe meenen, dat de
stelling van MacrauvriN geheel algemeen geldt.

Blijkbaar zelfs was hij reeds toen bezig naar bet bewijs daar-
van te zoeken. Hij moest zich evenwel ten dien opzichte de
palm zien ontnemen door Lariack, wien de roem foekomt, de
eerste te zijn geweest, die door deze stelling te bewijzen, het
middel leverde om de aantrekking, welke cene willekeurige el-
lipsoide uitoefent, op een punt buiten haar oppervlak gelegen,

door cene enkelvoudige integraal voortestellen.

Ware nu in deze vorm zoo gemakkelijk intezien dat A" 1= - 1Pn -1

ware voor e 1. z00 zou de verandering van vorm cenig voordeel geven.
Men ziet echter gemakkelijk dat de waarheid hiervan bernst op die der vergelijking
* ’;;f-’, 1@ (2042) (@u41).(2n—2248) (20 4-3) (20 A-5)...(4n +3)

A D BT e L S {71 F R (R

£=0
welke even moeilijk algemeen te bewijzen schijnt als die waarop de identiteit
van ¢, en (), berust. Ook in deze gedaante blijft dus het betoog onvolledig,
even als in de tekst, waar insgelijks het bewijs der vergelijking "1""_*.1

D A ; (1)»'” ; voor tw° - 1 ontbreckt. Daar derhalve geen voordeel

N g

schijnt te liggen in den onbewezen overgang van de vormen L), tot w,, enz.,
heb ik de voorkeur gegeven aan het in de tekst vervatte bewijs dat, hoewel even

onvolledig, een meer geregelden loop volgt.
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ANALYTISCHE OPLOSSINGEN MET BEHULP DER

STELLINGEN VAN MACLAURIN EN IVORLJ.

Larract deelde zijne resultaten voor het eerst mede in de
Mémoires de I'Académie des Sciences van het jaar 1782 en her-
haalde die later in het derde boek zijner Mécanique céleste.
Hij behandelt daarin zoowel het geval van een inwendig als dat
van een uitwendig gelegen punt.

Na op ongeveer dezelfde wijze als Lacranae de vergelijkin-
gen (11) en (20) te hebben verkregen, gaat hij eerst over tot de
verdere ontwikkeling der vergelijkingen (11). Daar echter Larrace
de kracht in tegengestelde richting neemt met de assen, even
als zulks bij LeceNpre het geval was, heeft de cerste vergelijking
de gedaante:

T cos %o sin ¢ dSdy
I =9p a2 B rma T G ) PRI ey T
=l x? cos %o +-o ? sin % cos?S ~+a? sin*psin 33
0

In plaats van nu, zooals LAGRANGE, voor het algemeenste ge-

val naar ¢ te integreren, voert Larrace deinteoratie naar & uit,
D ()

hetgeen aldus kan geschieden.
{ o) o

Men stelle
o o

a? cos ? o ®
; cos %o 4 o

700 18

sin 20 — w2, %2 cos %o -+ a2 gin 2p = n®
§ ; ¢ 7 §
T

T ds
F=4p a2 sin @ cos? o do 2 — YT R T
i s ; ot m® cos °F - n? sin 25

|
0 0
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33

Maar
([F:

\ tl fl 3
Vi _ [ o _ 1 L
M= Cos 2 Sr }~If~~111~9 m-+,,~f,/~-.‘ T n® o=

I—}— ',/«/‘3.::
me="

1 n
g= arctan ty &
mn m

dus

7 ds T T
o e _
) o5 (- YHI5 [-Sharnd? 1) o N T R T Oty O O Dot O
72 082S —-nPsin 3¢ 2mn 21 *Co8*o 1o *81np)(x scos™ oo *sin®
f cos%S —+n o 7 1 ('x/ 0+ .8 go)(xlg © } %, o))}

waardoor, indien men de halfassen «. @, @ en de mass:
'

,ll: Tra ul( der ellipsoide invoert,

.»/; M ‘ 8in ¢ cos %o dp
Fo= 5 5 5 5 —
’ 2 2 2 cos 2 2 & 208 2 ?
\ 1l (”I. a; ) €OS = : ; a, + (ll[ “i) cos*p ¢

wordt. Nolt men lnm'm cos © — #, zoo worden de grenzen
1 en 1 en dus
33/1 M 1 1% dt

W) = - [—

- __, \W,;.‘ 8 o= 2B S48 | 2 LH 2 )
i a v « - (a a?) ! {a, {(”1 -a?)

./a llf 2 dt
2+ @F—ad)e \ a3 (aF—a?) f‘ - (44).

Deze formule levert de component in de richting 111-1' as

a, in veel eenvoudiger vorm, dan die door LAGrANGE in de for-
L}

mulen (17) was gevonden. Door achtervolgens aan ¢ de waarden
1, 2 en 3 te geven, vindt men daarnit de drie componenten,
zonder dat het noodig is de tweede en derde der vergelijkingen
(11) afzonderlijk te integreren. Onderstelt men nu dat a, de groot~

ste, a, de middelste, a, de kleinste halfas der ellipsoide is, noemt

al—aj af—a?
. i ?
vervolgens de excentriciteiten 78— ¢en 3
) ar
i

U
resp. ¢, en e, /00 verkrijgt men:

3 p M 2 dt
'/" T L o d»-——» T 0 4002
~(l—e28) (I —e?td)
v 3 7, M f P
a, A 2 ; uk:’, ,L'u («319




1
3p B 2
/J_»;»/,lf 2 dt
R 8 as s ..' 2 8| » 3 2"
a, 4 {u e I(:u {u (( ‘._)t(

Stelt men echter in de \\-'u;nwlv van /' voor ¢ in de plaats
IS

a, a, dx
—" . , 200 wordt dt = 5
@) (‘———t? ) @ (1
i k i
3 ( t)) ) 0 ] 1 ((/:
a*—ale?—e?)P=ar~ = o dus
E i { ra 3 1 ; [—e 222
2 di a, a® dx
Catla? e RIS S 23
a, +—4l_( /) \(III;+4[ ( l)(l
(ll t
Stelt men evenzoo in /7, ¢ — - ——  en vervangt
1} a1 (1 4!I'~ ) :
i

ook in lv’,t door @, zoo verkrijgt men ten slotte:

3 /1 M a® dx
s f )
t - 1’ - & TF)
: 3 p M /’ a2 dy ,
Y — \ 45
b= 2 x2)3 (1 e x?) | SRS

0

3 /' M a?dx
= ;
? n~\~)(l—rl~\)

Stelt men «-mdvlgk nog

/‘1 a? dx (46
— T il (R e B R | S S 7
1 (1 /tﬁﬂ %) (1— e’a?) 9 (22)

700 18

;)\. ¢ q /1 .\"3(].\'
A = %
Se, 7 V(I-efatp(l-ef

en dus

3p.M 3p M Jde 3 M deq
Fo= . 2; i = 2y : £ e 2y 5 o ’ 47
i a k a?d ,y,,'{ ! s P e,

Hierdoor zijn dus de drie componenten uiigedrukt door mid-
del van de integraal ¢, welke tot de elliptische integralen
behoort en dus in het algemeen niet door andere transcendenten
kan worden voorgesteld.

De formulen 45) of 47) zin dan ook de eenvoudigste vor-

men, waarin de componenten der aantrekking op een inwendig
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punt kunnen worden verkregen. Blijkbaar gelden zij ook nog,
wanneer het punt oneindig dicht bij, dat wil zeggen, op het
oppervlak der ellipsoide gelegen is.

Na aldus het geval van cen inwendig gelegen punt te heb-
ben afgehandeld, gaat Larrace nu over tot de beschouwing van
de formules (20), en zegt dat ook die, door behoorlijke substitutitn,
van het wortelteeken in den teller bevrijd en dan verder tot
enkelvoudige integralen zouden kunnen herleid worden. Hijj
doet dit echter nief, maar slaat den volgenden weg in.

Zij V de som van een oneindig aantal oneindig kleine groot-
heden, elk bestaande nif een massaelement der ellipsoide, gedeeld

door den afstand daarvan tot het aangetrokken punt, zoodat:

d M dM
V / : > @, ?",-)2 (48)

is. Strekt men dm deze integratie uit over de geheele ellipsoide
en differenticert deze grootheid partieel naar eeme der cotrdinaten

Py %00 is (zie pag. 39, met inachtneming van tegengesteld teeken),

oV f (/l’_ — .I“) dm <
3/; — Sy - )53):5,’,, = /4,.
g, WL L

;E (2, -
zoodat, indien de grootheid ¥ (%) bepaald kan worden, de com-
ponenten der aantrekking daaruit door differentfiatie kunnen
verkregen worden.
Voert men nu voor d M weder de waarde 72sin o d ¢ d S drin,

700 18:
pu %'1 I'Il . 1 ‘wli S’” s
V:f / f rsnupdrdinlfp:_,/ f (" — ") sinpdS do,
(py g » (Pl g

S e + IV R, .
of indien men hierin voor »"? — »'® hare waarde Ve (zie bl. 49)

in de plaats zet
/ /‘" IV R. sinpdSdo
NT

(%5) Deze grootheid 7 is dezelfde welke op bl. 70 door LEGENDRE is gebruikt,
om de component @ nit £ afteleiden. Het is hier de plaats niet, en het zou ook
overbodig zijn, de eigenschappen der potentiaal verder te ontwikkelen. Waar die
in het vervolg noodig zijn, worden zij bekend ondersteld.
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Bij de grenzen der integratie voor ¥, F, F en 7 worden ' en
" gelijk en moet dus )~ £ =0 zijn. Wanneer men derhalve de
eerste differentialen dier grootheden neemt ten opzichte van pofa,
behoeft men daarbij geen acht te slaan op de variatic der grenzen,
zoodat b. v

50” s,"all//l
”V—O/ N2 19d
37/5‘—“ T op P &k

P S‘,)I ot 0]

is. (26)
Noemt men nu de hoekea welke de richting » met de assen

L

Xy Xy X, maakt, PP Pp 200 I8 0 =0 ; co8 ©

i = S1n @ CO8 7 ;

c.
cos ¢, =sin psin F; en is dan verder 2 ? = ké‘" a3 =—" a? =

. 1
20018: [ = A-._,/; ¢ COSQP, N=
C

<‘-i>—4

¥n2
C_f 1082 901" [c:[.!_*__ (I -4/’!‘_0,) N,

waaruit dan volgt, in verband met (20)

yi==2 /f sin ®, §in ®, 8ec o, I-L\~]3 d ®, d ®,

]':_ = ﬂffsin @, oS p, sin 9, sec o, l’/:vlf' d P, d P, / ,
& 2//:4111 ®, €08 ¢ sin o sec , l":v_],“' do d . it
£ 2f/sirl @, Cos ¢, sin o sec 2, I/NI"’ do . do,

De uitdrukking sin ¢, sin ¢ sec ¢ do d 0, welke in al deze
integralen voorkomt, kan nu aldus vereenvoudigd worden. Is
(fig. 19) OP Ly 22 POX - =0, A l’(').\',; O L I’().\'I =0
('2") Algemeen toch ware:

IL /\

0P

3V /‘ ! o [TV R I rIV R 3%
Sagy 1 W _

b\]} /‘0 g]ll(polsgl (1,7—* [ e ]S'::: (Y/’, e ],‘j-—‘,:"r;/?.‘

~

'n R, 33" o e
+[f ; ] ~—-[/ ras] 3
=0 ’?/’; % Vys o—0' />i

doch a]lc termen waarin de grenzen moeten gesubstitueert worden, vervallen

I I-’
wegens het nulworden van L~ R dus— N - bij die substitutie (zie q.a, Dienger

Diff. u, Int. Rechnung. ler th. pag. 442),
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MN —=—dx, M N=—dx, z00i8: M, N sin o d(90-p.)

f ] i k k k [} ] . ]
o, M N, =si § QRST — sin ¢ i
sinp do, M, \./__ sinp, d o, dus QRST —sing sing d 9. a0,
zoodat sin ¢ sin ¢ sec ¢ d ¢ d ¢, een oppervlakte element is,

i N 14

waarvan QRST de projectie is en welks normaal met O. \' een
hoek e, maakt, dus het grondvlak van een clonmlmnckvlrv] mef,
OF tot beschrijvende lijn. Noemt men dit d s, zoo kunnen V

en / ook geschreven worden in de vormen:
L

= v R
Y. —2 S ds )

= 2/ el \,/‘,) cos o d QS (%)

Stelt men nu nog X p F, =8, 700 bestaat tusschen de groot-

heden 1";._, Ft’ S en V de volgende betrekking:
2 J(V-S5) A s 25 S 13V

sy ISp2—e) A~ L V-8 w2 o i bt I
(¢ D, c) = T -+ , 2 r.)‘[l/‘ 33p PA}+

c~-C v 27

e, ga,s 137 1? 38 B8 o) s
+mc1 (5/’ ‘)(')‘1'1 \-(P«-'”i 51"(""'80 AL

(*7) Om in te zien dat deze betrekking waar is, hetgeen door Larrace alleen
wordt gezegd, kan men haar in deze vorm sc hriiw n:

‘_ ‘{‘)\(i?—;\') ok (S\ n\_ ']_v (T:S_’
L_SC Dt /’[ "?/5 ]1' ‘_101_50"%—*-

(
S D 7-8) 238, ,_s V _ “I+,y $Y _o
R s T o

Elke der tusschen accolades geplaatste gedeelten is nu s)lnlﬂct[‘ls(th ten op-
zichte der assen, doch de wijze waarop zij verbonden zijn mist deze eigenschap. I
Dit doet vermoeden dat, indien de vergelijking waar is, zulks het gevolg daarvan
is. dat elk der beide declen op zich zelf nul wordt door invoering der waarden |
van V, 1",_ en S. |

Om dit voor het eerste gedeelte te bewijzen, merke men op, dat V homogeen

en van den graad 0 is, ten opzichte van e €y 0, €N ¢ en homogeen van den ||
S N

2den graad, ten opzichte van )}~ ¢, Pp Py €0 zoodat !
AR 51_0‘]“ 3 1550 —av |
oc

i ,S/;
; W aNe M R A .
isof, omdat §=—= — L/’l 5/7 18,8=—2 V—*—Z c 5o 3 verder is dan echter ook
i

8 humug.-‘.“ van den graad 0 ten opzichte van ¢, Co Cf €M Cp zoodat ook
oV

Y e — (i 8. wdenkt y o (e T o is, %
3" + Y Yr?, is. Bedenkt men nu nog dat 1:’ 5/’ 18, z00
1

wordt het eerste gedeelte achtereenvolgens :

k
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5 ) l' - oV

welke, door voor /. en S hare waarden — en P,
i op ), i 0p.
z

bl J)‘.\ o (S+ 4 V)

—I_ ~I- K= S+"’/’ ;)\/)

v 38 -

>V 3V
R I?l: *~~) IY’ _‘_l-\i_ —HI,?/y '

1L 9:% L1y
20 /*,3,_5/," 3 Pisp

oV

3P
1% > % '“/'H/’
LoV 0 ' \‘ (s [l
¢ 8”—1—-’ w4 V-8-1 Zry T
oV AP N 2
— ’5r+ —}— -84138-2 - § S+ V-c5-=0

Het eerste '_.'n-dvvltu (lm vergelijking is dus uh-ut,x.wh nul, enkel wegens de
homogeniteit van V.
Voor het tweede gedeelte stelle men:

V=2 /L‘\“—‘/“ Fl=2 l//,/\ cosp, ' =Zp, F),
700 wordt, zooals men licht inziet:
7 ; Y U 2 ~_, )Ux\r\
S\L': 7 :'Ei’ /':“'?9'; o8 e . ?; (T cou'p,—p, N);
oc cNV" R de clL” R A‘I) i c NV R ¥ .
3 | 74 5 R —l— 2 S []‘i (Yl.

¢ COSQ

§p, NV R v

7

S8 (21 P, C08 ¢, (R 4 I?) cos '-'(pv P

: [ ) COS .}
. - - SQ,
de, ( ceNV R e N’V R 171/"/\"‘/‘ k73
dus:
O i e iy | il e
~p; 5G r‘?l/' 7 ._,/5’_( 08 59, S
P; 'y‘,\'y /,") i{ (E/’“ (‘”SP'{: 7 E/’"- X 5,080
5/’] ¢ e NV R cl” K & e 5)

7,3 7' ’ 2 Xn2
S 3% i3V /\:*_l ,E/’_(:«).\‘p,~ ’]’. I.
- . :3‘/"_ e NV K i i VRN

9 ¥ "OQ y2 o \‘
5 08 ../'K.../"tuhgf,‘:_J R~ /_\‘/y oS © KO
e d % _4 COS
oc. eNVy R cN2 VR f i ol /' /7 Pis
z
dus:

X p20 (V' - 8) \,./’,-,?S’_,BV'_I',, Lxd8_o
a it - [} i I -
dc c.\0p. dp. i d e,
’ : z E3
waaruit in verband met hetgeen te voren is npj_vr-nwrk(, omtrent de differentiatie

van /" en F. ook mag afgeleid worden;
i
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¥V alleen

van

te schrijven, eene partiele differentiaal vergelijking

- T Q. a, v =~
123 3 =

veranderlijken ¢,_en ¢, door

wordt.

| -

Men stelle nu V v — My,

en vervange in » de twee nieuwen

e, en g, zoodanig dat ¢ k¢ en g, >isendus1” ¢,

<

2
de kleinste as gekozen wordt.

LN

en de lineaire excentriciteiten der ellipsoide zijn, indien voor @,
! ;

Alsdan is door partieele differentiatie:

\31'+5r“’)\5k dv S°1:

: : :
tde ' o dc de, dc

M

(S

7 Je

& T v
o v
deg,

oM
d e

oM
3('

+ M

S|

of, omdat

s 8 ()
.E
o

oV

¢

&

[

Zij nu nog s—

o8 88 38
51' ./?(k X 5(‘

— § te vervangen.

waarden van ¢
!
v door

2den graad zijn, ten opzichte van g, 6 Ve en g, zullen
= L
» en s homogeen van den graad — 1 zijn, zoodat:
= b‘u_l__): ov 3 ov (Iv__ ‘ o v, . 0v__ i
Zep 5 g TR o ooss—Rok Re, 3, cike e R
1
en
o8 o8 08 08 o8 ds  ds
e -1 3 ol ks s =
Z2:5p %05 e +-”’s —sofeg,=3%p 55— b a8, 5 - 5
k ! k {
18,
5§ 2:2(V-8)_ 23 8 _,s Ay :|+,‘)‘,\, -0

€ dc

[

L

;,11(f '+

5_)

/1 3\/, 200 18 8§ = — M s, en mu

k

oc
k

’

br

OV
) ¢,

oM
ﬁ lv

bl

P)

€

O Ve
3¢,

oc
k

) D)
Ey[ Y

oM

A
&2 g

+

ll
..;(‘

“k

5

n Zza

oV

vinden door eenvoudig in ¢ Sz
3 0(

’?/’;

c

4

)
)

1 de

enz.,

Daar nu V en S homogeen van den
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Substitueert men dit nu in (51) voor V¥, Sen hare differentiaal-
quotienten, zoo gaat zij over in:
1 0s a8 o8 ¢ s
O 0 ) hak e o o L s

08 g 1 ov 1 ov

Tealiyp oty N, 2 Py Lk 8

(*) Nu toch is:

oV M ov ov v M
% = 2 eset5 T24% "H‘)—-)c"‘—*’

o) SRR ds cls lls i M oo n D8
d¢ — % ()(‘ de ~/\ (l +““1 51 +3 ) — 2 (2 —Z /': 3/’)
5»5 ‘/ | ov Sh (1 ¢ 08
3, (2 c 5.)13¢:T(3°+ m)

% 1 G
1
3 _ 137 _ o i(’jvj e
%, 293P, k 9P,
1 ] Pt
o8 13V _ 4 (b_*-,'z,l)—l[ (’ZL )
O R Ap R S0 %,

waarnit door substitutie in (51) volgt:

(5202 =) g Perko—32, 5 | 4 (o)

of, na vermenigvuldiging met 'l’IA en rangschikking:
E 2 71 NA=T l 5 (?-\' P | ISS -2 53
2 (”+ ChdnE S d 5,.4,.) TR TN
__(_(_4 b 08 1 ¥ ds)
G T h S S a T AN G
+(+>+/>”‘+z> - sl — g Yl =0
x5, T o0y T Wlagp, T Yhip,

hetgeen identisch is met ()I ") aangezien de vorm tusschen accolades volgens

de tekst gelijk aan ¢ a8 is.

a¢
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Men denke zich nu de functie » ontwikkeld in eene reeks, naar
de opklimmende machten van 1~ o -A_ en ]/al, welke de afme-
tingen der ellipsoide bepalen; deze reeks zal dan tevens naar de
afdalende machten van 2 gerangschikt zijn, tengevolge der homo-
geniteit van » ten opzichte van 2y V6 Ve, en Ve, Stellen
wij derhalve,

m=— Q0

SR R b e RSN — N S

m=o
z00 zullen de termen niet alleen homogeen en van den graad
— 1 zijn, maar ook afzonderlijk homogeen ten opzichte van p_
i
en ten opzichte van ¢, Ve, en L7, omdat de machten der
eerste grootheden steeds afdalen, die der laatste toenemen.

Indien dus B de graad is van . ten opzichte van 17¢, Ve,
m n < o

Ve en dus — /3,” — 1 die ten opzichte der grootheden 2y
du

zoo is steeds 5“_. 2; .5/# e () o D) #, - Vervangt men
z

dus in (51%) » door deze reeks, zoo wordt de ver"clijking'

m—=co ) 2 (M= .,S*'u
E"ﬁ -:>< E Bm(ﬁm_*—.;)‘umin (‘- L (ﬂm-_‘l'-l ’—5'."“’ L (ﬁ +] )
g m—o ) 0

m

: M= ¢ m=ao L
m= ‘ I m=eo ! n= e 3 ,j‘lu
L (ﬂ +1 ) —— ) ( S/:+El) = (Bm—}—vl )’um_s,('/’/(‘ = (ﬁm_}- 75‘) ’)71—)"'" fu
& m=0 m=0 ] 0]
l V3

; 3 T R e e e R
—_— 5‘1;{ S (ﬁ”, + 2) ( ) . . ()l)

’T ‘ “'_ w lll-“
(?%) Nu toch l*d‘.ﬁz/’:;)\; . ( : 8/;” +/’A 3\ “I +/” (‘)\/’) —— l“‘_“ ﬂ +I)# sit
o8 m ( “ o
S i " m m ~ L
dus H/)[{?/" ,,,f‘,, \ﬂm‘*“ v)\/, +/$‘ ) +/’r b‘/, ) (ﬁ,,‘—}_l) la’
l l © (‘)\é ] m
zoodat {v—{— ’._)‘ S ‘ -5 “/’ b‘/; ~'_),_ m 'Bm + 3) ‘u
5\ r 8 ln..

terwijl €0 (

5 — (ﬂ + )__l' is, en evenzoo
e 5‘]} 811 m I.'

m—=

£ 5 3}‘ 1 3 ) ATy /)[ po) (/3‘” + 3 ,,) ‘,"’ door substitutie yan welke
149\ 3 ” Spmb g

waarden (51%) E,cmal\kcluk in (51b) overgaat,
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Stelt men hierin aan elkander gelijk de termen, die aan beide
zijden van het gelijktecken van denzelfden graad zijn, hetgeen
geoorloofd is, omdat de vergelijking identisch waar is, zoo geeft dit:

(¢® o A ou

m 9 " m

3 e 3 S “Re &,
(ﬂ,,p;.l_{"))'“.,q.l (,-i' dc ok 55{ " Je, “‘('I‘—*_c’)‘u"'\"\

kY, 52
27 /,i ‘/jm -1

3\, Q
X (,Gw -+1) ( 2, 3\/’"' +¢ 2, .“)“3 + 3/). (30)

waarnit volgf:

I’ - Sun 3'“ 1 5‘um l )
(13 +l l 5/.2 b Y e & 3¢ -_{u/\' }_ﬂ) =
)

Q) . ‘LL,,, fis m
- (8,132 (;Afk 5, T4l

Eng1= : 316, +1 'BW.H +3)2pp
Ontwikkelt men nu echter

V—f— d M.
B L& (p,— x)*

in eene reeks, zoo vindt men voor den eersten term

f daM M
1’}.1/5,_2 1 ;Z/»,,ﬂ

waaruit volgt:

|
Iu’.. % _\_;/,'2'
1
(30)  Beschouwt men namelijk de vorm van l‘:l"\.ﬂ'. zijnde:

32 ‘.4]» ¢, c0s ﬂa b (..4 p; ¢; o8 ('Dl.).~ -+ (¢ -‘:4/:'."‘ I'I.) > r'ivu.\f So’t * ey e ,‘])5

4Tl ¢ (.\.: ¢. cos® SD)"
L :
zoo blijkt licht dat bij de ontwikkeling in eene reeks, welke alleen betrekking
heeft op de vorm tusschen accolades, twee opvolgende termen ééne grand ten
opzichte van ¢, e, of e zullen verschillen, zoodat twee opvolgende termen van

de reeks voor », twee graden ten opzichte van |~¢ enz zullen verschillen.
Omdat nu 2 homogeen van den graad B s, ten opzichte van 1-7¢, [/6’,
= m J

S S )
l//EI- is 2¢ S L4 2¢, b\'»". + 2 g, - BW “ waaruit blijkt dat
¢ <
: 1

alle termen ter rechterzijde in de vergelijking (51%) voor eenige waarde van m
van den graad ~+ 2 zijn en dus van denzelfden graad als @ + waardoor
n m +

vergelijking (52) gewettigd is.
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zoodat door middel der vergelijking (52) de achtereenvolgende

termen g, s enz. kunnen gevonden worden. Daarbij is het nu

van gewicht, dat geene der termen ¢ zal bevatten, omdat zij niet
ou

in u, voorkomt en dus 3{'” — 0 is, waardoor ¢ ook uit w; ver-

dwijnt, enz. Hieruit volgt dat ¢ evenmin in » voorkomt en dus

v ;
57 0 is. Daar nu de vergelijking der ellipsoide lhu(,_.'i c,

zijn alle ellipsoiden waarin alleen ¢ verschilt, doch ¢ ene het-

zelfde zijn, confocaal. De waarden van » cn - 5 Y zijn t]nsdc’/.olhh‘
2
voor alle ellipsoiden met confocale hoofddoorsneden. Derhalve,
X O . ;
daar 77 - I'v ig, zullen ook de resulterende aantrekkingen,
¥ c

door alle ch'!'gvlijl]\'u ellipsoiden op hetzelfde punt nitgeoefend,
evenredig zijn met hare massae.

Maakt men gebruik van de opmerking, dat [z’ — O en B“ g
D7 &u

O 3Jc 3 y D) OV T - m - m
—+ 2 is en stelt dus — 2 m zoo wordt 4 € —
'8,.. ‘8,,, K Se =% Se

k i

mg , waardoor vergelijking (52) overgaat in:
"

- ou 1 (
('..)m—i—|)|;5!l(£, \-:l;) ,‘)‘5,” 2 € —}— (.J/l—}—‘ l /.L ]
&
« du
(‘..m—}— )( ’/’"3/" —}—alf’l 5 )
3 et : ne ) l
it (m—~+-1) (2m—-5) X

waarnit men de waarde van v kan verkrijgen, uitgedrukt door

ecene recks die zeer sterk vmxvm'&:cm‘t, zoodra de excentriciteiten

Ve, en Ve zeer klein, of de afstand V"X 2® zeer groot is, ten op-
v i
zichte der afmetingen van de vllipsn'id(-. Voor een bol vindt men
. M
door Ve, = Vg = 0 te nemen, ¥V = V%
‘.4/”,"

De cigenschap der functie », van onafhankelijk van ¢ te zijn,
levert het middel om haar in de eenvoudigste gedaante te ver-
krijgen, want daar men dan ¢ kan laten veranderen hoe men

wil, mits slechts ¢ en g onveranderd blijven, zal men ¢ zoo

kunnen nemen dat de ellipsoide oneindig afgeplat is, of door
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het aangetrokken punt P gaat. In beide gevallen wordt het
onderzoek eenvoudiger, doch daar de aantrekking door eene
ellipsoide op eem punt harer oppervlakte reeds door de for-
mulen (47) gegeven is, is de laafste onderstelling de meest
doelmatige.

Noemen wij dus voor deze hulpellipsoide ¢ en ', hetgeen

voor de oorspronkelijke ¢ en . was. 200 geeft de \'nm'w:umlo-
i

dat zij door 7 gaat en met de eerste confocaal

¢,—¢ ¢,—c
3O p2- Ay — S R SR Y
i2; C ¢ oo % ¢ cC ©
i K 21
waaruit volgt:
(-"(,’_ (v(‘v.
G = :
k

3 e i .
Y e =S l S a7
(lv/t+ ¢ (iyl_* (
dus ook
(V(Y (‘((1
59 | ) 7 (e 7 9
Gl Toe et ton Tt ot
7k ok

of, indien wij de halfassen der hulpellipsoide 4. noemen, zoo-
i
ol 1

3 L
dat y = > IS
A2 4

C 1.

2¢ 1 Lo 3 "
A3 g x_'/‘/.” Ter A2l TR R e
’ ‘

kT

welke vergelijking voor A2 steeds ééne en nooit meer dan ééne
|
positieve waarde geeft (31), waarnit dan, door tusschenkomst van

¢ en ¢ de beide andere halfassen A, en 4

: berekend kunnen
worden

Is-nu M — -3'7:';11_.'1" 4, de massa dezer ellipsoide, F':, de

componente in de richting der as @, welke zij op het punt

(*1y  Rangschikt men toch de vergelijking naar A ‘-‘, zoo wordt de bekende

term _1,2‘5 ¢, negatief, zoodat er ééne positieve waarde voor 2 (~ bestaat. Er
4

kunnen uhhr geene andere reéele waarden voor 1 _ zijn, welke d«, functie links

nul maken, omdat haar differentiaalquotiont ten npm«ht« van A 2, zijnde :
t
(27 ¥
£

, steeds negatief is.



P nuitoefent, en stelt 5 k=] TR :Ez en
(54)
z00 is volgens (46)
gy :'3_/’1_ Ji’ QP — 3 /’4‘,1‘1, P) E Q 2 ot 3 /:! M S EQ
i A Xtk A3 3 B, iy A3 P) B,

en daar nu in het voorgaande bewezen is dat 77 : F’; = /"k: /'Y/» =
' v
I"(: I-"{ M: M is, zoo is

3p.M 3 M 3 FE ( 3 M o E (
B == _ﬁ_"_f Q: F = ﬁ = ek z,-]ﬂ — /’!f 3 ‘f (55)
¥ A A:{ k A .3 p) /'," 3 45 { ‘,[;A 3 [1‘[ 2

Deze waarden gelden nu voor alle buiten de ellipsoide gelegen
punfen. Stelt men daarin A weder — @, 200 gaan ook F en
l'.‘l in e, en e, dus Q in ¢ (formule 46) en dus (55)in (47) over.

Het blijkt dus uit deze resultaten, dal de bepaling van de
aantrekking, zoowel voor uitwendige als voor inwendige punten,
van een elliptische integraal afhangt en dat dus de waarden der com-
ponenten niet door eindige algebraische vormen, noch door goniome-
trische of logarithmische functien kunnen worden voorgesteld,

De vormen (47) en (55) zijn dus de eenvoudigste, waarin die
waarden kunnen gebracht worden.

Is de ellipsoide een omwentelingslichaam zoo is I' = I,'l,h-r
wijl deze grootheid de excentriciteit % voorstelt, indien do spheroide
gerekt is. Bij afgeplatte spheroiden is daarentegen: F —

“1,': . .
e £ 2 indien A de straal des aequators van de hulpspheroide
voorstelt.

In het ecerste <rev‘11 wordt dus

Q= f1 ‘I” : (-~r+1o«]/1+")

waardoor mcn vindt, bedenkend dat @.e = 4, Fis,
1 L

3 5.4 | ;
;e /’iil(lo‘r"f—*—ai{’ “‘ic)

g i1

i as el A 4. 5
S : ey
S ki o), BB (g,.gA o Ate, L) \ )
LTw1) /’1_ _'/’( '2‘(11,:"03 Al 0g - A__.

wordt, welke waarden echter niel wit de formulen (55) kunnen




A
06

verkregen worden, maar wel uit de daarmede geheel identische,
welke men uit (45) verkrijgt, op dezelfde wijze als (55) uit (47)
verkregen zijn. De oorzaak daarvan is dat verg. (9) pag. 84
niet meer waar is, wanneer ¢ = ¢, genomen wordt. Op geheel
gelijke wijze vindt men voor de afgeplatte spheroide uit (55) de
formulen (43) terug; terwijl nit beiden de formulen (16)en (16%)
voor inwendige punten verkregen worden, door .-l’ = a, dus ook

A — a te nemen.

Laprack heeft derhalve aanspraak op de eer van hetf eerst het
vraagstuk van de aantrekking eener homogene ellipsoide op een wil-
lekeurig punt, in zijne meest algemeene gedaante te hebben opgelost.

Gaat men nu den gang daarvan na, zoo ziet men, dat het
gedeelte dat betrekking heeft op een inwendig punt, of een punt
op de oppervlakte gelegen, niets te wenschen overlaat, daar de
eindformules door rechtstreeksche integratie unif de oorspronke-
lijken zijn afgeleid en hare eenvoundigste gedaante hebben. In dit
gedeelte is dan ook later geene verandering van beteekenis ge-
bracht. Waar het echter een punt geldf, dat buiten hef opper-
ylak ligt, is het meest wezenlijke gedeelte der oplossing, het
vinden der vergelijking (51), wier bestaan, volgens Larnace’s
eigene woorden, en naar het schijnf, ook volgens het oordeel
van Prof. Caviey,(3?) niet anders dan a posteriori, door diffe-
rentiatic kan bewezen worden. De geheele methode krijgt
daardoor het karakter van alleen door een gelukkig toeval tfe
zijn  ontdekt en is derhalve weinig beyredigend. Bovendien
berust de verdere bewerking, op de ontwikkeling van de groot-
heid ¥ in eene onecindige reeks, en de toepassing op deze van
de eigenschappen der identicke vergelijkingen.

Geen wonder dus, dat, hoezeer door Larrace het eigenlijke
doel, het vinden der formules (47) en (55) was bereikt, men
toch de vraag niet liet rusten, maar pogingen aanwendde om,
hetzij op meer rechtstreeksche, hetzij op meer eenvoudige wijze

die resultaten te verkrijgen.

In de Mémoires de I'Ae. Roy. des Se. van 1788 komt onder

() Quarterly Journal. T I, pag. 287.
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den titel , Mémoire sur les Intégrales doubles”, een geschrift van
LEGENDRE voor, waarin hij de substitutie van nieuwe verander-
lijken (die hij zegt zelf daarbij ontdekt en later identisch te
hebben bevonden, met hetgeen LaGrANGE reeds vroeger had
bekend gemaakt) aanwendt, om de derde der formulen (20) te
vereenvoudigen.

Alvorens hiertoe echter overtegaan, behandelt hij eerst het
bizondere geval, waarin de codrdinaut 2,=0 18, en dus het aan-
getrokken punt in het vlak der beide assen @, en a ligt, het_
geen eene uitbreiding is van de theorie der omwentelings-ellip-
soiden, waar het punt steeds ligt in een vlak, dat door de
omwentelingsas en eene middellijn des aequators gaat.

In dit geval wordt namelijk, indien ter bekorting

a2 & 2
e _
— - m, — =— n oesteld wordt,
o o o 2 L
/" 4
N =a? (n cos * + m sin *p cos 23 - sin % sin 23),

I =a? sing (mp, cos & —{—/'I sin $),
h=1— a? (mp2? -4~ 27,

= 1(2; sin?p sin 23(a 3 *~-h-H-nhcot?p)-|-2sin?

sinScosSa *m -
7 M2t
i 20 cos 23 (a2 m2 p 2 - mh - nh cot 20) ¢
~+ 8in % cos 23 (2 m? p, 2 +mh - nh cot %) { .
Men voere nu, in plaats van 3, eene nieuwe veranderlijke $' in,
bepaald door de vergelijkingen

b
2,2,
—fB+9,tg28 = a2

z00 wordt, indien men let op de waarde van 4:
R = a? sin % [sin‘3 B+5)(1— atmp? ~+ uk cot %)
~+ 2 sin (B4 %) cos (B +4-3) 119 mp.p, -
;. 1 — sin® (849 { (m — o *m /,9 - nh cot 3(,0)]
x? sin % ) ma?sin? (B 4 ). @ F—dl——p bojc p¥y =
~+2m 9!{"' PP sin (8 4 &) cos (B 4 &) +
-+ m z[f m/{“-‘ — /!f -+ 2 2,2, cot 2 B) - n k cot % : =
= atmp, psin 9{2 cos(B4-5) . : sin(B -3 cot 2/3 cos lﬂ—,—&"ii

P

o

e
2,2, a mp.p,
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4 )

o 4 sin?

B T4 st 4
sillﬁ m)s‘ﬂ -

of indien « de waarde van $' is, waarvoor A = o is,

/
1/‘ mp,p,sm 0.

. n//('ulﬂ(p)sin Beosf

cos?f3 sin® 3~ (u.{f' /’ /, /V.'

S
%= m

R : - (8in 2 — sin 23),
sin 3 cos 8 '
o d N e ; nh cot 20\ sin B cos B .
AT s [ 2 = cO8 23 -~ 2 R N 3 - 1S .
waarin dan sin *¢ = cos 28 40,2 — 2, % 2m » b,

Op dezelfde wijze wordt

T 9 . c q ! € /. & L oar e SRR o T h AR
N —_1/3 sin 2o ) n cot S0+ m cos? (B + &) tsm?(B+ &) ¢

= e,*sin®p ) A;sin? S + A sinFcos T4 Azcos?S)
zijnde ter bekorting gesteld

A.=cos?fB+msin? B+ ncot?o,

m) sin B3 cos B,
7./ -sin 2 B L meos® B+ ncot?e.

Door al deze substitutien gaat de te integreren functie van

formule (20), 3 over in:

“mp,p.(sin?u—sin2%)sinesin (B3 dods
w7 . ’

(Asin28 -+ As8nScosS A cos? S

)17 &in Beos B

TR X tg S
of indien sin § — 4=
g

18

sin . cos 29 (sin B +toucosBsind)do d d

/m PP,
(I+tgusind )( 2. tg2usin®d-+Atgusing+2 )

sinu tg w
sin/3 cos B
Uit de waarden van Jen g blijkt nu licht, dat bij de integratie
3 P AT
naar 9, de grenzen zijn + - dus constant, zoodat men kan be-

ginnen met naar § te integreren, hoewel dit bij de opmaking
der formule (20) niet was ondersteld.

Voor de uitvoering dier integratie, is nu

(1 —sin 2 §) (sin B + tg w cos B sin ) A+Dtgusin d |

s S ’ 9 L WA Q o N —— y . s

(1 —19° pesin 28) (A tg? wsin 29+ 4 tgusind+-A) — 1 +-1g2usind 1
' — N {

C'+Dtg wsin o

~ 0 rt TR = Il'j
A tg? wsin 20 + A tg w sin o —+ A
7 = e {
waarin, zooals men licht op de gewone wijze vindt,
sin /3 > COS /’3 ‘ s\ /
7 I ) £ —=am Bl -
(1-1m) 8in * (m-1) sin 2 { (1-m) sin 2w )
/ A
o) COS /3 ‘1'1|f '-"u ‘ { .
( (1-m)sin 2 )
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Verder is nu klaarblijkelijk :
T T
Pl AT s e O = 3
5 - Btoeusind . 3 Add
e e D —2 — b <~ =Arcosu=
1 4 tg *w sin 29 % l -}~ tg 2w sin 20
= o
5 r sin B cos w
(1-m)sin2u
T

" O Dty psind C(A4-2tg*u—-FE)-D 2 tg 2
g 5 3 - D= . . = §22
/ A tg? psin 20 - A, tg wsind -2, EVv- (B4 2A)2-ARtg4u !

0

@ \ y Va1 v
/ 2 } (C+Dtgwa)e®+(C—Digu) L dr
= (A tg2e+4-A te- ).Ix.r-h;’lk S -2 )t (A te2e ')‘x o
1 " ' { i v

© da 1
—( (L Dig = ~ = RV Y =3 TP, = S 3 ] it
=2AC+-Dit) f ey A M- )ot-2( 5 88 -2 ) (A +A teu1-A
, Skl R 1T, s l z 3

o
« da
2((-Dtz B i CRYe)) Y
= pie\ ]’l"'u‘f} te w2 tgu A ) -2 (A tg - A )
g e AP e { 2 {
0

ziinde de eerste dezer integralen, het resultaat van de vervanging van 22 door
1 in de door den eersten term van den teller gevormde integraal. Beide inte-
ot

gralen verschillen nu alleen door het tecken van g zoodat slechts een van
beiden behoeft bepaald te worden.

Ste m nu A fg 2 A tg + A =2, 2 (A — A &) =2%

telt men n Al 17 A% ! 1 A “) )

A te2y A tguw+ A =cz0isac >4, en 17 ac¢ = Fen dus (zie
L, 1g A \

' o /[' : / . . . . .
bijv. Schlomilch, Uebungsbuch zum Studinm der hoheren Analysis, zweiter theil.

@
f dx - 7, 3
e 2022+ e—91 " 2c (B0

pagg. 17 en 130)

ey g
f dx - 3 :
et 2027 +a V" 2a (L)

zoodat de gezochte waarde is,

( CLDitgu , C-Dtg b | __ C(L a4} r'D-/N:,uH":'-lr'/r)?r —
ZIY De(EF 0 V 2alb+ 5) /"l"'.’|/;"‘-~/;|
A=tiin sl 2y By 9
Ola +¢+2V ac) Dtz (e ) Al ( ‘/‘J 1 /‘,-x'—f' o I5) — l)/'ls
/e PR
d i | ; Y o 7 AR 2 2t !
EV 2(EFD) (a+eX2y ac £} :(/,—,l—/;!) /.,,’t..rl,u;
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zoodat alleen nog in deze laatste vorm de substitutien

behoeven te worden verricht. Houdt men daarbij in het oog,
dat men slechts het verschil behoeft, vin de waarden dier vorm
o : X /2

voor & —+ w en dat bij de grenswaarden 72 4+ AV =0 dus N = — i
2z ) de 2

i8, z0o kan deze substitutie op de volgende wijze zeer gemakkelijlk
geschieden.
Door de invoering der waarden toch vindt men:
N (A, + rtgp - A tgiu) % * 8in %o cos *u,
=} (mp, “"‘"8*:/‘.' sin )+ (p, ms/_’i’-m/;’:' sin B) tg u Lo Tsingpcos u,
of indien men stelt
mp, Cos B+ p, 8in B=w p, cos B mp, sin B =¥,

- [ ) Yo 2 &1 O 27
=i(a) ty @) % * s @ o8 w,

zoodat
12 (' + ' tg )
At )&/‘fg_:‘u - }'i tg2u — ! y = P2
/ : 2 e
L S 2 Pa — PR
2 e O + n Ve ol + -
A, ‘-)‘t_: = 5 /.A_.(__r,u_ 5
(P, 4P Y
Y — ) 2 A k2tel Y e -+ =
E=—P P, A+AtgiutE= 5
(,.'(Al—{—-).’_t}_{'{u—-{—/'.')—/)}.lf;:ﬂ,u (C+Dtgu)P +(C-Digu) P,
£ - - -+
Ky : /'.'—{—}.[»7'-/.‘!;:3#: $ I:—{m/-/.lfg'-‘,a ! P P V" —2(E+ 2, )', e 2u)

Stelt men echter in de identische formule (7) sin & = 1. zo00 leert

zif dat: O+ Dtgu— (Ad+ Btgu) P2 cos®w en dus

£
(CHDigu) P_4-(C-Ditgu) P,
Bridh /;__ /) = r’:'3"““'2,“:("“J|‘I”g'u’/).IL_%_(‘I-I“"“T‘“'/)-:
4_ —
2a /
= ).l 7 (' sin B cot 2 — ¥' cos B).
-m) L I

Verder is identisch

Pl A A0 = ke A LA g 22eD min Sur (2 <A OeinSrel 2 L s
F- ArA g2 = EA-A+Atg *u-2 sin (A -2)-28102 (A -2 b )

2aa? o 2(a'? ~{‘ b2 lgiflu,
A+ AtgttE= —r— A A tgt=-t——
A -3 A cot2 3 7.[:! a b (cot B -tg B
) 1 N — y W00 & — 7 %

derhalve
2 o, GOS

L -2 B2 -A tgt) —-
N h

L7 (a-0tg2utg B) (a'-b' tg2u cotB).
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dus ten slotte:
(&0, 2 4-F)- SRy 7 v e
At AL g°u—+-E) DA g’ weosul-sinfBeos a'sin B cos?u-b'cosBsinu
5 Ve $ /', +A2-AR gt ! (m-1)8in? w @'cosBeos?ui.0'sin Bsin® w

Uit de waarden van &/, ¥', sin 2w en cos 2« vindt men nu licht:

sin243 (

a@'sin B cos?w - 4'cos Bsin 2u =" gL B colep . "“'3/}< ,
/l

o o
mp 2-d-p2-q - -2»
VT e, z

‘m..ﬁ\ 8 8y 9 n h cot ~§'JJ

5 “=ma= T mp

2 /)/ { fi % k 7[- )’
waaruit volgt, indien men let op de waarden van cot 2 3, m, n, en 7:
l/-.\i" B cos B (a'sin B cos2u - beosBsin®u) ‘/'/’,'“”‘ BeosfB “,‘"‘*"”
a'cos B cosu - 0'sin Bsin 2w o P, a 9—{—(1.[2(:01 0
. . ;

Brengt men eindelijk de beide waarden voor de deelen des inte-

a'cos B cos 2y + b'sin Bsin 2u —

graals daarin over, zoo verkrijgt men, na eenige kleine, zeer ligh
merkbare 1mns{'m'm:ltii‘n
3 M ?,

|
i \ F a2 cot ®p Pt B)
/.r = 4~-u ~)/ l/-(“_#_ (“(m "ﬁ" 1/ }’/f \hmg.otlgo

daar uit de l)}_f;_rm;_: van het punt 2, in het vlak der beide assen
a, en a, volgt dat de heide grenzen der laatste integratie gelijk
en van fegengesteld teeken zijn. Deze grens, welke men ver-
krijgt door sin wx — 0 te stellen, wordt dus gegeven door de
vergelijking :
cos 20! — > ( ')

§ S , somsav sl Iz i %

i a?=a*+p*+p pcot B i \P
[l ! { kL

welke gemalkkelijk uit de oorspronkelijke vorm voor sin 2w« ver-
kregen wordt.

y : COS ¢ >

Stelt men nu x = *O, K =" 700 gaat bovenstaande

1'”S¢ "(1.\'9’)

vorm over in
e Z}/; M /\l//w - (l,"-tl~)l“7 I)L‘:jr,eld,
i (rt~—a /\~"~(r1--u~) a? ?, \io

Daar nu zoowel A als fg¢ 242 en dus ook /"l. geene andere

o

i‘mmivn van a, @, en a bevatten dan de verschillen «1/‘3 - a2,
W i

:rrf . ligt in deze lulnm](- de stelling van MacravriN opge-

sloten, voor eene willekeurige ellipsoide en een punt dat in het

vlak van twee der assen ligt.
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De waarde van /7 kan echtor nog op de volgende wijze een-
voudiger worden voorgesteld. Men stelle
= K2y !
K?+ a2 - az?- (r(,;.g - rz;‘) Y*
200 ziet men licht in dat

:.'-(/.J ,\"'.3

1 o
K2-(a
l/ ! S22 8
/ KP-(a "*—:I‘E-))./‘J X
O {

\ i

P 7 i

Pl 1 £

1) K («1/ a.r) 22 dy |

— Y AR g D S N K2 2 8] Surr V2 ] 881 (8 8\ |
(A T -a?) 1 ) K2 aj-a ((/L a?)y : : e @’ -a; -t (@z-a®)y

K
l/ KB+ar-a?
: . 3
J K* —-{ 4113 -a?

is, waardoor men dan vindt:

o

e
{ |/'\/\--VJ~-(:‘,‘~ a?)

1 )
= l/l/
/ VS K a?-al-(a 2-a) ) S K32 —(a2-a )2 (20)
¢ . i i k 4 \ ¢ | 4 ; ¢ (IR
0

waarin, zooals men door substifutic van de waarde van 2 in

de vergelijking (¢') gemakkelijk vindt:

(r? 99 0/ ) 9\ / ) AW |
-~ =122 2-q 2)(p 2=y 2)]
(@, 1[._ ) ._/[] r//. )/1/ /'i. )= (

™ py

< o1 9 0 a q
el = - - ) Fd )
K2-ap=:l-a?-a°+pitp, p

18.. (3%)

(M) Aldus vindt men de omvorming van F, bij LEcENDRE behandel Hij
1 ) o [3 dr
toont cchter geenszins aan, dat het tweede :mh-.‘lu«‘/‘, '/-/A-- 3 e
4 )
K* - //x‘-' -a? 0 7y
i
heven wordt door den term e ”1:. 22 van het eerste gedeelte. Om
f

dit intezien, merke men op dat
L o G
/ l/‘ g 5 e l/‘/,k 'y /J) a I
> : % 3
0 /' /I 1

is, terwijl verder

(A2 ,/L'—‘ - u.'-" Az ;/I-' - r/’:“ /./'-‘ (K2 4 u"— -a%) /;‘:{ K2 L g3

is, waaruit de waarheid van het hoven wezegde blijkt.
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Door permutatic van de indices & en / vindt men dan verder

3///_.‘[
i =— S eR——s T
k ].."l/\““(l/‘:‘—tlﬁ) .
e y 2 dy o
’ L (56,,)
K2ia2a2ala a2 K2 a %a2a(a a2y
u Vel (Rl ,/H/\ -0 d=a (I_ Pl
terwijl blijkbaar = 0 is. omdat P in het vlak der assen a, en
11-/ ]il,{T.
Neemt men in deze formules a, — @, (03 807 o — i, %00 kunnen
; ; :

zij geheel geintegreerd worden, en gaan over in de formules voor
omwentelings-ellipsoiden, zooals reeds vroeger is opgemerkt.

Na aldus de behandeling van dif meer bizondere geval te
hebben afgewerkt, gaat LeEceNDRE terug tot het algemeene en stelt :

coto. y
£ 8in 8 7

; m., Mm.p LM D=ty Ot =
- i /.'//,' i //.-' -

waardoor men verkrijgt:

J T 31 2(1+ 24 y 2\
l",t'_’//l Vo, oy, 2y )% /m{ (1 . my, )‘ s
g (I+m. y.*>+m ‘,//'i), (147, Y22 AR N

Men voere nu. in plaats van 7. eene nieuwe veranderlijke o in,
Y. 1
bepaald door de vergelijking
(p~ty 2y )2 Fha? (14-m.y. 2~ m, y ?)
i ’l///- sl /'//:‘) 3 7\ i 5 I )
i
] 43 y 3
T e
of naar 7. gerangschikt:
Y: ! {
S haa 22\ 26 (n -
( u‘—l.l}_/u fatid }f Up,

Y r.»‘~‘-/u/j7-]*lmﬁ-‘—m}/uz'*'/\//"'/—‘/'/-! 2y =0,
4 4 A A { y 4

Stelt men deze vergelijking voor door
Fy —2G - H =«
i e )

en differentieert haar voor constante y,, %00 verkrijgt men:

Bepaalt men de vergelijking der ellipsoide, welke door P gaande, met de ge-

sevene confoeaal is, zoo vindt men have assen bepaald door de vergelijkingen

/] 2 -
Py : vy -
{* - a3—g3 2L 40— gi—
i k i i l i
- = 2 a3 2 2l al—npt
IL = /, ta, u I’ = I' -a al,
waarait in verband met bovenstaande vergelijking volgt K2 — A2, zoodat de

vergelijking (56) blijkt identisch te zijn met de derde van (55) voor p. = 0.
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(Fy,— @) dy,+ (1 4y 2 +,2) wdw = 0,
of daar I'://' G=1L7(G2 I'H) 1is,
(L4y24y.2) odw

SRR

w?® dw dy
= lf‘/‘ | 3 ) g V3 7 4
z (1 'mlj/.__L —- my?) V(G2 I"H)

waarin nu . nog enkel in den term m y. %2 voorkomt. Alyorens
i v

dy. =
1

nu ook deze laatste eliminatie te verrichten. stelle men ter be-
korting

w? /ull2 = 7./. W — //(1/3 =A, R —mha= i,
pa . : ;
A A, - 4 VRIS A RN s A \ ¢~ A i 54
I,/A_ 7N Az { P A B A A, A, AP,
waardoor

= )'f 2, G = (2, = %Y, /3 B },J - ).,,l //‘3 (p, = //4‘13
G —FH=—Ay3+42By —C
wordf en vervange nu Y, door eene nicuwe veranderlijke U vol-
gens de vergelijking

A W B Ay, B

COoS8 44 —_— - ——— g

S s T D

zoodat DS — B2 — ' (p2 2 2 230 Al
zoodat D? = B2 — AC—=TF 1/:/’/_‘ A, 4= AAMT AL —AAL)
is. Alsdan wordt
G2 FH — — gin %Y,
B--Dcos el )
S ,—’r—‘ ( :J b :/,7////: il % /' o e 1 .
Tt 7 L Sl AF QU :
dy. dy
& .

VGr—FH V4

=9 A2 2 deo dy
: // %tl) Dy

A 2
2 ) | e )2 o voyath anb)*
A +l/l/l‘1 B—+-D cos V) —+A III'{/"’./.#“&-— 77 oS Y- 7 my)

Voor de bepaling der grenzen dezer integratie, dient de be-

teekenis der volbrachte substitutie te worden onderzocht., Houdt

£ cot © & p . = 0
men in het oog dat 4 — = TR Y —=cot & — _A 2%
4 . Q - i 3 o
sin > &x,—2, @y /7I

200 blijkt dat de vergelijking (w) de gedaante heeft:

A —2) (4 QAN S\ o Salira s amres NS g0 Y 1t
(/~(- ) (&, /»Il»—{ (4, —#%) (2, - 2, 1A —2, )(z—2) 22X —2) (@~ py

- 2/:1' (x, r) (.:'1_ P, 2% |'."._, /libf.l‘!:. p) = 0,
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welke vergelijking nu, voor elke waarde van w, een kegelopper-
vlak van den tweeden graad voorstelt, welks top in 2 ligt.

Geeft men haar de vorm:

o’ P p.r. s w2 8
“ ] - ] ‘- | = [ - \\ 1 ] 3 ] S ‘, 5 < ~
P . ot 5 — g~ |, P

a? a? a? a, i )

i 2 !

zoo leert dit, dat de kegel behoorende bij w =0, de ellipsoide
raakt, terwijl bij andere waarden van o slechts aan de verge-
lijking kan voldaan worden, door de codrdinaten van punten
welke binnen den raakkegel liggen, omdat alsdan de linkerzijde
noodzakelijk positief moet worden. De opvolgende kegels, over-
cenkomend met aangroeiende waarden van w, liggen dus allen
binnen den raakkegel en snijden de ellipsoide. Zoekt men nu
op de gewone wijze het maximum van w, als functie van Y, eny, 200
vindt men de daartoe vereischte waarden van Y, en y uit de

vergelijkingen :

A.— & Ly =\ e A %2 LRy =x
(/.:4 ) /,/‘ % ~’/A~ //[ n | b % ».//"‘ % ./(, % /;{
“p A,
waaruit volgt:y — - = — ——
oA A A A A—2EA — £2)
ko & i k
welke waarden door substitutie in (w) geven:
9 % 9 o % 2 9 % = Dal gy oot » —
A RPN == A we A A Pf /': A= 0of D=0,

Alsdan echter worden de vergelijkingen
- 9 o E, i yg . i y A= —
(A, — &) (x,—p) +ex(x, p) +p (¥, —p)=0
A \ b 9\ [ e T A —
(¥, —p,) — (A, —»*)(x, q/;&) -+ vp, (x,—p) =0 \ . (m)
. 5 < by - \ L = 2 - = P
p (x,—2)+xp, (&, —p) — (2 29 x—2)=0 )
welke dienen ter bepaling van het middelpunt des oppervlaks
(w), van elkander afhankelijk, zoodat voor het maximum van o,
het kegelvlak overgaat in de rechte lijn:
'I.i /’,v A\'/I. /7/\ 4 &, /5!
7

224,

tA A \
" /»/ /.’ /

'
welke dan door de vergelijkingen m wordt voorgesteld.

De substifutie van o bestaat dus in het verdeelen van de
geheele ellipsoide in omeindig dunne, kegelvormige lagen, wier
gemeenschappelijke top in 2 ligt, en de integratie naar » zal
moefen wuitgestrekt worden van © = 0 (den raakkegel) tot

= ' = maximum (de rechte lijn of oneindig dunne kegel),
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zijnde o' te bepalen uil de vergelijking 2 — 0, welke daarvoor
altijd ééne en nooit meer dan ééne retele waarde zal opleveren.
Want indien men haar schrijft als derde machtsvergelijking in
h2 @10
w?, 700 is de bekende term ., dus tegengesteld van teeken
a~a > e :
) k

met den coefticient van (w2)3, en schrijft men haar in den vorm

A
2 w2 V4
1R IO =
/ A A
I !

zoo ziet men dat zij twee wortels heeft, de een tusschen de
waarden van o waarvoor 4. = 0 ena = 0, de ander tusschen
die waarvoor A, = 0 en 4,=0 worden, en daar deze waarden
alle negatief zijn omdat % voor een buiten de ellipsoide liggend
punt 2 negatief is, levert de vergelijking dus eene positieve en
twee negatieve wortels voor 2, zoodat voor o' slechts ééne
redele waarde bestaat,

Zoekt men nu de doorsnede van den kegel, door () voorgesteld,

met het vlak » = 0, zoo heeft deze tot vergelijking
- D > ) . A . | - Y : |
A ) (a aty (v —p)(a h ) == (A 7%~ ) (@
(: ) i E /‘,' i k /‘:. BN e A /’I."
08 5 Y -2 529 (@ Nl B o'
= "/71” "("/ /1) i '/“/ A"',‘_ /‘,." e /",‘/", =0 . . ()
zoodat men voor de cobrdinaten a:/, «," yan haar middelpunt vindt:
' g
g - o 3 )
tH= A 7 ~ A H /
/ 7, //., P //5‘, 42 d % Y
=2 — 5571 2, =2, z s i — P,
‘ v &=/ A A A A —22A 4 1
A # 3 i A P& ‘
Voor eenig punt Q dier doorsnede is dus
pB pB Ay —B n
G£Lo—X = a1 = - = - — el 08 U,
S L S P4 " et

Men ziet nu licht uit de vergelijking der doorsnede, dat men’
om over de geheele doorsnede te integreeren, dusg om aan L—ak!
alle mogelijke waarden te geven, deze grootheid alle waurden

» DD 2, 1)

tusschen - " en - - l tweemaal moet laten doorloopen,

hetgeen dus vordert dat ¥ van 0 tot 2 = wisselt. Deze discussie

leert dus dat men heeft:

¢

U )ik 3/o
' 5 e 7 ni A 2dy
/' r==x{ir"/ D~ ()
1 w 1) | |
) P {2

Dyv 4 .
.'-r—ivulf'(/;’»}~/)«'H~‘T‘A)"’—*-///:J]I‘v!}./_—‘r 7 cosd-4- 7 siny)

De integratie naar ¢ is dus in werkelijkheid eene, welke zich
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uitstrekt over eene der kegelvormige lagen, waarin de ellipsoide
door de substitutie van o is verdeeld.

Alleen blifft nu nog over, dat bij de bewerking A positief is
ondersteld, en wel omdat deze grootheid in gebroken macht
voorkomt. Vervangt men echter de in A optredende grootheden
door hare waarden, zoo is:

h h //41 6
A=wt d{“ W [ — 4 — - e ) + i ‘((L 2 —, )

a?’ a? ul* u‘

Opdat dus 4 positief zij, ook voor » =0, moet p > a zijn;

fortiori is zij het dan voor andere waarden van w.

Men kan echier de bewerking vervolgen in de onderstelling
dat p >a is, en het eindresultaat zal onafhankelijk daarvan
zijn. Want er kan slechts eene analytische formule zijn, die de
waarde der aantrekking voorstelt en deze vordert alleen dat P
buiten of op het oppervlak ligt, dat wil zeggen dat & << 0 is.
De formule welke men vindt voor p > a, kan dus niet van de
algemeene verschillen. Deze opmerking k.m men op vele andere

vragen der analyse toepassen, waaruit volgt, dat de analytische

formules dikwijls onafhankelijk zijn van de bij de afleiding ge-

maakte onderstellingen.(?)

(*5) Ten ecinde den ]uup der redenering niet te storen, oordeclde ik het beter.
dit onderzoek naar de grenzen der nieuwe veranderlijken ¢y en  met de tekst
te vereenzelvigen, ofschoon het geheel eigen onderzoek bevat, dear bij LEGENDRE

enkel cenige zeer onvolledige aanduidingen te vinden zijn, omtrent de grenzen

van ¢, terwijl in het geheel geen reden wordt gegeven, waarom J, steeds van 0
tot 27 moet worden genomen, hetgeen toch. naar het mij voorkomt, niet licht
enkel uit de vergelijking, waardoor deze veranderlijke wordt ingevoerd, blijkt.
Men ziet ecchter uit de vergelijking (¢y!) gemakkelijk, dat dit onafhankeélijk

van het teeken van A4 (dus van het feit of (¢)!) eene ellips of hyperhool voor-

B\2 ), D
stelt), daar zij slechts vordert dat (.rk —, -} ,/l” ,,) (/ ) <l zij, opdat

a, regel blijve.

Ook het laatste gedeelte, betreflende de voorwaarde waaronder 4 voor alle
waarden van ¢ positief Dblijft, dat geheel in die bewoordingen bij LrGeNpRE
te vinden is, vordert, naar het mij voorkomt, eenige studie. Wel wordt A voor
o = 0 positief, wanneerp, > a, is, maar geenszins blijkt zoo licht dat alsdan
A ook voor andere waarden van g positief is, Men kan echter aan A den

vorin geven,
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Het komt er dus nu op aan de waarde te vinden van

(5 8/
/_/. A -.’[‘:y) :
. (v D Dy~ "

| os )2 y, | s RN
s .l".?-lll/:‘/;»{‘ D cos ¥) ~|1~m'(p///.hf|— /o siny)

— COs Y-}~

iz
Vervangt men daarin ¢ door Y - ¢ zoo kuunen de grenzen
onveranderd blijven, daar sin (2 7 —+ ) —sin x en cos (2 7 - «)
g & Y
— cos « is. DBepaalt men nu ¢ zoo dat tg ¢ = . 18 en
: %2
i
: IO . 24
stelt ter bekorting: A — K2, = @ en A A A= P8,
i
200 gaat bovenstaande integraal achtervolgens over in:
‘)
22 K3 dy
- . /1 B = o
Kit-m | pzi - Y%A cos— (Keing ! |-
i | l £l (gl 2 2R F ! U |

“+m| pea - 2  (2A - K2)cosh4-(A -2)n Ksin b !
A0 % B (222 AR g : R y
of omdat volgens hovenstaande bekortingen :
V(rPAR- ) =Py Iy2 A + K2 =4 F, A —&=1F1is,
i : & 4

<)

7T

K3dy
Q

. ) Q Q) [ B g
4] w2 e 0 ool atn e 3 0 W70 (I e dand)2
K //1((/1(/. ; ;r/‘/,/_:m.\ ,J‘/—,’/\-“”".” - m(p, I /'1/25'1 o8y - I'/,/\slll\/)

De noemer van deze differentiaal moet nu in zijne reiele
faktoren ontbonden worden. Ten einde dit op de kortste wijze
te verrichten, stelle men tijdelijk

Q Q
) = -=cosY—ua en -Sgin ¥ —
/AI | ll‘|,\¥ A en /) ll]d ~(/
waardoor de noemer wordt:

K* - m

(7 Az ¢ Ky + m_(c A & 12 Ky),
N i o 3 A ,

at a atat
i k SN
IS rs 7y
P . e = .0 1 ? z00we 5 als] - § ==
en alsdan ziet men dat voor 7y >” oowel 1 02 a? as a;
% i

negatief zijn en dus de cerste accolade aangroeit, bij het grooter worden van e,
zoodat inderdaad, wanneer A positief is voor g = 0, dit ook voor alle waarden

vin ¢y het geval is. Meetkunstiz is het duidelijk, dat indien de raakkegel met

het vlak x =0 eene (']“[l!i\.'hv doorsnede geeft, de daar binnen gelegen kegels
{

zulks insgelijks doen.
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Q2 ¢

S T AT S | 9 ) Tt E— J 18
terwijl identisch »* 4 a 2P = — P =} —Aps is.

Onderstelt men mu dat de noemer kan gebracht worden in
de gedaante 7' (1 +px Fqy) (14 P — qy), 200 mag men, met
invoering van een vijfden onbepaalden coefficient 7 aannemen
dat identisch:

K2

72
=T (1 +2x4qy) A1 +p'a —qy)
is, waaruit ter bepaling van 7, 7, p, p' en g de vijif vergelij-
kingen volgen:

/\'u_,,,/'qz }_}_.r— f/\j;/»fvilf)' ( .«}.l a+v Ky)*-+ 1/!/1,'-' = '3/'1 Hae- Ha* - ITy? -

T e 8 . H K?
I'= K*~- (/’(— A) pa
Al SRV ) Npe—; ]
I'(p+2)=2p H,
Tqg(p—p)=2:tx l\'uu/ A ///_)./).
v 1] 1 N
M e 3221 3 (5
Lpp'= m %2 A2 m 2 A .
T¢*=H (m, & —-m, 2%) K2.
N t
Stelt men nu nog:

P2 K2 e W P2 K2 A P2 K2 .
m, 7 A= /',' ", s A= /'i.‘ - A= /{_

z00 vindt men voor de resulterende vergelijking in 77, unit de
vijf bovenstaande betrekkingen:
- I ) ) — () (36
L. /./; Z, - ¢ /'/. /,‘, -z L L. PRL, /_/:. B8 s e (D)
Schrijft men deze vergelijking in de gedaante:
1 | 1 1
= S 5 g —— " e -4 =0,
1/:_(/'9/\'~ AN * 1:)/(/‘9 K2 A + 1 (/’L K? +
‘ 14 v g
) How s mk) PP\ H

E\ H  m 2
'

P2

S

o)

- : P2 K3
zoo blijkt dat de drie waarden van welke daaraan yoldoen,

H
respective gelegen zijn tusschen oo en de kleinste, de kleinste

en de middelste, de middelste en de grootste der grootheden
A, A,

3 v - . .
o m. en A, en dat alleen die waarde, welke tusschen de beide
m., n, {

i N

(#) Men vindt deze gemakkelijk, door substitutie der bovenstaande waarden
in de identiteit:
72 \p 1‘ /r"r"‘ 77 //"‘ (p //')"‘

4 T'pp' = 0.
z ¢ 1k
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kleinsten besloten is, eene der grootheden Z positief en de beide
anderen negatief maakt, zoodat steeds ééne waarde van I be-

L L
staat, waarvoor . ositief en dus l/ L yesel is.
0 LL

Y
i &

Onderstelt men dus deze waarde van A gevonden, zoo is dan

verder:

L
p, P? e (A, L. A /',) ) :
e e ”.‘( sl e l PR 4 /,; /‘z<
=P Ny T R /\"H/)/-' +- L)
L
P2tex (AL —A L)
e e G e ‘/ L, I,} 1 l//‘/ L,
i K2 (p?+ L) I,
door substitutie waarvan de integraal nu overgaat in:
B _a:
/-'_’77‘ I 1///3 - /,[)
L
. p P2ty (A L-A L ,[,/ ¢ h
i 7 k R /,':/4/. . ’z g' /\—’!l ’// /‘:/'r, . /
79l . - co8 Y| 4 / E sy
s R (' TP -“) TP A

P, PP—-tn (A L, A / ‘

\ L / Q '
o - =3 cosy
[/" I‘::" L (I" ™ p .J/ /
KQy./LL
i 2 T g
Stelt men nu 4 g E Y=z
\ 2 2 \).
,/”/’ ,.1/ / / I »l/ ( /))
K?—+- —,! i

/‘"" “4

L,
L i (3 v Q
,/,// +en (A L,—A Lyl I - \(,,+ )

72 | = M,
1A=} /,{:: I /'/

SRl Q
N L ; JLLy ()‘ *)
W A=A L, ’-/.~",’l/ L L ; = A
/\'3-+- 3 ;|, /Jv - =Y
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/ (
I ; # VR | (I’ d
2= (AL, — 21 | LLs \F ok )

AR - 3
1 i o
N (! ‘ /‘ /4’/,/:’ Ligy
T L, 0
z00 wordt de integraal eenc, welke in twee declen gesplitst
1 "
moet worden, omdat, wanneer - ¥ van 0 tot x aangroeit, z cerst
van () tot eo, daarna van e tof 0 verandert. Vervangt men
in dit laatste deel z door z, verwisselt de grenzen en keert

het teeken van de yorm om, zoo bestaat de geheele inteoraal nu uit
§ §
PRI

PAR5
© 2 (1-4-22) dz 2 14-22) dz
f H (p2~-L1) ‘ 4 /m H (p°~+-L) o P A
v (M2 LN M'-2L2--N'"22) & (M=2Lz4-N2)M'4-2Lz+N'22)

zoodat de tweede uit de eerste kan worden afgeleid, door het teeken
LL
S ’ ik
van /., d. w. z van I te veranderen.

Z

Men vindt dan voor de waarde der eerste integraal

A sy 74 A s TV LA 720 Ml N7 AL AT
P e \: .nxi.ml ‘”‘\,_/'___(.\-,ll\(,l/ N-M N'V4+-4 L3 M+N+M"+N")
2] { 0 ; r Sy
Hpp+Ly (v N-22 (M'N —M N'2 -4 22 (M -+ M) (N -+
7 1 aretan 2 QN -MYMN-MNY 472 LN L M- NI
5 +arctan NI 2(N'-M")(M'N-MN' -4 L2 (M~+ N + M- N')
M N'- 12 (M'N-M N2 ~+-4 22 (M + M) (N N
1 2L (NH-N'—M M) log (M'N—M N
(M N M N4 L2 (M ~+ M) (N-+N) )’
en voor de tweede. door Z in /. te veranderen:
T L
5+aretan 2(N-M)( M'N-MNYA4 L2 M+=N+M4-N1
P2 5 :: ( STl 1) (M IN") 4 L2 M { )
H(pP+L) v MN—73 (M'N - M N2 -4 Z2( MM (N+N)
- l X ) ) A A -
5 — arctan ——— /.-:_: (N'-M')(M'N - MN")-4 Z2( M~ N+ M'4-N")

V MN—I2 (M' N MN'Y? -4 722 (M- M)y (N4 N
9 L (N4 N'— M— M) log (M N—M N'))
(M N—MNY FEL5(M+M)(VF NS’
zoodat men voor de som van heide, dus voor de volledige inte-

graal verkrijet:
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T (N —M)(MN — MN") 44 L M~4-M'+-N-+N")

(
W MN—I2 (MN—MNPE4&IA(NFNY(MFa)

V4 ".fi N'—M"Y(MN'—M'N )4 L2 ( M'+-M+4-N'"--N) | P2 Kb

MN—L (MN— MNpPF4L N+ N M-y VH(p2+L)

welke beide deelen in elkander overgaan, wanneer M met M’ en

N met N' wordt verwisseld, hetgeen volgens de waarden dier

‘ e L
grootheden, neerkomt op het veranderen van het h-\-l\‘vn\':m[/ 7 / .

Substitueert men eindelijk hierin voor Z, M, N, M'en N'hare
waarden, drukt vervolgens A, 2 en  in A, A en A en ecinde-
' K :

lijk deze laatsten in L, 1, en L uit, zoo wordf: (37)

() De in de tekst sangeduide integratie kan gemakkelijk* verricht worden,
door op de gewone wijze, de inde differentiaal aanwezige breuk, in een verschil
van twee anderen te ontbinden. De substitutie der waarden van L, M enz.
vordert echter wel eenige oplettendheid. De nitvoering daarvan wordt door
LearNDRE zelf moeielijk genoemd, en eenigzins door hem nangegeven., Men kan
ze aldus verrichten.

P2K

Indien kortheidshalve ‘/I 2 — Z gesteld wordt, volgt nit de waarden van
L, M; N, M, N7, en Ap

20 : P2 —1n (m, I’L i, /.I~ Z L/ “t

; L
4 ¢ty K2 Q (m, /,, m, L) Z V t
i Tk i 7L

' N— MHN=— -
J P /;,'-' {— I,lh
16 A2 Q2 L /./ (A ://,"‘ + K2 /.1 -+ /“-'//"-')
413 LM A NNy — L .
VA (MM +N+N)= L P p24L)
! i {
/ L
g s Y 71/ 5
2n K2 P2 — 1 (m L m LYZ
/l{ \ (2t % A kod L / sy
M N -12 = K- S
//l: -+ IIV
(2 P2 Q2 \ P2 g / : /[/' /.! )
(}1[ — (J*) (/;[ _//'\mi ./. m;. ,‘ 4 /.'/,I \
1} . r K
7 P2(p2—4- L)
/) Y
Merkt men nu op, dat volgens de waarden van P, Q en A, P* - (=

K2 (Z — L — p? is, zoo verkrijgt men voor M N L2, door ontwikkeling
{ {
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K3 P2 ( 2 9 9
; 1/_ 2 mm, (p 241 )*—( p/~+,l,l )('"'/’l:_'_m'k L’_)—l—

VMN—IR =
L=t
9 9 9 < 0
+(]'z~ ll[)({.’]”k—{‘y-‘l,,/i)—3!71/’[(,"1‘/"{_*—/“‘/:Ill')V_,/‘; :
ik

van het daavin voorkomende kwadraat, weglating van ecnige elkander opheffende
K2Z22(m L ~}~ m L)
i A k 2

termen, alsmede aftrekking en optelling van de vorm s 5

r- f‘ L =

) [
3 Kz | N ’ : l/ L |
MN—[2— 27, )8 (p24-L , m L)-2exp(m L -m L) L
(/'[":"r—ltlj"‘ I(]If } /1) wm ~(p) +Il) w,l[k+" k/‘i) l/ll(llf'l v mk/ D 57 )
Tk

IJ l‘
K2 | - o pa n 2k 9 \hire y
e 7.2 (P2 2 L) (p2 4L ) 217, B Iﬁ-*—
: /'1).’ (’“l : II} { [} @) 2 /‘1 /‘1 ; ll /)'(/,l +Il)(mill'.‘ '”1. Ii)

7|L' —
(\/J[‘ T
222 Lm L —m L)2)
s boik k¥ l_l_l’-'(/:'-‘Z-——]/‘-? L —L3) |
K P27 L J { L i
i &
De vorm welke nu in het tweede gedeelte hiervan als vermenigvuldiger van
K2
FEREy AT voorkomt, wordt nu nog aldus vereenvondigd. Houdt men in het oog dat
(rf + '1)

K2=m,m, 2*— (m L, A-m L)/~ L L —P?,

P2 = m, —%A #2 m) 77— ,'k — 72 [‘-"
PL—@ Ppi—Q—PpiPL (P 7)Y mm 2~ Lk m LTI, 3
o /o = (P —A-*m ) 2 eL, 721,
(p24-L)L.L r B ) .
Zon, TN — g R L =P — @, m) 2
(
(zie verg. (€)), dus ook, zooals licht te zien is,
* 272L (m L, —m, L)* 72 & . 5
ot {/,:-'II, 7, i e f‘:} (r+ Ll) (&m 2L, 5"/2"".‘:[‘)“ 4 (1‘-'ml_ 4 7'—/;/',;'-'1,1 3
ir

en (”Ii/'k—l'_mk/'i\ P27~ (’:///A.JI;“{-I.:III‘:IA") = (z‘ll,k-}-/?],") (”I-"”AZL'"AI‘LZ_"'kI‘;Z)
is, zoo krijgt gemelde vorm achtervolgens de gedaanten :
(ppt+-L—2) ) (EmA-2m) L7+ L L7+ L)(EL AL : 2472\ (2L SIV(Z2L
(t':lllk—{"/.“llli)z -(l':/,k*{*/"'/,i; : .+(/‘I Ulert LAV {"'/’,-)([" o) n
(Em, A-2m) Z—(EL ALy o2 Z—pp L —LY) =
L PP+ Li—2) | (Emy - Pm) A (EL L) t + (PP +L) (Z—2L) (L, +#L)
s : /‘l (I;['-‘ -4 /,l) *];I'-‘Zi ; (f‘-'mk + /'lmi) Z— (1‘-‘/,k~}-/'-‘/,'_) : — (I,I‘.‘ e /,1) (@ m, + »3 m) 7,
e
dns.l/A\-L‘:('I,lg+/"l'):X
? 2 W - Z
X ‘l m|mk(/;l'-',+/,[\‘-_(/,l:_}_/.l\,(ml/.k}—mk/.l.).i_”,':_/,,‘(!.,,,k *—/cmi)—2”/'!("'-'/'1-_"';‘/'.-) l/-/ /l }
Pk
)
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Q(N—M)(MN—MN)4-4I2(M+M+N+N) _

TN —MNP AW+ N) L+ )
z
(1'12_{_/’;)(7"','/'k+7"k/'-‘)+ l,l(zﬁmk—{—y,i/ni)-(zp[(m;/ll;-mk/,’,l/ /:T/L-,_
K : ( [),3+ L), /,k+;i1k I;'_j'--+— L (Pm ~-e*m )L L -1, +*2L.¢
en dus de gezochte integraal (doordien voor het tweede gedeelte

74
glechts het teeken van l// } behoeft veranderd te worden):
Gk

Verder is nu

L
O N=)(MN=MN) -4 L3 (MM LN+ \r,_l” K2 Q2 \ U,,,/wz(,u../,k-mk/,‘_)L/- 7 /1¢
Tk

a1/ ’ 3]
L o L
08 O PP (530 (R R L ) S8,
i 7!
Maar K%+ K2L +-p PP =(p2 4 L)) (ma 22 —m L, 7 —m L Z+4L L )—PL, —

(P41 )‘m_m 2—Zm L Am L) ! —(Em +22m)L. Z en dus
j ik ik kil y k | e |

L ¢
L)Ly s | grr 4 2Py DL ) (LA )= § P (@m. r2m) F] X
,,l,’,,,,,,( ]'I + 'IT]'I =m, o lf— FIA ’k’ ,i—‘( - '"'k =, 24
]

X } (’” Lt L) (7 ok 17 ) (Em )L )/, derhalve in verband

md, het lumu.~tnnndl.

L £ : 5L
‘2/2(7”;/’1{ —IIJkL‘FZ‘J/_/_l_—f-(/:I'J {»—/,IH/\'—'/;I‘-’ A ‘-'/,' -]» 2) } L~

— /’"/‘(1)- -+ l;) (m, I, -+ iy I;_‘n + (2 , + 22 m,) /:,}

— Z::(p’- e /'l) (Bm ‘I +/~m 27 W) el G m, S ) Il A
+111imk(/,l"'+/,,:)((3I,k+/314',) 7(]”i['k+/”kl(i)(‘l mk+/ m',)([:[- %—Ll)—(z-mkﬁ 27 ”'.’" /1‘ i =

— ,[)‘.’Zz (};'-" - l,‘) ('//l..l,’c -+ ML) fm(t‘-’mk +- 22 m, ) /4 ' en dus:

e > on it aa e K e (,)/
2N—H) O N—MN )AL WA NA V)=~ s \U L) L A-m L)+
+L(Em -22m ) Z I o {
L\ - n/l,)-r—upl(ml, i, ,i) .

L)
Eindelijk is: (30 N — M N')2 - ;/‘-‘(ll { M) (N4 N =
16 K202

Z,
=7 r/) ( L =m L) K27 / + L "1\-(/. p+ K2 LA P2 pd) (pf 4 L)+
+ P (Rl L Ppd— gy o

) /

maar volgens het voorgaande is K= 2 - K2 L - P2 p? — Q* = K*7
enp?l. L, =—L (L. L, + &L 72 L), zoodat men voor de geheele vorm verkrijgt,

(1]?_"2,(?“7 B2+ L) m Ly, L)+ L @m, +2m) + L, L+ @ L2 L}



115

(p +/ )Un/ -]—m /)+/ (z~m x? m)—}—/ 7 —-f—ﬂL -{—wl X

(p? 2L, (m L +m 1/)—}—14 (Em —L—/ m) ~+-ep (7, L—m I/)\/-

o) Ice R
(V" ) man (B, L) *(p? T]‘ ) (m.L, —~—m i) - +(p-L)(& mk—*—/ m)-2exp (m, L L )1/-
( Z L,,j
L,
5 L (./,,.'+I'l‘7\/-»mil‘k—%"'kl'i\ - I,I\/l'lll"—-*—l,'lll‘_)---—]/(I’(III'_/, ~, L ) Ll.llk
T o L e Y S S | Joan T )

1 :ur‘,ml(/,I2+/,I}2_(1;12+/,l\ (mi/,k—{—mk/...\ -}—(/;lﬁ_/,l\ (z'-‘mk r+—z'-'m',) —+—2U])l(ml,/,k-mk/.i) TJI:,‘ ’

Stelt men den noemer voor de accolade door W, de beide tellers
binnen de accolade door .X en X7, de beide noemers door ¥ en

¥Y" yoor, zoo is nu

fu’ w?do Y X \")
P —9 i ¢
I =2 W)Y + = i A Dot 2 A e AT ()

0

3

Deze formule zou uiterst samengesteld zijn, indien daarin de
oorspronkelijke codrdinaten door middel der vergelijking (w) enz.
moesten worden terug gebracht. In plaats daarvan zou men aan-
vankelijk L, Z,, L en w door ééne nienwe veranderlijke o kunnen

b 1 3
vervangen.
Al )
Men stelle nl. L, = — 5, L L= 700 18
AR e ke 4 ﬂﬂ ’
volgens vergelijking () 8 =¢ 8.+ 8, — 272 B, B,
; . .
maar ook is,
- 9 e 3 Q
PR == J — —m )M L — L, A — —t k1% e
m L—L =A—mA=0—m)o*m L —L = —mA=(1 m)w
3 (m,+8) d(m.+R8)
_ ; y o~ ; g
dus w® = - x - = —, zoodat men kan stellen
(I—m ) BB (L—m ) ﬁﬂ‘
) L 2
)
")E o B'ﬂ
£k

waardoor dan L, L, L, en § rationaal in o uittedrukken zijn,

,8{ = (1— m)e—m, yés L= (1- m‘) o—m,

I‘l 1 20 dw do
terwijl —— = -1 - = — i8. Zeker zou nu eene tweede
L7 A W
substitutie de vorm in hare eenvoudigste gedaante brengen,
maar zij vertoont zich mniet zoo licht, en zonder haar zou uit
3!
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deze uiterst samengestelde berekeningen bijna geen resultaat te
putten zijn.
Eene nadere beschouwing van de vergelijking () leert echter,

dat men op meer eenvoudige wijze, tot hetzelfde doel kan ge-

. ” PR .t ¢ A
raken. Daarin komt namelijk de grootheid 7 niet anders
voor, dan voor zooverre zij in Z /.K en /’1 vervat is. Daar nu
1 ; ,
PR3 . P2K?
L —=m —A.=m ha? w2,
i - i i\ + ! 2
P2 PR? b
PE et 7 —— A, =m -ha?| —w?,
/A' k H k W\H 1 ! 4

_ P, PR F A
/’l =y — AI — ( - —]rlf—-*—/ut‘-) — )

P K3

is, zal de vergelijking (/) welke ter bepaling van dient,

door substitutie hiervan, overgaan in eene derdemachtsvergelijking

P
ten opzichte der grootheid 7
ger geyoerde digcussie, voor die grootheid en dus voor 2, . en L
- ‘ ‘ 13 i

i B GG & Uy :
en derhalve voor |y + yi|» ééne retiele waarde opleveren, welke

o
e
7 + ha? en dus, volgens de yroe-

geene andere veranderlijke dan w en geene andere constanten,

dan m,m ,19,1:‘3[ enz® zal bevatten; waaruit dus volgt, dat de
1]

A

! t wdw X
clie - -
unctie — y

waarde heeft voor alle lagen, welke door kegels, wier vergelij-

1
- “)\,’) l)llllt.hilllkt‘lii]\' i\ van ][,12‘~ dllS (1('7.(‘“‘110

kingen dezelfde o bevatten, gesneden worden uit gelijkvormige
ellipsoiden van gelijke dichtheid, met hetzelfde middelpunt en ge-
lijk gerichte gelijkstandige assen.

Hiernif volgt dus dat men kan zeggen:

»indien eenige gelijkvormige ellipsoiden, van gelijke dichtheid,
met hetzelfde middelpunt en gelijk gerichte gelijkstandige assen
op een zelfde uitwendig punt werken, zal de aantrekking van
de kleinste gelijk zijn aan die van het ringvormig deel van elke
der anderen, dat daarvan afgesneden wordt door het kegelvlak,
in wiens vergelijking « gelijk is aan het maximum van » voor de
kleinste,” daar deze stelling voor elke der componenten en
dus voor de geheele kracht geldt.

Omgekeerd zal men dus bij elke waarde van w cene ellipsoide
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kunnen vinden waarvoor deze waarde het maximum is, en men
zal dus de aanfrekking van den oneindig dunnen kegel voor die
ellipsoide kunnen bepalen en deze dan integreren van o — 0
tot w = w'. Men zal daartoe terngkeeren tot de formule (f)en
daarin aan alle van o afhangende grootheden, die waarden geven,
welke ze verkrijgen voor o=/, daarna de integratie naar ¢
van 0 tot 2 7 en vervolgens die naar o van 0 tot o' uitstrekken.

Men ziet (l.m dat, daar D — 0 wordt:

P 1 /~/,>~ do (ITJ —4 /2 w2 d o
Ui f f A? —f—m /)~—{—7n /)~1~ A 72—/ 12 +)1z l)~—{—7n p"('

Jcn cmdc nu daarin op de gcm:lkkclpkstc wijze aan A, B en

Ay de behoorlijke waarden te geven, behoorende bij de waarde

welke voor w verkregen wordt uit de voorwaarde D — 0 of
A.A A —m2p2 A A —m?p? —p? A== M,
A A A ;Pe A A —mE ) A » /\ 7./‘ 0, (2)

handele men analoog als bij vug(]!]l\mg (x) ls "csuhwd Men
stelle dus:
It ‘b‘ N e ) S ok ) 5
5 /;’l_’ K _,[}/J‘ i —,@ﬁ
d =mlpp B, + m2 p? B 40 B, ﬂk
Maar uit de waarden van A_, 7‘/; en /.[ volgt.:

o(m .’B;\ ; N M"".‘—BL)
m A — A =(m, o= =7 smA—A=(m 1w?=- . ,8‘ )
Py

zoodat, indien men eene nieuwe constante A, en eene nieuwe ver-

700 is volgens vergelijking (4)

anderlijke @ invoert, volgens de vergelijkingen:

a? (w2 —ha? A9m~ I",B ﬁ
! Ay T g

A= — — A% = w?

¢ w'2 u A a 25
vooreerst de grenzen der intvgruhc naar x zul]cn zijn 0 en 1,
terwijl verder:

o - 2
ﬁ; _m B“ a

e Ul Ry el B el
k i

dus

'\.

"1
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I ; > m ~p m ~p = m, P2, )
e e i S R
m"p’ m"pﬂ
A?+-m, B2 m.p2 P22 =p?3* ( + . 73 )
i8.
Verder is nu echter ook:
a? > a2 _, T =
w? :Al2 ’ ,Bj = All (m ?p; 2 k - nl.‘;~pk~B -{—p;) ]
i ik i

dus
m=1)a?
( .7““1
9/00
Ail ﬁi

o (m,—1)a2 2afa (l 'r( m ‘p 2 m 3/) 2
3N ST G Yo i PR 2 3

Door substitutie van al deze waarden vindt men derhalve. in-

2wdw=—

\ D0n 2 =1 0. ap—1 DR
1 2[ Z ///fp;,@k -{—mk~/)k~ﬂ,~ +p = 2 2ada +.:~ ’ m3pk
1

dien men ook nog de massa M invoert:
3 oM

A* /]/'( I;T(;’f-i 'y(.l _(,2 — a2 . (67

terwijl 4, gevonden wordt d(mr de vergelijking

L el az_g)(;lle S @) —p? AXA2—a} + a*) —
— 22 AP —ap4ad)—p A2 —aitadAi—aiHa D=0 . (4)
welke men nit D — 0 verkrijgt, door daarin o' door 4, te ver-

vangen. (%) Eene discussie, analoog aan die van vergelijking (/)

(%) Geeft men aan deze laatste vergelijking de vorm:
» i

47 T a3y

700 ziet men daaruit dat 4, de met a, gelijkstandige halfas is, van cene ellip-

soide, welke door P gaat en (nnlm-.ml is mvt de gegevene, /oudnln *a, = J LE A 2

.(~—«A- A3 — A3,
al'-'—ﬂ-k Y “-' -4 2 o dus ook T en = de grootheden

zijn, waarin 11: en E‘ uit (54) overgaan door permutatic van A en /1‘, waaruit
dus blijkt dat (57) inderdaad de vergelijking is, waarin de eerste der verge-
lijkingen (55) overgaat door diezelfde permutatie, zoodat LecrNDRE’s resultaat
identisch is met dat van LarLace.
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leert, dat de grootste der drie waarden voor 4-119, welke deze ver-
gelijking oplevert, daarvoor moet genomen worden. Uit de ver-
gelijkingen (57) en (A4) volgt, zoo als te verwachten was, de stelling
van MacrAvriN onmiddelijk.

LEGENDRE besluit zijne verhandeling met de volgende woorden.

,,Ofschoon in den aanvang de oplossing van dit vraagstuk vrij
eenvoudig schijnt, ziet men echter, dat er vele kunstgrepen noodig
waren om tot het eindresultaat te komen. Dit vraagstuk is waar-
schijnlijk een van die, waarop eene synthetische methode niet
toepasselijk zou zijn. Want om de integratie mogelijk te maken,
schijnter geen ander middel te wezen dan, zooals wij gedaan
hebben, de ellipsoide te ontleden in kegelvormige lagen met con-
stante (»); de aantrekking van een dezer lagen moet dan door
eene zeer moeilijke integratie gevonden worden, welke ver bo-
ven de macht der synthese gaat. Slechts na de integratie toont
de verdwijning van %a®, dat het resultaat veel eenvoudiger kan
worden gemaakt.”

De hoofdinhoud der hierin vervatte bewering is, zooals men
later heeft ontdekt, geheel valsch; daar zooals men zal zien, de
door NEwroN en MacrauriN begonnen synthetische behandeling,
door Cuasies op uitstekende wijze is voltooid. Van LEGENDRE’S
standpunt uitgaande, is een dergelijke beschouwing niet te ver-
wonderen, daar de groote samengesteldheid zijner substitutién
hem natuurlijk daartoe leiden moest.

In weerwil van de moeilijkheid, welke aan het vinden dier
snbstitutitn moet verbonden zijn geweest, komt mij LEGENDRE'S
methode ter verkrijging der vergelijking (57), verkieslijker voor
dan die van Laprace, daar zij zeker meer rechtstreeks is. Opmer-
kelijk is het, dat daarbij van de stelling van MACLAURIN geen
gobruik wordt gemaakt, maar dat deze uit het eindresultaat wordt
afgeleid. In plaats daarvan treedt echter de stelling omtrent de ge-
lijke aantrekking der verschillende kegelvormige lagen met dezelfde
w, zoodat men niet kan zeggen, dat vergelijking (57) langs zuiver
analytischen weg uit formule (20) is verkregen. Ook is het zeker
geenszins als verdienste aanterekenen, dat de in formule (7) inge-
voerde grootheid 4 imaginair wordt, zoodra s <la, is, zonder dat
aangetoond is dat het eindresultaat daaronder niet lijdt, hetgeen
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toch zeker niet geacht kan worden, bewezen te zijn, door de naar
aanleiding daarvan gevoerde redenering.

Terecht zegt dan ook LiagraNGE (39) sprekende over de oplos-
singen, door Larrace en LreeNprze gegeven, ,dat men die wel
als meesterstukken van analyse moet beschouwen, maar toch een
meer rechtstreekschen en eenvoudigen weg kan verlangen, waarop
de voortdurende vorderingen der analyse recht geven te hopen.”

In hetzelfde geschrift ontwikkelt LacrANGE, nog eenige formules,
welke befrekking hebben op het hier behandelde vraagstuk, en
die wij hier kort zullen opnemen, ten einde alles te hebben ver-
meld wat door hem daaromtrent is gedaan, hoewel ook door
deze formules niet veel voordeel wordt verkregen.

7 Za #?=1 de vergelijking der ellipsoide, zoo stelle men
; -

reder @, = pcosp, @, = pSin @ c0s S, &, — psinesinS; is d
weder @, ¢, @, = psin g cos 3, , psinpsin F; is dan
! de w:mr(lc van p voor eenig punt van het oppervlak, zoo
ST e e Sia — e ana
is, indien nog »'=p'~% wordt gesteld, —. = ¢ = a, cos %o -

it

+ a, sin % c08 23 - sin fpsin g . . o Y A e S

27
en M _/ / f p? sin o dp d3 dp =
__/“- /7:‘ 3 sin c;: 119 dop — /' /‘ sin o d% dp (1)
3 ,5/ - -" ¢

Daar nu dv grenzen dezer mtcgl.lhu mmth.ml\clijk zijn van
%y O, €N ct, MAg men zeggen:
7 3 E :

m+n+p 8in (P

Y,H+"+[l O
51"7 3”/1 3' / f Hl 5\“1 BI’ (13 ([o
5 r/' C
Maar e — co8 %0, 5 f = sin %p cos 23, .)\ = gin?psin S
P %,
5m+n+1l =3[y
dus — d —
')\ T @, ?1

_(_‘ ,m-}—nj li:; r

+2p 2 2
(2m4-2n4-2p4-1) sin > oeos ‘psin i Fcos s
gt i +32 u;f--"n+:‘ X

() Mém. de » de Berlin 1792—93. Recherches sur plusieurs points
d’analyse ete. Sec und .\hmnm.. pag. 258,
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‘,m+"+]j M
8“’.2‘: (S”O{k 8"!7.[ o

) . ndn-tp . m . 2n-+2p4-1 2m . 2p 2n o

o 7 (-1 )“ g I.i). ()”/ *‘-‘” 3«3/;.4<]),,|1 l' oS Psin I,s’"”f,, .:7({'9(1(’0‘
unrp B3
& F 2

Nu is volgens de bovenstaande waarden van @, enz, zooals
2T
bekend is, :I.r,tl.rx (I.:‘[: Psinpdpdsdo, dus, indien men voor
;0T {
«. enz. alsook voor l,l.r,«l.rk ((.n/ hare waarden substitueert:
] 1 s

2m

(Ir_p

2 2m4-2n-+2p4-2 . 4241 2m . 2 2
J'A 4{: dx R T (GI '"(psm "Seos S dodSdy

of, aan »mdc zijden over de geheele ellipsoide integrerend,

2m Mm 4
z @ aWdodr, dv=
///'.‘ 7, @ ([(',(11‘.(111
2 2 +2 g n2 O e D 2 s
f /‘ / ‘.m—[— n--2p+4 & 2n--2p g}(:().\‘ "’gpsm ”SL‘HS ”,911,7(1.7([1):

- o« 2n+2p-1 2 « 2 2
_f"'/"r gin " 2F @cos  osin 'S cos I 15 d
T — dTF dp =
‘) o o\ _r2m+- ZH-}— 2p+3
4 ; 2m—~-2n--2p-4-3)p

o ( e )"'+"+l' >< ,)\m_‘{-u—}—/' M
= 5.7 @ 202p43) N 3 3w 3
i s o
Zoo als bekend is volgt nu uit (M) gcnmkkcliik:
M= : o ta e
3 i k l

dus:
Ym—{-n-{np ‘I 4

U‘ n
3 x, 3‘['

p o ¢ o Q Oy 2m -1 m-4-1  2p4-1
_(_l)m.;.,,_;.,, 47_ 1 3 m..’;///—v]_‘ | & (.‘n—l) 1 3 2 l“ o e
o Vb O SRR SR S A e O T T X

(=" t"?1 3. (2m—1)1.8..2n—1).1.8.@p—D)M
" - 2m+n +p L n %2 2

i el
waaruit volgt:

2m 2n 5
& &a P (I,r dao. dx
f/f e e, d,

ol ,III —1) 1. n“ _II - l ). ] 2 ()/7 ]) 2m m 2
‘ A |
5. CmF2nt+2p13) Ma, @ )

terwijl men licht ziet, dat f// (I.ri:[.rhl(.r(, over
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de geheele ellipsoide uitgestrekt, nul wordt zoodra g,y of x,een
van allen oneven zijn, omdat dan steeds ééne der grootheden
sin 3, ces ¢ of cos S, in oneven macht voorkomt.

De formule (/) kan nu toegepast worden, op de ontwikkeling
der potentiaalfunctie 7 (zie pagg. 70 en 85).

Zijn toch R, ¢/, &, de waarden van p, ¢ en & voor het aan-
getrokken punt 2, zoo is

de, ([\ l\[
/// (p A.i,‘f—
/‘ / f 7 AT (l‘l',_ d.\'/‘_ d.l"
A RNE . . T ATy

Ry {((-nsgo’—lé) +(sin{9' cos §'- ,‘f'):}— (sin ¢'sin3'- 'l‘,{) i

waarbij de integratie over de geheele massa der ellipsoide moet

uitgestrekt worden.

Men kan dan
1

AR 8 Sy RO, s 7
‘/( cos o' — & + [sin ¢’ cos ' — ol -+ \sing'sing ——4 §
nutwikkc]cn in eene recks van de vorm:
[‘, F"
+ _}—h“‘}_']n I—' g 'R“—I_‘

w;mrin F eene homogene functie van den 2%" graad in T T,
n \: 3

zal zijn, omdat de funétie welke men ontwikkelt homogeen en

r €
3 !
£ on - Daardoor wordt

van den graad 0 is, ten opzichte van »
%

r', Z
R R

ff /’ (11‘ dl .'
dan V=

I’"+l 1

n—o

De termen nu waarin » oneven is, even als die gedeelten der
termen met even =, waarin eene der grootheden X, in oneven
macht voorkomt, zijn allen bij de integratie gelijk nul, zoodat

men zal mogen stellen

V — ./‘ff[‘ d\_,i\, o i e LR T et (D)

PRIz

terwijl do grootheden 7%, F; enz. de vormen hebben

Fy=Ax?+ Bx 2+ Cr?
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Hpe= A':r,t e Bz 4 +C o4 -+ /)'.131_2 .'1'1.9 - Ea? x? -} Pz 2 o},
y— ﬁ —+— ]’”/ 6 + f,"’_r 6 —+— ])".7‘." .7' 2 + FE'c _‘* .'r' 2 + /’".I'iﬁ':l‘k-ﬂ._*_
+("'. e //" S af +/',, 2z 1_1 K'z2 :.,I
enz., Z}]Ildt‘ de (.'uctfu-lcmcn functitn van ¢' en 3, welke men
licht langs verschillende wegen zal kunnen bepalen.
Past men nu op vergelijking (v) de formule (/) toe, zoo ziet
men dat:

/ f / Fy da do, de, = 3[( .'lll_2+]3(L 2+ Ca?),

f/ F, yb (17 dr = , 7 ‘hia*—]—&]}a 44 3Cq *—{—1)':I~a 2
Eafa?+ Fala?),

M -
/'ff/v'ﬁ da do, da, = g s (185 A"af+1.8.5 B'as 4135 CaS+
.
+3D'a, *a 138 Elata~- 3 Pafat+4-3G"a} g i
31!1,,._N,,5__H~~~ VA
+3H a, ul—-}-.SI a?a + K'"a a?a?), enz
Tusschen de coefficienten 4, B enz. zullen nu c:hter betrek-
kingen bestaan, welke het gevolg zijn van de omstandigheid, dat
de reeks door ontwikkeling van een gebroken is ontstaan. Gemak-

kelijker evenwel vindt men die, door toepassing van de bekende

l - —.
Z(p,—a)

0% 02 -
5 —}— + # = 0 moet zijn, wat ook de waarden van
C ' 2

j’i. /’k, /5[ mogcn zi]'n. Substitueert men dus voor w de reeks

stelling, dat indien men - - = w stelt,

z00 zal wegens de homogeniteit der functitn 7 ,
an

3~ O*F. *F
.1 »7'27'7’211_0

9 )
x ? a®
Sz da

zijn, voor elke functie :lf/,nndcrliik. en daar de differentiaal ver-

l

gelijking bestaat, onafhankelijk van de waarden van a, @ en
o - b 1 k ?
zullen na de differentiatie, de gelijkslachtige deelen gelijk nul

moeten worden gesteld. Op deze wijze volgt dan
. 3 I aQ B 1’ 'ﬂ P o
uit b‘.r~—{ —|—3r2_(), A4 B4 C=0.
5\‘:{'4 75\"‘_['4
3.1“}3 ow?
438 2D 2P =0, 430 4-2E 428 =

it ;f* 3 =0, 43 A'4-2 D428 — 0,
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wit &6 Pl 4 B g5 g0 404 pr 421 pr=0,
a2 T 522 T Sa?
65 B -2 142 71=0, 6.5C" 42 @42 ' =0,
48 D' 48 P42 K" =0, 43 E'+43G"+2 K" =0,
43 H" 431" 42 K" =0,

enz.
Daaruit volgt nu: A = — B — C;
2.84'=-—D' 528 B =—D'—F;2.8C=—F—F;
W
3.5 A" = —D"—E"3.5B"= —H"—"— — H"— ( =k (‘) =
. t)

=—H'+4+D'— (H'+1")=—2H' — "} Dr,
8.5.0'=—I"— "=—H'—21'"+ B
P =H"41"— D" " =H"4I"— E5 K" = — 2.8 H'—2.3 "
enz., en door substitutie daarvan verkrijgt men dan:

) - " - .__“I D (€ 9 ¥ o o\ (s
//f!’E(L\'_ (l.\/{ l,l,\l == : B (uk3 —a?) + O (a‘2- (,,;J;

] x N 4‘[ ‘ 0 0\9 W/, O o < 9 nl
/ff/ ‘(I.ri({.zrkcl.lz_2‘:_):7 Dfa? af;P—E(a2— ul,e)~—/"’(_ul2~ak~ )2

¥ - . —_ M | 7y 2 o2\3 Iy O 2.8 T
fff/ n'l‘fl!l-\,__’[-'l —;.)_7'9-1“ (@°—a?) -+E (a‘~ alp—H (u.l~7ak

8" (4 2—a2)(@f—a )P —I" (a2—a 2)3—8I" (a2—a 2a t—a %2
311" (a, e, ) ([ i (a2—a; )a, @9}

Deze vormen leeren, dat deze integralen splitshaar zijn in
faktoren waarvan de eene alleen de massa, de andere alleen de
excentriciteiten der ellipsoide bevat. Kon men dus uit deze
inductie een algemeen besluit trekken, zoo zou daaruit volgen
dat V altijd kon worden gebracht in de vorm

V=aaa FF(a*—a?2 a®—a?), (40
ol o ( i l-y(‘ U‘).( )

(") Deze voorzichtige woorden van LAGRANGE steken scherp af bij die, welke
door TLipeeNprE gebruikt worden, in zijn gesehrift van 1785 (zie pag. 65—80)
waar, bij alle bewijsvoeringen, de ecrste waarden der vormen worden ontwikkeld
en daarmede als algemeen bewezen beschonwd. Het komt mij dan ook vreemd
voor, dat men dit stuk van Lecenpre in de door hem gegeven vorm, voor cene
algemeene afleiding van de formules voor de daar behandelde omwentelings-
lichamen opneemt, daar, naar het mij voorkomt, nan de algemeene bewijsvoering
niet weinig ontbreekt, hetgeen ik t. a. p. getracht heb aantevullen, En toch
vindt men bij vele latere schrijvers gezegd, dat Lrcexpre het cerst in gemeld
geschrift, de theorie van de aantrekking der ellipsoide met twee gelijke assen
heefv volmaakt. (Brox. Mem. de PInst. T.VI, Ivorw, Phil. Trans. 1809 ete.)

:?).’!_.

enz.
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Stelde men dus door V' voor, de waarde welke V verkrijgt,
) a 0 o o o
r ar * en ar te vervangen door a? g @= -8 @ —-¢,
door a? a? en q vervangen d Fte al-t-e a4
Z00 ware

' :l/‘llii +¢) (a2 + &) (a2 +¢) Ffa®— aljad— a?),

A [

zoodat, indien men dc waarde van V7’ voor eenige waarde van &
kon vinden, men daaruit die van ¥ zou kunnen afleiden.

Drukt men nu ¥V uit in de grootheden », ¢ en S van bl. 37,
zoo ziet men licht dat

"'j‘ n ¢” 1,” I 5” 99”
/ f rsinpdrdpdS =5 / / (#"* — %) sine do dF
! SDr ,’J 5.' 59'

is, of indien men de functitn 7, N en 2 van bl. 49 invoert,

47V LN -
volgens welke 7”2 — 72 = Z (\:.>l 2l s,

= ¢ I - ~ d “
; ‘)f f v / ‘,s'iugp(lgotl&.

De ]]()llh]()i)ll.d.l‘]\ van de moeilijkheid der volgende integratie
ligt in het wortelteeken. Dit verdwijnt echter indien 4 =0 is,
waartoe, ingevolge de beteekenis van 4, ¢ moet gevonden worden
uit de vergelijking

R 2 2
p2 9 )2
L T
(I s o a, R a?-4-¢
TR Sy X

Zijn dan Jl‘. I' en N ', de waarden welke M en N aannemen

door de substitutie van a2 4-evoor «? enz., zoo wordt:
i L

'” p” ’:3
Iv":‘.’/ f A’,,:sinwgods. e dl o ) L OB
ASC

Bovendien wordt dan de vergelijking ten bepaling van »'en
2", Nr'— 2 M' = 0, zoodat de integratitn naar F en ¢ beide van 0
tot 7 zullen moeten geschieden (zie pag. 38). Substitueert men dan

sili=0}

in » voor /7 en N hare waarden, zoo is nu

™

(/’ cos ﬁ sin @ cos & /) sin Qsin S 2
a~"'e+'u- i ey e
e Fe t a7
cos® gp _{ st 0 cos* S m sin® @ sin®
¢1~ 11~—|—e 11/9—}—5

a ST 5_),3 sinpdpds,
hetgeen de meer "“"\’“ll']lgl" gedaante aanneemt
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! p,C08S p.8inS,
10’2 k 4 A
( i ) cos? o -+ ( ST S o sm~’§c
p1—9 (1~ a ~-}—c a’-¢
/ - < — sin ¢ dp dS
cos? o o ~m~w cos® & 0 \‘1n~gc sin’g| ?
a? o a? CJu a?
omdat de tcrmen van de vorm Qcoso (l @, waarin Q enkel
functie van sin® g en cos® $ is, bij de integratie van 0 tot  wegvallen.

Men kan nu aanyangen met welke integratie men wil. Geen
van beide geeft groote bezwaren, maar die naar $ verdient de
voorkeur, omdat de integraal algebraisch blijft. De tweede inte-
gratie, hangt echter dan van een elliptische integraal af.

Ten slotte merkt LacraNGE nu op, dat datgene, wat door hem
slechts bij induktie is opgemaakt, door Larrace en LEGENDRE
streng is bewezen en dat dus de gevolgtrekkingen voor de bere-
kening van J/, gerust mogen gebruikt worden.

Men merke op dat reeds nu de potentiaal functie meer en
meer op den voorgrond freedt, en dat hare berekening van liever-
lede die der componenten van de kracht gaat vervangen. Overi-
gens komt het bepalen van de waarde van &, waardoor % 0
wordt neder, op het berekenen van V' voor de met de oorspronke-

lijke confocale ellipsoide, welke door het aangetrokken punt 2 gaat.

In de Mémoires de I'Institut des Sciences, Leftres et Arts van
het jaar 1806, vindt men een geschrift van den physicus Bror,
waarin hij gebruik maakt van de bekende eigenschap der poten-
tiaal functie /7 dat 5:):/) - 3/), - §/1i — | el (12
is; eene vergelijking, welke door Larrace het eerst in zijne
»Mécanique céleste” was bekend gemaakt, en waarvan, zooals
boven gebleken is, ook LaGrANGE zich bediend heeft om de betrek-
kingen tusschen de cosfficienten A, B enz. te vinden (zie bl. 23).

Na gewezen te hebben op de bekende eigenaardigheid eener
partidele differentiaal vergelijking, dat hare algemeene uitwerking
is, geheel de vorm eener functie te bepalen, ten opzichte van
al de veranderlijken, wanneer die gegeven is met betrekking
tot al de veranderlijken op ééne na, zoodat twee partitele diffe-
rentiaal vergelijkingen de vorm eener functie, ten opzichte van

twee veranderlijken bepalen enz. gaat hij over tot de toepassing




van deze eigenschap,

vergelijking (58).

ter bepaling van de vorm van ¥V uit de

Ter bereiking van grooter algemeenheid zij

B=F 0.,

zijnde dus P, enz.
H

)’ "(. =

" 2.2,2), P,=F,(p.8,2) )

willekeurige functien van Lyt en p

;3 echter
)

moeten deze zoodanig zijn, dat daaruit Pat, en p, zonder onbe-
i 4

paaldheid in 2, P,

en

P, kunnen worden uitgedrukt, opdat

deze laatste grootheden door geene voorwaarden zullen gebonden
zijn. Laat dus omgekeerd :

2, =T AL B B po= (B2 B ) I, =T, (P, P B)vg)
zijn. Men heeft dan
AN e 3 8 e SV L 1
op; oPap AP 8P TPSY, /
3V _3Vv3P  3vdF  vdP( o
S /«,/: o /); o /,k 3 /’k ) /’k S /". > /’& \ ......... «
> V SV 3!”, 3 717' P) PA- ;)L l,-.i)‘rl’/
5/71 P, 0 2, Sl’k ) 2, ) B o2,
zijnde V ter linkerzijde als functie van 2p2, enp, ter rechter-

zijde als functie van

Op dezelfde wijze kan men de nitdrukkingen voor

en die in vergelijking (58) substitueren.

de gedaante

oV (33["_ 531’[ 5”’{)
3P \5p? I o2}l
oV E"I’

+3'[;’[

32V (5/)})2 (5/;)2
+SI):'2? S/) i + ;/’,(' +

DX 4
+,§',q-;w

1)
T25p5p,

T25p5p,

2V (31’

?V (Sl’k

Py 2

5/’
op,

b‘/> *+

op, + b‘p
oP
Z

5,52, 1

, P beschouwd.
R eschouwd

e

»
5 yvormen

Y

2;

Deze verkrijgt daardoor

3V (P, P, 5:13_)
5[; ;)\/,;_f_s/);-*_s/,lg +
3’/’

3’]’
)
5« ‘\,(3/)1.)3‘*—(t‘)\[r)k)i_{_((?/)k)ﬂ).mf—
81)('2( 8/’: S/’k 3/1 \
oPr ) (51’)2)

Z Z
(5-1) i brp[ \+
3/’ aP, oP, b‘/"_
37; +5)71' 7)‘];/)+
XI’L_ or, or

or
Y Sl .2 &
R AR T




?*V
3P

(58«)

2V 51’ 5/’ oP, P, JP, dP
( 7955 ’ I) '
3[’5/’

3/; ap, +b‘p op 7} op, op
k 2 Tk
Deze is even als (58) eene lineaire partitele differentiaal ver-
gelijking van de tweede orde, waarin men door middel der ver-
gelijkingen ¢ en ¢/, alles in 2, 2. en P kan worden uiteedrukt,
 ~ Dt o ) g F & 7 ¢
terwijl ¥ als functie van diezelfde grootheden moet worden
beschouwd. Men kan dus de infegraal van deze vergelijking

voorstellen door eene reeks van de vorm

]“, P2 P.3
V ¢+l¢l+13¢3+12.}§0;—+‘.(ll)

waarin @, ¢, @, enz. functien van I’/: en I'[. doch niet meer
van P zijn.

Vormt men dan de differentinal quotienten van ¥V uit deze
recks, substitucert die in (58«), nadat daarin alles door /”, enz.
is uitgedrukt, en stelt de cotfficienten der termen, die bij rang-
schikking naar /’i ontstaan, gelijk 0, zoo zullen al de functien
©s, @3, enz. kunnen nitgedrukt worden door middel der beide
eersten @ en ¢; (1), welke zelve onbepaald blijven en de wille-

keurige constanten der integratie vormen.

(*1) Op dit gezegde berust de waarheid van de volgende stellingen geheel en
al. Gold het daarbij de vergelijking (58) zoo ware de waarheid gemakkelijk te
zien, Maar in (58%) komen al de differentiaal quotienten voor, met coéfficienten,
die zelve ook P, zullen bevatten en wel in allerlei geheel onbepaalde machten,
omdat de functien £ enz geheel willekeurig zijn. Het is dus, naar het mij
voorkomt, wel noodig aan te toonen, dat in weerwil daarvan, altijd de beide
éérste functien © en @1 de arbitraire constanten kunnen worden. Dit kan, naar

b4 P Pz

ik meen, aldus geschieden, Men heeft it (%) 3/,{2 =y +'l Log - :)@‘ I
2 P2
% , s %0, 9% ,~ 0%, ;

'} 3%, .l A
P ST 5P, ’F 1952 3T 5P, 5P; ’+1 5P, st

¥V _ oo Pidee, @V o Dides,
{)‘/"b‘/’k 'JI’,{+ '5‘/‘k+""31"57" 81’+l SI‘I__}_'“'

) ) D
L A 0% 2 0%p,
SP3>P,= 5P5P, T 1 3P 5P, T
k 14 A z 3 i
Daarnit blijkt dat, wat ook de vorm der coéflicienten moge zijn, in verg. (58«)

de term /-I_- in haar coéflicient de funectien ©, Py - - hoogstens tot On+2 zal
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Door middel hiervan is het nu gemakkelijk, de algemeene vor-
a¥, 3V en av te vinden.
ap, ’V/; 5/»1

Vooreerst toch is volgens (7):
oV P P2 oV dp Py P2y
3 T Pt ygPetes 3P, 5P, 1“‘1';s/)}ffl.é-.S/',_“L“"
YV dp P 3p, P2 dg ‘
,w{_'“,w',*’ 3" s/',“”l.z " oP,

terwijl in de waarden van @, enz., niet ¢ zelve, maar alleen

men van

"

hare partitele differentiaal quotienten naar P, en P, voorkomen,
hetgeen licht uit de vorm der vergelijkingen (3'), (58") en (3")
volgt; zoodat de drie reeksen (3”) geheel bekend zullen zijn,
indien men hare eerste termen kent m.a.w, indien men de
oV 3V oV 5

en kent, behoorende bij

S/"_‘ or, b‘/’l_
/”_ o= l"', (2p2,2) = 0.

waarden van

»

- . C [s 4
Nu zijn echter enz. met ;- enz. steeds verbonden door

: op oL,

i 1

de vergelijkingen (3"), zoodat altijd het eene stelsel nit het andere
kan verkregen worden.
oV 3V oV

Kent men dus de waarden van Y =1
5):{ (\[lk B/:[

voor 7, — 0,
sl LY 3V

zoo heeft men ook uit (') die van s enz. voor 7, — 0, daar-
C o
i

uit dan o, ’;‘f, en ?ﬁ,vervolgens uit dezen ¢., ¢; enz., daaruit
(G W L

SV
weder de algemeene waarden van %/" enz. volgens (3”) en

eindelijk weder uit (3') de algemeene waarden van

en 2.V
A‘/>l'

oV oV
3p; P,

bevatten. De vergelijkingen gevormd door het gelijk nul stellen van de coiffi-
cienten van de termen met I"". P2 /"‘—‘... /'I_". leveren dan een stelsel van n +1
vergelijkingen tusschen n -+ 3 grootheden ©y ©1 s ov © p 40, waaronder
steeds de beide eersten kunnen gekozen worden, om door middel daarvan de
anderen uit te drukken.

9




Maar de voorwaardelijke vergelijking: 7 @ 2,.2)=0, is die
van cen willekeurig te kiezen oppervlak, en de waarden van
:?/’ enz. in die onderstelling, zijn, met tegengesteld teeken ge-
nomen, de waarden van de componenten der aantrekkingen,
door de spheroide uitgeoefend op de punten van dat opperviak.
Men kan derhalve uit het voorgaande besluifen tot de zeer al-
gemeene stelling:

Om te kennen de componenten van de aantrekking eener
spheroide op een willekeurig punt der ruimte, behoeft men
slechts te kennen,de componenten van de aantrekking van die-
zelfde spheroide, op alle punten van een willekeurig te kiezen
oppervlak.

Men kan bijvoorbeeld voor P, =0 de vergelijking kiezen
van het opperviak der aantrekkende spherovde zelve en ziet dan,
dat de aanirekking op een willekenrig punt der ruimte bekend
zal zijn, wanneer men kent die op de punten van hel oppervlak
van het aantrekkende lichaam zelf, zijnde dit de stelline waar-
van Laprace in zijne methode heeft gebruik gemaalkt.

Men kan ook P.=p, /‘;‘_:/’/}. 2 =, nemen, waardoor uit

2 23

(k) volgt, ' = ¢ - Iisc"'{"l" 2 St SR R, SR 1)

zoodat (58) (waarmede nu (587) identisch blijft),
n—00 n S’SD le
= n _! "

wordt: X _°f o e = e e )]
n—o 1.2...m op, %3t 1\/;‘
JJ/’{) 02w i
Alsdan is dus algemeen @0 = (N = 4+ 5 j') zoodat al |
‘ R i

de functien van even rang ¢s, ¢, enz. zullen afhangen van ¢,

die van oneven rang van ¢, terwijl verder:

OV _ 2, Mo B\ pE(3o
5/'/.‘3 £ o 2)T

3p, DT I\S2ETop2) L
2} (o' dp 0% gy g,
+ L. 42 555 )—{— /,,’.. < +2c—us s+-s ) enz.
1.2.3\ 02 4 b/:t-/?/:['« Tap 1.2.5.4 ;i/‘z-‘ ,‘)‘/.‘,.,)/.!, 3
oV do | 2, 0P 22 ( 0% ; 2% ) /,I_:: (5::;' 3%, )
X T e slszt5e5: ) — { Ui
o —op, ' 1 0, 1.2 \dp s 192%02, 1

| S

S/,}::: 1= 3/'/. 2,')\/,/

2.9

r\l 34‘) ?, 5?1 ]‘ig 5:;39 5:@ /,l.'z ( ,\;:‘.‘@] ,)‘::s,;])
3p, o "1 3p, L:( ) e

o2, opp) 123\5p2ep, Top
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van welke vormen de wet der cotfficienten door het voorgaande
volkomen gegéven is.

00 oV

P)
Jarbij zijn dan o % » waarden v: MN7. VOOT pun-
Daarbij zijn dan 01, 51," 31,,. de waarden van 37,'(11/ VOOor pun

ten, gelegen in het @, @, vlak, omdat daarvoor p. = 0 is.
4 :

Bij eindige spheroiden van de 2¢ orde, is het nu mogelijk deze
waarden door onmiddelijke inlegratie te vinden, hetgeen zooals

men weet door LEGENDRE is vervicht (immers de /"l en /"[ vin

. » T V oV

de” formules (56) en (564) zijn de waarden van — en - <
: op o p
i 2 /s
in het bizondere geval P, = 0); terwijl de daaryoor gevonden
vormen leeren dat ¢, = Oen o = MU is, zijnde M de massa

der ellipsoide en U eene functie die alleen van de excentriciteiten
en niet van de absolute grootte der assen afhangt.

Substitueert men dit dus in (&) zoo vindt men:

=} U- p’d(w}’wv) + 43 (m A4 5.,'”,.—4"?‘() *lit

0 1.2 (')\/’/;’3 f)‘/)/'—’ 1.2.5.4 3])/* 3/;/;51»/- op} §

Voor eene tweede, met de eerste confocale ellipsoide, wier massa
M' ware, zou nu U onveranderd blijven, zoodat, indien daardoor
Vin V" overging, V': V = M': M ware.

Dit leert dus, dat de functien 7 en dus ook de aantrekkingen
van twee confocale ellipsoiden op hetzelfde nitwendige punt, zich
verhouden als hare massae, waaruit dan, als bizonder geval, de
uitbreiding volgt van de stelling van Macravriy, welke door
Lrcexpre het eerst uitgesproken en door Lariace het eerst be-
wezen is (Zie pagg. 57 en 93).

Natuurlijk wordt al het voorgaande eenvoudiger, wanneer de
ellipsoide een omwentelingslichaam is. In dat geval toch, zullen
alle punten, op dezelfde afstanden van de omwentelingsas @ en
van het aequatorvlak gelegen, op dezelfde wijze aangetrokken
worden. V' zal alsdan enkel eene functie zijn van 22 e o
el 2, zoodat

BRI A DR S P S XV _PE 3V P23V

377 T~ BEORT RORE N SpiT RS IRTRES R

: e
waardoor verg. (58) wordt: l;%}é‘f‘é%}z - g/,‘ls =Y
en daar deze nog slechts twee veranderlijken R en p; bevat, zullen
g
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alle stellingen, die voor willekeurige spheroiden ten opzichte van
drie afmetingen gelden, bij omwentelingsspheroiden in twee afme-
tingen plaats bebben; derhalve zal de aantrekking eener omwen-
telingsspheroide, op een willekeurig punt der ruimte, in het
algemeen bepaald zijn, zoodra men de aantrekking kent, voor alle
punten eener in het meridiaanvlak gelegen kromme lijn en dus
in het bizonder voor alle punten der as; hetgeen de fraaie stelling
is welke LrceNpre het eerst heeft bewezen. (Zie pag. 71).

Men ziet dat op deze wijze gemakkelijk de stelling van
MacrauriN en die welke later door LrcexprE en Larrace zijn
bewezen, uit de vergelijking (58) kunnen worden afgeleid: ware
nu het bewijs van de eerste stelling, geheel onafhankelijk van het
vroeger gevondene, zoo ware dit bewijs zeker veel eenvoudiger,
doch daar het de toepassing der formulen (56) en (56) vordert,
om te kunnen besluiten tot den vorm der functie ¢, waarop alles
bernst, is het door Bior gegeven bewijs niet gemakkelijker te

noemen dan de voorgaanden,

Alle wegen welke tot nu toe gevolgd waren, ter verkrijging
van de formulen voor de componenten der aantrekking, voor een
punt buiten de ellipsoide gelegen, berustten op het bewijzen van
de stelling van MacravriN in hare algemeenste vorm. Zelfs
LeGENDRE, wiens vergelijking (x) (zie pag. 115), eigenlijk reeds de
verlangde enkelvoudige integraal voor de componenten bevatte,
\'.r‘rkrvgcn zonder van bovengemelde stelling gebruik te maken,
heeft toch, wegens de enorme samengesteldheid van die vergelijking,
niet anders kunnen doen, dan daaruit het bewijs der stelling van
Macravrin afleiden en deze dan op de gewone wijze toepassen,
op het verkrijgen van de enkelyoudige integraal in hare eenvou-

digste gedaante.

Op een geheel ander heginsel was daaventegeu de oplossing
gegrond, welke van het algemeene vraagstuk der aantrekking
door eene homogene ellipsoide op een willekeurig punt uitge-
oefend, werd gegeven door Ivorrs. Het is te vinden in de Philo-
sophical Transactions van het jaar 1809, pag. 345.

Onderstelt men voor de wet van aantrekking de gewone wet

van Newfon, neemt de constante dichtheid der ellipsoide als een-
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heid van dichtheid, de in 2 aanwezige massa als massaeenheid,
en de kracht, waarmede twee dergelijke eenheden elkander op
een afstand gelijk de eenheid aantrekken, als cenheid van kracht
aan, zoo vindt men () voor de component df, der elementaire
x;~2: &.~2;

aantrekking @ F, —— B M —=——"3" de, dx, d,

z 79 P z 3 4
waarin 7 — X (@, — 27 is.

Daarunit volgt dus

l-'. /\f‘/t(/)‘ -— & b(ll (.t‘/ (1.:'/
: ;.\.: ."*]))?’tq,.g

waarbij de integratie over alle, tot de ellipsoide behoorende waar-
den van @ @ en moet worden uitgestrekt. De formule is
integreerbaar ten opzichte van .':-l_’, zoodat indien ,\'I_ en ‘\"l,qlv beide
niterste waarden zijn, welke @, bij constante x en , hebben

kan, men zal hebben
S G
/ { \(1,_'\) _*_(/, _{_(/,[__,.)g:l,’:‘

r1) 8 -z)8
:(p[_-.\’_) —*—(p/l_ "A»)
zijnde nu de differentiaal, de aantrekking welke een prisma van

de materie der ellipsoide, welks basis = ([l de, en welks lengte
" ey el 8 is, op het punt 2 uitoefent, i d(' 11(,111111" evenwijdig
aan het prisma.

Neemt men nu de hoofddoorsneden der ellipsoide voor codr-

dinaatvlakken aan, zoo is ‘\' - — X. Stelt men dus:
(; —\) +(p~l)~+(p ,.,-):ﬁ/'-.ﬂ
([)‘_-}- X) 24 ([;'{; -.\"_ -+ (/r[—.rl) 2— A2

Z00 18

Il,,ff( ]4_1” d.rk(Lr[..........(5‘.))

eene vorm waarin de integratie moet uitgestrekt worden over al

de punten van de hoofddoorsnede in

het x, @, vlak, en waarin

en /\' resp. voorstellen, de afstanden van de beide punten
van het oppervlak, welke @, en &, tot coordinaten hebben, tot 2.
(**) Indien voor de richting der kracht, de tegengestelde vichting deras 2, als

de positieve wordt aangenomen,




Zij nu weder X l' 5 — 1 de vergelijking der ellipsoide. Men
78 ;
2

kan dan @, en x, vervangen door twee nicuwe veranderlijken

en ., volgens de vergelijkingen :
f, en : gelijking

/!
.I'/; dk sSin /L,{' CO8 ‘u/ A .I'/ ((/ |1n 1“},_, sin ‘u/_
Alsdan volgt uit de vergelijking der ellipsoide :
X2 @.?c0s? p , zoodat men heeff
; ,

z
a. &
die @, cos w. cos w du ;i 5 W tow en dus, duar
~ & bk T AT 4 ({,( e
|'l] de (“n'\,'l'(‘llti:ttic van .I'!. .l" als contant moet |,yum~||u||\\'|l worden :
ax a, sin w
d Ty = — ‘[.“,: 2 £d “
(['L-(:Oh - ul COS lu) [

(/1 —~@ LS, - (p —a sing Lcosu) _{_‘/, — ) \mu Sing )
g '<(;——rm: 2-(p -—a s 08 )2 (p —a si smu\f)i
§ 0 A-acosp ) p—a,sing cose *+-(p —a sing sing !
terwijl, omdat X' van 0 tot a« en @, en x, Voor X = 0, van
I t 7 £

i
—a, tot - @, en van —a, tot - @, moeten aangroeien, de grenzen

- . . n
der integratie naar Hp on o, respectieve 0 en 2. en ( en 2 7
2

moeten zijn. Daardoor wordt dus

2 1 L
== 1! a ) sin )s AT bd d
d /f f oy MBI X Koy C By

Men .\lcllc nu weder (even als op bl. 83) de excentriciteiten

. a? . 7 e R
¢ e ) X
l/ ey L% door e en e, voor (waarbij weder .
a’ @l k 4 z
L

i
als de grootste der drie halfassen is gangenomen)en noemen, even als
lm\'oll..l',,lkull. de met Aptt,s 1//gulijks|:nn1igc halfassen der met dege-

gevene confocale ellipsoide, welke door 2 gaat (zie pagg. 94 en 95).

o

| Bt
200 zal omdat X —% — 1 is, mogen gesteld worden:
4]
A, cos m, sin m. ¢cos m =4 g sin #
/’,. ; s /’/.- ! 7y /*‘, 1[ m oz, sinom,
terwijl 2e?-— 42- 4 alt-a a? e2—42— 42 2-a? (e
G i MR i 1 i)

18.

Door substitutie hiervan wordt dan echter:
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0 13 — 2 A, a cos m, cos
IN= 447 ¢ e Yl
2 24 a sinm sin g sinm sin
l a, sin m, \m,u COS 2, COS (L, L a sinm sing sinm sing,
2¢2(sin ? 2087 m sin® w cos®
1'_ e, (sin ? 72, co “'/+ in? g, &)
—a 2e? (sin® m, sin® m sin? g sin® L RES
e 6% o " K
A24-a2+ 2 4. a, cosm, cos
i i -2 i k ("

—2 i 8l 208 m._ oS — 24 asinm sing Sinz sing —
...I/ @, sinm, sing, Cos m,cos 1, ) Sing S,

2(sin? m, cos?® m,~-sin® g cos® w )

a 9 (e 2 WP R .9 )1,
—a2e ?(sin? m sin® m - sin® @ sin? f2,
ale, (sin m, si 1-}—5 #, sin ,u)
in welke beide vormen, ingevolge de vcl'gcliikiugcn (¢), blijkbaar
de assen der eene ellipsoide met die der andere kunnen verwis-
seld worden.
Zij dus P' een punt welks cobrdinaten zijn:
! . cosm ., P! z, Sin o, cos m, pr 7, sinn, sin m
Pl 008 a9, PRy, =) k i
700 18 ook:

A (p - A cosw )? D oA sing cosi ) 25 -4 sing sing )22 3
A = (P - Agosy, +(2' -4 hlll,lLAU)su )2-(2' - A singe smu/) ;
\/ ¢ AL = 3
== 60! —{~ l(u\'u )? —+-(]» A sing cos w )*-(p' - A sing sing )2 2
waarnit Mx)kl dat dclclide wa.udcu van /\ en /' m)l\ vou)bnllcn,
de afstanden van een punt 7, van het oppervlak der gegeven
ellipsoide, tot de beide punten van het oppervlak der tweede, wier
codrdinaten zijn + A4, cos w, A, sin @ cos p, A sin g sing,
Laat men dus deze laatsten het geheele oppervlak der tweede el-

lipsoide doorloopen, door fen opzichte van K, en g, resp. tus-
T & : ;
schen 0 en 5 en tusschen Oen 2 7 te-integreren, zoo vindt men

voor de component /7, der aantrekking, welke de tweede ellipsoide

op het punt P’ uitoefent,

2T 7%
F' { A 2 gin cos i ey dw, d
i Sy R GOy A e CFp

waarnif volgt, daar dezelfde gevolgtrekkingen ook op gelijke
wijze voor de nndcrc componenten kunnen <fcm'ull\'1 worden :
Fal=aaid A3 F P aa:dA; F P —=aa:d A
Z i k { ik gAY
Noemt men tlus 1\\'00 punten, /nmlx /‘ 011 /" van de opper-
vliakken der beide ellipsoiden, wier overeenkomstige cotrdinaten
zich verhouden, als de daarmede evenwijdige halfassen der ellip-
soiden waarop zij gelegen zijn, vcorresponderende punten’ en

houdt in het oog, dat de hoofddoorsneden waarop de componenten
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/, en /"'I_ loodrecht staan, zich verhouden als a, a; Alk .‘ll en evenzoo
voor de anderen, zoo ligt in bovenstaande evenredigheid de stel-
ling opgesloten:

Indien twee ellipsoiden van dezelfde homogene stof, dezelfde
excentriteiten hebben en hare hoofddoorsneden in dezelfde
viakken liggen, zullen de met de assen evenwijdige componen-
ten der aantrekking, welke de eerste ellipsoide uitoefent op een
punt van het opperviak der tweede, zich verhouden tot die der
aantrekking, welke de tweede uitoefent op het corresponderend
punt van het opperviak der eerste, als de opperviakken der
hoofddoorsneden, waarop de componenten loodrecht staan.

Daar nu twee confocale ellipsoiden geheel buiten elkander
liggen, zal steeds 7' binnen of buiten de tweede ellipsoide liggen,
naar gelang 2 buiten of binnen de gegevene lag, zoodat de
gevonden stelling cen gemakkelijk middel geeft, om de aantrek-
king op een buiten de ellipsoide gelegen punt 2 te bepalen, uit
die op het corresponderende punt 7, gelegen binnen de met de
ecerste confocale, door 2 gaande ellipsoide.

In de afleiding dezer stelling, welke blijkbaar die van MacLAURIN
kan vervangen en veel gemakkelijker te bewijzen is, ligt de hoofdver-
dienste van Ivoru’s geschrift, zoodat men dan ook aan deze eigen-
schap terecht den naam van Stelling van Ivorij heeft gegeven.

Brengt men hbaar in verband met de wijze waarop LAPLACE
de componenten der aanfrekking voor een inwendig gelegen punf
heeft bepaald, zoo levert zij daarmede een fraai geheel op. Men

bepale namelijk eerst .I!_. A, en ;l/ uit de vergelijkingen

k
ps
Y5 =1A42—A3—aq2—a%en A% — A= % — g3
..4‘/1.2 .‘1’, i ; (A °n 4 .l! (‘_ dl,
L
A L0 (7
S aae iy | L e Gy ,:.,,_‘_’[Aﬂ
daarna, p) = —-, p!= ——, p =~

i 3 l

. 1 a d o 4
g Q"f PI—Ew-Ba M =grdA 4, M=gxong,

0

zoo i8 volgens de vergelijkingen (47)

:i/»i’.l/'l ., B, M SEQ - B0 SEQ
& = A5 USESY 4 A3 " JE,

t

F! =
i

{3
i
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en dus volgens de stelling van Ivoris:
i:;pl_J[ :;/'k‘” 5/',',‘_11 p Z;,;’JI 5/’."([,

4
A 3
s

v A% BE 'V AF  JE

z

» Q, F

zijnde de vergelijkingen (55) van LaAPLACE.

Ivory volgt echter dezen weg niet; maar bepaalt de waarde
van /. yoor een inwendig punt uit vergelijking (59), op eene
wijze, die zeker niet de voorkeur verdiend boven die van LAPLACE,
waarvan hier evenwel, om der volledigheid wille, een kort over-
zicht moge volgen.

Men ziet licht, dat voor punten waarvoor P, 0. is, ook

l 1 a i
« ——7 = 0 is en dat, zoolang », en p constant blijven, deze groot-

heid steeds eindig blijft, voor punten binnen de ellipsoide gelegen,

en dat de continuiteit der te integreren functie en dus die van

7. alleen verstoord wordt, wanneer 2 in het oppervlak ligt,
£

1

N el Ay o 1 :
omdat dan, voor punten oneindig dicht bij 2 gelegen, ———-—— = o0 1s.

Men mag dus de vorm voor . in een reeks naar de opklim-
i
mende machten van p. ontwikkelen, mits men dit alleen toepast
)
op punten binnen de ellipsoide. Stelt men dus
X2 (x, —p ) —p)e 2
o, —p) e, —p)=a

700 18

L 1

$a +p,p,—2X) 2% A ;«1"' +p,p, 42 X2 >

| | 2 9 v} 2 o vyy—t

= ta +p.p,—222 "—ta+p 2T
zoodat nu de algemeene (n--1)" term wordt:

A.8.5...@n—1) P o o v '
x 2.4.6......2n amTil D2 ) ip, S 8 )2
waaruit blijkt, dat bij de ontwikkeling, de evene machten van
2n-1

2n--1 I‘i
Nu is echter, zooals licht te bewijzen is:

el pl 5l T e R

¢ LS —0'en - i
2 3,2 ni 3} T + 5,2 % o}

P, verdwijnen en dus 7, — X A zal zijn.

=0

: a
op?
P; ;
dus ook, omdat de gremzen bij de integratie van F, onafhanke-

- '

ljk zijn van de coordinaten van P,




F, BF, PP

5/)[‘3 + :T/),_:! —'— 8/'/2 =

)

waaruit, door voor F. de recks te substitueren, gemakkelijk blijkt
dat algemeen

l e 1 ('31,12“_71 Sfilwvl)

SR AT T (a4 1)\ 3/}[\_9 . 3/7' /

18, terwijl even licht in te zien is dat

i /‘fil .\',_ t[,:'k l[.l‘l_
%8

wordt, zoodat de coifficienten der recks gemakkelijk te vor-
krijgen zijn.

De vorm voor Ay wordt echter eenvoudiger, door resp. voor
X, enx twee nicuwe veranderlijken p en g in te voeren volgens
de vol'gvliikingcn/)A. —&, =@asinp cosy en p,—x,=a sin p sin ¢,
waarnit volgt X. = @ cos p en met inachtneming dat bij differen-
tiatie van @, alleen p, bij die van @, alleen ¢ als veranderlijk
beschouwd moet worden,

d.\‘t = — (sill P ;gi - @ cos 17) cos gdp, (1.1‘/ = ::g—)’{/b/r

Daarbij is nu de grootheid ¢ de afstand van de voet der coor-
dinaat P, (dus een vast punt), tot het veranderlijk punt X in het
oppervlak, welks codrdinaten zijn X, &, enx, (zijnde X, als functie
van x en x fe bepalen uit de vergelijking der ellipsoide), p de
hoek tusschen de richtingen van @ en P, en g de hoek welke
het vlak van z en p, maakt met het vlak van @, ena,. Numoet
de integratie, in de oorspronkelijke vorm van A;, uitgestrekf
worden over alle punten van de hoofdsnede der assen @, en a
en dus zal hier X eene der helften moeten doorloopen, waarin
het oppervlak door die hoofdsnede wordt verdeeld. Daartoe moet
dan p van 0 tot 7;— ¢ van 0 tot 2 7 varidren, terwijl « uit de

2
vergelijking der ellipsoide kan bepaald worden, waartoe men de
vergelijking verkrijgt :
Na—21a— W 0

% i

cos *p sin /; sin %,

| sin /: cos
lI:"
i

zijnde N'
¢
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P sinp cosg  p sinp sing : Py
: ; ——s § I
4 a;’ + a; h a “’ a; +
I'+ VP NH

zoodat « is. Deze beide waarden zijn steeds

A‘\'!
redel, omdat /' positief is, zoolang P binnen de ellipsoide ligt.
Elk stel waarden van p en ¢ geeft dus, zooals te wachten was,
twee waarden voor @; neemt men daarvan steeds die met het-
zelfde teeken, zoo blijft X op eene der bovengenoemde helften.
Daar het nu echter onverschillig is, welke daarvan door X door-
loopen wordt, zal men voor Ay ook de halve som kunnen nemen,
van de beide waarden, welke die grootheid krijgt door substitutie
der beide wortels. Noemt men deze dus @ en &' zoo is:

da' da"
I[— f f.) \ (/7/1+:i/1:) (n\/r \ul/’ Ul\/)d/) ((// -
e

oa'a"

(\in b ‘?:“(/:, + 2cos /’)Sill/) cospdpdqg

ol

oa a' o N!
GRS S L S e
of daar @' @' = ‘\n" 8/, iR N~? 3/7" aa’ *’A‘\rv 18,

oN'

.)T_ T
-7 : S 3
7,‘/‘ /‘3 [sm Vi (\/: : +2(~(»s/,)sm peospdpdy.

Deze vorm leert dus dat 4 alleen N', dus niet Py P enp, bevat,
waarnit volgt dat al de overige cotfficienten der reeks weg vallen
en dus /7 = A, p_ is. Dit bewijst dus de stelling dat 17 dezelfde
waarde heeft voor alle punten binnen de ellipsoide gelegen, in
een vilak, evenwijdig aan de hoofdsnede loodrecht op I zijnde
het algemeen geval van de stelling, welke door Macraurix (§ 634)
voor omwentelingslichamen was gevonden. Men mag dus in de
oorspronkelijke ¢ 'rcd.mniv van 4, ook p, =p, = U nemen en vindt dan

2X l[L (1\

Vi —; ;ff : 37, waarin nu weder de integratie
i =P, (X2 M)y i

moet loopen over alle ]»untcn der hoofdsnede loodrecht op 7.
'
Hierin kan weder nu eyen als bij den aanvang
@, =@ S co8p, v, = @ sing, sinw, X = a cosp, worden ge-

steld, waardoor men verkrijgt:
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D a.a @ ~mu m\ ,u r/,u :lu.
“1'/‘ f
F, (@ fcos®u, +-a sin’ 4, 008° 1 ~-a sin? ', sin? “, /2

Daar op dezelfde wijze ook

2 du d. 2 da dit,
i ¢l fff“,Jr,';F',‘

is, waarbij de integratién uitgestrekt moeten worden over de

beide andere hoofdsneden, ziet men dat ook
@

. 2T sin:‘,u cos®e dp du
F=2aa, (/1/ e . i
i 3

o~

)

\ 41 2 ()vu @ ~\1n u COs~ u ~t-a ~\m sin? °2
T : t *wsinu))

o o

X 2 .\-m",u sin®u A du
/', ,7._1; aa, / / : /
uz~(n\~u +-1( 25in? uLun—,u -1-(1/~~1n “, \m u\

zoodat, door invoering der excentriciteiten :

9 . <9
2,a,a 7 sing cos?u du du
it //‘~ /n, e e ™
[ 2 . 8¢ P A 1
% — ¢, s cosPu, ¢ sin*p siny )"/2
5) ¢ Vo “a o
2. a.a 27 sindu costuw du du
F—":% //‘ /‘.) vl
= a e — . o a7
ars 1 an2 2 2 indy sinlz ) /2
{ \ ¢ “SIn“w COS“uw —e -s1n Sk ) =
S 0 » et 2 S Haitkerey)

20 a, a 2 sin3u sin?
P I, @.q f 72‘/ sindg sin ,ulrllu‘rl,uf
¢ 7° 3 8/
(= Nt cosw —e sin*w sinw) /2
L—e *sin2p cos®u — e sin‘u sin‘u)

IS.

ik 2
.7 I,u «lu 1[,(4
G 9 1
’l—f f~ ‘ox T I /
(@ 2—¢ *sin® p cos? '“1 —€, *gin’ qun #) 2
0 ' k

zoo ziet men licht door differentiatie dat

(1. 3Q 4 1:3Q I .3Q})

=2 a,a,a, - sl X

i 2, (c b‘s *_5 oe a oa)

z [ { [}
| ?Q 1 3Q
— ) '~,-) <

=2 T2, a . l 2p.a.a a,.—.
p2 Py @08, - ?_ e ag s
& "k 74 s

is, zoodat al de integralen uwit @ kunnen gevonden worden. Nu

is echter

9 T .
QL /uzr/-_: d} sin &, d o, d &, 5.
da 2-¢ ?sin®u cos? 2sin 2 sindw )’/
{ S o h(l .~ SN~ kL(S p/ ,u,k Iu/)




T
11.,ul By 4/2 d “, i
o ) Dot O —=— O 9 DS O3, ==
Co8*w =& ?sin? 7 2cos? 28in*u
R R réa iza Sk #ta; &
9 9
2 7 27 s o
g s & - - (z1e bladz. 83)
a V(a*—e ~)(ar—e=)
@ g RN G

en dus, daar voor«, — o0, Q= 0 wordt,
t
l!, =27 f d (71'
a - O [ ) T
|} (d', €, )“’i g )

door middel waarvan dus nu F, I,{ en % als enkelvoudige
elliptische integralen kunnen worden voorgesteld.

Men ziet dat deze wijze van herleiden van de componenten
der aantrekking voor een inwendig punt,zeker niet beter is dan
die van Larrace, en dat de verdienste van Ivory bestaat,in het
vinden der stelling welke zijn naam draugt, eene verdienste die
zeker niet gering fe schatten was, daar het voor dien tijd nog
aan niemand gelukt was, de stelling van MAcLAURIN eenvoudig
te bewijzen, of de aantrekking op een uitwendig punt nitgeoefend,

zonder behulp dier stelling te bepalen.

Kort na het verschijnen van Ivory’s verhandeling, en wel in
Maart 1816, werd door Gauss, die toen, volgens zijne eigene
verklaring, juist eerst kennis had gekregen van hetgeen door
[vory was gevonden, bij de Akademie van Gittingen een geschrift
ingediend, waarin hij, door middel van eenige nieuwe stellingen
van zeer algemeenen aard, voor het bizonder geval der ellipsoide, de
componenten der aantrekking op een willekeurig punt uifgeoefend,
zeer gemakkelijk verkrijgt. Daar deze stellingen niet zoozeer be-
kend zijn, zullen wij die als inleiding tot Gauss methode mededeelen.

Men denke zich een lichaam, van de oneindige ruimte afge-
scheiden door een of meer gesloten oppervlakken (wanneer het
misschien een of meer holten bevatten mocht) wier geheel het
oppervlak des lichaams nitmaakt. Zij ds een oneindig klein element
van het oppervlak, X een punt yan dit element, welks cosrdinaten
X, &, en X, zijn; XY de naar buiten gerichte normaal op het
oppervlak in het punt X, 7 het aangetrokken punt, hebbende tot
codrdinaten Py p, e P, eindelijk de afstand X 2 — » (steeds als




positief beschonwd). De hoek welke X7 met de positieve &

as

maakt, moge door ;, die welke X'} met diezelfde richiing maakt
door N eindelijk de hoek P.XY door p worden aangedunid. Waar
sprake is van meer punten van het oppervlak, mogen dezen door
LY 2X.3X ... "X worden voorgesteld, en alle daarmede oyer-
eenkomende grootheden door de toevoeging van dezelfde indices
onderscheiden worden.

Men stelle zich nu voor, een vlak loodrecht op de @, as, 200
gelegen dat, indien zijne vergelijking is T, = &g kleiner zij dan
de kleinste waarde welke de codrdinaat @, op het oppervlak des
lichaams verkrijgt (zoodat het lichaam niet door hef viak gesneden
wordt). Op dit vlak geprojecteerd, zal het lichaam eene gesloten
projectiefiguur vormen, die onthonden kan worden in elementen
ds. In een punt van den omtrek van zulk een element, zij eene
loodlijn op het vlak opgericht, die het oppervlak in 1L.X,2X .. . 2nX
snijdt, zoo is het aantal dier snijpunten steeds even. De loodlijuen,
aldus in alle punten van den omtrek van ds_opgericht, vormen
cen oneindig smal cilindervlak, dat uit het oppervlak elementen
IWds, *ds . . . *»ds snijdt, welke allen ds, tot projectie hebben,
terwijl voor al de elementen waarbij de cilinder (die gericht
moge gedacht worden, gelijk met de positieve @ as) in het lichaam
intreedt, de hoek n; stomp is, dus bij alle elementen met oneven
indices; diezelfde hoek is scherp, waar de cilinder het lichaam
weder verlaat. Men heeft dus ds; = ( 1)m cos™y, s, en dus
wegens het even aantal der <-lvnu-nlvn,}_)m.\'“"r,‘ "ds — 0. Handelt
men evenzoo voor alle elementen ds . 700 volgt door optelling de

Stelling I. Bij integratie naar ds over het geheele opperviak
des lichaams, is /' cos r;l,:(.s:H.

Het volumen van een cilindergedeelte, begrepen tusschen hef
viak @ = o en het element 7 X, ig (m X

J

grepen tusschen twee elementen 2/—1X en 20X (zoodat de cilinder

%) ([.\" en dus dat, be-

bij het eerste in- bij het tweede uittreedt) (- 21X 4 20X 41.\-;.
zoodat het deel dat door den cilinder wit het lichaam gesneden
wordt, gelijk is aan X (—1)m m"\','['\‘;:‘\':l”'\’,"""‘w’/., mds, waarait
weder, door optelling dezer grootheden voor alle elementen ds

van het oppervlak, verkregen wordt:
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Stelling 2. Het geheele volume van het lichaam wordt voor-
gesteld door /X cosy ds, vitgestrekt over het geheele opperviak.

Men denke zich nn een der cilinders in elementaire volumina
verdeeld, door oneindig dicht bij elkander gelegen vlakken. Zijn
dan @, @y Ty de cotirdinaten, behoorende bij een dier vlakken, zoo
is de inhoud van het volumeelement ds, dx_ en zijn afstand tot 2,
p=V _‘_, (p; .:'i‘.ﬁ‘ zoodat indien f (o) de kracht is, waarmede twee
|nnssu—v:'ulu-(lvn elkander op den afstand p aantrekken, de aan-
trekking, door het volumeelement op 2 uitgeoefend, zal zijn
[ (p). 4/.»‘/ 41.:", (waarbij de in 2 aanwezige massa als eenheid van
massa en de homogeen gedachte dichtheid van den cilinder als

eenheid van dichtheid genomen is). Daar nu bij den cilinder

¥, en @, constant zijn, is pdp — (p/ —a) dx_en dus de aantrek-
v ' z
o.f (p) ds. dp
king — “—. Om de component duarvan in de richting,
/’i 7 i
1

tegengesteld aan de @; as te verkrijgen, moet men dan verme-
P, — @,
nigvuldigen met -? — zoodat de component wordt Sgydpds,
v

Zij dus /' f (p) dp = I (0), 700 heeft de aantrekking door den geheelen
cilinder, van af de busis tot het punt waar de afstand van 2 de
waarde p heeft, tot component in de richting, tegengesield aau
die der @[3, :I"(‘:) - - /v'(/.’l):dx]_. indien /.”‘ den atstand van
P tot ds, voorstelt. Daaruit volgt echter voor de component van
de aantrekking van al de, binnen het lichaam gelegen deelen des
cilinders — X (— 1) m/"("'r)t[x’ =-—2F(m) r-u.\"'fr;i"q[s, door uithrei-
ding waarvan oyer het geheele oppervlak men vindt, indien I"[ weder
dezelfde beteckenis heeft als vroeger:

Stelling 3. De component F.  wordt voorgesteld door
— ./ F(r) eos n_ds, uitgestrekt over het geheele opperviak.

Laat verder unit P als middelpunt, een bol met een straal ge-
lijk aan de lengte-eenheid beschreven en diens oppervlak in
elementen do verdeeld zijn. Zij E een punt in het element do,
en laat de straal PE het oppervlak des lichaams in de punten
1X, 2X,... "X snijden, waarbij P, ingeval dit op het oppervlak
des lichaams mocht gelegen zijn, niet medegerekend wordt. Het

aantal dier punten zal dan even of oneven zijn, naarmate 2
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buiten of binnen het lichaam ligt, terwijl wanneer 2 zich
juist op het oppervlak bevindt, dit geval tot de eerste of
tweede omstandigheid moet gerekend worden, naar gelang de
straal PE begint met het lichaam in of uittetreden. Denkt men
zich nu stralen, getrokken uit 2 naar alle punten van den om-
trek van do, zoo vormen deze een kegelvlak, dat uit het opper-
vlak des lichaams elementen lds, 2ds,.."ds uitsnijdt. Laat men
daarentegen de punten X, 2X .. "X bollen beschrijven met 2 tot
middelpunt, zoo worden uit de oppervlakken daarvan door het
kegelvlak elementen uitgesneden ldo, *de, 3do .. "de, verbonden

*

2 do

door de betrekking do. Maar het element *do kan ook
r

beschouwd worden als de projectie van *ds op een vlak dat PE tot
normaal heeft, waardoor tdo — + *ds cos *p wordt en wel met
het bovenste of onderste teeken naarmate w scherp of stomp is,
d. w. z. naarmate PE in *X, het lichaam in- of nittreedt. Ligt
nu 7 buiten het lichaam, zoo geschiedt het eerste bij de pun-
fen met oneven, hef tweede bij de punten met even indices,
‘Zn-}—ll,

2n-4-1
2175 cos

P

terwijl het aantal punten even is, derhalve is dan

m ang M
9ol 2 ’ 92 _"ds cos
Mtls do, 2ds cos 2”,; 22 do dus X

ml.L‘
Jehandelt men alle elementen do op dezelfde wijze en telt
. . COS /l .
vervolgens alles te samen, zoo vormt zich links L ds, nit-
e

gestrekt over het geheele oppervlak, rechts in het eerste geval 0,
in het tweede het geheele oppervlak van den bol met de een-
heid tot straal, doch met tegengesteld teeken, dus — 4 7. Ligt
eindelijk P op het oppervlak des lichaams, zoo wordt de om 2
beschreven bol met den straal L, in twee gelijke helften ver-
deeld, door het vlak, dat in 2 het oppervlak des lichaams raakt.
Voor alle stralen aan de eene zijde van dit vlak, moet dan P
als inwendig, voor alle overigen als uitwendig punt behandeld
worden, zoodat in dit geval, bij optelling, ter vechterzijde het
halve holoppervlak met tegengesteld teeken, dus — 2 7 optreedt ;

hieruit volgt dan
Stelling 4. De integraal/ 03P as, uitgestiekt over het ge-
3

heele opperviak, heeft de waarde 0, 27, of — 4, naarmate
P binnen, op of buiten het oppervlak des lichaams gelegen is.
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Het volume van een deel des kegels, begrepen tusschen 2 en

het punt *X is — 4 *de — + a7 cos *p *ds, met dezelfde bepaling
() ) | .

voor de teekens als hoven. Nu is echter, wanneer 2 buiten het
lichaam ligt, elk stuk kegel dat binnen het lichaam valt, een
verschil van twee stukken, waarvan het grootste van P tot een
punt met even, het kleinste van P tot een punt met oneven
index loopt, terwijl alles Juist omkeert, wanneer 2 binnen het
lichaam ligt. In beide gevallen wordt dus het gedeelte van het
lichaam, ingesloten binnen den kegel, op do als basis beschreven,

- | B : 5
voorgesteld door — — 3 ", cog "pMds, en op dezelfde wijze yoor
B -
alle andere elementen handelend en sommerend, vinden wij

Stelling 5. Het volume van het geheele lichaam wordt voor-

gesteld door - ;/; €os p. ds, uitgestrekt over het geheele
opperviak van het lichaam.

Laat nu het lichaam weder overal eene dichtheid — 1 hebben
en () weder hetzelfde voorstellen als boven. Ware dan ook
de geheele kegel op de basis d o met dezelfde materie gevuld
en verdeelde men dien in oneindig kleine elementen, door oneindig
dicht op elkander volgende boloppervlakken met 2 tot middelpunt,
z00 ware de massa van zulks een element, op den afstand p van
P verwijderd, p2dpdo en de kracht waarmede het de massa-
cenheid in 7 aantrekt, ¢% f (o) dp do. Is dus /2 f(0) dp—=
@ (p), 200 is de aantrekking van het decl des kegels, begrepen
tusschen  twee boloppervlakken met stralen pen o ! > p,
:go{,:') — ¢ (o)} do. Het geheel’ van al de, binnen het lichaam
gelegen deelen des kegels, oefent dus op £ eene aantrekking uit,
voorgesteld door de vorm ; o) 40 (%) —e Br).. wtoCm)! dr
wanneer 7 buiten, door t—0(0) 40 (1) — QCr) = . o (r--1r) : do
wanneer 7 binnen het lichaam ligt, of ook, in het eerste geval doo}'
s 9 (™) cos™p mds

. en in het tweede geval door dezelfde formule,
Ul]" -’
met bijvoeging van — 0 (0) do.

Vermenigvuldigt men deze vormen met cos &, 700 verkrijgt men
de component der aantrekking in de richting der negatieve , as,

10
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Wanneer P dus buiten het lichaam ligt, zal de geheele component
o (r) cosp :'n.\';':'_
Pi worden voorgesteld door / — ' ds, uitgestrekt
= ;
.

over het geheele lichaam, terwijl wanneer Z binnen het lichaam

ligt, daarbij moet gevoegd worden g;(“xfm.c & do, uitgestrekt
over het geheele boloppervlak. Zonder bezwaar blijkt ook daf,
mdien P op het oppervlak ligt, diezelfde integraal zal moeten
bijgevoegd worden, maar slechts nitgestrekt over die helft van
den bol, die aan dezelfde zijde als het lichaam ligt, van het vlak
dat het oppervlak des lichaams in 2 raakt.

Daar nu voor het boloppervlak, :_ blijkbaar dezelfde hoek is
als ", in Stelling 1, leert deze dat voor het geval dat 2 binnen
het lichaam ligt, /cos & dr =0 is en dus de bijtevoegen term
weavalt, Om de waarde van die integraal over het halve bol-
oppervlak te vinden, denke men zich dit gesloten door het platte
meridiaanvlak. Is dan Q de waarde van /' cos 7. ds voor het
daarin gelegen cirkelvlak, zoo is de waarde dier integraal, samen-
vallend met die van /' cos __ do over het halve boloppervlak,
I)Hik\m:lr'\'nlg‘nnq Stelling 1, gelijk — Q. Maar in het vlak

O

heeft 7, eene constante waarde y, en ig dus /" cos 7, ds=(
COs ‘l/il/.u"/— 7 cos I, daar de integratie over alle elementen @z van
den cirkel, met de ("L‘llll(‘.l(l tot straal, moet uitgestrekt worden.
Uit dit alles volgt dus:
Stelling 6. Voor een punt 7 binnen of buiten het lichaam
cos peos & o (r)
gelegen, is /7, —/ '7-'-"! -~ ds, uitgestrekt over het

geheele opperviak, terwijl indien 7 op het oppervlak gelegen is,

cos peos & o (1) b
men heeft 7. f — 2T ds — meos iy, ¢l0), zijnde

2
de integratie insgelijks over het geheele oppervlak te volvoeren
en y, de hoek van den, naar buiten gerichten normaal in het
punt 7, met de positieve =, as.
Door deze zes siellingen is nu reeds, zoowel het volumen des
lichaams, als de aantrekking welke het op 2 uitoefent, tot twee-

voudige integralen teraggebracht. In elk bizonder geval moet




men nu, uit de vergelijking van het oppervlak des lichaams, de

waarden van &s, cos n.enz. afleiden, terwijl /' (r) en ¢ () moeten
; ’

bepaald worden, uit de vorm welke men voor f(p)aanneemt.

Voor ons gc

1

S Ay 1
wal, de gewone wet van NewroN, i8 f(r) = —5,dus
: 3 )

/"(/‘1_“ (p‘/‘):r.
Zij dus weder X 1," I = 0 de vergelijking der ellipsoide,

al

i

z00 18, zooals men daaruit gemakkelijk vindt:

cos 7, — - o — GOS8 &, = y
' ! (p4 |

5

COS ) — 2 COS 7 COBE, =
i 5

I. )2 %—’\l/,l'/r[.l'l‘)‘-'

/
5

zijnde @, als functie van @, en beschouwd, volgens de verge-
z 3 X »
lijking van het oppervlak. Derhalve is
a’dx, dx c (p,—x
i /3 I 1 (I i i)
cos 7. ds = 4/‘:-/ Ay (CORIUS = o T

¢ l rea, ar
' i

Substitueert men nu voor =, en x, (even als op bl. 134) de

beiden hoeken K, on g, %00 wordt, volgens Stelling 3:

O i
”» f— '/" sin g, COS w, ! 7 5
=, & E Al ( W ol S
i - kS - i lu'l, /u[ ( )
o 0

7

. . z "
dus indien men — /" stelt
a.a,a i
’ v

pé
1 2r T‘—iill W, COS u
= / = R S D Tl s s e i R 5)
i a, r Tk Vi ;
z o 0

terwijl volgens Stelling 6, men ook heeft:
X p.—@
3 ‘i(/ 3 i)

sin @, (p,— ) % S
i a2

27 T i : A
b P / / e — dge, d, . . (8"

(") Waarbij de grens voor gg tweemaal zoo groot is als bij Ivorw, omdat
] § .,
A

daar over het halve, hier over het geheele opperviak moet geintegreerd worden.
10




148

Volgens Stelling 2 is verder het volumen en dus ook, daar de

dichtheid 1 ondersteld is, de massa M,

2 T
M ([ (I a / f qin u, COs? ’ ’l.“, ([‘u,[
N N
5 N A 1 - 03w \d
=a 7 g 2082 T S Jdsmdw )du
QA // sin g cos?p dp, =5 manm (sin @, | @),

0

g7 a.a a, zooals bekend is.
Eindelijk leert Stelling 4, dab

T p.— &)
fﬂ-g‘/‘rsm o 2 s !

i a? 4r

3 . du du 0 of — : - )
; 3 g a.aa
ik

1¢, naar gelang P buiten of binnen de ellipsoide ligt.
Beschouwt men nu &, @y @y als bizondere waarden van drie
L} N

veranderlijken ! enz., 700 verbonden dat @!* — (rl’g en :1 — u/’-
o i :

constant zijn, zoo kan 7! beschouwd worden als functie van ééne

dier grootheden. Men besluit dan licht uit (8) dat voor a/ 0

J'—01is, omdat alle, zelfs de kleinste, waarden van r tot oneindig
z

naderen. Schrijft men nu voor B

27 sin @, cos @
/! f / Lk wo b d o d
i L Ol

en diﬂ'cl'cnhccrt naar @, zoo geeft dif
t

DI 27 o
i - Tein g, COS &, Jp
e AR e ey
) (t‘_' + i 5 b\dv d ,ul: d ‘u[,
0

Maar volgens de bovenzestelde voorwaarden is

5(1’} a', F)‘d’I a'.

K 1 1 . o

— =y = terwiil 12 = (p.—a'.cos )’ +

oa', a',’ oda. a, d P; LNk 1
7 v U

-1 —a sl 08 © )2 - I q1 9
{-(p, — @, sin g, cos + (p, — @' sin g, sin )

waaruit volgt:

N a
or : : L
P —=—(p.—a' cosy Jeosu, —(p —a' s COS (sinw cosw, —
S7 I e ,uk)( “, (4 @, sing, <s‘u!)>\”, sing, cosg,
i k
a .r,(/;, — &)
- ) v S Vs al — [ Y L
(/;‘ @ Isln.ukm)‘u_,),\d, sing sing,=—a' 2— g

] i
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Hierdoor wordt dus:

al sin Ky, COS W, oy

oF: 27 7 k a’
7 ' 2 4 I,'r il L% /u ll’
i 3(7,'% é f f s a Qe

s sin L -
O /“, o
= o~ - dw dw
3 i R

en duns lettend op (B’_)
s x5 .I‘,( /;’ﬁ.‘/‘l)
SN ) = - > 1
w? 4p

ok 2r pr :
] 1 ‘ . g !
Q< ). —_— Do o Y
ida 1 .f f P dp dp =0 ot alaja]
+ &

0 0
gelang P buiten of binnen de ellipsoide ligt, volgens (v),
OF! QX! 4px
. . 2 7
zoodat in het cerste geval %~ 0, inhet tweede —
S /')\(I, oa! @ "‘”I‘ (13
z z z J

naar

De cerste dezer vergelijkingen levert dadelijk de stelling van
Macrauriy, omdat, voor een uitwendig punt, /7' constant is voor
alle confocale ellipsoiden, ook nog voor die welke door 7 zelf
gaat, en dus /7, evenredig met ¢, @, ¢, of met A.

De tweede vergelijking kan ook geschreven worden:

dF! dp.r
z NN 1 = e S Ly o v
I 2 e ) ) 2. 12
‘l”,’ a, L ('(1' a, }—(zk )((I»" a; 1 a )
- a@. da! a,
of indien —! — 2 dus = ——, gesteld wordt
r(,’ 5 & a? °
7
o !
& -
oz

."./\]M(L,
Hl_l :

Voor de infegratie naar @ zijn daarbij de grenzen 0 en 1, omdat
voor & =0, @! =00 dus 7' =0 wordt, terwijl indien a!— @ zal
L z J

zijn, @ — 1 moet zijn. l)crhul\fv is

dpr 1 a2 da
7! A i . § :
‘ a’ ¢ a?® a’
3 0 V 1 = ¢ : =




en dus

- { p.wa, a il x*dx
/f ’,:"2 f (I 4[‘2)‘« X (l

AT k| 22 41— 2)
¢ ) y ¢ )
{ @l
3 P. M /l x?d x
'
ap - (1 e? %) (1 e’

zijnde dezelfde als de formule (45) van Larrace.

Het is nu natuurlijk overbodig, op nieuw uit te wijden oyer de
wijze, waarop nu de beide overige componenten voor een inwendig,
of de drie componenten voor een uitwendig punt kunnen ver-
kregen worden. Er behoeft ook wel nanwelijks op gewezen te
worden, hoe uiterst eenvoudig hier de weg is waarop de stelling
van Macravrin afgeleid wordt. Wat dus betreft het verkrijgen van
de componenten der aantrekking van eenc ellipsoide op een uit-
wendig gelegen punt, bleef niets te wenschen over, wanneer men
zich tevreden kon stellen met het ternugbrengen van dit vraagstuk,
tot dat van een inwendig punt, daar men nu daartoe de beide
stellingen van MacravriN en Ivoriy, beide zoo eenvoudig men

maar verlangen kon bewezen, bezat.
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POISSON’S RECHTSTREEKSCHE OPLOSSING.

Van een theoretisch standpunt echter, was de integratie der
formulen (19) of (20) cen tweede doel, dat nog steeds niet on-
middelijk had kunnen hereikt worden, althans niet zonder eene
samengesteldheid van bewerking, die van elke poging fot vereen-

voudiging afschrikte (zie Lrarxpre's vergelijking («) pag. 115).

Het was voor Poissox weggelegd, ook dit deel yan het vraagstuk
tot een goed einde to brengen. De verhandeling waarin dif is
bekend gemaakt, is getiteld »Mémoive sur I'attraction d'un ellip-
soide homogéne” en is te vinden in de Mém. de I'Ac. Roijale des
Sciences, Tome XIIT, pag 497. Het is aan de Akademie ingediend
den 7 October 1833,

Porssox behandelt daarin ook de aantrekking voor een inwendig
punt. Hij komt daarin, hoewel op eenigzins anderen weg, tot de
formules (11), welke door LAGRANGE waren gegeven. Na die te
hebben geschreven in de gedaanten:

P
V.4

7 87 a 2 2 oS0 st © //’,%‘/Q
J LA ) Tt e TR IR R T
2 3o % ‘7-,-"""‘"99 —+— Z;_»""" % CosTF * o s © SIS
0

7 8y a* : . sin 8o oS dF dp 2
k ko k  3nnedA - S o 3n A0S 2 o % oy SO
X "COSQ % Sin “Q CO8 T Stn SIS
z g K \ ‘
0
"
7
9 sin S st dS
VG 8 p a2 o — ol v RO T
! [ e ) -l\- * 2 Sin " CoSTS - &7 SINFP ST
t g k % <
-9

ol

G

stelt hij daarin cos ¢ @, tg & v, waardoor hij verkrijgt:




1 0 y ;
8 pa’ g e vt
Vs 7 ‘:/‘ / xr_‘.rﬂ ]_4‘-,,‘,,\ _+_4 z/“; (1 —a2) -+ 7_/:.\ 1 —a28
w u
F—8p a3 /“/ 1— iy da
~ kR . . (14 % 7 (14-v%)-|- x/._g (1-a%) - 7_!‘1:‘]—.,-2 AL
M B8 ] = (1—a?) v dvda
£ '\I' %" | T W) B} ) oy | 5 Y. 0)
‘ e (1+ ,,-_,; z o (1-4-v2) - % A(1=x2)-a 2 1—.r~u~~:

waarvan de beide laatsten omgevormd worden, door middel der
identische vergelijkingen

(1— ./'33) v 4

&)

a

) t-a A1 — a2

] X =~ A1—a?)
1*{"“2 .o ;’_2.,-2(1_},7.3)71, 7.,_~( 1 .l")vr 7,"3"1 | x* n’-"

Alsdan kunnen allen gemakkelijk naar »

geintegreerd worden
waardoor men vindt, tevens de assen invoerende:

l v? da
Vg 47 (’ a . -
" hi ‘-"’ (@7 —a o} yar—(ap—al) a?)
£ 5 Z ‘ [ $

k

d7rp a a: (22 a%) 2
r S / l/ L3 0% r{.r),
s a;- as\ %) a2

(I/" 124

4 T az - (a2 n s
[.-] : ,,A_“( ( /1 l// 7 3 : ,/..-);
a = a 2 .
k

of stellende: /

I 2 dx Y
(@2— a)a2) a— (a2 — g2 2 ek
3 k Y (V2% F) ! )
l da v
@?—=a?a*!a?— (a?—a a3} g
1 I} {Jo daa {

) T P08 a a2 w, (0> 41/'3 )
I’ drxp.a. a X, F b | o8I S Y
i 0% % k a?—a2( a, X' a S,
|

47
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zoodat alle drie waarden, van slechts twee integralen kunnen
afhankelijk gemaakt worden.

Uit de wijze van afleiden, hier zoowel als overal elders, blijkt,
dat elke der formulen voor ",' enz., geldig is voor welke as men
wil, en dat dus slechts door permutatie van indices dezelfde for-
mule op alle drie assen kan worden toegepast. Zij nu @, weder

de grootste, a, de kleinste us, zoo heeft men ook

1 O Fs
7 drpa.a el )
i Vi L Sat—(ar—a ) Sat—(a*—a ") '3
K¢ i & 9157 !

0

/. 1 1 J'2 1/.1‘
s P T e S ) M G )\ P R el (6]0))
2 i b (d/.- ((Ik a; ) )) (([/: [”I; a; *)a $0

\‘ .

0

P4 1 a?dax

\ X P 7 9 G 5 9 5 9 5]

¢ i Vv Sat—(aP—a ) @) Saf—(af—a?)a??
(| G 4 Y 4 k y ¢ i )

Z 4
0

\\___,—

Stelt men dan in de eerste « sin &, en maakt

a _2 (7,_3 @ ‘3 11/3
fvrlwkm‘tingV Z——— —p,arcsin 1/ £~ =—y¢,z00 komter
ar ll,~ ar

2z

1

W T sin? EAE
F= 9 _o\9 / C )
‘ (@ ~a2)is 11— 7781

i z 0

47 /'_u,:z/ a, \/ d& f/ )
e 2 2 % L1 —2sinE 7%
(@; Ne2-a, )4 L 1—p%sin% Vi Sk (

a sin &
I3 2

Stelt men in de tweede x e s —
Va —ar4-(ar—a?) cos® &
k i 7 k 2

waarbij de grenzen ingelijks worden 0 en ¢, zoo komt er:

4 x/l’ (IAHJ u/ /‘4/ sin 2 f. (If’j
nl oo SR 2 - g
F k 9 08/, o Meld ‘L

2—a )2 — p?sin 2 &)
(a; a, (1—7 &

- 4 V3 /‘i ll‘_, ”",”’ \ /r/ {[:';-
(ulfv-u!._'—_ml ,‘—-n/'~l.- ) (1 9 o3ry 8 &Vs

~peSin <&

¥ o
ag v I—pan
Maar g S LI S el
( prsm~g) /2

P 2 sin ..“,\- A.: Rt \m 5/ COS ¢

=5 —;)~ 1—pismiE terwijl bij de grens ¢, = 3 sm~7:[

o
S




/‘ 4 TP, a.a,a, (8,7 =@ ? 7
L “,_J ,,/.4;‘“,,';! a ':3)‘_‘ ’,, 2 ”]:2 1 /,:I Sin :_‘:._;I/:;.
i . i Z i

“‘ 0
& 4 9
ft/ r/__, | y L 7 /I/. llv/,
V1—p2sm2&) a2 -—-a2
v 1—p2em2¢& ; y
e a tg &
Eindelijk stelle men in de derde a — , 200 wordf
Var—a?
o drpa.a /wl tg 8¢ d &
! (@2 —a2®e Kol — pPsin &
) 4 0 5
of daar
tg2&dé dtg €V —pPsin®E V0 — pPsin 26 1&
s » L — d&
V1T —p¥sin2 & L—p i —
en bij de grens ¢,
L aVva®—a?
tgq 11— p2sin g SR L
w.a
ik
47 Pl s 4 x P, a0

Il

kol q
! g t—a? (a *—a?) (a2—a 2)k fl 1 —p?sm2& dE
k z P /4 Z l E X

Duidt men dus, zooals gewoonlijk, de elliptische infegralen der
eerste en tweede soort, met amplitude ¢ en modulus p, aan door
I (p. q) en E (p.q), zoo heeft men;

3n. M
T / 3 v
= £ F DLy — K (/:.r/)\/ y

" ase 2,
3p, .”\ e ? ) 4xp a? .
e £ E(p.g)- F(p.g) t — e 61),
pa ade :?,;I( ¢, 2-6? 2-9) P+9) s g {
4 7:'/1/ t(/'.’j 3 P M \
it = : — 3 /"(‘ 2.0) |
[ ) Sa 2 “\pq-. /
4 a, a, a.>e2¢, )

Om voor het geval van een uitwendig gelegen punt 2, de inte-
gralen in een gemakkelijk te behandelen gedaante te hrengen,
denke men zich, om 27 als middelpunt, een bol met de eenheid
als straal beschreven en beschouwe 2 als top van een oneindig
dun kegeltje, dat nit het oppervlak van den bol een element 4o

en uit dat der ellipsoide twee elementen unitsnijdf, wier afstanden
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a” a?
tot 2. weder »" en ' mogen heeten. Stelt men dan— m, ;" m,
: ) T
“k 1
@2 e, zoo wordt de vergelijking der ellipsoide 2 - m, o’
14 i [

m, .':'[3 ¢, torwijl wanneer o/, %, 9, de hoeken zijn van het kegelfje
7 v 3 - -
met de @, @, assen en 7 de afstand yvan een punt daarin gelegen
i k L.
ll &, P.—< Dir—%
k k 1 1
tot 2, men heeft— = /-'— . ~— " —p, zoodat 2" en 7'
08 9 08y 08y
cosy, cosy,
de wortels zijn van de vergelijking
2 Tt LT e Sl P N (el ety e SR
(rcosy, /:“J - m, (1 cos ¥, —P,) 4 m[(/ CosYy, /:[) =0
AT LD Iy —05ndien V. — cos? 0820/ <l m. cos®
of N2 Ir — h=0 indien V = cos?y +-m, cos?y, - m Cos%y,

l:‘—(/; COSY, ! -+ p, m cosy -}—/; m ('()s'y).//:: = (p,}’ - m D, ~+m p? ) - ¢

ig. Stelt men lm«h-h]]\ nog /2 —L h N = 2, hetgeen altijd geoor-
. : T Sy e
loofd is, omdat beide wortels retel zijn, zoo is »'' — ' == 2 v

Fen massaelement van de ellipsoide, besloten tnsschen het
kegeltje en twee boloppervlakken, met 2 tot middelpunt en
r en » - dr tot stralen, heeft tot waarde r® r do en werkt op

P, met eene kracht dr do, zoodat het geheele deel der ellipsoide,
J

4
binnen het kegeltje gelegen, daarop de ](m(‘hff drde— (1" —1')do

7
9

& X . v . . . 0
- douitoefent, welke,in de richtingen der assen ontbonden, geeft

4

2R 1B Rcosy, . . PO
v cosy. do, zoodat 5 7, - / 7 ? do is, waarbij de inte-
4 i Y4 7

gratie moet uitgestrekt worden, over het deel des boloppervlaks
besloten binnen den kegel die, 7 tot top hebbende, de ellipsoide
raakt. Ligt 2 op het oppervlak, dan is dit deel dus het halve
boloppervlak.

Nu bevat, van de functie onder het integraal tecken, alleen B

de grootheid ¢. Differenticert men dus /', maar ¢, zoo wordt:
<

SI ¢ n«y 7
ff a ' do, daar 83‘]‘ ’\I is, en om dezelfde rede als

op bl. 86, niet op de variatitn der grenzen behoeft gelet te
oF,

worden. Alsdan is S * ds de component der aantrekking, op 2 uit-
( ¢

geoefend, door de oneindig dunne laag, welke het verschil is tusschen
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de beide gelijkvormige ellipsoiden waaryoor a? de waarden ¢ en
¢ -+ dec heeft; de integratie moet natunrlijk weder uitgestrekt
worden, over dat deel des holoppervlaks, dat besloten is binnen
den raakkegel uit 2 aan die laag. Voor een raaklijn uit 2 aan
de ellipsoide, is #" " dus R 0, (daar NN niet oneindig kan
worden), waaruit volgt dat voor zulle cen lijn, de grootheden

cos y_vnhl(wn aan die betrekking, dus dat »2R2-— 0 of
= ) ( 2 h — ) =m (p*m h — )
(/ll_ ) (7 \ -{—)H (/; m + )(/: v, {7 (/: m —+— )(/) ;) -
; . 9 R ad
+ ~”’/; P, —a)p—a)+2m p.p (p.—x) (p,— 2) +
—* ...//1 DD, (;; —.I‘L_) (/;J ~.1']) 4]
de vergelijking van dien raakkegel is.
oF, 4
Daar nuin .)\.' alleen R voorkomt, is het fe zien, dat deze
0oc
infegraal de eenvoudigste gedaante aannemen zal, indien 2 en dus
de vergelijking van den raakkegel zoo eenvoudig mogelijk ge-
maakt wordt.
Men verandere daartoe eerst den oorsprong der eodrdinaten

en neme daarvoor het punt P, zoo gaat de vergelijking over in

31 o3 | 1 | ? e ] > | JS L) of o L9 I § D o —
t//' AL T(/“ A //),n‘.: s T—l//l u/,f—//)mll[ ! 2 p Pt I 2, pp e 2 it 2 p D k"'l_“
welke men fer bekorting voorstelle door:
Mt 34D 2 2N 2t ol LD N ot ot LN 2 2y =0, . L .. b
M2 M 3420 ' 31ON it ! LB 2= (1)
Vervolgens vervange men het codrdinatenstelsel door een ander,
insgelijks rechthoekig, met assen PV, /’)'A, PY, zoodanig dab
; !
be b Gy R P Ry A A/. A, de cosinussen zijn van de hoeken
t 2 1 N { ' v { '
door PV /’)'k. /')'1 met de drie assen van het oude stelsel
gevormd ; zoonls men weet is dan:
3 L, B—iy 8], 8] 821 38 8 21 2 5
BT e e R e S A O 5
g A foplie=5) A g N M A
T N 2 et e e S AL R R ol R pU /
4 1) = Ly ) A=tz 4-) ) —0>
T T N T T T i =95 @)
A A= AT A R T A A SR \
,k:/['.‘kllli: Ik:!lli —/1<‘:tI:/i/k 4'_/":/1:/‘:‘, -q'/‘;/,:ei/k - /|l‘

en kunnen deze grootheden steeds z66 bepaald worden, dat bij
substitutie (&) overguat in eeme vergelijking van den vorm
My3--M y2 M ys — 0 a. w. dat de cobrdinaatasse
Lyl~+M y2 + M y? = 0, m. a. w. datde cobrdinaatassen
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gamenvallen met de assen van den door (k) voorgestelden kegel.

Daar nu de vergelijkingen welke het verband tusschen de
codrdinaten x. en y. geven, zijn:

J A\ -

S e o R oy R o R SRl e e
zal in de vergelijking
M oy2 L )2 2L 9N y 9 42N vy 42N 9 =0
L0832 o Nyy+2N )

| 8 & k=1

die door substutie dier waarden uil (&) ontstaaf,

"_.V l T_ ]I' {7 3 T— U ( -2 ")Lilk %—2.\.'klil,‘%—2-‘v'i(k¢,
4/‘:.V"_’l,'-rv_|l'k/k3—‘§-_l/ I/-—u—,.,_\’//k L2N' // + N! // N6 otal (oY elrs pie (.l")

(

k1
= 12 139 91 ¢ 48 Lo )
J/l_. .]’y‘/i ey £/L-+'II'I/I.+"‘\ I’i/k 2N ’l/ill 2N i’l./t !

\”“l['z/ }—]l"/»{—ll'(/—l N! (l/k—%—(krl\)i \‘(z/*(/

' 7 PNl =0

N k:’” ';}I_zi—x—_ll' It '—TVJI’ It —-:~_\ ’().l —i-,A(i)JI-_ ).(/.[li {-—/i!l‘—*—,\vr,. P _t 'f"' ¢ =0 (

Uk

N=Miz 2 M 20 A-M 20 =N (2 3 A0 0 )N (2 20 AN (2 A2 ) =0

Nkl
moeten zijn. Uit deze zes vergelijkingen, in verband met de
vergelijkingen (¢) welke zooals bekend is, zes onafhankelijke be-
trekkingen voorstellen, kunnen dan de 12 grootheden by %es A,
L % }'/.' by %y ).’_. ‘”.'- M, M, op de volgende wijze worden bepaald.

De beide eersten der vergelijkingen (V") kunnen tengevolge der
betrekkingen ¢z 4¢ %, ¢ 2, =2 ¢4 A 1+ 24 (=0 ook ge-
schreven worden:

,’)I'A 'l’l-"(!./L ! l,ll'l _11'{}11«}—\
(M e M Ii)"l‘l\ ‘,_ ,]/" - 4 'i)/"'—-{- N 'f’_/i,l,.,,k"_\ + N

\ ATt L At (L
; )4 N k[([/l, t lizl)—l _\_ (62, (/k';—”

k()[ei—!—}.._l"v (I l—* y¥) ):()
of door beurtelingsche eliminatie van M'-—M ", en ,-ll'k M,
;(.1/ /:', M) + \ ¢ A2\ ";f“";.-"r'z,.”:’ :(1\" .’1 —{—1\'1’1_)(7, % -Ax)
,' - Ji (B ! ) ¥ / P ) wTi I 4 () < P n .
:(JI/ M)) ¢, *_A/.- 4V "{M(/'A-/“l Ax) AN/ A g~ A )
en ‘dus met het oog op (¢):
[ I o 71 - N/ N 93 osp®
("L ‘Il) l/'. ' (.\ k (.’.‘ J\i (i) ({_{— A\[ (lk ll')) i am s b e U’)
(M Jl‘_') Lt (.\I' oy )¢, -1 .\k' (2 - 1’,‘-‘)/\ -
Maar indien men op de eerste der vergelijkingen M’ de eerste
der betrekkingen (c) toepast, wordi zij:
M—M = (M- M)+ (Jl]’A;ll',’)zlf-{—‘l,\'[’z'z'__—{—'_’.\ teA2N 10,
of door vermenigvuldiging met ¢, en substitutie der wal:ll'dcn
o7 (== ' s tie==r 2001 S
van (Jlk “l, )¢, ¢ en (‘”: .‘l',) 6yt uit (),

Ny
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( '”/_'",")",' [‘\.;.'f,,-_‘\'.v'!,)".,fr .i_.‘ / (; .‘-‘_/ 2)- {— \ e=N1e ) L :—\ '.’;I 2 ',L‘)

Lt 1" K¢ A
+2N'e2e 2N " P 2N"e ¢ ¢ L o
ik Rt Ty i A AF & I

()p (lcyclf(_h- wijze kan men uit de eerste \q'l'flh]l\ln“ (M) ook
zl~’ of ¢* climineren en door vermenigvuldiging met ¢ of ¢ en
subst ltuhv der waarden (y)en de daaruit volgende

) Ve g —(A\! ' N (r 212
(_,lﬂl; —Al//)-';;!!—«(,\ A N t!;){f_{_‘\ ’((/‘_ L2,

twee dergelijke vormen verkrijgen, '/multl:ll men heefl

(;V‘. "l/,’“,:'\'I/."ih%_‘\'yl"l.; (J/I J[',ll(/l:A\"[.f'—{—.\"I:/:
M—Mp=NpN"t. oo vifoeinnn. a )
en dus

(M —M' XM~ Y MM )t =N SN PN AN 3t

N'IN' 200 2-N" N2, 2L2N' N' N' ¢ /»-A\’ IN'" 2 4-N' N'2% 2

Y S S ) AT e’ T X % S (2 A KUk .

Maar ook vindt men uit deze drie betrekkingen, door de eerste
met .\.i!;:'kf[. de tweede met N 'm. de derde met ,\'/'3: ¢, te ver-

: LY
menigvuldigen en de punlul\lm op te tellen,

(NS (M-M) N2 M)+ N2 (MMt = NISN' o2
(‘\; ( I’, I') } \/. (M .I = .\ (M .l//;\p_f__i ‘\, A s
AN BN 2 o NN 2, 8y 2 T BN 024 VN 122
FN BN A VIV 20N N2 34 NV BV i VIV

B
hetgeen in verband met h‘ vorige vergelijking uplcwn(
(Jl'_— M ',] r.!/’ - M /.“-‘”,'- M ()- NV ”_J(AII‘Y—JI ‘)—‘\"LJ(J/I-.I/ Ne=
= ‘\",’3 ('”, - .l/i’) -2 ‘\"!_ ‘\"L Vi =TSR da s (m)
welke nu nog alleen de onbekende M. bevat. Nadat deze dan
hieruit berekend is, vindt men vervolgens ¢, ¢, en ¢ uit de ver-
gelijkingen (') welke, omdat 2242 =0 is, geven:

r AE N |

!
L, " U

(M—M")(M—M")-N3 "~ NN'FNM-M") N NFN(M-M',

1
[ } (.‘I‘.-J/L"H‘l/’,-.ll '1\—4\"‘,1’: A : ‘\"‘4\" ‘Il—|~.\'rl<.lll_'-4|/" ) : R
+ N NN (M —M )} 7]

Op volkomen gelijke wijze zou men uit de beide systemen
vergelijkingen, gevormd door de tweede van (M7 met de eerste
en derde van (V') en door de derde van (M') met de tweede en
derde van (V), de beide systemen onbekenden M, %, %, %, en
My A, A, 4 kunnen vinden. Dit behoeft echter mol mhmwcul
te \wnhu omdat het eerste systeem vergelijkingen uit het be-
handelde ontstaat door permutatie van ¢ met z en ¢ met £, en
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het tweede door permutatie van ¢ met A en ¢ met L Daarbij
blijft echter de vergelijking (m) geheel onveranderd, behalve dat
M . beurtelings in M en M, overgaat, waaruit volgh dat M, M,
en M, de drie \\nniol\ dier derde machtsvergelijking zijn, terwijl
men verder heeft:
%, T 5 '/./’
(M -M!) (M -M)- .\'/'-‘ _\';v'.\",'~}~ VN .\I/_- .ll{') -+ AN ;,'( ‘”/.- l/{'b
1
—= 7 ] Ty o1 FTATT ] dl N2
] [}"‘”/."'/;’ (M -M))-N 225+ S VNI Ny (M -M)) ¢ 2
[ IN! I s n)2
_; .\A A\! + .\; (M -M)) }
A 7./ A,
A AL 7! ) T 74 N T T — M
1J/l-;l/k'1(tlff-.1/‘_)—-\l N/N/LN!(: i, l/ ) A\[ =t N, (M, — M)
1 S
S(M-M") (M-M')-N 1922 S NN '+-N'(M~-M)? 2~
( i k { i =y " B (g i l G LS o I
TN i / ! 91y
ylaz‘\( A x"+A\ /;(Al[l-llll.'){y l

waarmede de bepaling der onbekenden is afgeloopen. Alleen rest

dan noch het onderzoek maar den aard der cotfficienten M, M,
7 N
en M Vooreerststelle men daartoe in (&), @' a eos € .‘l?"[ sin €
& ..r"l sin ¢ 4 ' cos &, zoo gaat de vergelijking over in eene
andere
- JO ns_| .o, e | B B X J J_1 .9, J J (
o2 a2 a2 420 a A 2y o & 422 2" @ 0.(2)
waarin
&, U' “, 1/' o8 ¢ - ‘[r sin e - .._'\/ sin € cos &,
5
w, = M' sin% . 1) cos 2% 2 A" sin ¢ cos &Y=V ]m.\.-,»«.\" sine,
! i .
3 ' =N/ s > '_MI-.':.‘-,,_ =
v, .\ Sine N, cose,, (M' 4 M )sinscos e N/ (cos? sin®e).
\ ]
',';f ;
' —
M= W,
moet zijn en past dan op (w) de bewerking toe welke met (L)
is gedaan, zoo treedt in plaats van (») nu

(M, — p) (M, u;r‘l — i) — v M, - ) —v2 M, —p)=0

Bepaalt men nu ¢ z66, dat » 01is, waartoe tg 2 ¢
i

eene ve 1*mh||\1n«r wier eerste lid pmmd isvoor M — e, Ill,gdllt't yOoor
{

M de groofste, positief voor M. = de kleinste der grootheden w
'

‘ k
en w, negatief voor M = — o, zoodat hare drie wortels en dus ook
< !
die van (»), welke daarmede identisch zijn, steeds alle retel zijn.
Vervangt men vervolgens in (m) de coeflicienten door hare
waarden in @, a,a,p,p, en p, 700 gaat zij over in
) v £ 1 LY { -
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2L ea 2l 2 2 2 22— (0 2t 2\ 2— (a1 2=\
3 a4 e —(a@ 2 -a2)p 2—(a24-a 2p 2—(a 2

ha * h*a b
—+a p 2 MA— (1 *a *H-at—p2—p 2—p )M ——0...(m"
Fa, P2 M, - ”/2"[2(1(’ G+~ —p, PE—pIHM, a3 )

Zoolang nu de ellipsoide geen hol is, is ééne der assen bijv. «
i
grooter dan de beide anderen. Alsdan is de som
81 1.9 2l 2 - 2, 2 20 2 2a *-a 2a 2-(a 2+a 2)p -
(@, {—u/ ! .2 4-pf-a2-a.2-a; Ha, ar+t-ala, qu a2-(a2+al)p,

)

o By, 1
—(4I{~A{~ arp?

¢

— (a~-a *)pP=—(a2—a *)p 2-(c 3—:l~l;~-/ ‘-l 0 -0
( Fedp; o) e G e e Al
steeds negatief, waarunit, met het oog daavop dat’ steeds negatief
is, volgt dat de coufficienten der vergelijking een der volgende
rijen van teekens opleveren - - -+ 4+ —of - — :
en de vergelijking dus steeds een positieve en twee negatieve
wortels heeft.
Neemt men dus M. voor de positieve, M en JI[ voor
f :
M y? 0
11

de vergelijking van den raakkegel en dus, indien men nu

de Leide negatieve wortels aan, zoois M v2 - M
P

[}

Y, =rcos ,S—._l'l‘ — 7y 8in S cos w, y,=r sin & sin w stelt (waarbij dus
r dezelfde grootheid is als bij den aanvang),
= .|I’_ms °F ('I cos %w ,‘I{ sin %w) sin 25,
terwijl & de hoek tusschen » en de ¥, as, w de hoek van het vlak
dier beide lijnen met het codrdinaten vlak Y, ¥, 8. Men kan
dus de integratie naar S uitvoeren van de as des kegels, waarvoor
S = 0 moet zijn, tot aan het oppervlak, waar $ de scherpe
waarde $' moet hebben, geleverd door de vergelijking
M
2 () nPada

’“'ﬂ'“tgﬁ*zjh‘nsn,4«ulﬁn:m
en vervolgens die naar » om de as heen, van 0 tot 2#. Daarin
deze codrdinaten nitgedrukt, do sin & 4 & d w,
it
r ” ” o

+ 4.sin S sin wis, heeft men dan ten slotte:

0% /"7—/ ((N‘:u'inQ
838ing ;o .
<l 209 dw-
2 f" / Am~~1~x)nsr.)/ 1/!-:—}—A/‘ / >m~,?~mm‘/'::’/m.

!
— & t ‘—f~'.
cos V. i 27 ; 1"]1' 7
: i

l
e [ C 0’-.‘:—{— % sinSe 086) -
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AL < :
waaruit—_* en ___! verkregen worden, door den index ¢ door & of
oc oc

! te vervangen. Omdat echter in 2 en 3 geene andere functien

van o dan cos® w en sin® o voorkomen, zullen de beide laatste

) ol
- 'j- .
2 . &= Cos 3 s1InS
integralen nul zijn, zoodat uuhun/ / T A4S dw—K
<

1d 1 oF. . 19 I"k 5 ﬁ 3!
gesteld wordt: b — ¢ K, =l K, 57 =¢ K zal zijn.

Uit deze waarden volgt tevens, dat de kracht, welke de oneindig

dunne laag op 2P uitoefent, gericht is volgens de as des kegels

en tot waarde heeft I/—(J?I:)J’*_(A‘I' )ﬂ_{__(t(w_') ’.zlr' = Kde:
oc

Men vindt nu verder zeer gemakkelijk dat

» /:.!';r | Jl’_'——y § 11 (M —}— 1I 08 % - ll ‘nnm))%m“s-'
= W I W ontt Mt

Sdw

V U', dow dtgw
= ]Ii-:l—Jl cos?w - M ~m~w M / M + M +( " +" )t("w
2x M, 27 M,

T M) u + ll) VM3 A M)ME 4 M MM,
of omdat volgens dn vergelijking welke M, Mk en M, levert:
M—M,- ;lI[:('I—}—7;1A+z//l)¢‘-~ (- )p 3—(U4-mm ) gy, 2-( -t ymp?

‘"5 M M= m, m, ¢ h?
27 M,

i8, X = ____% indien
H

19:‘2;”’;"- : “ +”’A_*'”'1)“'(’”;;+”'1)]';2'(] - //1{);;/1_7)‘.9-(1-1—)1/ /.-)’” [1;19: M’}’—{—mk mlr:/:S

p— : (1—{-—111‘_—1—1::1)0— <(IIIIA_+III‘)/);9 : (1+"'1)'"1.-1';;2'—(1+"'k)'"17'12$ M‘f‘—
2/ : (m m—~=m, —-me—m, m (p 2+ p24pH I MA-3m me k®
Eindelijk vindt men gemakkelijk

(= ,I\ :JI{?-‘ mz2p, —fn p *-han -1 m)M ~-lem n (- p 2+-m, 27 }

m p.p, /; P
= __’:7’_,‘,(.‘] -m )y (= -’ ’UI —m, ),
waarin /\? de som is van d( tweede machten der codfficienten
1
van ——; zoodat ten slotte:
/\
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C ( T
I"’,:/‘ rl,l\'zlr.. F/._’/‘ .I“I\'tll'. I"l:f ¢, Kde

v

i3, waarin nu de componenten door enkelvoudige infegralen zijn
uitgedrukt.

Deze vormen echter zouden uiterst samengesteld en dus hoogsl
moeilijk te overzien zijn, wanneer men daarin alles in ¢ wilde
uitdrukken; hetis dusnoodig eene nieuwe veranderlijke intevoeren.
Men stelle ten dien einde:

R h
T gy, v’
Door substitutie hiervan wordt vergelijking ('),

9

9.1 o1 8T v - = e I 2
P; - m, P, 1 w.p, ‘ ) (14 m m)e—(m, ; mp,
# 0 .')) -
7 2 I 200 S o —+—
§ +/1’)1/1A P, (14 m)m,pE e (( ‘M, i m, +mly
y g S 3 A b, 22, » —
I)lkhll(,l'l+/lk —{—/»/ )i v ¢ )/Ik )/I[ =0,

waaruit volgt:

9 a ) 3 9
p? m2p* m}p; .
SN T i 1—+-m v 1 —-mue )
il X J l
en door differentiatie
o 90 St
) A m=n:= m ==
P 4R TN

de =

I,

\
/(1 —+— v)? R (1 - //1/'1‘)"' A —{—11// v)* :
of indien men stelt,

A+o)(l+mp) (1 +mp)=V,

pid ~+m,v)* (1+-mp)* +- m 2P 2 (Lmpy(14-vpP~4m*p 2 (14-0) (1m0 =@,

Q2
ook de = — fé‘i dv.
Door dezelfde substitutie wordt dan, met het oog op de waarde

van % en de bovenstaande vorm voor e,

o /1/))_3(1—{—mkv)(l—f—///[v)_ &3 7/:1;’1;/;///” l-»{«m(z"l. _ hp,pm(l4-mp)

A y <y 9 G —
v(14-v) /\ A v/ ¢ v
terwijl de waarde van /\ hierin, hepaald kan worden door middel
sr betrekking ¢ 34r 2] 18—1 s 'doze, toch. coeft:
der betrekking ¢2-4-¢ t?=1; deze toch geeft:

/A;?])’:J ‘

[+ S

= TP (p‘}) (14 m, v) 2L+ mp) 2 —-{—)ltAﬂ})L_ﬂ ( l-{—m.!l')2 (14-v) 2 4

: v I2n 202
-+ -upr{W'I~|—m).vi3(1—{—v)'3) — I‘Il,"fj .
Yy w14




en dus AN = — e £ Y (44)

[__l'i(‘]-{;m/.»?')”-f— mp) m,p (1 +m ) (1 +1_) - m, /)dlf}:f’)({f’{’!‘:’)
,-— Q e 0 T Q

Door de substitutie der bovenstaande waarde van ¢ wordt

verder, zooals gemakkelijk te zien is:

L Q M. 7
H=—""_%_ on dus L— ; , derhalye
v} H Q
> 2wV . 27Q
K— lQ yHKde= l'lr/ ‘l. dv,
27p, 2xm p 2z mp
¢ Kde — , L vy, Kde—=- KTk dvseKde il .
' AFo 7 Vi% e (1m0 S (Itmp)~V

Eindelijk is licht uit vergelijking (¢) te zien, dat daar » steeds
positief is, bij elke positieve waarde van ¢ ééne retele waarde
van » behoort, daar de som der drie positieve breuken afneemt
re 2. 2 2 e B Y e < . g "
van . *_"'1."/; —+m,p? tot 0, wanneer v van 0 tot oo nadert. Is dus
v' de waarde van » behoorend bij ¢ == « 2, zoo is eindelijk :

! : !

CI S o dy
Al () J- : ¢ lrh e 7 Do 2 == i .
I 2w, S l}: 27 mk];k/'( I—f—m/}’) oV

.

1.’ 'l"
i b £
«7mTmp e T
! i ) (I4mp)-V
!
of, indien men 'V, m, en m, door hunne waarden vervangt,
®
S e dv \
l. ___1-,; _1/,//1’ ,1 e i ; -
: EA 3 )9 2 2\ (2 2 ll..«
. L +-1) (@’~+a ) (@ +al)
i 1
F =2xp a2a ,// S e .. \ .. (62)
k 3 A A1) (a 24~a 20)8 (a 2-a v P A i
o } (.—f—),,.{u;z)(ll—{ )
°° 1
"‘ ,—277 ). Q(I (7 f ’, v
l P e A (14-v) (a 24-a 20)(a 2~ 20)8 |
ot & ~}1‘“‘/; a7 o)afa2) /

Hiermede zijn nu de drie componenten in zeer eenvoundige
infegralen nitgedrukt en is dus eigenlijk de taak afgeloopen,
welke daarin bestond deze grootheden in bruikbare vorm te

verkrijgen, alleen door integratie en zonder toepassing van de,

(*) De rede waarom voor deze vorm het teeken — is geplaatst, is dat %
negatief is en dus de verhouding der absolute waarden van @ en A positief wordt,
11*
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voor een inwendig gelegen punt geldende formules. Evenwel is
het zeker goed nog aantetoonen, dat deze vormen (62) dezelfde
zijn als die der formulen (55) van LaAprace, en ze dan ten slotte
in gedaanten te brengen, analoog van die der formulen (60) voor
een inwendig punt.

Daartoe stelle men in l"l_. ! —{—v_’,

I 4o

0 W
a?+4a?
— 2. wmF l v'v_‘o in alle drie v o 8Y
= 22 an y —1+———=a% en in alle drie vormen ' =—;
" a? +4av a®
{ f [

zoo worden de grenzen overal 1 en 0, welke echter omgekeerd
kunnen worden, tegen weglating van het minusteeken, dat overal
in de waarde van dv voorkomt. De formulen (61) gaan daardoor
dan zeer licht over in:

471‘/) R, 1 '1‘2 da
~ Va .‘+ 52 f ;;7727”'.'2_7{_ ‘”"'(” Fea ‘) ‘“ "JF §*

4rpaa ((lfl 2dx
= SN L o Ry A _ Q
S —a? »2)\ ST s2-(a %-a %)z® 63
b st $a; (@’ -a; N a, 242 (u u : (
17rp aga

lfl a2 da

SRk LT i S ot el T e e, W0 | |
({a?-+s-(a*a®)x*8a*ts-(a,*a? ‘

u~+s~ ,1+” i A it /

/

welke geheel analoog zijn met (60). Uit de beteekenis van '
volgt verder dat s* gevonden wordt uit de vergelijking,
O r?
+S'+(t ~+ s* +a"—{—
waaruit dus blgkt data®+ 8% = A% al+ 2 =A% 12 =4,
is, wanneer A4, 4, 4 weder de halve assen zijn van de mel
de oorspronkelijke confocale ellipsoide, die door P gaat. Ook
gaat de formule voor # uit (63) volkomen in die uit (55) over,
wanneer weder @, en dus ook 4, als de grootste as wordt asn-
genomen, en de grootheden Z en E, worden ingevoerd. Hierdoor
i dus de identiteit der vormen (62 ) en (55) aangetoond.
De formulen (63) verschillen alleen daarin van (60), dat de groot-
heden @2, akﬂ, a2, alle met eene zelfde constante s zijn vermeer-
derd; derhalve zullen zij door dezelfde bewerkingen, in elliptische

integralen kunnen omgevormd worden; de modulus p is dezelfde
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als te voren, maar in plaats der amplitude ¢ treedt eene andere ¢/,
. a; bt ” 2
zijnde ¢' = arcsin 1/“ e & zoodat men nu vinden zal:

4 )
2] a‘a,

SFp.qh—E(p.q) ¢

drp aaa (2 2 ) y . o
drp,aaa (u a | 4mpaaal a2+

s (L E(pq)-F(pq)- %
@785V ap-af (050 ) (@2-a?) @ )@ Fs)

drpaa.al’ g 21 g2
Paga a, —+s drpaaa,

v I
('L}.-ﬂ-ulin/ “".'LF“‘E)G;(L}—S') (" "'” )l/u "-ll"‘ £ 89)

Het is gemakkelijk te zien, dat voor s = 0 de formulen (63)
en (64) overgaan in (60) en (61), zoodat alle vier systemen geldig
zijn voor een punt, op het oppervlak der ellipsoide gelegen, daar
juist in dat geval s = 0 is, daar s? de grootheid is, welke bij
de tweede macht van elke as der aantrekkende ellipsoide moet
gevoegd worden, om de tweede machten te verkrijgen, van de
assen der met deze confocale ellipsoide, welke door P gaat.

(64)




HOOEFEDSTUK V.

MEETKUNDIGE METHODE VAN CHASLES.

Terwijl de analytische bhehandeling van het probleem, schrede
voor schrede, hare volmaking had bereikt, zoodat al wat daar-
voor nog te doen zou zijn, kon bestaan in het vinden van een
korteren weg voor het verkrijgen der formulen voor de eompo-
nenten, had de meetkundige oplossing sedert Macravriy gerust
en was zelfs de meening ontstaan, dat zj onmogelijk tot het
einde foe, voor het algemeene geval zou kunnen worden door-
gevoerd. Zooals wij boven zagen, had Leeexpre dit gevoelen
uitgesproken, en ook Porsson geeft (Note sur le mouvement de
rotation dun corps solide, gelezen in de Academie des Sciences
op 26 Nei 1834) als zijne meening te kennen, dat eenigzing moei-
lijke vraagstukken, alleen door analyse kunnen worden opgelost,
terwijl de synthese daartoe niet in staat is, dat echter NEwrox's
Principia daarop eene uitzondering maken, waarna hij vervolgt:
Men zou ook als zoodaniy kunnen noemen, de fraaie stellingen
van Maclaurin over de aantrekking eener ellipsoide ; maar al
heeft bij dit vraagstuk de synthese aanvankelijk de analyse
overtroffen, heeft deze weldra in handen van Lagrange hare
overmacht teruggekregen, en is de volledige oplossing alleen
volbracht door analitische omvormingen, welke men niet onmid-
delijk heeft gevonden, en waarvoor de synthese niets had kun-
nen in de plaats stellen.

Blijkbaar aangevuurd doov dif laatste gezegde van den groo-




ten Poisson, trachite nu Cuastes, door wiens medewerking de
synthetische meetkunde, die juist in dien tijd weder begon
te worden beoefend, zoozeer was bevorderd, langs dien weg aan-
tevullen, hetgeen door MacrauriN was overgelaten. Dit gelukte
hem volkomen, en op den 25 Juni 1838 verscheen in de Comptes
rendus des séances de I'Ac:d. Se. een stuk, dat later eenigzins
gewijzigd, werd overgenomen in Liouville’s Journal. T V. 1840,

De oplossing berust hoofdzakelijk op de stelling van Newrox
en vordert de kennis van cenige eigenschappen van die

punten, welke door Ivorw »corresponderende punten” worden

genoemd.
Wanneer men twee ellipsoiden heeft, wier vergelijkingen zijn
i x?
ods 1 " AN - , codrdinaten. ziin v
po! -5 = 1 en b 75 = 1 en Py P /:/,(h codrdinaten zijn van
l' 3

eenig punt der eerste, zoo ligt het punt welks cotrdinaten zijn:

b p. ",l’,, b o : ; /:’;’ ;k‘~ P’
b=y T op de andere; immers uit a3 - =3 - o= 1
i A f i k t
/'/ P; B /'A' P, 2 «/;I v, ?
. @, ( @ : \
volgt dadelijk — 1 - ~ % 4 = 1. Daaruit volgt
2 : b2 b2 l;;’

dat elk punt eener willekeurige ellipsoide. een corresponderend
punt bezit op elke andere ellipsoide.

Heeft men twee gelijkvormige, en golijk geplaatste ellipsoiden

0

x“ x~
> N S 6 1"’ — n?, 700 kunnen deze resp. corresponderen
a? a?
{ { .“.2
met twee andere, gelijkvormige en gelijkgeplaatste ¥ %5 = 1
o I,"’
en X — n?

Deze heide oppervlakken hebben alsdan de eigenschap, dat
eenig deel van het tusschen haar besloten volume, zich tot het
corresponderende deel van hef, tusschen de eersten besloten volume
verhoudt, als u"‘, @, @3 a. a a, daar uit de befrekking tusschen
de cobrdinaten @,z @ en af, @, ', van twee corresponderende

punten dadelijk volgh dx', da', da', = ' '([;:-', dxdw,
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~ Neemt men de beide oppervlakken %

focaal aan, zoo zijn dit ook de beide

Z,
$
2
L5 > . o 1o o - o o
3 —— — nf, ‘daar voor beiden a? —a*—a® —w?:=ar—a?
@ t ! k k l ¢
i
zijn moet.
. . ~ ~ . o . .
Zijn de beide oppervlakken X -5 = 1 en Lﬁ:n‘nncmdlg
b (U arz
' '

dicht bij elkander gelegen, waartoe de grootheid » oneindig
weinig van 1 moet verschillen, zoo sluiten zij eene oneindig
dunne laag € in, wier buitenoppervlak A de eerste en wier
binnenoppervlak B de tweede vergelijking moge hebben. Als-
dan sluiten de beide anderen eene corresponderende oneindig dunne
laag €' in, wier buitenoppervlak A’ of binnenoppervlak &'

2 &

resp. tot vergelijkingen hebben ¥ —% = 1 en X —5 = »%
" 3
a @

De dikten der beiden lagen, in de richting van eene hoofdas,
verhouden zich, als de in die richting loopende halfassen der
buitenoppervlakken. Immers die diktenzijn ¢, — na, en @', —na’,

! : t '
of . (1 —=a)en a' (1—n).
' i

Zijn P en P' twee corresponderende punten op de oppervlakken

A en A, M en M' twee anderen, zoo is steeds P M' — P' M,

zoodra A en A' confocaal zijn. Tmmers zijn hunne codrdinaten

!
. a, @,
resp ) s DM, m.", Z00 18 P1—_t», m. '—_* m.  en dus:
— y
', ” ) b
i 7 B AGRNE T B
! t
a! 3! a
PMP=(p ———m)* (p Y m, )2—4(p, — ! m )?
SV T 1 e ™ Pi—a ™
i k i
! .
P' M2 (‘L, 3 (’/-‘ 2_* ”l’ >
M= P, — kD —m o L m)
@ + w P a 1l l
) P {
o ) o a9
12 m2 )2 2
[ﬁ/' 2 p ".3: 1 Siasisns a2 IA' il ; a-a 3
—— | a0/ 2 |- ol el B

@’ a? @*. ad

] t 3

o ‘
it Shyaih ((L 40
N o B
I i
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of omdat a g — a2=a—d,? = (4(9 —dgenX i‘é:l, = _i —=1is
P l”ﬂlg—(u 3 “'2 2) (”’:’2 £ 7,2 ml'z el 5
: Py ) + a? + ;L’.§'+ TL;2+ (L{Q )
dus P M = P' M.
Volgens het voorgaande is nu, indien dv en dv' twee volume-
elementen der lagen voorstellen, gelegen bij de punten A/ end/’,
y !
dv: dvt = u’l, a, u.'/: a.a, a en dus ;,I,l % [(,l;l, =a,a,a,; (L’,_a’l‘a’{_
Stelt men zich dus voor dat, terwijl 2 en 7 constant blijven,

M en M alle punten der lagen doorloopen, zoo is ook

. dv ' _ "o
b 1);1,’1[; Y a.a a: . @, a@,

Onderstelt men nu dat de geheele ellipsoide bestaat uit
oneindig vele, oneindig dunne lagen van constante dichtheid, be-
gloten tusschen oppervlakken, die met het buitenoppervlak gelijk-
vormig en gelijk geplaatst zijn en nncmt ,c en p' de dichtheden

resp. van de lagen C en (!, zoo is p X I)’Jl 7 de potentiaal van C'

in het punt 7' en pr X die van (' in het punt 2. Neemt

&'
P
men dus aan dat @; >>a is, zoo ligt € buiten (', en dus 7' binnen

7 Daaruit volgt dan, volgens de stelling van Newrox, dat de

componenten der kracht, door ! op P' uitgeoefend, d. w. z de

dv e
differentiaalquotienten van X P et de codrdinaten van 2,
7
- ) : -
nul zijn en dus pX —55 dezelfde waarde behondt zoolang 2 bin~-
g SSea AL &
nen C ligt en dus ook voor alle punten van het oppervlak A'.
. . dv

halv 3 < n . T 3 0y a¢ - Sl AT )
Derhalye is dan echter ook de potentiaal p'X P Van C op £
constant, zoolang P corresponderend blijft met een punt van 4,
en dus voor alle punten van het oppervlak A4, zoodat men mag
zoggen :

»De potentiaal van de oneindig dunne laag €', besloten tusschen
twee concentrische, gelijkvormige, gelijk geplaatste ellipsoide-
oppervlakken, is constant voor alle punfen van een buiten de
laag gelegen ellipsoide-oppervlak 4 dat met het buitenoppervlak

Py ! 4
d,d d
der laag C' confocaal is. Hare waarde is———-—/ ¥, indien

ra,a,.q,
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¥ de waarde is, van de potentinal der laag ¢ in een willekeurig
punt binnen have binnenoppervlakte gelegen.”

Heeft men nu eens fweede lang € analong met €, insgel ijks

binnen ¢ gelegen en beslofen tusschen opperviakken A" en B"
"

confocanl met A4 en B, zoo is, indien «”, a, ,a ' de halfassen van
L] 4 {

A" zijn, de potentiaal van €' in eenig punt van het opperviak A,
" " n ¢ Uj

i & 4 = . . . )
V, zoodat indien V' en V" de potentialen van ('

en C' op eenig punt van A voorstellen, V': V"= /g ’L,"’A’ u[':
;93
= de massae der lagen, zoodat men ook kan zeggen:

" ]
ool ol
4 ! '(. 1

»De potentialen van twee oneindig dunne lagen, elke besloten
tusschen twee concentrische, gelijkvormige, gelijkgeplaatste ellip-
sotde-oppervlakken, wier binnen en buiten oppervlakken rsp. con-
focaal zijn, in een buiten haar gelegen punt, verhouden zich als
de massae der lagen.”

Uit deze beide stellingen omtrent de potentiaal eener laag, volat
nu gemakkelijk, het voor de oplossing noodige, omfrent de com-
ponenten der kracht, welke zij op een uitwendig punt. 2 nitoefent.
De eerste toch leert dadelijk dat de richting der kracht loodrecht
is op hel oppervlak A. Volgens de bekende eigenschappen
der potentiaal toch, is de component van de kracht in eenige
richting, gelijk aan het quotient der oneindig kleine aangroeiing
der potentiaal, ontstaan door eene oneindig kleine beweging van
het punt in die richting en de lengte van den daartoe afgelegden,
oneindig kleinen weg. Daar deze aangroeiing steeds nul is, voor
elke beweging fangentinal aan A, zijn de componenten in die
richfing nul en is dus de geheele kracht gericht, volgens de nor-
maal op A in 2. Men mag dus besluiten:

De evenwichtsopperviakken voor de aantrekking der- laag,
zijn de ellipsoideoppervlakken, welke confocaal zijn met het
buitenopperviak. Eene daarvan is het buitenopperviak zelf, en
dus is de aantrekking eener laag op een punt van het buiten-
opperviak, gericht volgens de normaal in het punt zelf,
en uit de tweede stelling,.in verband met de boven aangehaalde
eigenschap der potentiaal,

De gelijk gerichte componenten van de krachten welke de beide
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lagen C' en C" op hetzelfde punt P uitoefenen en dus ook die
krachten zelve, verhouden zich als de massae der lagen. en de
krachten hebben dezelfde richting. (+)

Het laatste gedeelte volgt ook reeds uit de eerste stelling.

Er blijft dus alleen over, de aantrekking eener laag, op een
uitwendig punt te bepalen. De richting dier kracht is reeds
bekend en haar intensiteit kan, door middel der laatste stelling,
afgeleid worden uit die, welke op datzelfde punt wordt uitge-
oefend, door een andere laag, wier builenoppervlakte door het
punt gaat.

CiasLes zegt nu dat men daarvoor zou kunnen gebruik maken
van eene ualgemeene stelling van Larrace, welke zegt dat:
Wanneer eene oneindig dunne laag van willekeurige vorm, geen
werking uitoefent op een punt dat binnen haar binnenopperviak
ligt, hare aantrekking op een punt van haar buitenopperviak, de
richting heeft van de normaal in dat punt op dat viak, en tot
waarde 47 o:, wanneer o de dichtheid der laag en ¢ haar
dikte ter plaatse van het aangetrokken punt is; doch dat
de aantrekking van de hier te beschouwen laag, zoo gemalkkelijk te

bepalen is, dat men van die stelling geen gebruik behoeft te maken.

(#5) Het is gemakkelijk hiernit ecn stelling afteleiden, welke die van Mac-
LAURIN in hare meest algemeene gedaante, als bizonder geval omvat. Laat namelijk
E en B twee confoeale cllipsoiden zijn; zoo denke men zich elke daarvin
ontbonden in oneindiz dunne lagen, die elk tusschen twee, met het buitenop-
pervlak der ellipsoide gelijkvormige opperviakken beslofen zijn: alsdan kan clke
laag der eene ellipsoide als overeenkomstig beschouwd worden, met een laag der
andere, 266 dat voor beide lagen, de assen der begrenzende oppervlakken dezelfde
verhonding hebben, tot die der ellipsoiden waartoe zij behooren; a.a ., ”'i'”'k""’t'
mogen de halve assen der ellipsoiden: za..na . na,; nd'.pa' ua', die van twee

(ki g (it Yol
overcenkomstige verdeelende oppervlakken zijn, zoo zullen alle paren overcen-
komstige lagen evenzoo ten opzichte van elkanderzijn, als delagen C' en C'. Is
nu voor de binnenoppervlakte dier lagen » =, voor de buitenopperviakte

y + 4 /
7 — m'. zoo is het volume der eene laag 3 7 (mS—m?) a.a, a, dat der
g ) & 4,
andere 3 w(m!s—m®) alad', en de verhonding der volumina dus constant,
Sommeert men dus evenveel lagen van heide |']li}y>u'1<]<'ll. z00 is ook nog de stelling
omtrent de componenten der krachten geldig voor lazen van eindige dikte, zoodra
de dichtheid dier Jagen dezelfde is voor elke twee, daartoe behoorende overeen-
komstige oneindig duunne lagen.
De stelling van Macravriy is blijkbaar hiervan het bizondere geval, waarin
alle lagen der ellipsoiden gesommeerd worden (Chasles t.a. p.)
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Men heschouwe namelijk (fig. 4) het punt P, gelegen op het
buitenoppervlak der laag, als top van een oneindig dunnen
kegel, zoo snijdt deze uit een bol, die den top tot middelpunt
en de eenheid tot straal heeft, een oppervlakte-element & uit,
oneindig klein ten opzichte van e. Uit een bol met een straal
r, snijdt hij een element »%r; en derhalve kan het gedeelte van
de laag, gelegen binnen den kegel, verdeeld gedacht worden in
elementen 7?5 d», die krachten po dr leveren, wier resultante
men verkrijgt door naar dr tusschen behoorlijke grenzen te
integreven. Zijn ¢, C"en C; de punten, waarin eene der beschrij-
vende lijnen des kegels het binnen- en buitenvlak snijdt, zoo
geeft de integratie van P tot ¢ en van €' tot ) voor die resul-
tante de waarde po (Pec-} C' C) =2p.P co, omdat bij de ellip-
soide Pec — C' (' is.

Zij nu PN de normaal op de laag in het punt 2, en N het
punt, waar zij het binnenoppervlak voor de cerste maal snijdt;
omdat dan PN oneindig klein is, heeft men PN — Pe cos cPN.

PN.c
Daardoor wordt de resultante 2p cos cPN o hare componente
volgens de normaal 2p. PN.o. Om dan eindelijk de integraal dezer
component voor de geheele laag te hebben, moet men deze nit-
drukking naar o integreren over het halve boloppervlak, waar-
door dan voor de aantrekking der laag gevonden wordt
4 px. PN = 4pre.

De dikte PN, die daarin voorkomt, kan gemakkelijk worden
vervangen door eene meer geschikte grootheid. Laat men toch
uit het middelpunt S eene loodlijn SQ op PN neder, zoo is, omdat
PN oneindig klein is, /\ PNs' rechthoekig in N en dus gelijk-

)SI
vormig met /\ PSQ, zoodat PN — ps PQ is; maar de laag is
o - .. Ps
door gelijkvormige oppervlakken begrensd en derhalye is PS
a4,

z
A

z

indien 4. en A, — dA, de corresponderende halfassen van
z 2 i

buiten en binnenoppervlak zijn. Door substitutie hiervan vindt

dA

men dus voor de kracht 4 7 p ?1'; PQ.

t
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Heeft men nu een oneindig dunne laag van constante dichtheid
o1, even als de eerste besloten tusschen gelijkvormige oppervlak-
ken, terwijl binnen en buitenoppervlak resp. confocaal zijn met
het binnen en buitenoppervlak der eerste, zoo zal, indien de tweede
laag binnen de eerste ligt, en haar buitenoppervlak tot halfassen
heeft 5, 4,,5, de aantrekking dier laag op 2 volgens het voor-

dA, 1) b 11

A, D, ; a T OROET
"1,~ "1,~ "1;; ‘111 Q, of omdal volgens het vroeger

gaande zijn 4 xp

. bbb db
bewezene ook dd :db,—= A b, 18, 47 py. L0800y »r gy Ll

Ai‘llk‘ l[ ; /;'.
Men ziet bovendien licht in, dat P Q = —— 7}}2 1 -
1/( 14+1 + +44' )
bk /;',

en dus de aantrekking ook 4 7p;. —d ) 1s.
'

i .
; P Pis P2
e g S s i
SV gt gt
i k 1
Om nu door middel van deze nitdrukking de aantrekking eener
o
@x?
ellipsoide X —— = 1 op een daarbuiten gelegen punt 7, welks
a?
:
codrdinaten p. p,, p, zijn te bepalen, denke men zich weder de
ellipsoide door oneindig dicht op elkander volgende, met het opper-
vlak gelijkvormige oppervlakken, verdceld in lagen van denzelfden
aard als de bovenstaanden. Daaruit volgt dan dat voor elke laag
b —b sb—b b A2 — A2 252 A2 —A2— 2)21is, waari
5 i ,bl b', =5 Ak 1|, el ’Az 1', o 02 18, waarin
; :

e, en ¢ dezelfde beteekenis hebben, als vroeger, terwijl A 2 even
N X '

als boven, de grootste wortel is van de vergelijking
)2 P2

1’:'2 y{ k {
zT‘,é % A',Q—nki’ I;’,‘J ga A'f'- (:‘9 l;’,‘-2 =1.

Is dan voor elke laag, de dichtheid p constant gegeven, als

b,
functie f ( 'J van het quotient van de grootste as 4 der laag en
. a 1
:

de grootste as a,der ellipsoide, zoo wordt de geheele aantrekking,
; v
2
€Tre

{‘,_lml’

gericht volgens de normaal op het opperviak X
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b
f( f)/, 2db

dra a a ‘ 7
; a ' 7
P ; I/ ! ‘
37 a 2 0 9 2

2 9.2 P’ \
R s .
gl S (s e ?) ll 1 “_l:_vﬁ,gllg/,»gig T'“lt;:, (,,g/”.glg}

7

T . . .
Nu ig de cosinus van den hoek, welke de normaalin 2 op het
1

a9

a?
opperviak X "n =1 met de @ as maakt, i SS—y waarin
Vs ~ t ~
{ et A 2SN ¢
2 P2 b 2 2 2 2
. P, f i } P, | 2,
S K A3 T A2 — A3 T (A2 _g2522 T (A% — o222
y X 4, "1 .1[ e, /'1 ) (":‘ ://;' )

terwijl de cosinussen der haeken mef de @, en x assen zijn

5 p

I
en — zoodat

R )
b,
]‘ (')/;"‘ll{l

4
47 ]i l’ (I ’!’ * » J 1
/it T > Ly s is
' as A NV (A —eTbR) (A —e3by) ™
! i £t

0 U

Deze nitdrukking wordt eenvoudiger, indien men 4 door eene

‘
: b Adb —bdA.
nieuwe veranderlijke -T’ vervangt. Alsdan is dop — ————* =

7 i
terwijl uit de hetrekking tusschen A4, en 4 volgt, 4 N2dA —
i i :

/3’9/)/‘.9 e2p? db.

i (R4 : .
A -+ ~T% b d /;I_: zoodat ‘.= dx is. Substitueert men
£ i "
k 1

!
deze waarden in de uitdrukking voor /"l,, 200 worden de grenzen

a
0 en ', waarin 4 de waarde dier grootheid is voor 4, — a_en dus:
' ! i

A
a
= -L?r'],l'_(zz.u['/‘;lt . patdy )

Is hierin p over de g(‘hvvlt* ellipsoide constant, zoo is

I F/ i 2 da i
(i - — . . . . )
l," ]/ (1 —e22a® (1— t‘,/g .1'3) )

De lurtrekkmg’ tussulwu ben A, eindelijk levert:

)

b2 (7 2 PE ]) 2 )

; _}—ll,?ll l’~I")+ (3"' 2)\?




l"

]

1)

b,

zoodat indien als boven p—=/f ( (') 18, men verkrijgt
> (44
L

a

@, ‘/'\.l"l,/—(/l"j ]);
A , (’l

< + 9 e
:471;111/:741"/ a; (1—e :
a2 1 (1-—e 2a2)( ]~019.1"~’)

S k

terwijl uit beiden de vorm voor een laag van eindige dikte {us-
schen gelijkvormige oppervlakken besloten, verkregen wordt door
de onderste grens 0 te vervangen door de verhouding van de
grootste assen van het binnenoppervlak en het daarmede confo-
cale oppervlak, dat door P gaat.

Gelijke uitdrukkingen zullen natuurlijk ook voor £, en I ge-
vonden worden. De vormen (65) gaan in (55) over, door p =1

a.
te stellen en @ te vervangen door :71:;(‘.
1

Op deze wijze is dus door Cuasies de oplossing langs meet-
kundigen weg verricht. Tegen deze handelwijze is echter alleen
in te brengen dat de berekening van de aantrekking door ecne
oneindig dunne ellipsoidische laag op een punt van haar buiten-
oppervlak uitgeoefend, onzeker is door de wijze waarop zij door
Cuasies is gedaan. Tmmers de daar voorkomende vergelijking
PN — Pc cos CPN, waarop de geheele bewerking berust, is
alleen klaar, zoo lang / ¢ PN klein isen wordt zeer twijfelachtig
zoodra Pc in de nabijheid komt van den uit 2 aan de binnen-
oppervlakte getrokken raakkegel, daar voor de stralen van dien
raakkegel zelve nagenoeg PN :j Pe cos CPN is, waarvan natuur-

2

lijk ook weinig afgeweken wordt voor stralen nabij den raakkegel.
Een nauwkeurig bewijs van de waarheid der formule 4 7 p ¢, voor
de waarde dier aantrekking. vindt men opgegeven bij REsA1, in diens
»Traité élémentaire de mécanique céleste.” Daar dit echter minder
in overcenstemming is met de meetkundige oplossingswijze van
Ciastes, willen wij liever het bewijs overnmemen van de aange-
haalde algemeene stelling van Larrace, zooals dit door Poissox
(Mémoire sur la distribution de 1'électricité & la surface des
corps conducteurs, Mém. de 1’ Inst. 1811, pag. 30) wordt geleverd,
in eenigzing meer algemeene vorm, dan het hem door LAPLACE was
medegedeeld.

(66)
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Men denke zich eene oneindig dunne, vaste of vlocibare laag
van willekeurige vorm, en van cene dichtheid — 1, neme een
punt 2 op het buitenoppervlak aan, en richte aldaar eene nor-
maal op dat oppervlak op, welke het binnenoppervlak snijdt in
cen punt N, stelle door ¢ de dikte PN, door R en R de com-
ponenten in de richting dier normaal voor, van de krachten door
de laag uitgeoefend, op stoffelijke punten met eene dichtheid 1
in 2 en N gelegen, zoo is altijid R—R' =4 e Om dit te be-
wijzen, brenge men door N een vlak loodrecht op PN, zoo ver-
deelt dit de laag in twee segmenten; dat waarin de pijl 2N ligt,
is oneindig klein ten opzichte van het andere, maar hunne wer-
kingen in P of in N, zijn toch vergelijkbaar en van dezelfde
orde. Men noeme S de werking van het groote, s die van het
kleine segment op het punt NN volgens de richting PN, en stelle
ter meerdere bepaling, dat deze werkingen ontstaan, door de
aantrekkingen van alle punten der laag op het punt N, zoodat
dit punt van buiten naar binnen wordt getrokken, ten gevolge
der overmaat S—s, zoodat men heeft, R' — S—s. Verwaarloost
men dan oneindig kleinen, van de tweede orde met betrekking
tot ¢, zoo is de aantrekking van het groote segment op P gelijk
aan die op N; met cen weinig oplettendheid, overtuigt men zich,
dat ook het verschil der krachten, door het kleine segment op
P en N uitgeoefend, oneindig klein is ten opzichte dier krach-
ten zelve, zoodat P van buiten naar binnen wordt getrokken,
met eene kracht, gelijk aan de som van S en s, waaruit dus
volgt B = S - s, en derhalve B — R' = 2.

Er blijft dus slechts over de waarde van s te bepalen. Daartoe
denke men zich op het verlengde van PN, aan de zijde van N,
een willekeurig punt (!, en beschrijve, nit dat punt als middel-
punt, twee door 2 en N gaande boloppervlakken, zoo verkrijgt
men eene spherische laag van constante dikte ¢; hare aantrek-
king op het daar binnen gelegen punt N is nul, die op het
buitengelegen punt 2 is dezelfde, alsof de geheele massa in ¢
vereenigd ware, dus — 4 7 ¢ zoodat voor die laag R =0,
I =4mre en derhalve indien &' voorstelt de aantrekking in 2,
uitgeoefend door het segment der bolvormige laag, gelegen om

de pijl PN, 258 =R—F =4 7e,s =2xe. Brengt men nu




door de lijn 2C een oneindig aantal vlakken, die het segment
in oneindig vele deelen verdeelen, en noemt = de hoek van twee
opvolgende vlakken, zoo is de aantrekking van het binnen den
hoek =« besloten deel, in de richting der normaal, in rede tot
s'als 2:27 en heeft dus tot waarde «e¢; daar deze nu onaf-
hankelijk is van den straal PC, volgt daaruit dat s’ = s zal zijn.
Inderdaad zal men door de stralen voor de verschillende deelen
van het bolvermig segment verschillend te memen, elke daar-
yvan kunnen doen samenvallen, met het overeenkomstige deel van
het oorspronkelijke segment en zal dus de som hunner aantrek-
kingen, die van dit segment leeren kennen; doch daar de par-

tiele aantrekkingen onafhankelijk zijn van deze variatién van

den straal, zal hare som steeds s' en dus s =s'=27 ¢ zijn.
Door substitutie daarvan in de vergelijking 2 — R' = 25 vindt
gely &
men vervolgens R — R'—4 re, en cindelijk, indien de dicht-

heid in de geheele laag p is, zal de kracht in P, 47z pe zijn,
zoodra &' —0 1is, m. a. w. zoodra de laag geene werking uit-
oefent op een binnen haar gelegen punt.

Door deze aanvulling is nu de meetkundige oplossing vol-
ledig, zoodat ook in dien zin niets meer te doen blijft, daar
bezwaarlijk eene meer eenvoudige wijze van meetkundige be-

handeling te vinden zou zijn.




METHODE

VAN LEJEUNE-DIRICHLET.

Het eenige van groote beteckenis, dat nog na dien tijd voor
dit vraagstuk is gedaan, is van Dirrcnner afkomstie. Hem is
het namelijk gelukt, eene analitische oplossing te vinden waarbij
men, gedurende de herleiding van de infegraalyormen niet er op
behoeft te letten, of het punt binnen of buiten de anantrek-
kende ellipsoide ligt. Dirrcuner heeft deze methode bekend ue-
maakt in zijne beroemde verhandeling : »Ucber eine neue Methode.
die Werthe vielfacher Integrale zu finden” (Abhandlungen der
konigliche Akademic der Wissenschaften zu Berlin, 1839. of
Liouville’s Journal. Tome IV).

Hij behandelt daarin eene homogene ellipsoide, maar eene
kracht van aantrekking, welke omgekeerd evenredig is met de
p" macht van den afstand der elkander aantrekkende stoffelijke
punten, zijnde 2 <p << 3.

Behoudt men de vroeger gebruikte notatitn, zoo is in dic

onderstelling :

T —p 1 .\: P, 1
/"?/f/,*’4 : 3 ~da dv de : /7 ::/'/f.:"' - da dx dat
‘ 7 ',I { R R i ‘,l' 1 A ’
x—p, 1
I :///‘,I/ //-, du dv dr.
7 Py " (heo ey et -
7
l ’/‘I' l[./' ([','1 A
Stelt men nu /"= l//f° : *] Y, en strekt de in-
P= X e
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tegratien bij al de bovenstaande infegralen over de ageheele
ellipsoide nit, tengevolge waarvan de grenzen onafhankelijk
blijvenvan p, p, en Py 200 is, in het oog houdend dat steeds
Rl ¢
2 — 3, (. Pp)R s,
7 i
o SR DTS S IR s A
l-.:,)\ _],’:“, ’]’/:? :
L P, k P) P, oP,
hetgeen door enkele differentiatie in te zien is.
Men behoeft dus enkel de bepaling van de zoogenaamde kracht-
funktic 7' (welke voor p = 2 samenvalt met de yroeger gebruikte

en . voor

potentiaal V) uitgestrekt over alle waarden van
7 !

Jn

welke X l',. =A< 138
a2
L

Diricnrer’s methode ter verkrijging van 7' bestaat nu daarin,
dat men elk element van den integraal vermenigvuldigt met cen
zoogenaamden discontinuiteitsfaktor, die, van 2 athangend, de
cigenschap heeft van voor A << 1 de waarde 1 en voor 2> 1de
waarde 0 te hebben. Na die vermenigvuldiging mogen dan de
veranderlijken T, w0, en & allen tusschen — oo en -} 00 varicrven,
omdat alsdan alle systemen van waarden welke 4 << 1 zouden
maken en die niet mogen wordea medegerckend, van zelve weg-
vallen, wegens het verdwijnen van den discontinuiteitsfaktor.

Drrrenrer neemt voor dezen den vorm aan i/wﬁl;‘wwm)pr/c.

o

welke zooals men weet, voor 22 <1 de waarde 1, voor 22 — 1

7

| 3 ‘
< Mz ) W e TN "y 16
de waarde z Voor A > 1 de waarde 0 heeft. (16)

Door deze vermenigvuldiging wordt dan (47)
)

7 O i
2 » wyde dax, sin © P
P— e S ek h AL AN odo.
(p )~ | (0] g
6 (o) .

0
In deze vorm is nu F' nog niet gemakkelijker te bhehandelen.

7 wordt zulks echter wel, indien men gebruik maakt van de formule

(%) Zie Bierexs pe Haax. Tables &’ Intégrales definies Table 150 No. 8.

(7, Yoor 2—1 is de discontinuiteitsfaktor wel is waar slechts &, maar omdat

daarbij alleen één oneindig dunne ¢ der ellipsoide aan haar oppervlak behoort,
heeft dit ween invloed op het eindresultaat.

124
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(1—p) =

1 _hr 7 ‘,‘.‘.',"“,, == )
s —I_‘ (/l*l)f € v d l, (0 < Z 5 < Lirie—=1 o l
)

welke het eerst in meer algemeene vorm door Evier bij inductie

is afgeleid (Integral Rechnung Band 4) (39).

Bedenkt men daarbij dat L J] l‘(" :,I )‘,_[‘ (/'_:]) 1S,

Z00 18 nu

(I—p)

- .2 7 TV R .

Rl P ) g 3 R T o

I'= }’“i | /f/ 4//4/: //’ P ‘m;ul\/ 4/41/;}
xl ( : ; o

Men stelle nu hierin voor ., in de plaats ¢ 2. enz. zoo wordt
i el

a

2= 3 (p—a x)®, A=Xx? en indien men in het oog houdt
] L L

i

; 2 AOT: . -
dat cos 2 ¢ het retele gedeelte van ¢” ™ "is, en kortheidshalve in
plaats van = met bijvoeging de woorden »het retele deel van”,

het teeken =£ gebruikt

(1—p) 1.0 (r2p=07) -3
PO @ AL i
P=L""1 k1 ,/_,~,1.r_t. "1 ging
- - oEl i U dbdeo
T 24 A e

In deze vorm nu zijn de grenzen der integratien alle constant,
en mag dus de orde daarvan omgekeerd worden.

Men integrere dus eerst naar @, x, en z hetgeen de bepaling
vordert van 11«- inlv;_rm:ll

b 3 ( p—al 2o 2 ¢ 7
f f f Ve dv,do, = U.

Daartoe nu-]]\ men op dat:
(TS 9hr ¢ e i (S Bt N OO b X Y
W (papPtoXaili 2, +/'1 )i
e —e XEXEXE
5t ~ ‘
{ l-' o)et—2padr )i
(¢ J * (, l /1’ A :\[

zijnde £ —e enz.
t

W2+ 00 e +e v
endus U=e¢ ' ; b4 / FE dx X f l','/«l.w,‘,\;’f /',"4/.r
' J [ R A {
[+ ] .- ) S

(18) Zie Brerexs pE Haaxs. t.a.p. Table 81, No. 1 en 2.
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¢ ( I‘J)

_*.ao . :_,
) - =g [—l~ :L'JJ",\“«\
.\Izun'/ E da l/ S ”‘ ¢ £t NP () )
U 0

) BT A

en dus

waarin

is, zoodat men \'«;rln'i_igf:

- "—'II }
caa al” re e” 2
e % = ‘ll
A S e s SEME
S [/'-Fl} oL a2 4) () (i) 7Y
5)

Vervangt men nu hierin ¢ door een nieuwe veranderlijke &

odS

: SiYs (0]
volgens de vergelijking ¢ —-L» waardoor dy = —"-,~ en
I -
c=poX ' _—opt wordt, zoo is na omkeering der grenzen
A5~~~

i

e cn O van 3,
p—-3

RE. .
i —p) T . S d
':”:”,’-"/l' ’/T.tf( P 3 ¢ p 3 ,\lllgl[ 1[ N “)7\
7= 4 5 G o &
7 p+1 s P (L S B~ 1-’—~~ (@28
2717 (a9 e )¢ —?-

l‘( ) ] 0 o

i
(4—p)
& . ’
o i -+

oL, 2P LN 7o N f/ ¢ o* ) :sill odSdp £
31:1_ 7T r (l‘ —{,— 1) .=

OF iR V7 (a24-5)3a *1-3) (¢45)

Maar ook is sing 5; —°ene =—1, dus

(**) Zie Biereyns pE Haan t.a.p, Table 28 No. 2




(‘?T-{ﬁ —,!f;.‘ll’_rll(‘rll_l p i‘/m ds - =N
,\,,’ e (24]) s

5 0 & 4 o Y | ot R & T
2 e 5= S (e | (i
~ | Pl (G il >z (’,:_ T ((l', +~..‘)
¢ ) D (1) @k .,2 -1 ®  ((—1)7i ":"' =
@y e o ° do — ¢ e - do\

v
Nu is #-4-1 steeds positief en dus, volgens de reeds boven
(bl. 181) aangehaalde formule,

P l\ Vie=—= 2
o (-1)rE £ T o L p 9
; 5 2 oo | S ST TR “ -
¢ ® do i 0 <L 5 s
L (¢-1) 2

t— 1 echter, kan positief of negatief zijn en dus is, onder dezelfde
voorwaarden voor p,

P=2_ 4 D (}! —2

@ ((—1):7 B ) ] —2 >

(0 S > S
¢ It 191
zoodat voor het verschil dier beide integralen gevonden wordt:

D) .
P—= xe

\(p—2 | 1
| [/ 5 J(‘ 4 [ = ; :]\wml‘ f>l

& (t4-1)2 (t—1)2

i =2

-~ _’ I ] T » 4 7wl
I [/‘ = J { — : - _:] voor t < 1.
= J\M4-1)5
B (I 1) =
1 Pz
Vermenigvuldigh men nu beide met den faktore * en bedenkt

9

date  F =Z—ron
p—2 JES . ) . e D—1
R==5 *i —cos 4 S—r isin! 5 z-—wu%-—mml =— T

18, %00 gaan zij over in:

_p =2 Yy L sinfy
™ ._))’( /r.: | /., _')_ ".2 \C

: y .
Deze heide vormen leeren nn, dat het retele gedeelte van 3




afkomstig is van zoodanige waarden van 3, voor welke

alleen
indien deintezratie nitgestrokt wordt tusschen

t < 1 is, zoodat,

zoodanige grenzen waarvoor zulks het geval is,

9 RS g
ST Py GG,G, 3 S aint ;l ()’/Jj) (] = 3 ’q«_ =~ © A3
e s e YU Wil LD, N * — Lty & =
op. ‘ ]l—+—1 f_{‘;_l e
: L ( 9 S EL) 1‘«c,'~’—{—‘:'):“\frh,,9~}—fr)i1{/‘3—+—Sr'>
is, of omdat voor 0 <a <1,T"(a). I (1 —a) = -. Z _ en dus
sin a
9 i o o
e B il LR Ve
& & ool == e i
sint——a= 8in 5

2 1L
( v L ) AU

ST PPV f “ir s
T (z'+l) ,«( fz) By R T
9 LI VA ~+,.,,‘(t(/:f~+.:r)(u/'-'-k3)
Bij de bepaling van de grenzen der integratie, naar de volgens
haar ontstaan steeds positieve veranderlijke 3, is het nu voor het
eerst noodig, onderscheid te maken, tusschen de standen van het
punt, ten opzichte der ellipsoide.
Ligt £ toch binnen de ellipsoide, zoo is # <C 1, voor elke positieve

waarde van F en dus in dat geval:
o
/ (5 od b,
> P; : 2 (9
Peaaa 7:'L ‘T O s e

I e S ] ‘ /oo = AR = — (63)
(1’+ ) lﬂ ( _/') : l/(,,{[;‘__}_sr)i{(,L,‘.'JA*_:})“(‘/Z«}_S)

~=

o
pe

Ligt daarentegen 2 buiten de ellipsoide zoo is =% 1S <
@ T

oY
]
voor alle waarden van & > 52 zijnde even als op bl. 164
F=A?—a*=A*—a’=4A2—a?
; i i k y —4 22

waarin ook A ,4 A, evenals vroeger, de halfassen zijn der cllipso‘ﬂlu

welke door l' gaat en met de aantrekkende confocaal is. Voor

dit geval wordt derhalve
2 p
Pl b

a? -§— Er) gLl

ppraaari 0
/; [ L ) T K { ” e
' | - 4 — ;/‘ ! )
F(/’i—)l ‘ :/) 8§ ¥ ll/|,('13_{,_3":‘;(»4“3,4\:- )(;/(:l_{_r}>

(1—2
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Stelt men daarin & — &2 ~~#, 200 zijn de grenzen voor y nu () eneo,
terwijl d5 = dy is en dus

e =2
(' ) ) *dy

II1CII]/,/II’/TI/7I" [oe) (A 21=y)
/":__ 2 kR ‘ i (U‘))
RS 7 Y A o e
[ B 5 Jo (497 T .‘[_‘ K .(/:}fy )(A 24)
Men kan uit deze formule gemaklkelijk een bewijs van de stelling
van Ivory putten, waaruit dan tevens blijkt dat deze niet enkel
voor p =2 geldt. Men heeft namelijk

P2 12
—z ke .
-‘I ‘l/ - = \ ) + '/ Ay 7"'; (Ail” i ’lf; —J‘_ ‘//]/ L= }.!l
- . = — L T -t )
2 = ( i AZ +y )
(s24y) @ i
. ],' g
eene vorm die, door " p., = p'. te stellen, waardoor ¥ —~ —1
A, z ] (1 .33

is en p' de cobrdinaten zijn, van het met P corresponderende
'
punt ' van de mnl'omlv aantrekkende ellipsoide, overgaat in
N : LD AS al - y))1—2
(A2 «/_'~» —{— Yy — - 2
e AP A7ty \
i

Xpt— 2ly-—3p? 2= Y- —
D, 1: Y 1: ‘ +\ _’// .:/._,.‘ig_{;!” =

- ?{( g 2 r
://1 28[-7 “-1,,' J’—.
{ 2+
zoodat nu
»
PRI
‘ =) z { 1]'/

18 A, pleagamvr _/co { A 2y
f i ; r p-1 I 4—p 1 : . : &
=9 e AN - V(A2 R (A y)( 4 24-y)

waaruit dus blijkt dat de aantrekking, (]mn' de ellipsoide in de
richting der as «, uitgeoefend op het punt P, hetprodukf is van
1
—('- met de component in dezelfde richting, van de aantrekking
(
:
<3

an de ellipsoide X A"’ | op het daar binnen gelegen punt 2,

£
zijnde juist de stelling door Ivorus ontdekt.
De formulen (68) en (69) gelden. ten gevolge der ingevoerde
beperkingen, alleen voor waarden van p, welke 2 en 3 niet
overschri‘den.
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Deze grenzen kunnen echter eenigzins uitgebreid worden, door

optemerken dat men voor elke waarde van p heeft:

de, dx, dx, 2 dx dy. dx
;‘:/ { k ! 3 v f { 3 *./
o rr—1 p—1 =1

/'_::/,.",1 op, S T op, TR ol

Stelt men u

1 dw, do, Ill'/ .r'/
: > el P 1-11 =k
p If P2 p—=1 T / + P41

zoo ziet men gemakkelijk in d:Lt stccds:
0% v 0rv 02w
i 1 Y Hoed oy et

(» —2)(p--1 op2 ! op2 T ap2 A

1 p+1) | P, OP; QPy)

zoodat ', voor waarden van p, gelegen tusschen 4 en 5 enz. uit
J 3 -

die voor p tusschen 2 en 3 kan worden afgeleid.

Voor p =2 gaan de formulen (68) en (69) over in

P——3%55 ‘/‘m ds
—. ap pa.a am TR D 5 :
: LR V(a2 +5) (¢4 S) (@ +3)

en

n g B o . o dy
e 2p.pa.a ax . o A 9]
' S R lv/[";"}'-'/)”["/;" +A2TY)

0

welke respective door de substitutien ¢ 2
i

de vormen aannemen :
1

F=—47xpp.a If —— <
7 r 1!’ ¢ l/;tlv‘“) (¢2—a,
‘ i N

4710 1 ,
b7 pp 4,00 x? du =

l»,..,/! I/ l/ l
S L 1,/~ﬁ_~~ /[ (”

welke voor p = 1, blijkbaar overeenkomen met de eersten der

formulen (60) en (63).
Deze formulen voor p = 2 kunnen ecchter gemakkelijker ver-
kregen worden (°°) door onmiddelijk p = 2 te stellen en dan

() Schiomilch, Attractionsealeul pag. 34. Halle 1851.
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zelfs indien moen p niet als constant beschouwt, maar onderstelt dat
o = f(A)is, m. a. w, indien men de ellipsoide weder denkt te bestaan
nit homogene lagen, besloten tusschen oneindig dicht bij elkander
gelegen oppervlakken, gelijkvormig met het buitenoppervlak.

Men kan dan namelijk in plaats van den vroeger gebruikten
discontinuiteitsfaktor een anderen

9
ﬂ_fuh/ 5011({)//(')(0\@' e,

gebruiken, welke voor 4 > 1 nul wordt, voor A =1 de waarde

l o

S (A) en voor A <C 1 de waarde f (2) heeft. (°)

;\[on ziet licht in, dat bij de toepassing daarvan, in formule
1

oy . o sin 5
(67) enkel de factor === ? door f_/ (x) cos ¢ a de (welke voor
P
0
() = p daarin overgaat) vervangen en p — 2 gesteld be-
hoeft te wardcn, waardoor zij de vorm verkrijgt.
1

TEs 20, a,a, e ¢! Pl dsdp v
f‘PV (a? &)('[z-z+&)('612+3) fix)cosoede,

Hier is nu

(to + 2 )
¢ 27— cos (t o 4 7:) + 7 sin (to-- f): —sintp--icoste

en dus met weglating van het imaginaire gedeclte

= )(t a, a sin ¢ o d3 do
ffq)l/(u"f-‘:rm ~+,3-)((“{ ) f/”luh(p,,{,

en derhalve

-~}
(n\fg:rl,,do ot
l(l @, a,p, ff a ~+%) o 4+ :)([L/‘E_*_-s)/‘.r(.rn_.nw.u(.:_
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(°1) Zie Biurexs pe Haax. Exposé de la theorie des Integrales definies, pag.
51 en volg. Overigens geldt hier dezelfde opmerking als in Noot (47) omtrent

de waarde voor 4 = 1.
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een vorm, waarin blijkbaar alle elementen waarin ¢ >> 118, weg-
vallen en dus de grenzen voor & slechts behoeven uitgestrekt

te worden over die waarden, waarvoor ¢<C 1 is, en waarbij dan

1
-]
f ¢08 l,wdgof (f (x) cos p & dx = f(#) wordt. Ligt dus 2 bin-

“

nen de ellipsoide, zoo zijn de grenzen weder 0 enco, en dus

H=—2745, ",1',-/ e @ sf:s({;l ‘;:-s») @ F9
- i TN A
terwijl de grenzen weder zijn s® en co, wanncer 2 buiten de
ellipsoide gelegen is, zoodat alsdan
«':.: - :!7."uf_uhull".fm, PO ;;', (tg)(::~ RY P =5
V(a, “+3) (@, —+3) (e, %)
is. '
Beide formulen kunnen natuurlijk op dezelfde wijze omgevormd

worden als vroeger.

In het voorgaande zijn de voornaamste methoden onderzocht,
door welke het vraagstuk der aantrekking eener ellipsoide op
een willekeurig gelegen punt, is opgelost. Het eindresultaat van
het onderzoek is, dat de componenten steeds kunnen worden
nitgedrukt door elliptische integralen, wier waarde, in bepaalde
gevallen, door bekende benaderingsmethoden kan worden gevonden.
Zijn twee assen der ellipsoide gelijk, zoo kunnen de integratitn
verricht en de componenten voorgesteld worden, door cyclome-
trische of logarithmische functien, naar gelang de derde as
kleiner of grooter is dan de beide gelijken.

Zeer veel is nog over dit vraagstuk geschreven, echter meestal
van aanvullenden aard, of met het doel de uitkomsten toe te
passen op meer omvattende vraagstukken. Tot de aanvullingen
behoort bijvoorbeeld, de ontwikkeling der verkregen eindformules
in convergerende reeksen; de omvormingen daarvan voor niet
homogene ellipsoiden, bij verschillende wetten van variatie der
dichtheid enz. Als toepassingen doen zich natuurlijk vooral de
problemen voor, welke in den aanvang als aanleidingen voor het
ontstaan van dit vraagstuk zijn genoemd; waarbij nog vele an-

deren knnnen gevoegd worden, zooals b.v. de theorie van hef
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evenwicht der vloeistoffen, onder de inwerking der aantrekkin

o
o

harer cigen deelen en van uitwendige krachten, de aantrekkingen
van twee ellipsoiden onderling, die der lichamen van het zonne-
stelsel, de invloeden daarvan op den loopbaan der maan, enz.
enz. Het behoort natuurlijk niet in dit geschrift te huis, daarop
ook maar in het minste integaan.

Alleen moge ten slotte nog een overzicht van den inhoud van
het voorgaande gegeven worden.

NewroN bewijst zijne stellingen geheel langs den weg van
meetkundige verdeeling in oneindig kleine deeltjes en stelt alle
integralen voor, in de vorm van inhouden van vlakke figaren,
begrensd door kromme lijnen, die mef de te berekenen groot-
heden op bepaalde wijze samenhangen. Zijne unitkomsten omvat-
ten, het bewijs der naar hem genoemde stelling betreffende in-
wendig gelegen punten en de bepaling van de verhouding der
aantrekking eener omwentelingsellipsoide, op een punt, gelegen in
het verlengde der as, tot die op hetzeltde punt uitgeoefend, door
den bol, welke de as tot middellijn zou hebben.

Ook bij MacravriN zijn nog alle integralen op dezelfde wijze
voorgesteld. Zijne resultaten zijn echter reeds veel verder strek-
kend dan die van NewroxN. Immers voor omwentelingsellipsoiden
heeft hij, voor willekeurige punten binnen of op het oppervlak
gelegen, alsmede voor punten in het verlengde der as of in het
uitgebreide aequatorvlak, richting en grootte der aantrekking
gevonden, terwijl hij de zoo zeer gewichtige, later meer uifge-
breide en naar hem genoemde stelling heeft bewezen, voor twee
ellipsoiden met ongelijke assen en een punt in eene dier assen
gelegen. Zijne onderzoekingen verdienen juist daarom des te meer
bewonderd te worden, omdat hij langs een zeer moeilijken, veel
scherpzinnigheid vorderenden weg, deze reeds vrij samengestelde
eigenschappen heeft ontdekt.

p'AremBerr heeft tot het hier behandelde vraagstuk eigenlijk
niets bijgedragen, daar hij alleen eenige stellingen, door MAcLAURIN
gegeven, op eenigszins andere wijze heeft bewezen.

Kort daarna vindt men dan bij Lacraxce al dezelfde waarhe-
den, langs analitischen weg afgeleid en de componenten der

aantrekking, voor de bovengemelde gevallen, gegeven in de
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vorm van enkelvoudige integralen, ofschoon van uiterst samen-
gestelde gedaante en niet herleid tot de later daaraan gegeven
eenvoudige vormen. Het behoeft nanwlijks gezegd te worden, dat
7ij ook niet (zooals in den tekst gemakshalve gedaan is) geschreven
zijn in de eerst later ingevoerde vorm van bepaalde integralen.
Verder dan Macraveix heeft Liaerance de zaak eigenlijk niet
gebracht. Alleen de inhoud van zijne verhandeling van 1792
(pag. 120) levert, met behulp van hetgeen intusschen door LiarLace
en Lrcexpre was verricht, eene methode ter bepaling van de
potentinalfunctie V.

Op veel fraaier wijze heeft LEGeENDRE de stelling van MAcLAURIN,
voor punten op één der assen gelegen, bewezen. Ook heeft hij
voor het eerst de formulen verkregen, voor de aantrekking, door
cen omwentelingsellipsoide op een willekeurig punt-uitgeoefend,
hoewel zijne wijze van afleiding, naar het mij voorkomt, geen
recht geeft tot de bewering, dat de waarheid dier formules door
hem, op afdoende wijze algemeen is bewezen (zie pagg. 65—81

en de verschillende bij den tekst gevoegde noten).

De nn volgende methoden, ter verkrijging der formules voor
de componenten der aantrekking, door eene willekeurige ellipsoide
op een willekeurig punt nitgeoefend, in de vorm eener enkelvou-
dige integraal, zijn van onderling geheel verschillenden aard.
De methoden van Liariace, Lecexpre, Broren Gauss, bernsten
allen op het bewijs der stelling van Macrauriy, in hare meest
algemeene gedaante. Het zwaartepunt van dit bewijs, ligh bij
Larrace in de, op onbekende wijze verkregen partidele differen-
tinalyergelijking (51), terwijl Lreexpre, enkel door voortdurende
substitutitn, geraakt tot de vergelijking (x), welke eigenlijk reeds
eene enkelvoudige integraal voor I", geeft, en waaruit hij de
stelling van Macravriy afleidt. Ongetwijfeld is de laatste weg
NDRE (e

boven de eerste te verkiezen; en al moet dus aan Lra
eer ten deele ontzegd worden, die hem gewoonlijk ten opzichte
van het vreagstuk der omwentelings-ellipsotden wordt toegekend,
komt hem daarentegen de verdienste toe, van de eerste te zijn
geweest die, zij het dan ook op omslachtige wijze, enkel door sub-
stitutien, het bewijs van de stelling van Mactauvrix heeft geleverd.

Alleen valt nog daarbij op te merken, dat in Lecexpre's methode,
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voor gommige gevallen, gebruik gemaakt wordt van imaginairen.,
zonder dat eigenlijk de geldigheid der afleidingen voor die ge-
vallen, aangetoond wordt. Immers de redenering van pag. 107
kan moeilijk als toereikend daartoe worden aangemerkt. LeceNDRE
heeft, hovendien, in deze verhandeling, eene tweede theorie der om-
wentelings-ellipsoiden gegeven, veel korter en fraaier dan de eerste,
zelfs al ware die volledig geweest, vooral ook, omdat zij hier de
meer algemeene theorie omvat, van de aantrekking eener willekeu-
rige ellipsoide, op een punt, gelegen in het vlak van twee der assen.

Eindelijk zij er op gewezen, dat de omvorming der formules
voor de componenten tot elliptische integralen, zooals die op pagg.
153 en 164 te vinden is, het eerst door LreGeNDRE is verricht in
diens Traité des fonctions elliptiques, T. 1, pag. 639, waar
hij ook de geheele theorie der aantrekking herhaalt. Zij is hier
bij Poissox’s methode geplaatst, omdat hij alleen ze voegt, bij
zijn eerste verhandeling over de aantrekking der ellipsoide.

OV
Bior's methode, steunende op de vergelijking X SpE = 0 van
i
LiAPLACE, levert een bewijs voor eene meer algemeene stelling dan
die van Macrauriy, doch behoeft bij de toepassing daavvan, dezelfde
of analoge formules als Liarnace en LreGexpre hebben gevonden.
Zij brengt dus het yraagstuk der ellipsoide niet verder.

De methode van Gavss daarentegen, is gegrond op een zestal
hoogst algemeene stellingen, welke vervolgens uiterst gemakkelijk
op de ellipsoide kunnen worden toegepast, ten einde de stelling
ran MacrAvrIN te bewijzen. Zij is zeker, van de vier genoemden,
de fraaiste en kortste, vooral omdat een groot gedeelteder bewerking
ook geldt, voor de aantrekking deor andere lichamen, bij eene wille-
keurige wet van aantrekking, op een willekeurig punt nitgeoefend.

Tegenover deze allen staat Ivoru's verhandeling. welke heeft
doen inzien, dat de stelling van Macraurix niet onmisbaar was
voor de afleiding der formulen voor een uitwendig punt, maar
dat zij vervangen kon worden, door eene andere, die even algemeen,
maar veel gemakkelijker te bewijzen was.

Het is dan ook niet te miskennen dat Ivory's arbeid veel heeft
bijgedragen, tot het aanwijzen van den weg tot voltooiing van

de meetkundige hehandeling van hef vraagstuk, welke vroeger
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steeds rechtstreeks op het bewijs van de stelling van MacravriN
aericht was. Wel valt daarbij optemerken, dat de intusschen in-
gevoerde potentiaalfunctie, op welke ook Larrace en Bror hunne
methoden hadden gegrond, ook bij de meetkundige afleiding der
componenten een hoofdrol speelt, zoodat licht intezien is, dat
Macravriy, met de hem ten dienste staande hulpmiddelen, bijua
onmogelijk zijne theorie zou hebben kunnen voltooien.

Aan Porsson en Dirrenner eindelijk is het gelukt, methoden te
vinden, welke in staat stellen, de aantrekking op een uitwendig
punt te bepalen, zonder ze terugtebrengen tot die, door eene andere
ellipsoide unitgeoefend, op een punt binnen of op haar oppervlak.

Beide wegen zijn echter zeer uiteenloopend en elke daarvan
heeft zijne eigenaardige voordeelen. Ongetwijfeld is Poissox's
methode de meest rechtstreeksche, niet alleen van deze beiden,
maar ook over het algemeen. Zij vordert niets dan substitutien
en eene transformatie van codrdinaten. Deze laatste heeft veel
overeenkomst met die van Lreexpre, welke echter den waren
weg niet heeft gevonden, omdat hij de vergelijking () te algemeen
heeft genomen en de ellipsoide in kegelvormige lagen verdeeld,
terwijl bij Porssox, elk kegelvlak eene oneindig dunne ellipsoidische
laag van het aantrekkende lichaam aanraakt.

Drrrcuner’s methode is even rechtstreeksch, maar vordert daar-
entegen veel grooter hulpmiddelen uit de leer der bepaalde
integralen, die alleen konden gevonden worden, in den tijd waarin
de theorie dier grootheden zoo veel meer ontwikkeld was. Dat
daarbij tijdelijk gebruik gemaakt wordf van imaginaire groot-
heden, is zeker geen rede tot verwijt, omdat steeds de imaginaire
en reéele deelen, duidelijk van elkander gescheiden blijven en dus
ten slotte daarmede volkomen zuiver kan worden rekening ge-
houden. Over het algemeen is zijne methode veel korter, maar
minder helder dan die van Poissox, bij welke, stap voor stap, kan
worden gevolgd, wat de verschillende omvormingen voorstellen.
De verkregen formules hebben echter het voordeel, dat zij, voor
alle standen van het punt, begrepen zijn in dezelfde onbepaalde
inteoraal, welks grenzen steeds zijn, de kleinste positieve waarde

van &, welke ¢+ < 1 maakt en het oneindige.







STRLLINGEN

Van alle methoden, ter verkrijging van de componen-
ten der aantrekking eener ellipsoide op een willekeurig
punt, is die van pIRICHLET de meest algemeene en meest

rechtstreeksche.

1.

N

Lecexore’s eerste bepaling van de aantrekking van
en, ten opzichte van zijn aequator symmetrisch omwen-

telingslichaam, mag niet als volledig worden beschouwd.

I11.

Voor het oplossen van vraagstukken zijn synthese en
analyse even machtig. Zelden echter geeft het volko-
men zuiver gebruik van slechts één van beide, het meeste

voordeel.
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IV.

3ij het aanwenden van grootheden, die in sommige
gevallen imaginair zijn, moet aangetoond worden, dat
daardoor niet te kort gedaan wordt aan de algemeenheid

der resultaten.
\f

Het gebruik der potentiaalfunctie ter bepaling van de
kracht door eenig lichaam op een punt uitgeoefend, vor-
dert groote omzichtigheid zoodra het punt een bizonderen

stand ten opzichte van het lichaam heeft.

VI

De ,,Geometrie des Maasses” is een deel van de ,.Geo-

metrie der Lage.”

VIIL.

Het is verkeerd, de goniometrische functién te hepalen
door middel van den rechthoekigen driehoek.

VALE

Het is niet wenschelijk, de leer der harmonische ver-
deeling te behandelen, onafhankelijk van die der anhar-

monische verhouding.

IX.

Die allgemeinen Principien (der Analytischen Geome-
trie) bezeichnen allerdings den Weg, den man einschla-
gen kann, um zum gu\viinschtcn Resultate zu ;_{'cl:m;j_f'cn.
nicht den einfacheren Weg, den man in einem gegebenen
Falle wiithlen soll.

(Hessk. Vorles. a. d. Anal. Geom. d. ger. Linie.)
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P
De bewering van Hesse, dat wanneer A =0 en B =10
de vergelijkingen van twee punten zijn, alsdan AB =0
weine in eine gerade Linie ausgeartete Oberfliche dar-
stellt, welche durch die beiden Punkte begrenzt ist”

(Anal. Geom. des Rauwmes, pag. 139) iS onjuist.

XI.

Het ware wenschelijk, de benaderingsformulen, voor-
komende bij de breking van licht aan één bolvormig
grensvlak van geringe opening, af te leiden op eene wijze.
die, meer dan de gewone, toelaat, den graad harer naauw-

keurigheid te bepalen.
XII.

De berekening van de liceine der hoofd- en knoop-
o) DD D
punten van een systeem van lenzen, kan veel gemakke-
litker geschieden, dan zulks in de meeste gevallen gedaan
g -] 2 g
wordt. (Zie bijv. WilLLNER's Dioptrik des Awnges.)

XIII.

Het ware beter, de strepen in het spectrum van licht,
dat door gloeiende dampen heengegaan is, ,lichtzwakke”

dan ,,donkere” strepen te noemen.

XI1V.
Het bestaan van isomere lichamen bewijst, dat de schei-
kundige eigenschappen eener stof niet enkel afhangen
van de in hare molekulen aanwezige atomen, maar ook

van de groepering daarvan.







(4]
1 |
| g
A Mg 3
5} L
0
|
3 A ! |1s
G =4 ¢
1"
G ' )
K| |
Al y
- -
1 A
. r n . §
K 10
1 L
Vo
G
a
i6. 8 i3
» Lo 1 1
1" _‘__,\ 1 -
/“ /
/f
/ (A fin
\
m s o | B Alq
\ |
\ / |
ALY LY
\ \
i ¥ 3 W / "
1’ N
"
K
K 4
I ST !
) . - 1
d I Fig. 15 2
s $
1 b 7 i \r o
7 X Gy *{’ (T m
5/ f / 1
/ Mz
M / Xi N
3 = .’m a A\ \ ol i /
¥ A oM T hoH « b A at i RO
/ K
\ / / "
\ 5
* \ J
y o
o
[ i
54

K
G
Fig. 16
b

s
Y M ac
13 M
P ¥ %
b ‘Ill
Fis 5
q
Fig. 1l
I X ‘t" 1
é RS I A
" g
X
/ "
b Y
/! 8 Y
/ ! E Y T &
{ {e ¥
\L 4 LRI
RY ¢ o
\ q K m
o /
3
Kig 17
&
Ak
} 4N
o —
N
ol M,
e
N

K ' Fig 6
D
P, d
M N O :
1
%
P 0 ]
G ’
e o
A
-
0
H
X G
Fio. 12
»5 '
B n '
w1 |
A
“An 11 b
QO R W
! ¥
o »
"‘ "M
v
116.18
Bt P
N
® $
P M
O
ot A
Xk

in
o
D
L 1
1
N\
al
o 3]







ERRATA.

Bladz. 4 vegel 4 v. b, staat veranderlijke lees veranderlijken
- 10! s Yhis Ou s 2y » 2y
- aangr. KOMEA
5 10 .. 145500 s anngr. NOMR 5 — ;
oy

MTm - MPm

= 18 iy 390D
% D2 = Tt Cr - CFS
DI s 19 .. . achler cmen” bijtevoegen Wbijv. voor de afgeplatte spheroide.”
a® ”A:
30 . 5 .y o Staat x lees
a -
UI 1
¥ 30 Il 5 = 7wy a o8 a
¢ ]
ul‘-‘ a2 u"! a2
< 33 6% LA R VA o —~ §sIn*4
a- a=
i i
5 40 Dy 0. gy Pptrsing sin S G (r, -7 sin g sin 5)2
» 43 o | B S N 4 - T
) ; A
¥ 44 o 49 0 5 (1—u® du) o (1—u*) du
2 dt
m(1-4=t)-
45. 8y 5y .9 » sin ¥
«/‘(u— -1 (,,;‘ a s\t
46 L 11&12,, b. o 2 4 il
o a a
' )
e )
£ 3 ] 5 )
% {a
. 1 . O. bij de vorm in den teller de exponent § bij te voegen.
{2 D ey e sin ¥ lees Ccos 3
o . - u 2z
9 ! 2% (RS ;
% 4 .. 0 %2 l N 2 2
Ak
n Y 12 1 a5 22 -2) o 2
35 ) ' % (=,
» (8}




Bladz. 55 regel 8 v. o. staat

% 56 et 3 PR 2

s 61 . 1 .« . staat
- (i B Tiece o
a3 K2 a0 a1 Yo%
4 P ey e
. o 6 5 O
" 12 ., b. aan het

weq te nemen A.

overstraal
MA*D

einde bijteroegen

3M (

'
n'—'.;,, ' f

de

39 en 42

« in den teller 20—2

beoin bijtevoeqgen

o M
2 voerstraal.

o 2MA:B

26

a l
3 M

lees ol ‘f
r/‘ % (

222 ds

. 1l“\.

a3 24 ¢n 26

o 2r—3

X

kom £ m
= T4 L 3&1 L, o. staat b3 " 2
ko r o
o a9 oS 24y /a3 99 n—m fi m=—n
S F e Divge Tass | 9% ..l s m. 1
2 PR
. .- D ae s a PR . q
T8 G S (1—) . (—1)
9 Sy Qs o3 = A" + p AN —
,. f
s P s %99 O '3y 7 (% i
~ d M
=l BN A 135 b 5 L — a % -
V 2 (p—x) £
"‘ ol J ': ::I
88" = s 00 o S (2 .
9 /' o /f
i i
o S 11 sl MN? s
s 93 . LS Da e ‘a,”_ =
» 94 3 o A2
| 1 1,
w985 5 &5 Os: (s tz® psing
Al T A I P :
< % 103 745 44 3 iy =50 5 Fe=0
2 2 e
o 9 10 o 0. & U < " 2
: s 5 s s 5 fan het einde bij te voegen (m)
104 o, T ian et “as n o 9 » L)
o 108! 45y 16 ., b. staat P! lees p)
a 106 s «w 3 3 aan het einde (2,—p,) . (v, —p,)
Sl e VN (45 p )
e A0T a Bes 95% 53 o o
108 o O oy 5 2 < 22
- o % 830040 s " ¢
39 == T 5y s | na 2 % =4
A (1] Jl 30 b 5 / - 2)




Bladz.111
2 113

114

130
132

132

regel

b. staat

3 .

5 0

4

272a0a

10 aoan

13 tot 10 v.
11 v.b. staat

lees

1 r
/5 1
L,L L L,

R Sl
m n,
i
sl L. 1
i i TR
/
/,, ;
aan het einde X A% -
bij het begin X - —+-
mocet vooraan in den teller 4 weggedacht worden.
b4 /l'l'\' /:
2 )
e . /)
‘.'a
t‘l'
: 1 9den by : 3
in den 2 wenk /«, P’
(‘ _l,_- ,ll- ,l'~
m n
9 4 v ,
{ “i
S
o-X.* LN
k {
23 123
l ol sV o) eV
reehts -« en s TP en ay,
o, ’1, i 2P,

maen

Zelfs .

0. te lezen; had

Alleen

die verkrezen zonder van hovenge-

melde stelling

ebruik te maken, maar wegens hare

samengesteldheid niet anders kunmen doen. dan
daarnit het bewijs eener andere stelling afleides
en deze dan toepassen,

o l('(‘.\ N

1 1
/" l’[

D v dy
(352 e




5y 144

5 153
S 156
158
159

160
162
165

o 169

s 180
a3 182

Bladz. 140 1¢

tusschen

15

even indices het onderste of bovenste

het

oel 6 v,

Is cos m
/
2 oy
i
18
14
6w
(! L
:

14

|

1

6

15
10 ..
by
s
ien2 .,
6 .

&

b, sta

recel 1¢
aantal

0, =
b. "
0 P
-
0 "
1

0 poe
b.

b: =
h.

al 28

5 en 17 in te voegen :

mten oneven

d= is.
mE 2 enan®
(a0 2 12\ (a2 -} 52
(“% 5 )
m
{
de s de!
{
p—3
(¢t =1

n

in den laatsten brenk ¢

lees

1

Py

Ligt P binnen het lichaam, zoo
en behoort bij de punten met oneven of

teeken, zoodat men licht ziet dat nu

1
/

=

/

-+ 1) =













i\

e
3

SR
Tw,m,w:u A

5
e
et
YRS
a0




