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[Op verzoek van m ijn  promotor prof. Ehren-
fest werd de gebruikelike voorrede vervangen
door de hier volgende levensschets.']

In  1903 in Den H aag geboren, bezocht ik  aldaar van 1909— 1916 de lagere
school van de H eer K. B aars, w aar ik  de laatste  drie jaren  onderwijs on t­
ving van de H eer M. van Spr o n s e n . Ik  heb aan  deze tijd  prettige herinne­
ringen. Van 1916— 1921 was ik  leerling van de H.B.S. aan de Stadhouders-
laan, onder he t direkteurschap van wijlen D r . C. C. Coolhaas en la te r van
Dr. J. J . H a llo . H et levendige en heldere onderwijs van mijn oom, de Heer
J. W . van E e k , heeft mijn belangstelling voor de wiskunde sterk  ontw ik­
keld, terw ijl Dr. A. H . B o r g esiu s  en Dr. T. van  L o h u izen  mij het eerste
besef gaven van w at experimenteel onderzoek betekent. H un liefde voor de
problem en der natuurkunde heeft zeer aanstekelik op me gew erkt en grote
invloed gehad op de keuze van mijn studierichting. Ik  ben hun, evenals veel
andere leraren, veel dank voor hun onderwijs verschuldigd. Speciaal wil ik
daarbij nog denken aan  de lessen in ekonomie van Mej. G. M Cóops, die
mij, ju is t in  de tijd  d a t mijn sociale belangstelling ontw aakte, de nood­
zaak van system aties denken ook op d it terrein  heeft doen begrijpen.

Door mijn wiskundeaanleg geleid koos ik de studie in de wis- en n a tu u r­
kunde. In  Leiden volgde ik de belangwekkende kolleges van Prof. Dr. J . C.
K l u y v e r , wijlen Prof. Dr. J. P. K u e n e n , Prof. Dr. W. van  d e r  W o u d e ,
Prof. Dr. W . H. K eeso m , Dr. J. D r o ste  en Dr. J. W o l t je r  en deed in De­
cember 1922 kandidaatseksam en. K ort daarna had ik  he t geluk assistent
van Prof. Dr. P. E h r e n f e st  te  worden, w at mij gelegenheid gaf, mijn
studie onder de meest gunstige om standigheden voort te  zetten, zodat
ik in Julie 1925 doktoraaleksam en kon afleggen, waardoor tevens een einde
kwam aan mijn assistentschap. H et was me een buitengewoon voorrecht
gedurende deze periode autom aties ook assistent van wijlen Prof. Dr. H. A.
L orentz  te  zijn en diens terecht beroemde Maandagmorgenkolleges te
kunnen bij wonen.

H et is moeilik te  zeggen, hoe intensief en hoe veelzijdig de invloed van de
dagelikse leiding van Prof. E h r e n f e st  op mij geweest is. Zijn pakkende kol­
leges, de echt levende diskussies op h e t colloquium en daarbuiten  —  waarbij
ik vooral denk aan h e t gastvrije huis van Mevrouw en Prof. E h r e n f e st  — ,
de internationale sfeer, werkten krachtig  op me in en leerden me vooral
hoe nodig het is steeds te zoeken naar he t essentiële in de problemen. In  deze
omgeving heerste een arbeidsvreugde die moeilik overtroffen kan worden.

Aan de reeds genoemde docenten en de vele anderen die to t mijn vorm ing
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in  deze periode hebben bijgedragen betuig ik  ook gaarne mijn grote dank;
ik denk daarbij nog speciaal aan  de welwillendheid die Prof. van  d e r  W ou de
steeds betoond heeft en aan de prettige verhouding to t  he t N atuurkundig
Laboratorium .

N iettegenstaande he t vele aantrekkelike d a t de studie van de n a tu u r­
kunde voor me had, groeide echter meer en meer de gedachte in  mij, d a t ik
mijn werk in m aatschappelike richting m oest zoeken. H et heeft mij ge­
troffen d a t ook hier weer Prof. en Mevrouw E h r e n f e s t  degenen waren die
mij hielpen de oplossing te  vinden van de daardoor ontstane moeilikheid,
door mij te  raden, me toe te  leggen op de wiskundige ekonomie en de s ta ­
tistiek. De tijd  van Ju li 1924 to t begin 1926 b rach t ik zodoende gedeeltelik
door m et zelfstudie op d it terrein.

Van Mei 1926— Junie 1928 was ik ingevolge de w et van 13 Julie 1923,
Sb. No. 357, in verplichte staatsdienst, eerst 15 m aanden aan de strafge­
vangenis te  R o tterdam  (direkteur de H eer J . H aaitsm a) als hulpschrijver,
daarna 10 m aanden aan het Centraal Buro voor de S tatistiek  te  Den Haag.
Een woord van hartelike dank aan  mijn superieuren en kollega’s voor de
welwillende behandeling die ik in deze enigszins moeilike tijd  ondervond,
is hier zeker op zijn plaats.

Voor mijn studie was de tijd  doorgebracht aan he t C.B.S. (direkteur
Prof. Dr. H. W. Meth o r st) op de afdeling voor sociaal-ekonomiese sta tistiek
(chef Mr. E. W. van  D am van I sse lt), onder de speciale leiding van Jhr.
Ir . J. M. d e  B osch K e m p e r , van  buitengewoon belang. Ik  werd bij het
konjunktuuronderzoek voor de ta ak  gesteld de in Leiden ontvangen wis­
kundige en algemeen-wetenschappelike vorm ing toe te  passen op geheel
nieuwe problemen, terw ijl een m enigte feiten en cijfers mijn zelfstudie
kw am en aanvullen.

De tijd  na Jun ie 1928 besteedde ik in hoofdzaak aan d it proefschrift, als
een voltooiing van mijn akademiese studie in de natuurkunde. De behandeling
van enkele ekonomiese problem en in he t aanhangsel van d it proefschrift
moge van de voorgenomen richtingsverandering getuigen —  naar ik hoop
op nie t te  onwaardige wijze.

G aarne dank ik  tenslo tte Prof. Mr. D. van B lom , Dr. F. M. W iba u x ,
Prof. Dr. J . G ou d r ia a n  J r .  en Prof. Dr. G. M. V e r r ijn  Stu art  voor hun
reeds vroeger betoonde welwillendheid inzake mijn studieaangelegenheden.



INHOUD

Biz.

Inleiding ....................................................................................  1

Hoofdstuk I — Formulering der problemen; natuur­
kundige VOORBEELDEN .........................................................  3
§ 1 Identiteit voor AI  .....................................................  3
§ 2 Probleemstelling en oplossingsvergelijkingen . . . .  4
§ 3 Randvoorwaarden.........................................................  9
§ 4 Invloed van het aantal onafhankelik veranderliken;

het geval v 1  10
§ 5 Het geval v 0 .............................................................. 14
§ 6 Invloed van de orde der afgeleiden ............................18
§ 7 Enige speciale vormen van F ......................   18

Hoofdstuk II — Reciprociteitsbetrekkingen....................21
§ 8 Inleiding; geval v — 0: funktie van een eindig aan­

tal veranderliken ..........................................................21
§ 9 Gevallen v >  0: integralen ...............................................23
§ 10 Kwadratiese fu n k tie s ...................................................... 27

Hoofdstuk III — Andere formuleringen van de be­
schouwde PROBLEMEN ALS MINIMUMPROBLEMEN....................29
§ 11 Inleiding; funktie van een eindig aantal veranderliken 29
§ 12 Enkelvoudige integralen. Vgln. van Routh; kanoniese

vgln...............................................  30
§ 13 Andere formuleringen als minimumproblemen. . .  32
§ 14 Principe van Hilbert en principe van de kleinste

w erk ing ............................................................................. 34
§ 15 Integrand met hogere afgeleiden; vraagstukken waar­

bij F - — HQq ......................................................35
§ 16 Meervoudige in te g ra le n .................................................. 36



X I I

Biz.
Aanhangsel A — Natuurkundig gedeelte .............................. 41

§ 17 Afleiding van de betrekking voor Ss (blz. 9) . . .  . 41
§ 18 Reciprociteitsbetrekkingen voor kwadratiese O . . . 42

§ 19 Betrekkingen van de vorm 1?  = = — ............... 43
t>x 7>x

§ 20 Direkte afleiding van een „dynamiese reciprociteits-
betrekking” ......................................................................44

§ 21 Nivellerings-, behouds- en divergentietheorema’s . . 45
§ 22 Voortgezette transformatie der vgln. van Routh . . 46

B — Toepassing van de besproken theorema’s op ekono-
miese vraagstukken.
(seizoen- en konjunktuurschommelingen)................... 47

§ 23 Inleiding; problemen met een eindig aantal verander-
liken: koëxistentie van ondernemingsvormen . . .  47

§ 24 Nivelleringstheorema’s ......................................................50
§ 25 Extremum van enkelvoudige integralen: inleiding . 52
§ 26 Voorraadproblemen......................................................... 53
§ 27 Wrijvingsproblemen......................................................... 55
§ 28 Vertragingsproblemen......................................................57

Overzicht der besproken natuurkundige voorbeelden. 60

Re g is t e r ..........................................................................................

L iteratuur  . 63



INLEIDING

Het onderwerp van dit proefschrift werd speciaal gekozen met
het oog op de analogie die de behandelde natuurkundige problemen
waarschijnlik zouden vertonen met zekere ekonomiese problemen,
waarop in het aanhangsel wordt gewezen.

Voornamelik is getracht, de in verschillende gebieden der natuur­
kunde voorkomende vraagstukken van deze soort overzichtelik
bijeen te brengen, en de verschillende vormen waarin ze voor­
komen naar één gezichtspunt te rangschikken. Daarbij bleek dat
bepaalde kunstgrepen slechts voor enkele gebieden gebruikt wer­
den; nagegaan is, wat hun toepassing op de andere gebieden op­
levert.

Op vele punten zijn ter verduideliking van de tekst voorbeelden
genoemd1), waaronder ettelike van algemene bekendheid, terwijl
overal gestreefd is naar aansluiting met de literatuur over het be­
trokken gebied. Daarbij is ter wille van belangstellende lezers op
verschillende plaatsen ook literatuur genoemd welke door mij
slechts gedeeltelik bestudeerd is.

Onder minimumvraagstukken in ’t algemeen zullen we in ’t vol­
gende alle vraagstukken verstaan, waarbij een zekere grootheid
stationnair is, in 't midden gelaten, of er inderdaad een minimum
(of een maximum) optreedt. Het gebruik van deze niet geheel
exakte term werd verkozen, omdat in de meeste gevallen, die
behandeld worden, inderdaad toch een minimum (of maximum)
aanwezig is; en omdat zodoende een wat al te logge terminologie
kon vermeden worden. We zien dan ook af van diskussies over
de tweede variaties van de betrokken grootheid.

Vele natuurkundige vraagstukken nu worden beschreven door
vergelijkingen die tevens de voorwaarden vormen waaronder een
zekere grootheid stationnair wordt. We willen volkomen in ’t mid-

*) D e le tte rs  vóór de voorbeelden korresponderen  m e t h e t schem a op blz. 60.

1
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den laten of dit „streven naar een minimum” in de natuur van de
beschouwde problemen ligt (zoals men in elk geval voor ekonomiese
problemen geneigd is, aan te nemen) of als een verrassende uit­
komst moet opgevat worden; m.a.w. we zullen het niet hebben
over de kwestie of er teleologies of kausaal verband optreedt,
welke vraag in de vorige eeuwen in het centrum van de belang­
stelling heeft gestaan2). We houden ons in deze beschouwingen
voornamelik bezig met de analogieën die de verschillende problemen
vertonen tengevolge van hun zelfde formele bouw.

De vergelijkingen die de oplossing van het minimumprobleem
leveren (in ’t geval van variatieproblemen de zgn. vergelijkingen
van E u l e r ) zijn, wat aard en vorm betreft, afhankelik van de funk-
tie die stationnair wordt. Het e e r s t e  hoofdstuk bespreekt enige
kategorieën die men zodoende kan onderscheiden, en geeft van
elk dezer enige natuurkundige voorbeelden.

Uit sommige van de bedoelde kategorieën laten zich onmiddellik
zgn. reciprociteitsbetrekkingen afleiden; over deze betrekkingen
wordt meer in 't algemeen in het t w e e d e  hoofdstuk gehandeld.

De vergelijkingen van E u l e r  laten zich door het invoeren van
bepaalde nieuwe veranderliken („momenten”) in de zgn. kanoniese
vorm en de vorm van R o u t h  brengen. Deze transformaties worden
in het d e r d e  hoofdstuk besproken, waarbij dan tevens mini-
mumproblemen worden aangegeven die direkt deze andere verge­
lijkingen als vergelijkingen van E u l e r  opleveren.

In een a a n h a n g s e l  tenslotte worden enkele der aangeroerde
kwesties nog enigszins verder uitgewerkt, terwijl tevens enige toe­
passingen van het voorgaande op ekonomiese problemen worden
gegeven.

Waar niet het tegendeel uitdrukkelik vermeld is, is van alle
voorkomende funkties verondersteld dat ze kontinu en met hun
afgeleiden een voldoend aantal malen differentiëerbaar zijn.

2) Vgl. H elm h oltz , Wiss. Abh. I II . blz. 203, P la n ck , K ultur der
Gegenw. (Physik), blz. 692; K n e s e r , Das Prinzip der kleinsten W irkung.



HOOFDSTUK I

FORMULERING DER PROBLEMEN; NATUUR­
KUNDIGE VOORBEELDEN

1 — Identiteit voor AI
Het is doelmatig, dit hoofdstuk te beginnen met de afleiding

van een identiteit, waaromheen we onze verdere beschouwingen
kunnen groeperen. We willen transformeren de uitdrukking AI
wanneer

1 = ƒ • • • •  S d^F {qi,qü , l 7)  ( 1)
ö

Hierin betekenen:
R 1---- v) de onafhankelik veranderliken van het pro­

bleem ;
du> dZ, 1 . . .  . dZv, een element van het v dimensionale gebied G,

li (5i---- 5V) E =  1----- n) de afhankelik veranderliken; qiX =  — .

De variatie van I  denken we ons tot stand gekomen door de
volgende twee soorten van variaties:

F. variaties 8'qi en 8qiX van qi resp. qiX, bij konstante Z\', het is
duidelik dat daarvoor geldt:

(2)

2°. variatie van het integratiegebied door in plaats van Z te
beschouwen Z +  A£.

We zullen ter wille van de o verzicht elikheid de sommatie over
indices der q ’s aangeven met S, die over indices der Z’s  met 5-

We voeren verder nog in de notaties:
g voor het randgebied van G;
N  voor de „normaal” op dat randgebied naar „buiten” ;
(N, X) voor de hoek tusschen N  en de positieve richting Z\',
dü. voor een element van het gebied g.
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Nu is AI  opgebouwd uit twee delen: een term tengevolge van
de variatie van het gebied, en een tengevolge van de variatie
der q’ s:

a F . _  i fAI
H

dn F AN +

Onder gebruikmaking van (2) en na partiële integratie wordt d it:

dLÏ F AN  -f- : ^  dn —— cos (N, X) 8q̂  -f~

d(i>S N  i  ^  r -  ̂ ai7 1
^  I Mi X ï>l\ â ix) q%

(3)

In plaats van 8^ gebruikt men soms
=  Mi +  5 iftÂ x (2 * 4)

d.i. het verschil van de ongevariëerde q voor de ongevariëerde
^-waarden en de gevarieerde q voor de gevariëerde ^-waarden.
Dan wordt (3):

HFAI = dn  5  cos (NX) A£x
x

F  — I M i x
liX +

+ . j  y '  j 5 d n HF
cos

I 1
./<**>£'(••}*?« (5)x Mixa o

Tenzij anders vermeld zullen we echter steeds veronderstellen
dat Ai; =  0 waarmee de eerste integraal wegvalt.

2 — Probleemstelling en Oplossingsvergelijkingen
Beschouwen we nu het volgende probleem:
De funkties qi ( ^ . . . .  i;v) zodanig te bepalen, dat

AI =  0
voor alle toelaatbare waarden van 8q^

Toelaatbaar noemen we alle 8qt welke voldoen aan de bij het
probleem eventueel gestelde randvoorwaarden, d.z. betrekkingen
voor de qi en de qiX in het randgebied g.

We zullen nl. in 't algemeen afzien van de gevallen waarbij
de qi en q̂ K bovendien moeten voldoen aan zgn. nevenvoorwaarden,
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d. z. betrekkingen voor de qi en de q,-Ck in het gehele gebied G.
(Zie daarvoor § 5).

In het gebied G zijn dus de 8q{ willekeurig en dan kan aan de
opgave slechts dan voldaan worden 3) wanneer in dat gebied de
q.i voldoen aan de partiële differentiaalvergelijkingen

7)F _ } i f
--------------5  ~ = -------------- 0 ( 6)

de zgn. vergelijkingen van E u l er .
Als voorbeelden noemen we behalve het meetkundige voor­

beeld der minimumoppervlakken (vgl. blz. 13) de volgende

Natuurkundige Voorbeelden
A — Evenwicht van een Elasties Kontinuum in een Krachtveld
Het evenwicht van een dergelijk stelsel is de toestand waarvoor

de potentiële energie een minimum is. Verstaat men onder:
ruimtekoördinaten;

G het gebied dat door het kontinuum wordt ingenomen;
qi de uitwijking uit een zekere nulstand van het element met de

koördinaten
dan laat de potentiële energie zich steeds op de vorm I  brengen.
In ’t algemeen zal daarbij F  de vorm hebben

F ^  F, (qa , F) + F2 (qif
waarbij i 71 de elastiese energie is en F2 de potentiële energie t.o.v.
het uitwendige krachtveld.

Een fundamentele eigenschap van F 1 is, dat daarin de qiX slechts
voorkomen in de kombinatie qik -f- q-Ki 4 *).

Is het kontinuum isotroop, dan zal in F 1 elke i ;  ontbreken en
zullen de qik er symmetries in voorkomen.

Voldoet het kontinuum aan de wet van Hooke, dan zal Fx in
de qa  kwadraties zijn.

Zijn de uitwendige krachten gegeven en gelijk aan Ki (£), dan
laat F 2 zich schrijven: S K ^ t.

3) Vgl. H adam ard , Lefons sur le calcul des variations, blz. 64; B olza,
Vorl. über Var. rechnung, blz. 25.

4) Vgl. L o v e , Theory of E lasticity , Ch. I l l ,  blz. 100, vlg. (11); K ir c h h o ff ,
Mathem; Physik I, blz. 110 e.v.
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Is aan al deze eigenschappen voldaan, dan heeft F dus b.v.
de speciale gedaante:

F +  2B [ -  S qu qkk +  * 2  (qik +  qki)>] +  2  Këi  (7)
*• K  l ,  IC i

waarbij 2 betekent dat elk der kombinaties i, k eenmaal genomen
moet worden.

B — Bewegingsvergelijkingen van de mechanika 5)
Is voor een mechanics stelsel
l  de tijd,
ft (* =  1---- n) de vrije koördinaten, d.w.z. een stelsel para­

meters, dat juist voldoende is om de mogelike toestanden van het
stelsel te beschrijven, en waarvan we veronderstellen dat ze samen­
hangen met de Cartesiaanse koördinaten Xj volgens vergelijkingen
van de „holonome” vorm:

x j  —  x i  (ft - ■ • - ft». 5). (8)
T (qit ft, l) de kinetiese energie,
U (ft, l) de potentiële energie van de krachten die bij een vir­

tuele verplaatsing arbeid verrichten — waarvan het bestaan dus
vooropgesteld wordt8) — en ten slotte

L =  T — U de zgn. „funktie van Lagrange”, dan zijn de be-
wegingsvgln. te schrijven in de vorm

DL d DL
--------------------- 0
Dft dl Dft

de zgn. vergelijkingen van Lagrange, welke dus te beschouwen
zijn als de vgln. van Euler voor het probleem

5.A/ =  A f dl L =  0
fo

B'. Bewegingsvergelijkingen van een elasties kontinuum
Deze verkrijgen we door kom binatie der twee vorige voorbeelden; nemen

we nl.
__ _______ F = U (ft, f t^  lx) +  L(ft, f t4, l x),

5) Vgl. A p p e l l , Traité de mécanique rationnelle II, blz. 213; W h it t a k e r ,
A nalytical Dynamics, blz. 38.

6) Voor de voorwaarden w aaraan de in het probleem optredende krachten
moeten voldoen, vgl. b .v .: Ma y e r , Leipz. Ber. 74 (1898); H ir sc h , M ath.
Ann. 50 (1898), 429; W h it t a k e r , Anal. Dyn. § 31; N o r d h eim , H andb der
Physik V, § 10, 14.
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waarbij fj, =  1, 2, 3 en X =  1, 2, 3, 4, terwijl 5i • • ru im tekoördinaten zijn
en de tijd, dan is he t duidelik, d a t deze F  de Lagrangefunktie van een elas-

Bedienen we ons van de notatie van Min k o w s k i , en verstaan
we onder:

?!■ • • . £ 4  de drie ruimte- en de tijdkoördinaat van een wereldpunt

xx. .. .xt idem van een elektries geladen materieëlement;
p en (x resp. rustladingsdichtheid en rustmassadichtheid van een

element dx1. . . .  dxx, c de lichtsnelheid,
, 1

t de „eigentijd”, welke voldoet aan dxl = — idxf

Ai de komponenten van de vektorpotentiaal,
Fik = — Fki de veldsterkten (iEk= File= — FM; Ha - F12 = —Fai

enz.), dan luiden de veldvergelijkingen van de elektrodynamika,
zooals men weet:

Op verschillende wijzen kan men deze vergelijkingen verkrijgen
uit minimumprincipes. Voor de door ons te volgen systematiek is
het het fraaist om hier te vermelden het principe:

waaruit men onder vooropstelling van vgln. (9) de vgln. (10)
verkrijgt, door de Ai te beschouwen als afhankelik veranderliken
en de si als gegeven funkties van de onafhankelik veranderliken V.

Men kan ook (9) èn (10) uit één principe afleiden; hierop komen
wij nader terug in § 16.

7) Vgl. S c h w a r z s c h il d , Gött. Nachr. 1903, blz. 126; L a r m o r , A ether and
M atter, blz. 84, 94; L iv e n s , Phil. Mag. 32 (1916), blz. 195; L iv e n s , Theory
of Electricity, blz. 568.

8) De vierde kom ponent is dus — icp w aarin p de „bewegingslading” is.

ties kontinuum  van drie dimensies kan zijn .

G — Elektrodynamiese veldvergelijkingen 7 8)

( ? 4  =  iet);

1

c dx
stroomkomponenten elektriciteit,

^ Si^ ï  + ( 1 1 )
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H —  Bewegingsvergelijkingen voor materie in  een elektromagneties veld 9) .
B eschrijven  we de geschiedenis v an  een in k o h eren t k o n tin u u m  elek tries ge­

lad en  m aterie  m e t de ko ö rd in a ten  xi boven gedefinieerd, nu  ech te r opgevat
als fu n k tie  v an  $, 7], £, t w aarbij 5, vj, £ de beg inkoö rd ina ten  en  t de eigen tijd
v an  h e t beschouw de e lem en t aangeven , dan  lu iden  de bew egingsvergelijk in­
gen:

lc

D eze la te n  zich afleiden u it een  m in im um principe

SI - S Jij j dl>di\dï,di (L — S s^ j)  =  0 (12)
i

w aarin

de L ag rangefunk tie , A { als bekende fu n k tie  v an  x t w o rd t beschouw d, en de x t
w orden  gevariëerd .

Zoals m en z ie t kom en in de in teg ran d  slech ts afgeleiden van  x i n a a r t v o o r;
zo d a t h e t in  w ezen h e t ex trem u m  v an  een enkelvoudige in teg raa l is, d a t  be­
schouw d w ord t. D oor de in teg raa l te  beperken  to t  h e t klein gedach te  volum e
v an  één e lek tron  w aarvoor ƒƒƒ <7$ dt\ dX,\x =  m v e rk rijg t m en d an  ook de be-
w egingsvgln. v a n  d a t  e lek tron  in  een gegeven veld  m e t verw aarlozing  v an
de reak tie  v an  h e t eigen veld.

H ad  m en n ie t een  in k o h eren t doch  bv. een elasties k o n tin u u m  beschouw d,
d an  zouden in  L  ook afgeleiden n a a r  5, i) en (^'voorkomen.

Veldvergelijhingen en bewegingsvergelijkingen uit één m inim um principe  10)
H oew el de p rincipes (11) en  (12) door h u n  gelijk lu idende gem eenschappe-

like gedeelte  S  s A  to t  k o m b in a tie  u itnod igen  is deze zonder m eer n ie t m o-
gelik, o m d a t de o n afhanke lik  veranderliken  verschillend zijn en o m d a t
bovendien  de A ’s de eerste  m aal als a fhanke lik  veranderliken  en de andere
m aal als bekende funk ties v an  de a fhanke lik  veranderliken  op g ev a t w orden.

D e k o m bina tie  is wel m ogelik op de volgende w ijze:

9) Vgl. H . Minkowski , D ie G rundgleichungen  fü r die e lek trom agnetischen
V organge in  bew egten  K örpern . K . Ges. W iss. G ö tt. 1908, speciaal A n h a n g .;
M. B orn, A nn. d. P hysik  28 (1909), blz. 571; W . P auli J r ., R e la tiv ita ts -
theorie , (Enz. d e r m a th . W iss.), § 31.

10) Vgl. H . A. L orentz, Versl. A ’d am  X X II I  (1915), blz. 1073; D . H ilbert,
D ie G rund lagen  der P h y sik  I, K. Ges. W iss. G ö tt. M ath . P hys. 1915; T resling
Versl. A ’d am  X X V  (1916) blz. 844; A. D . F okker , Versl. A ’dam  X X V  (1917)
blz. 1067 w aarin  ech te r bovend ien  de g rav ita tieverge lijk ingen  afgeleid
w orden.
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We nem en een

waarbij de onafhankelik veranderliken ^  ■ 5i de bovengenoemde betekenis
hebben en waarin nu

Als afhankelik veranderliken zijn nu te  beschouwen de A i benevens de xt.
Door variatie van A t on tstaan  op de reeds besproken wijze de veld verge­
lijkingen (10); door varia tie  van de de bewegingsvergelijkingen. Daarbij
m oet m en echter gebruik m aken van de betrekking (zie aanhangsel, § 17).

welke n ie t door een gewoon funktioneel verband tussen s( en x{ schijnt ver­
vangen te  kunnen worden, zodat van een niet-holonome betrekking kan
gesproken worden.

3 — Randvoorwaarden
1. Zijn de ^’s aan geen enkele beperkende voorwaarde onder­

worpen, dan geldt de voor het gebied G getrokken konklusie ook
voor het gebied g en moet dus ook

wanneer we door de index 0 de waarden in het gebied g aangeven.
Men noemt dit wel met Courant de „natuurlike randvoor­

waarden” van het probleem u ).

2. Een ander uiterste, histories het eerst voorkomende geval,
is dat waarin de q’s in het gebied g voorgeschreven waarden heb­
ben. Dan zijn de (S ,̂)0 — 0
waardoor de vgl. (15) overbodig worden en vervangen worden
door de genoemde randvoorwaarden

3. Een kontinue reeks tussengevallen kan men naar Courant
konstrueren door een iets algemener probleem dan het boven­
genoemde AI  =  0 te beschouwen, nl.

L =  pic2

slc $x i si &x i (14)

S  cos IN, X) (---- )
X W J ,

(15)

te )o  =  h  ( ? , . . .  . s g (16)

M  +  *A /*  =  0
ll) R. Co u r a n t , Jahresber. der deutschen M ath.-Ver. X X X IV  (1925) blz. 90.
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waarin /*=ƒ■■•ƒ Ht»
t(E,y) een parameter voorstelt die van de £’s der punten van g
kan afhangen, en waarbij geen randvoorwaarden gesteld worden.
Door geschikte keuze van k kan men bereiken, dat de natuurlike
randvoorwaarden van dit probleem:

voor t =  cc de onder 2) genoemde voorwaarden leveren. Daar
ze voor t == 0 de voorwaarden onder 1) genoemd geven, kan men
dus, door t alle tussengelegen waarden te laten doorlopen, een
kontinue reeks gevallen als overgang tussen 1) en 2) vinden.

Het hier geschetste procédé laat zich het best illustreren wan­
neer we de formules toegepast denken op het voorbeeld van het
elasties kontinuum.

Nemen we, om de gedachten te bepalen, v =  2, dan kan I  blijk­
baar voorstellen de potentiële energie van een elasties vlies, voor­
zover deze aan de elastiese krachten en de uitwendige oppervlakte-
krachten toe te schrijven is. Is dat vlies dan bovendien aan de
rand elasties gebonden dan kan de uit deze bindingskrachten
voortkomende potentiële energie geschreven worden in de vorm

waar t de vastheid van de binding kan betekenen.
Voor t =  0 is er in ’t geheel geen binding; bij toenemende t

wordt de binding strakker. Physies is nu volkomen duidelik, dat
bij toenemende t de oplossing zal naderen tot die van het pro­
bleem, waarbij de rand vast is, d.w.z. de q's gegeven waarden
hebben.

De randvoorwaarden bij de minimumprincipes der dynamika
bespreken we in § 4.

Bij de elektrodynamiese minimumproblemen integreert men
gewoonlik over de gehele ruimte, waardoor de in (5) optredende
randintegralen automaties nul worden.

5  cos.
X

(17)

tl*

4 — Invloed van het aantal onafhankelik veranderliken
Om een overzicht te krijgen van het aantal typen van proble-



men waarvan in dit hoofdstuk sprake is, is het in de eerste plaats
doelmatig de invloed op de vgln. (6) na te gaan, die verandering
van het aantal v der onafhankelik veranderliken ? heeft. Het
afnemen van dit aantal heeft, zoals uit de vgln. (1) en (6) blijkt,
heeft tengevolge het steeds „armer” worden van het probleem.
Het aantal integraties in (1) vermindert, en het aantal termen
van de vorm

in (6) vermindert.
Het meest volledige voorbeeld van deze verarming levert het

behandelde probleem uit de elasticiteitsleer waar v =  3 een blok,
v =  2 een vlies en v =  1 een draad voorstelt.

Van speciaal belang zijn naast het algemene geval de biezondere
gevallen v =  1 en v =; 0,

Het geval v 1. Hier hebben we dus te maken met mini
mumproblemen van enkelvoudige integralen van de vorm:

waarbij dus het gebied G tot een interval ^  is geworden,
dqi

1i =  ^  * en het randgebied tot twee punten E,0 en

De formule (5) voor AI wordt nu:

De vergelijkingen van Euler zijn gewone differentiaalvergelij­
kingen geworden:

D DE
^  Ma

1 j  dl- F (li. <)i. I)
4.0

1 * 5. 5. * V

D DE'
Mi M Mi. I M i  ( 1 8 )

DE d DE
Mi Mi

en de „natuurlike randvoorwaarden” tot

Voorbeelden. De gemakkelikste veraanschouweliking van de
betekenis van verandering van v in het voorbeeld van de elastici-
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teitsleer, waarin v het aantal dimensies is van het beschouwde
elastiese kontinuum, zodat de hiergenoemde vergelijkingen spe­
ciaal gelden voor een elastiese draad 12).

De natuurlike randvoorwaarden (15) van het probleem
M  =  0

die uitdrukken dat aan de beide uiteinden van de draad de elas­
tiese kracht nul is, gelden vanzelfsprekend slechts dan wanneer
de draad „vrije uiteinden” geeft. Zijn de uiteinden elasties of
geheel vast gebonden, dan gelden ze niet, tenzij men evenals op
blz. 9 beschouwt

A (ƒ +  tl*) =  0

De bewegingsvergelijkingen van de mechanika echter zijn in
tegenstelling tot de elastiese vergelijkingen, speciaal van de vorm
voor v =  1. Er is zodoende dus volledige analogie tussen de statika
van elastiese draden en de dynamika van puntsystemen. De in
die problemen optredende grootheden zijn als volgt analoog:

Elastiese draad Dynamika
1 Ruimtekoördinaat Tijd
9 Uitwijkingen Ruimtekoördinaten
F Potentiële energie van een Lagrangefunktie van een

~dF
■öq

draadelement tijdelement

- p Elast. spanning in de Moment in de richting q.
richting q.

Zodoende is bij de mechaniese bewegingsvgln. aan de natuurlike
randvoorwaarden voldaan, als begin- en eindmoment nul zijn,
wat in ’t algemeen niet waar zal zijn. Men moet dus öf andere
randvoorwaarden stellen, of eveneens aan de integraal I  een
randintegraal I* toevoegen.

Op deze twee mogelikheden berusten twee mogelike formulerin­
gen van het minimum-principe der dynamika: 13)

12) K ir c h h o f f , Mathem. Pliysik I blz. 422 wijst reeds op de analogie tussen
de bewegingsvgln. van een v ast lichaam d a t om een pu n t ro teert en de even-
w ichtsvoorwaarden voor een elastiese staaf.

13) Vgl. b.v. H andbuch d. Physik V blz. 76: (L. N o r d h e im , Die Prinzipe
der D ynam ik).
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1. Als men vaste begin- en eindkoördinaten voorschrijft: de
werkelike beweging van een mechanics stelsel is onder de naburige
mogelike bewegingen met vaste begin- en eindkoördinaten en
-tijden gekenmerkt door een extremum van de integraal I  =  \Ld^.
(Principe van Hamilton)

2. Als men toevoegt de termen:
/* =  — 2 Pn qiX +  2 Pi0 qi0 (P konstanten) (19)

i i
waardoor de natuurlike randvoorwaarden worden

P u — P i l ’ PiO == Pio  (20)

d.w.z. vaste begin- en eindmomenten, zou men tot de formulering
komen: de werkelike beweging is onder naburige mogelike met
vaste begin- en eindmomenten en -tijden gekenmerkt door een
extremum van /- ) - /* .

Deze laatste speciale keuze van ƒ* zou in het geval van de
elastiese draad betekenen dat op de uiteinden een gegeven kracht
P  werd uitgeoefend (binding aan een oneindig ver verwijderd
elasties centrum).

De gedaanteverandering die de bewegingsvergelijkingen zouden
ondergaan wanneer daarin ook de v groter werd (meerdere „tijden”
naast elkaar die de beweging bepalen) is onderzocht door K ön igs­
b e r g e r  14). We zullen in het volgende meermalen gelegenheid heb­
ben door hem gevonden formules te bespreken.

H et m eetkundige voorbeeld der m inim um vlakken kan voor v =  2 ge­
ïn terpreteerd  worden als een vraagstuk van kapillariteit, voor v =  1 („de
kortste verbindingsweg tussen twee gegeven punten  gevraagd” ) als mechanies
vraagstuk (krachtvrije beweging) of wanneer men ook „niet-Euclidiese”
m aatstaf beschouwt als opties vraagstuk  (de lichtstralen  bewegen zich steeds

14) Vgl. L . K ö n ig s b e r g e r , Die Prinzipien der Mechanik für m ehrere un-
abhangigen Variable, J. f. M ath. 124 (1902), 202; Das Energieprinzip für
kinetische Potentiate beliebiger O rdnung und einer beliebigen Anzahl ab-
hangiger und unabhangiger Variablen. Sitz. ber. K. Preuss. Akad. 1904, blz.
1342; Ueber die aus der V ariation der mehrfachen Integrale entspringenden
partiellen Differentialgleichungen der allgemeinen Mechanik. Sitzber. d. K .
Preuss. A kad. 1905 I, blz. 250.
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langs de weg van de kortste „lich ttijd” Cl) en eveneens als algemener m edia
mes vraagstuk (gravitatietheorie!). 15)

5 — Het geval v 0
Tenslotte is er nog reden om te spreken van het geval v 0,

waarbij de „verarming” van het probleem zodanig is dat men
van ontaarding kan spreken. Er zijn nu geen onafhankelik ver-
anderliken; het probleem kan dus ook niet zijn q te bepalen als
funktie der i;, doch het is: q te bepalen als funktie van de in F
nog optredende konstanten, zó dat

=  0 (21)

We hebben hier dus te maken met „gewone” minimumproble-
men, waarvan de oplossing luidt

öF
—  =  0
M i

waartoe de vgln. van Euler nu ook inderdaad ontaard zijn. l)e
begrippen rand en randvoorwaarden hebben hun betekenis nu
verloren. In sommige opzichten zijn deze problemen echter zo
volkomen een voortzetting van de reeks der integraalproblemen,
dat vermelding zeker de moeite waard is.

We zullen twee kategorieën van deze vraagstukken in ’t bie-
zonder bespreken, nl.

1°. die waarbij F  de speciale gedaante 0(</)— ZQq, waarin
de Q konstanten zijn, heeft, zoals bv. in de thermodynamika.

Hierop komen we terug, wanneer we voor alle problemen deze
gedaante van F  bespreken.

2°. die waarbij de qi aan zekere nevenvoorwaarden gebonden
zijn. We gaan hier even in op de oplossing van dergelijke pro­
blemen.

Behalve aan (21) moet door de qi dan ook nog voldaan worden
aan een of meer vergelijkingen van de vorm

V M  =  0 (22)

ls) Vgl. ScHRÖDiNGER,Vorlesungen überW ellenm echanik; Ca r a t h é o d o r y ,
Ueber den Zusammenhang der Theorie der absoluten optischen Instrum ente
m it einem satze der Variationsrechnung, sitz. Ber. München, m ath. Abt.
1926, blz. 1; F r a n k , P h . Über die Eikonalgleichung in allgemein anisotro-
pen Medien, Ann. d. Phys. 84 (1927) 891.
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Men zou uit deze vgln. enige qi kunnen oplossen en substitueren
in F , waardoor men tot een minimumprobleem zonder nevenvoor­
waarden zou teruggekeerd zijn. Het aantal veranderliken zou
alleen verminderd zijn.

Meer symmetries is de bekende methode waarbij ingevoerd
worden de zgn. multiplikatoren van Lagrange \ e en dan naar
een extremum gevraagd wordt van

waarbij de Ae als (onbekende) konstanten te behandelen zijn.
Men kan bewijzen dat de aan deze opgave, dus aan

voldoende qt juist de gezochte zijn. Daarbij moeten de Ae ge­
ëlimineerd worden met behulp van (22). Voor het bewijs vgl. de
leerboeken van differentiaalrekening 16).

Op de gevallen van niet integreerbaare differentiaalbetrekkingen
in plaats van (22) (niet-holonome nevenvoorwaarden) zal hier niet
ingegaan worden 17).

Voorbeelden
C —  Thermodynamika: evenw icht v a n  fazen.
W ord t gevraagd  n a a r  h e t evenw ich t v an  een stelsel van  n  fazen, die
x t als m assa,
u i als inw endige energie en

als volum e hebben,
terw ijl 'Lxi — x  de to ta le  m assa, )

een m ax . te  m aken  m e t als nevenvoorw . (24).

16) B v. Cou ra nt , V orlesungen ü b er D iff. u. In teg ra lrech n . I I , blz. 142.
n ) v gb b .v . Sc h er in g , Ges. W erke I ;  blz. 193; v e rd e r N o r d h e im , D ie

P rinzipe  der M echanik, H andb . d. P hys. V.

F +  2AeF,

2 u{ — u  de to ta le  inw . energie, en
=  v h e t to ta le  volum e

(24)

gegeven zijn, d an  w o rd t de oplossing gevonden  door

^ k  h , \ )  =  t *  xt h ,  -A
x i>
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D e oplossing w ord t
Dt) Dt) Ö7]
—  =  X —  - -■ ij. — • =  v
'öui ~dVt 7>xi

w aarin  X, p, en v m u ltip lik a to ren  v a n  L agrange zijn.
M et de u it  de ee rs te  en tw eede hoofdw et volgende form ules

M i  1 M i  P iTiM i =  dUi +  pidVi,
IU4

w o rd t d it :
Ti’ *Vt T,

1 PA

T i

T̂ i —  Tiy]{ +  piVi
T.i

(25)

Ui Vi
w aarin  m e t Ui en Vi is bedoeld  re s p .— en —, d.w .z. de inw endige energie

x i  x i
en  h e t volum e v an  de m assa-eenheid .

E —  El:ktrostatika  I8)
Zijn v an  een ste lsel elek triese  geleiders:

Xi m ee tkund ige  koö rd ina ten , d ie de ligging bepalen ;
de ladingen,

d a n  w o rd t de ev en w ich tstoes tand  v an  zo’n stelsel door een ex trem u m  v an
de e lek tro sta tiese  energie bepaald , w elke v a n  de v o rm  F  (x{, q() is.

Als nevenvoorw aarden  k unnen  o p treden :

S'fc =  k’, =  k"  enz.
w elke som m en elk op enige d e r geleiders b e trekk ing  hebben . V oor a ldus v e r ­
bonden  geleiders v in d t m en

7>F DF
—  =  —  (26)

de p o ten tia len  zijn gelijk.

F —  Elektrodynamika : net van elektriese stromen l9) .
D e gelijkstroom verdeling  in  een n e t v a n  geleiders w o rd t gegeven door

AF =  A S ( J / 2r  — KI)  0 (27)
w aarin  K  en r resp . zijn de (gegeven) e lek trom oto riese  k ra c h t en de O hm se
w eerstand  v an  en  /  de (te variëren) ge lijk s troom sterk te  in  e lk  d e r geleiders,
te rw ijl de som m atie  over alle geleiders is u it  te  strek k en . Als nevenvoo r­
w aarden  m oeten  genom en w orden

5 / 0
voor elk  v e rtak k in g sp u n t, w aarb ij de som  ^  te  nem en is over alle in één
v ertak k in g sp u n t sam enkom ende geleiders.

ls) Vgl. L iv e n s , T h eo ry  of E lec tric ity , § 138. J ea n s , El. & Magn. Ch. IV.
19) Vgl. L iv e n s , t .a .p ., biz. 294. J ea n s , t.a .p . Ch. IX .
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(De m ultiplikatoren van Lagrange blijken de (negatieve) potentialen in
de vertakkingspunten te  zijn).

U i t b r e i d i n g  a. Inp laats van gelijkstrom en treden wisselstromen
op. H et minim um principe blijft van kracht, m its men —  de formules in Go-
tiese le tters schrijvende —  verstaat onder:

cv _ j eMvt+ 8)

ft =  Keivt
waarbij /  de am plitude van de wisselstroom, 2t de (konstant gedachte) pe­
riode van de optredende e.m.k. en wisselstromen, 8 h e t fazeverschil van de
stroom  in een bepaalde geleider m et de e.m.k., L  de koëfficiënt van zelfin-
duktie, C de kapaciteit van een geleider.

H et is duidelik d a t de stroom sterkte en de e.m.k. de reële gedeelten zijn
van Q resp. S ; evenzo blijken de potentialen in de vertakkingspunten de
reële gedeelten te  zijn van de (nu komplexe) m ultiplitakoren van Lagrange.
E ch ter is in 't algemeen niet het reëele gedeelte van g  gelijk aan de energie
E  van he t stelsel; d it is slechts dan het geval w anneer W  =  0 of W " — 0.

U i t b r e i d i n g  b. Behalve zelfinduktie kan men ook wederzijdse in-
duktie  der geleiders in aanm erking nemen. Men krijgt dan de stroomverdeling
uit

A — Elastic.iteitüeer: diskreet elasties stelsel.
Tot een gewoon minimumprobleem kom t men eveneens door van he t elas-

tiese kontinuum  over te  gaan to t een diskreet elasties stelsel, d.w.z. een stelsel
van een eindig aan ta l punten, die elasties aan elkaar gebonden zijn. De rol
van de 5 kan nu overgenomen worden door een of meer indices i en q.; is
nu de uitwijking van he t i -de punt.

De potentiële energie w ordt b.v. | 'Lci (qi —  i )2-
De verdere uitwerking zij aan  de lezer overgelaten.

B — Mechanika. De statieseevenwichtsvergelijkingendiemenals
grensgeval uit de vgln. van Lagrange verkrijgt wanneer alle snel­
heden =  0 worden verondersteld, vormen eveneens een voorbeeld.
Het bijbehorend minimumprincipe gaat over in:

Als nevenvoorwaarden kunnen hier optreden vgln. die het
lopen van bepaalde punten langs bepaalde oppervlakken voor­
schrijven. De betekenis der multiplikatoren van Lagrange is daar-

28 =  W  +  iW"

A(i2S28pY^ 3 Y- S f ^ p) = 0

8U =-. o

2
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bij dat ze de grootte der door die (absoluut glad gedachte) opper­
vlakken ondervonden krachten aangeven.

6 — Invloed van de orde der afgeleiden 20)
Met het oog op later te bespreken analogieën is het doelmatig

hier te wijzen op de uitbreiding die de oplossingsvgln. van het
minimumprobleem voor een enkelvoudige integraal ondergaan,
wanneer de integrand F behalve eerste, ook hogere afgeleiden
bevat:

Men vindt op geheel analoge wijze — d.w.z. door te beden­

en door r X partiëel integreren — dat de oplossingsvergelijkingen
nu luiden:

V oorbeelden v an  dergelijke p rob lem en zijn:
1. E lastiese  ev en w ich tsv raag stu k k en  w aarbij de buig ing in  aan m erk in g

genom en w o rd t (de k ro m te s tra a l b e v a t 2e afgeleiden) 21).
2. D e bew eging v a n  een  e lek tron  in  zijn eigen veld. H erg lo tz  v e rk rijg t door

reeksontw ikkeling  afgeleiden v an  elke o rde; L o ren tz  b ep e rk t zich to t  n ie t
hogere d an  derde  afgeleiden 22).

3. D e genera lisa tie  door K ön igsberger gegeven voor de m echaniese bew e­
gingsvergelijkingen, w an n eer de L ook hogere afgeleiden b ev a t. 2S)

W e zullen op deze v raag s tu k k en  ech te r n ie t d ieper ingaan , aangezien  d a t
ons te  ver v an  ons eigenlike th em a  voert.

7 — Enige speciale vormen van F
Met het oog op later te bespreken toepassingen „signaleren”

we hier de volgende speciale vormen van F.

20) Vgl. bv. H a d a m a r d , Legons, blz. 134; B o lza , Vorl. blz. 153.
21) B o r n , U ntersuchungen  über die S ta b ili ta t der elastischen  Linie, Diss.

G ö tt. 1907.
22) H e r g l o t z , G ött. N achr. 1903, H e ft 6 blz. 1.; L o r e n t z , E lectrons, § 37.
2S) K ö n ig s b e r g e r , U eber die allg. k inetischen  P o ten tia le , J .  f. M ath . 1900,

blz. 141; D ie P rinzip ien  der M echanik, T e u b n e r  1901; Sitz. ber. P reuss.
A kad. 1904, blz. 1342, id. 1905 I, blz. 250.

3 < .  ■ ■ ■ ■  < l ï r ) > l )

ken dat

d2 HF
Hqt dl ög,- dl2 Hq

d(r) HF
dlr Hqlr)

0 ( 28)
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V . F * s <t>-'LQt qt
I

waarbij de Qi gegeven konstanten of funkties der zijn, en de
<ï> al dan niet de qi expliciet bevat. Men gaat gemakkelik na welke
wijzigingen door deze vorm van F  in de vergelijkingen van Euler
aangebracht moeten worden.

De betekenis der Qi moge blijken uit de volgende voorbeelden:
v 0. Hierbij zal de <f> ook van q afhangen, anders is er van

een extremum in de gewone zin geen sprake.

C —  Thermodynamikcr. evenw ich t bij gegeven d ru k  en tem p e ra tu u r;
<P inw endige energie u  v an  een stelsel,
qx h e t (negatief genom en) volum e v,
q% de en tro p ie  tj,
Qx de d ru k  p,
Q2 de  te m p e ra tu u r  T,

d a n  is F  de therm odynam iese  p o ten tiaa l, d ie bij gegeven d ru k  en  te m p e ra tu u r
n a a r  een m ax im um  stree ft. D us is

Du Du
P = — ~  , T  = =  — .

Dv Drj
E  —  Elektrostatika: evenw ich t v an  een stelsel geleiders;
<f> e lek tro sta tie se  energie,
q{ de lad ingen  v an  de geleiders,
Qi de po ten tia len ,

d a n  w o rd t F  to t  een ex trém u m  bij gegeven p o ten tia len .
H e t v e rb an d  tu ssen  d it  v ra a g s tu k  en h e t op blz. 16 behandelde  m e t ge­

geven lad ingen  hee ft g ro te  analogie m e t h e t v e rb an d  tu ssen  de ra n d v o o r­
w aarden  bij b ind ing  door gegeven k rach ten  en b ind ing  door gegeven u i t­
w ijk ingen aan  de u ite inden .

v 1. B . Mechanika. B lijft m en  onder E d e  fu n k tie  v an  L agrange ve rs taan ,
d an  k an  de som  EQq d aarb ij kom en tengevolge v an  een u itw end ig  k ra c h t­
veld  m e t k ra c h t —  Q.

H eeft Q de speciale eigenschap d a t  hij slechts v an  nu l versch illend  is op
de tijd s tip p en  5, en  en  d an  oneindig  g ro o t v an  de eerste  orde is („ s to o t” ),
d an  is h e t  bijgevoegde gedeelte id en tiek  m e t I*  v an  (19), toegevoegd om  als
n a tu u rlik e  rand v o o rw aard en  de vgln. (20) te  verk rijgen ; d an  is n l.:

5.

— ƒ Qqiï. =  Pi qi — p 0 ?0
5»

V ;> 1. A . Elasticiteitsleer. O ok h ier hebben  de •— Q de beteken is v a n  een
u itw end ig  k rach tve ld .
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Voor het geval d a t men m et een isotroop elasties kontinuum  te doen
heeft, komen dan in de <f> alleen qfA en geen of voor. (Vgl. (7).)

G  —  Elektrodynamika. De F  w aaruit de elektrodynam iese veld vergelijkingen
afgeleid worden volgens het principe van Schwarzschild zijn steeds van de
aangegeven vorm. Daarbij zijn de Q{ identiek m et de grootheden .< {, de stroom -
kom ponenten. Vgl. (11).

2° K wadratiese funkties
Op verschillende manieren kunnen kwadratiese funkties in de

besproken problemen optreden, waardoor bepaalde vereenvou­
digingen mogelik worden, die we bij de verschillende theorema’s
zullen vermelden. Voor een goed overzicht noemen we deze ge­
vallen nog even.

v =  0. E . Elektrostatika: de elektrostatiese energie van een stelsel geleiders
is steeds:

F = ZZ cik q< qk (29)
i  k

waarbij de cik nog van de x  der geleiders (blz. 16) kunnen afhangen.

v =  1. B. Mechanika. De kinetiese energie T  is steeds kw adraties in de qi ;
komen in de vergelijkingen (8) de t n ie t expliciet voor, dan is T  h o m o ­
geen  kw adraties; men spreekt dan van een skleronoom stelsel.

v )> 1. A. Elasticiteit. Voldoet he t beschouwde kontinuum  aan de w et van
Hooke, dan is de elastiese energie homogeen kw adraties in de q

G —  Elektrodynamika. De F  w aaruit de veld vergelijkingen afgeleid kunnen
worden, zijn kw adraties in de q ( =  A q).



HOOFDSTUK II

RECIPROCITEITSBETREKKINGEN

8 — We bespreken in dit hoofdstuk een kategorie van betrekkin­
gen die zich laten afleiden uit minimumvraagstukken waarbij F
de vorm heeft:

F  c l .-v ,. Qtqt
waarin de Q{ gegeven konstanten zijn. De hier af te leiden betrek­
kingen leggen verband tussen variaties van deze konstanten en
de daarmee samenhangende variaties der qt.

Het schijnt ons doelmatig, hier te beginnen met de problemen
waarin

v =  0. Funktie van een eindig aantal veranderliken. Den­
ken we ons de Qt gevariëerd met een bedrag AQ{ en de qt met
Aqit dan is

AE =  A<D — 2 Qf Aqi — 'Zqi AQi
Nu is echter AO — 2 Q( Aq{ =  0

.omdat de qi voldoen aan SF =  0 waarin 8 elke willekeurige variatie
der qt betekent waarbij de Q( n i e t  g e v a r i ë e r d  worden.
We houden dus over:

AF = ~ 'L q i AQi
Passen we nu een tweede van A onafhankelike variatie A'

toe, dan is
A'AE =  — ZA'ft AQt (30)

omdat A' AQ i =  0; tevens is, wegens die onafhankelikheid van
A en A':

AA'F  =  A'A F
Uit (30) en (31) volgt:

S A'qt AQt =  2  Aqt A'Qt

(31)

(32)
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Kiezen we nu A z ó  dat alle AQt =  O behalve AQk\ A'Qt zó
dat alle A'Q{ =  O behalve A'Qlt dan is dus:

A'qk AQk =  Aqi A Qx of

K * _  f f l  (33)
^Qi

Een overzichtelike samenvatting van deze afleiding geven de
formules:

n n
AF  =  A(® — Si Qi qt) -- --- — Si \Q ,

M k  M i

*Qi ~ *Qk
waaruit tevens duidelik wordt dat men nog analoge betrekkingen
kan vinden door uit te gaan van

n
A® =  Si Qi Aqt (34)

en van alle tussenvormen:

A(® — S iQi qt) S i Qi ■k + 11 fc + 1 1

Uit (34) en (35) leidt men nl. af resp.
*<?* *Qi *Qk----= ----- (36) en ----
hqi ï><lk *Qi

2* qt AQi

T>qi

M k

(35)

(37)

Voorbeelden: C — Thermodynamikcr. Reciprociteitsbetrekkingen%
van Ma x w e l l .

V erstaat men onder
$  de inwendige energie van een therm odynam ies stelsel;
q1 het negatieve volume v,

de entropie vj,
Qt de druk p  en
Q 2 de tem peratuur T, dan gaan bovengegeven reciprociteitsbetrekkingen

over in de bekende vergelijkingen van Maxwell:

Ö7] 7>v ~bT 7)p <)Y] Pp 7>T Pv
Pp PT Pv ö y ) Pv PT ’ Pp c)t]

Men kan hier ook zeer goed gevallen m et meer dan twee q’s beschouwen,
q3 kan  b.v. zijn elektriese lading, q, m agnetisatie, enz. De vgln. van Maxwell
kunnen zodoende m et analoge voor deze q’s worden uitgebreid.
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E — Elektrostatika. (Vgl. blz. 16). Is K t de m echan iese  k ra c h t die een der ge-

B eschouw t m en een deel d e r qt en  een deel d e r Qt als onafhankelik  ver-
anderliken , d an  is:

D —  O ptika
G aa t een lich ts tra a l door tw ee p u n te n  P 0 en  P y m e t rech thoek ige  koördi-

n a te n  qj ° en qp, in  de rich tingen  m e t rich tingskosinussen  X / en X{', en  zijn
de  lich tsnelheden  voo r de m edia v an  P 0 en  P 1 resp . c„ en c, d an  geld t

V oor de afleid ing vergelijk  blz. 13. V oor l i te ra tu u r  zie m en de beschou­
w ingen v an  H am ilton , B runs, K lein  over h e t zgn. „e ikonaal” E  d a t  m e t de
lich ttijd  sam en h an g t door de form ule

w aarb ij p0 en pt resp. zijn de a fs tan d en  langs de lic h ts tra a l gem eten  van
P u resp. P t to t  voorw erp en beeld  M).

9 — Gevallen v >  0: integralen
We hebben hier dus een variatieprobleem waarbij

G

en denken ons weer een variatie A toegepast:

A / =  ƒ■ • - I doi ( A<J) — 2  Q i  — s ?ï A(?ï)
G '

Wederom is om gelijke redenen als in § 8,
ƒ.. .ƒ da  (Ad> — S Qf Aq{) =  0

leiders o n d erv in d t in de rich tin g  van  %(, d an  is v e rd e r is

i _ ^  'öQi ï)Qk
(39 )

ï>xk Dxt 7>qk Dq{

/V 3 /V
Mi1 \ c 0 M i 0 \ci

(41)

E  = ü  + P o __ P l
c0 c1

I  =  ƒ.. . /  do  (O -  S Q{ qt)

G

zodat we houden:
AI  =  —"/•••) da  2  qt AQ (42)

al) Zie ook F . K l e in , Ges. A bh. I I ,  blz. 607.
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Passen we hierop een tweede variatie A', onafhankelik van A, toe,
en bedenken, dat tengevolge van die onafhankelikheid A'A

0, AA'Qi — 0 en A'AI  =  AA'/, dan krijgen we:
ƒ.. .ƒ rfco 2 (Aqt A'Qt — A'q{ AQ,) =  0 (43)

o
Kiezen we hierin speciaal
alle AQi = 0 behalve AQk in een oneindig klein gebied rondom

(É i • • ■ • É»)
alle A'(?f =  0 behalve A'Ql in een oneindig klein gebied ron­

dom (£/. . . .£„') en noemen we:
ƒ.. .ƒ dm AQk =  AG*. en j . . .j dm A'Qx =  A'G„

G G

dan wordt (43):
A?* (5 /.. . L') • A 'a ; =  A'qk .. L) . A d, (44)

De betekenis van deze reciprociteitsbetrekking is voor statiese
problemen duidelik: ze drukt de evenredigheid uit tussen de „oor­
zaken” A£hk en A'G* en de „gevolgen” Aqt{^) en A'qk(£,).

Voor dynamiese problemen, waarbij dan b.v. de tijd voorstelt
en \n' >  kan men wel A§,!(£') het gevolg noemen van de oor­
zaak AGj.(£), echter niet zonder meer ook A'qk(Q het gevolg van
A'£lj(£'). We hebben hier dus eigenlik nog niet te doen met een
betrekking zoals men ze redelikerwijs zou wensen: nl. een even­
redigheid tussen gevolgen op het ogenblik i;„' en de plaatsen \
resp. 5' en oorzaken op het ogenblik ?,n en de plaatsen 5;' resp. £.

Tot nu toe is, voorzover ik kon nagaan, alleen door H e l m ­
h o l t z  25) aan dit bezwaar tegemoetgekomen doordat hij zgn.
reversibele verschijnselen beschouwt, d.z. verschijnselen die ook
in omgekeerde opeenvolging in de tijd kunnen optreden. Formeel
betekent dat dat alle afgeleiden naar de tijd van teken kunnen
veranderen, zonder dat de formules onjuist worden. In het mini-
mumprincipe mogen dan die afgeleiden in 't algemeen niet lineair
voorkomen. Voor dergelijke verschijnselen kan men dan in de
grootheden A'qk en A'Ql als laatste argument lezen resp.
in plaats van omgekeerd en neemt (44) de gewenste vorm aan.

26) V on H elm holtz , Die physikalische Bedeutung des Prinzips d. kl.
W irkung, Wiss. Abh. I II , blz. 238.
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Voor verschijnselen waar dit niet het geval is, zal de bovengege­
ven afleiding niet bruikbaar zijn en „direkte” afleiding — die
ondertussen heel wat gekompliceerder kan zijn — nodig zijn. Van
zo’n direkte afleiding geven we in 't aanhangsel een eenvoudig
voorbeeld (vgl. § 20).

Opmerking. De punten H, en £' mogen zowel „binnen” in G
als in het randgebied g genomen worden.

Bovendien kan de afhankelikheid der AQ van \  nog op biezon-
dere wijze gekozen worden, waardoor de integralen Aö degenereren
tot lagere integralen. De betekenis hiervan moge blijken uit het
volgende voorbeeld.

B — Mechanika: Reciprociteitsbetrekkingen van H elm h o ltz  26).
De boven gegeven vergelijkingen zijn toepasselik op de me­

chanika, wanneer we enkelvoudige integralen beschouwen. Daarbij
kunnen we de Q{ als volgt kiezen:

Qi -- Ki +  P i
waarbij de Ki in het gehele interval £0 <  \  ^  bestaan en de be­
tekenis hebben van uitwendige krachten, die op het systeem wer­
ken; terwijl de P t alleen van nul verschillen in de punten £0 en \ x
en daar oneindig groot van de eerste orde worden, zodat

,5.
/  — ƒ (O 2 Kt qi) d\ — Pix qix -f- P i0 qi0

5. i
(Men vgl. deze formulering met de tweede op blz. 13 gegeven).
Kiezen we nu in de eerste plaats alle AA' 0 dan krijgen we

reciprociteitsbetrekkingen die uitsluitend betrekking hebben op
randwaarden.

Op de zoeven genoemde gronden wordt nu:
AC, =  A P k(l)
A'£h =  AP,(5')

en de reciprociteitsbetrekkingen worden:
\ qi(l') . A'p,(5') =  A'qk(D . AP k(l)

2“) v. H elm h oltz , t.a .p .
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Hierin stellen voor:
Aqi(l') de variatie van qt in het punt l ' tengevolge van een va­

riatie A Qk van Qk in l\
A'q,c(fy de variatie van q,c in het punt l  tengevolge van een va­

riatie A'Qi van Qt in l ' .
Zowel l  als l' kan nog zijn l 0 of l 1: waardoor drie typen van reci-

prociteitsbetrekkingen ontstaan:
_Aql0 _  A'qk0 Aqn \ 'q le0 _ Aqn A'qkl
APi0 A 'P l0 ’ AP k0 =  A 'Pn ; APW A’P U

In de tweede plaats kunnen we alle AP =  0 kiezen waardoor
we reciprociteitsbetrekkingen krijgen voor punten in ’t binnenste
onderling.

In de derde plaats tenslotte kunnen we „gemengde” betrekkingen
krijgen van de vorm:

A ■ A'£h =  A'qk(l) . AP k{l) (45)
waarin

A'O, =  ƒ d l . A 'K l
dus een stoot voorstelt; verandering van de begin- ef eindmomen-
ten P  heeft dus een uitwerking van dezelfde orde van grootte als
een stoot, zoals men verwachten moest.

We willen er tenslo tte nog op wijzen d a t de A d e r  elektrodynam ika,
d.z. de Asi, n iet volkomen willekeurig in de 5, —  §4 ru im te kunnen gekozen
worden, m aar d a t voldaan m oet zijn aan de w et van het behoud van „rust-
lading” :

i öA Si
—r~

1 £>?f

Zoals reeds aangegeven op blz. 9, kan men hieraan voldoen door te  kiezen
de As van formule (14). N a enige voor de hand liggende omrekeningen kom t
men dan to t de betrekking

AKm(l') . A'XW(5') =  V K f ö . A U t )
w aarin: A3£ =  ƒ. .ƒ da> Ax, en

K m =  —  2 st F mi de „Lorentz-k rach t” is, terwijl Ax  (en dus As) „geloka-i
liseerd” gedacht zijn in 5, A 'x  (en A's) in «
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10 — K wadratiese funkties
v -= 0. Wanneer de q homogeen lineaire funkties der Q zijn, geldt:

ï q *  q S )

*Qi ~  Qi
(46)

waarin we met qk(l) bedoelen de waarde die qk heeft, wanneer
alle Q nul zijn behalve QP Dientengevolge hebben we dan naast
(33) ook:

=  (47]
Qi ~  Q*

d.w.z. de reciprociteitsbetrekkingen gelden behalve voor de variaties
ook voor de waarden der qt zelf.

Dit geval zal zich voordoen, wanneer de in q homogeen kwadra-
ties is, daar dan de vergelijkingen van Euler worden:

Qi =  Z c ikqk (48)
k

Voorbeelden: he t elektrostatiese vraagstuk van blz. 20, de stroomverde-
ling in een net van geleiders (blz. 16).

Voor een meer direkte afleiding vgl. het aanhangsel, § 18.

v ;> 1. Ook voor minimumproblemen waarbij een integraal een
extremum wordt zijn er dergelijke reciprociteitsbetrekkingen voor
de gevallen waarin F  homogeen kwadraties is in de q

Men vindt nl. (zie aanhangsel, § 18) onder zekere randvoor­
waarden :

ƒ, • -j deo S Q/ qt" =  ƒ.. .fdco 2  Q/'  q/  (49)

Hierin kan men weer alle Q/  overal =  0 nemen, behalve Q>‘
in het punt eveneens alle Q "  overal =  0 behalve Q "  in het
punt en invoeren de notatie

f...fd<&Q'k = & k ƒ.. .ƒ d ^ Q ” = Q ,"
waardoor (49) wordt:

q*"miQ.* - q / V ' )  &i".

Statiese problemen. Voor de elektrostatika en b.v. de s ta tik a  van een niet
relativisties zwaarteveld betekent bovengenoemde betrekking niet anders
dan  de symm etrieeigenschap van de funktie van G r e e n . (Vgl. bv. Riemann
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W eber, Die partiellen Differentialgleichungen der m ath. Physik, I  biz. 241,
336). In  deze gevallen immers betekent Q, de lading (ev. zw are massa), q
de po tentiaal; bij gelijke O ’s w ordt de la a ts te  vergelijking q"(Z,') =  q'(%").

V oorbeelden:
A ' — D ynam ika van een elasties kontinuum.
Dij/  is een stoo t in de richting k op het tijd ru im tepun t D / '  een stoot

in de richting l op he t tijd ru im tepun t De uitwijkingen die „tengevolge
daarvan” (vgl. blz. 24) optreden in de punten  £" in de richting l en $' in de
richting  k zijn dus evenredig m et die stoten.

Vgl. ook Rayleigh, Theory of Sound II  p. 145 die deze stelling geeft voor
h e t geval da t

1

F - qQ

waarbij bovendien een sinusoïdale k rach t en oplossing: Q =  A  sin pt,
? =  “ sin p t vooropgesteld is, waardoor de differentiaalvergelijkingen
worden / \q  +  k*q =  Q.

Wij wijzen er nog op d a t men bij deze speciale veronderstelling de ge­

vallen „m et w rijving” d.i. m et een term  (3— in de dif ferentiaalvgl. toch
7>t

ook op de bovengenoemde vorm  kan brengen, als men nl. k komplex neemt.
G  —  Elektrodynamika. Bij toepassing van de formule (49) m oet m e n __be­

halve kwesties van randw aarden —  hier weer de moeilikheid oplossen, d a t
de s niet overal vrij gekozen kan worden. Ik  ben er niet in geslaagd deze
moeilikheid volkomen bevredigend op te  lossen en volsta dus m et er op te
wijzen.

De zo te  vinden reciprociteitsbetrekkingen zullen echter waarschijnlik
nie t gelijkluidend zijn m et door L o r e n t z  27) aangegeven betrekkingen,
welke een asym m etrie t.o.v. de tijdkoördinaat vertonen.

27) H. A. L o r en tz , Versl. A ’dam  IV  (1895),



HOOFDSTUK III

ANDERE FORMULERINGEN VAN DEBESCHOUWDE
PROBLEMEN ALS MINIMUMPROBLEMEN

I l — Hg in het eerste hoofdstuk besproken vraagstukken laten
zich veelal op meer dan één wijze als minimumvraagstuk formu­
leren. We willen in dit hoofdstuk enige andere formuleringen
aangeven.

Funktie van een eindig aantal veranderliken
Van deze kategorie bespreken we hier alleen de vraagstukken

van de speciale vorm:
F  =  <D — S Qq

waarvan de oplossingen waren (§ 7):
ö < l >

(5i)
Veronderstellen we, dat deze vgln. oplossing toelaten naar de

qt en dat die oplossingen luiden

i%= m
Vormen we hiermee de funktie XV(Q) door in F alle qt te ver­

vangen door fiiQ), dan is

- S  Qk
aft n

waardoor de oplossingsvgl. zich ook laat schrijven
öT

~ w r q‘
en dus het vraagstuk als

SK  = 8 ( ^  +  2 qQ) =  0
waarin de Q veranderlik en de q konstanten zijn.
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V oorbeelden. C —  Thermodynamika. Voor het evenwicht van een therm o­
dynam ics stelsel zijn o.a. twee formuleringen mogelik:

a) bij konstante d ru k  en tem peratuur w ordt de therm odynam iese po ten­
tiaal een minimum.

b) bij konstan t volume en inwendige energie w ordt de entropie een m axi­
mum.

Deze tw ee formuleringen worden door bovenstaande formules gegeven,
zals men —  in tegenstelling to t blz. 16 —  zet voor: F  : —  — ; ® : vj; q1 : u;

1 P
<h •’«'I 0i : f  ; 02 : j . -

Opmerking. De „nieuwe” funktie K  is met de oude F  op
het teken na identiek wanneer $  homogeen kwadraties is in de
q, zoals in de elektrostatika (§ 7).

12 — Enkelvoudige integralen
De mogelike andere formuleringen van de hier bedoelde pro­

blemen worden het 'eenvoudigst ingezien en verkregen na trans­
formatie van de oorspronkelike differentiaalvgln. Deze trans­
formatie bespreken we daarom eerst.

T r a n s f o r m a t i e  v a n  R o uth  28) .
De oorspronkelike differentiaalvgln. luiden:

IF d bF
(52)R  = ------- --------= 0  i = \ . . .  .n

Mi dl
i efiniëren we nu

bF
Pi = —  i — 1 . . . .  k (53)

en vorm en de zgn. fu n k tie  v a n  R o uth  :
7y

Rill- ■ Mn>Pl' • - Pk’ 3/C + 1- ■■ 5) =  [—Ffai, qP +  ^tp3.q.] _
1 — 'i

(54)

waarbij in de rechterzijde alle zijn vervangen door de funktie
fMi ■■■in’ 3* + i---3». S). die men verkrijgt door (53)
naar op te lossen:
___________  3 # =  f j  (5S)

2S) Vgl. E . J. R o u th , D ynam ik I, 395; K. H e u n , Enz. der M ath. Wiss. IV,
2, blz. 453; M. W in k elm a n n  und R. G ram m el, Hb. der P hys. V, blz. 469.
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Nu zijn gelijkwaardig met de oorspronkelike n differentiaalvgln.
(52) +  de „definitievgln.” (53) de „differentiaalvgln.van R o u t h ” :

waaruit de vgln. (57) volgen.

Opmerking 1. In de boven gegeven beschouwingen mag ook
k =  n zijn, zoals men gemakkelik inziet. De differentiaalvgln.
worden dan alle van de vorm (56) die men de kanoniese vorm
(resp. de k a n o n i e s e  v e r g e l i j k i n g e n )  noemt. Histo­
ries is deze transformatie voor k =  n het eerst uitgevoerd. Dan
wordt

(in de mechanika de zgn. funktie van H am ilton ) en in de vgln.
(56) is dan R door H vervangen. Een belangrijk voordeel van de
funktie H is, dat daarin als veranderliken geen afgeleiden meer
optreden.

Opmerking 2. Natuurlik kan men in plaats van „de eerste k”
ook elk willekeurig A-tal koördinaten nemen.

DR j \ . . .k  (56")

7>R d 7>R
7>qi dl iqj =  0 l = k -j- 1, . . . .  n (57)

Bewijs:

IR  IF  \  7>F D /m  , V  a
------ — -------------------7 m  —-—  • -f- 7 ra p  -----------= --------------

Mi Mi ~  Mi ~  Mi Mi

+  i i  +  p
Mi

en dit is volgens (52)
d SF
dl lq,  Lr

Op volkomen analoge wijze vindt men dat
~öR IF IR  üF
Mi- Mi

n
R =  H (q1. .. qn, p1. .. pn, l) = -  F  +  2/ ptqf (58)
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13 — Andere form uleringen als m inim um probleem  2“)
De differentiaalvergelijkingen van Routh en van Hamilton

laten zich ook direkt verkrijgen als vergelijkingen van E u l e r  bij
minimumproblemen. Aangezien in die differentiaalvergelijkingen
ook p en p voorkomen, moet men hier een minimumprincipe
verwachten waarin zoowel de p als de q voorkomen en waarbij
deze onafhankelik van elkaar gevarieerd worden. Variatie toch
van de q alleen terwijl de p als een funktie van q en q wordt opgevat
zou neerkomen op het uitvoeren van de oorspronkelike formu­
lering als minimumvraagstuk, slechts in andere notatie.

We vragen daarom naar de funktie K  waarvoor het probleem
5.

A/  =  A j dl K(qi, q p p pjt l) = 0 (59)
(i -- 1 1. . .  k)

oplevert de differentiaalvgln. van Routh (56, 57). Bij de bespre­
king daarvan is het doelmatig de qs (ƒ — 1.. . k) en de ql (l =■ k -\-1.. . n)
goed van elkaar te onderscheiden; voor qt schrijven we daarom rt.

We stellen het probleem iets specialer door te verlangen, dat
7>K d ~öK 7>R

■■■ —  —       ---------  —|— 'p  .

7>qj dl lq} ‘
7>K d ï>K _D R  .
ï>pj dl djb}- 7>pj
7>K d 7>K _7>R d DR
7>rt dl 'brl 7>rl dl 7>ri

Ik vermocht dit probleem niet algemeen op te lossen; het is
echter duidelik, dat aan de vgln. voldaan wordt door elke K
van de vorm:

k

i

AD

\Mm
f t  T i. .

- y i ! - +
/AD

m
+  R -j- const.

waarin D een willekeurige funktie van de p’s en de q’s is. Voor
het grensgeval k =  n waarbij de vergelijkingen van Hamilton
door (59) geleverd moeten worden, is R te vervangen door H.

29) Vgl. J. D r o ste , Eine Bem erkung zu den Variationsprinzipien der Me-
chanik  und der Physik. Proc. In t. Congr. Appl. Mech. D elft 1924.
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Enige meermalen voorkomende vorm en van D  m et de daarbij behorende
K  en de randvoorw aarden die men kan stellen, zijn:

Randvoorwaarden

A ? 10 A ? j i  =  0

^Pio 777 Apn 7 0

^{Piol<lio) 7 7 ^ (P iilQ n ) 7777

— \  Pi <h

+  \  ^ l Pi <h

— ?:lPi <h + R
ï
h

+  Vi ‘h  +  R

' ï ^ { P i  ?z Vih) +  R

Voorbeeld: B. M echanika
H et is speciaal in de mechanika dat de besproken transformaties

het eerst hebben plaats gehad. De grootheden
2-L 7>T

H i H i
(60)

worden hier genoemd momenten; de namen „funktie van R o u t h ”
en „funktie van H a m il t o n ” worden speciaal voor de mechanika
gebruikt.

Aan de grote betekenis van de vergelijkingen van H a m il t o n

moge slechts herinnerd worden door het noemen van enige lite­
ra tuur over dit onderwerp 30). Speciaal voor de beweging van
elektronen in een elektromagneties veld (vgl. blz. 8) hebben
ook de vergelijkingen van H a m il t o n  veel toepassing gevonden 31).

De definitie van H  m aakt mogelik de randterm en van A/
eenvoudiger te schrijven (vgl. (18))

M
\  - ~öF

H i

5=5.

5=5»
(61)

waarin Ik de linkerzijde van de vergelijkingen van L a g r a n g e

voorstelt (52).

30) Zie b.v. F u e s , Störungstheorie, H andb. d. Physik V, blz. 131; B o r n ,
Atommechanik.

31) Vgl. b.v. So m m er feld , Phys. ZS. 17 (1916), blz. 498; D e b ij e , Phys.
ZS. 17 (1916) blz. 513; B u r g er s , H et Atoommodel van  R utherford-B ohr
(1918); P. A. M. D ir a c , Proc. Roy. Soc. 111 (1926), blz. 411; W. G o r d o n , ZS.
f. Phys. 40  (1927), blz. 117; O. K l e in , ZS. f. Phys. 41 (1927), blz. 407.

3



Van de genoemde andere minimumformuleringen zijn er in de
mechanika slechts weinige gebruikelik; voornamelijk het mini-
mumprincipe van H e l m h o l t z , dat de volledige kanoniese ver­
gelijkingen levert:

14 Principe van Hilbert en principe van de kleinste wer-

E r zijn in de mechanika nog enkele- andere formuleringen ge­
bruikelik die voor biezondere gevallen grote waarde hebben, en
uit het oorspronkelike principe als volgt kunnen afgeleid worden:

Voeg bij de integrand — wat natuurlik steeds geoorloofd is —
een konstante, en wel H 0, de waarde, die H  aan het begin van
de beweging heeft. Daarmee wordt het principe:

{ ( - H + H 0)&ï +  Z pA q}\ = ( - H 1+ H 0) A ï 1+ (Z p \q ) \  (64)

waardoor in de randvoorwaarden over A niet meer behoeft te
worden gesproken.

D e volgende biezondere gevallen  zijn n u  v an  belang :
1°. de u itd ru k k in g en  (8) voor Xj b e v a tte n  de  tijd  n ie t exp lic ie t; d a n  is xt

hom ogeen linea ir in  de q, dus T  hom ogeen k w adra ties  in  de q. Volgens de
stelling  v an  E u le r is dan

als E  de to ta le  energie v an  h e t m echaniese stelsel voorste lt.

32) Vgl. ook P la n ck , K u ltu r  der G egenw art, (Physik), blz. 692; V oss,
E nz. der m a th . W iss. IV  1, blz. 1; N o r d h eim , H an d b . d . P hysik , blz. 76;
v. H elm h oltz , t.a .p .

8 / \Il  —  A.p<l\ =  0 (62)

We zagen reeds, dat het zich ook laat schrijven:
5i

8ƒ dl[H +  Afjq] -  0 of 8 ƒ d ^ H  —  ̂ p q  +  JZpf) =  0
5 ° 5 »

king 3 2 )

8 f ( F  +  H 0)dl =  0
5o

(63)

en de randterm en (vgl. blz. 33)
5=5. 5=5.

5=5o 5=5»

2T  =  2  —  q =  Zpq
7>q

(65)

dus:
H  =  — L +  'Zpq =  U —  T  +  2T =  E ( 66 )
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O ns p rincipe (63) g a a t d an  over in :

8 ƒ (L +  E 0) dl  =  0 (67)

h e t principe van H il b e r t  ss) d a t  in  w oorden a ldus geform uleerd  k an  w o rd e n :
v an  alle bew egingen m e t v a s te  beginenergie E„ en  v as te  begin- en eind-
koö rd in a ten  en  v as te  e in d tijd  is de n a tu u rlik e  bew eging diegene die b oven ­
s taan d e  voorw aarde  v e rv u lt. Zo geform uleerd  is h e t  ekw ivalen t m e t h e t
p rincipe v an  H am ilto n ; alleen  is in p laa ts  v an  de v as te  beg in tijd  de v aste
beginenergie gekom en.

M en k an  de voorw aarde  v an  de v as te  e in d tijd  eveneens la ten  vallen, doch
d an  m o e t daarv o o r in  de p laa ts  geëist w orden:

d u s : begin- en eindenergie gelijk en vast.

2°. B ovendien  b e v a t de U de tijd  n ie t expliciet. D an  is —— =  T,p +

s t e l s e l  te  doen. In  p laa ts  v an  E 0 k an  nu  geschreven w orden E, en ons
principe (67) g a a t over in :

h e t zgn. „principe van de kleinste werking” , w aarbij als rand v o o rw aard en
nu , d a a r  n u  a a n  (68) v o ldaan  is, a lleen  de Aq =  0 voor begin- en  e in d stan d
geëist behoeven te  w orden. D e d u u r  der bew egingen w aarm ee vergeleken
w o rd t kan  dus w illekeurig zijn; de energie k an  ech te r n ie t gevarieerd  w orden.

N eem t m en  in  b o v enstaande  form ule als onafhankelik  veranderlike  de a f­
gelegde w eg s in  p laa ts  v an  de tijd  •— geoorloofd als de snelheid  v o o rtd u ren d
dezelfde is —  d an  lev e rt h e t p rincipe (69) de geodetiese lijn.

15 — Integrand m et hogere afgeleiden
V an enkele der bovenverkregen  re su lta te n  w illen we de analoga  —  voor

zover ze te  v inden  zijn •—  verm elden  voor h e t  eenvoudigste  geval m e t
hogere afgeleiden (vgl. blz. 18).

O m  to t  een fu n k tie  H  te  geraken  die slech ts afgeleiden v a n  één orde lager
b e v a t d an  de F, is h e t n u  nodig, tw ee soorten  p ’s in  te  voeren, n l . :

3S) Vgl. L. N o r d h eim  un d  E . F u e s , D ie H am ilto n -Jacob ische  T heorie ,
H an d b . d. P h y sik  V, blz. 118.

— E  i +  E  o — 0 (68)

d l  r  7>P
. 7>H J Ï)H

—— =  0, d a a r —  =  0, we hebben  m e t een k o n s e r v a t i e f3? 35

&
8 f {L +  E) dl =  0

of

8 2 \ T  dl  =  0 (69)
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Lost men nu q i op u it de laatste  vgl. en vorm t

H  =  [— F  +  X fi°q  +  ^ p 1 q]q'=a (72)
waarin weer q vervangen is door de daarvoor gevonden funktie g(p\  q, q),
dan leid t men gemakkelik of de „kanoniese vergelijkingen.’’ 34)

ï>H ïH  . I

M
7>H
7>q

=  — v

—  P 1
7,H

ip1

(73)

Vraagstukken waarbij F  (£> —  h Q q
Men kan vragen in hoeverre de op blz. 29 genoemde „andere form ulering”

van het enkelvoudige m inim um vraagstuk waarbij F  de boven aangegeven
vorm  heeft, een analogon bezit voor de variatieproblem en van die gedaante.

Ter beantwoording van deze vraag zij gewezen op de formele overeen­
stem m ing tussen (I) dergelijke variatieproblem en en (II) het variatiepro­
bleem zonder Q’s voor integrand m et afgeleiden van één orde hoger. Deze
overeenstemming blijkt bij naast elkaar stellen van:

i  q Q P
II q p a p 1

Evenals het nu bij geval I I  nodig was twee soorten p 's in te  voeren om to t
de „andere form ulering” van blz. 35 te  geraken, is het in geval I nodig,
in deze andere formulering zowel p  èn Q te  verwachten. Een formulering
alleen m et de Q’s is onmogelik.

Voert men de reeds aangegeven (blz. 30) transform aties in geval I uit,
dan kom t men to t de „kanoniese” formules:

2>H . DH
— - =  — v  —  q —  =  q
7>q 7>p

waarin
H  =  [-Q >  +  XQq +  Xpq\^_

(74)

(75)
Komen geen q voor, dan gaan deze formules over in de in § 11 genoemde.

16 — Meervoudige integralen
De beschouwingen, gegeven onder 12 zijn, mutatis mutandis,

ook op deze kategorie toepasselik. Ter wille van de leesbaarheid
zullen we de afleiding slechts geven voor de kanoniese verge­
lijkingen. De oorspronkelike differentiaalvgln. luidden:

DF 1. ö PF
------ —  = °  (* 1--------------- n ) (6)Mi i  Mix

(voor de notatie zie blz. 1).

34) L. K ö n ig sb er g er , J. f. Math. 124 (1902), blz. 202 e.v.



37

We voeren nu in de grootheden:

(i = 1.. .n, '/ 1 .. .v) (76)

en vormen de funktie
n  v

Pa) -  [Si 5x pa  qa  — F]
i i  q % \ -- T a (77)

waarin alle qa zijn vervangen door de uitdrukkingen die men
krijgt door de vgln. (76) op te lossen naar qiX:

waardoor de differentiaalvgln. en de „definitievgln.” (76) ver­
vangen kunnen worden door het daarmee gelijkwaardige stel

die we de (gegeneraliseerde) kanoniese vergelijkingen35)
kunnen noemen. Merkwaardig is hierbij, dat er nu meer vgln.
zijn waar H naar p gedifferentieerd wordt, dan waar H naar q
wordt gedifferentieerd; de gelijkheid van de aantallen p’s en q’s
is blijkbaar een toevallige eigenschap bij de enkelvoudige inte­
gralen.

Opmerking. Ook nu is het weer mogelik, slechts een gedeelte
der qa door pa  te vervangen, zoals bij de transformatie van R o u t h

geschiedde. Men krijgt dan weer een gedeelte der vgln. in kano­
niese vorm, een ander deel houdt de oorspronkelike vorm.

Ook de gegeneraliseerde kanoniese vgln. zijn direkt uit een

?<x =  fik (P’ ?) (78)
We vinden nu:

Ma \ * F  a/rA = _  aF
? Ma Mi Mi

en analoog:
7>H

Ï>H a?{
*Pik Mk

(80)

(i — 1. . .  .n, X

35) L . K ö n ig sb er g er , Die Prinzipien der Mechanik, blz. 101, vlg. (7).
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minimumprincipe af te leiden, analoog met dat van Helmholtz,
nl. uit

* jn  y \
8 j J . . . f d ' i i . . . d l Ji Si Sx pa  qiX— H \ =  0 (81)

G ' 1 1  /

We laten hieronder de toepassing dezer formules op twee ge­
bieden volgen.

A — Elasticiteitsleer
De evenwichtsvergelijkingen voor een isotroop elasties konti-

nuum waren af te leiden uit een minimumprincipe waarvan de
F  gedefiniëerd werd op blz. 6.

Wanneer we hier de pik willen gaan invoeren, stuiten we op
een eigenaardigheid, nl. dat tengevolge van het voorkomen van

en qM in slechts één kombinatie

Qik b  q]ci

de uitdrukkingen voor pik en pki volkomen identiek worden,
waardoor het oplossen naar elk der qik onmogelik wordt. Daar
P ik  =  K ik  de spanning in de richting i  werkend op een vlakje _L k ,

is dit in volkomen overeenstemming met de bekende betrekking
^ i k  A '

Het blijkt echter toch mogelik, vergelijkingen te konstrueren
die met de kanoniese vergelijkingen zeer verwant zijn, op de
volgende wijze:

Slechts die pik worden ingevoerd, waarvan' (bv.) i <; k ; gevormd
wordt

H =  [Si Sfc pik (qik -f- qki) -f- Si pu qu — F]
i < k

waarin qik +  qki door f(qi, pik) vervangen worden kan. De kano­
niese vergelijkingen worden nu:

^  _ ___ <- } P i k

Mi ? 3?, lp *  " 9*  + qki•
Voert men dit procédé uit voor de bovengenoemde F, dan vindt

men:
Pu =  A'u =  A(qu -f- q22 -f- 3̂3) — 2B(q22 -f- q33)

P23 =  K 23 - B(q23 +  q32) = p32, enz.
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H=
A — 2B

AB(—  3M+85) ^ ^ 2 3  +  />ll +  ̂ 12̂  +  ^ ë i  (82)

De fysiese betekenis van de onmogelijkheid om de q^c en de qk{ ap a rt te
bepalen —  ook u it de evenwichtsvgln. —  is, d a t door de elastiese evenwichts-
voorwaarden de toestand van het kontinuum  niet volkomen bepaald wordt.
Deze vergelijkingen worden nl. n iet verstoord door toevoeging aan  de qt
van u( welke voldoen aan :

0
li

J
1 ï'Ui Ï)U,.

X k

w aarvan de meest algemeene oplossing is:

U1 = a3 2̂ +  &2 3̂
uï =  a3 £i ai
« 3  =  a 2 “1“  a l  ?3

d.i. een willekeurige draaiing.

G —  Elektromagnetiese veldvergelijkingen
Wanneer men de bij het op blz. 7 gegeven minimumprincipe

behorende kanoniese vergelijkingen wil opstellen, stuit men op
een dergelijke moeilikheid als bij de elasticiteitsvergelijkingen,
met dit onderscheid dat nu in F alleen de kombinatie

A ik A ki
optreedt. Men vindt daardoor

P ik  == P k i  '  ̂ik   ̂k i ^ k i

Door een procédé analoog met het bij het elastiese probleem
hierboven gebruikte kan men nu vormen:

+  (83)
1 i ,  k

waarbij nu nog komt dat pü =  0 zodat er maar 6 verschillende
pik bestaan, in overeenstemming met het bekende feit, dat er
maar zes Fik bestaan. De kanoniese vergelijkingen worden nu:

7>H

m V
- \ ' k ^ o f V " ,  ‘>Fik

Si V as*
l)H 7>Ai i)Ak 'öAi ï>Ak

^Pile

d.w.z. deze vormen het volledige stelsel der veldvergelijkingen.
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liet minimumprincipe, analoog met dat van Helmholtz voor de
mechanika, nl.

levert ons dus eveneens alle veldvergelijkingen.
i  i , k

_ i_  i f

Opmerking
Zowel de elektrom agnetiese als de elastiese vgln. la ten  zich beschouwen

als biezonder geval van een vraagstuk  waarbij F  de meer algemene gedaante
h ee ft:

F ^  a i  l i  +  l  ^  bik (qik +  qki)2 +  j  S S  ?>ikquqkk +  \  S  cik (qik— qki)2
waarbij de som m atie bij de byc en ĉ k u it te  strekken is over elke kom binatie
ik ,  bij de echter over elke i en elke k. Men verkrijgt u it deze vorm  door:

1°. bik =  =  0 te  stellen de elektromagnetiese, en door
2°. ĉ k =  0 te  stellen de elastiese vgln.
Bij deze vorm  van de F  treden geen anom aliteiten op bij het invoeren

van de „m om enten” , w ant nu is:

terwijl

dus

P ik
bF
M i k

b ik  (‘l i k  +  1 m ) +  cik  (‘l i k  —  Ik i)

(b ik  +  cik ) lilc  +  (b ik  c ik ) I k i

P k i —  (b ik  c ik ) l i k  +  (bik +  Cik) I k i

P k i M  P ik

Men v ind t voor de kanoniese funktie:

H - ^ a i l i +  ̂  ^ 7  ( P i k + P k i ) 2 +  i  B ik P i j p M + ^ L » . ; " (P ik — Pk

Grensgeval 1 verkrijgt men hier door te  bedenken, d a t n ie t alleen bik en
B ik  — 0 worden, m aar ook p ik  +  p k i waardoor de tweede som in H toch
wegvalt.

Evenzo valt voor grensgeval 2 de laats te  som weg, in overeenstem m ing
m et (82) en (83).
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17 — Afleiding van de betrekking 8s,: =  > —  (sk 8xi— si 8xlJ.
k

(blz. 9)
V an de v ie r som m en

w a a ru it de rech terz ijde  b e s ta a t is de tw eede n u l tengevolge v an  de voor de
e lek tric ite itss tro m in g  geldende kon tinu ïte itsvergelijk ing .

D e derde  v e rk rijg t m en  als gevolg v an  de d ich the id sverandering , de eerste
en  v ierde  tengevolge van  de snelheidsverandering  bij v a ria tie  v an  de positie
der lad ingen  m e t 8xt .

W egens h e t  behoud  v a n  ru s tlad in g  gedurende de bew eging is nl. de d ic h t­
heid  d ie r lad ing  om gekeerd  evenred ig  m e t de inhoud  v a n  h e t ingenom en
v o lu m eë lem en t:

w aarin  D  de fu n k tio n aa ld e te rm in an t v an  de aangegeven  v e randerliken  voor
s te lt . M en v in d t:

D e snelheid  v an  de door h e t p u n t (; s trom ende e lek tric ite it v e ra n d e r t
u it  tw ee oorzaken. T en  eerste  o m d a t he tze lfde lad ingselem en t een  gew ijzigde
bew eg ingstoestand  o n d e rv in d t; te n  tw eede o m d a t de ru im te  t .o .v . de m ate rie

p +  8p
p Mg +  &*) =  D

m

en d u s:

(84)

een  verschu iv ing  8? =  —  8x h ee ft ondergaan ; du s is, als v{

(85)
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Bedenkt men d a t =  ~ vi dan volgt u it (84) en (85), tezam en m et de

Dp^ T V Pbetrekking > —  Sxk =  0, de te  bewijzen betrekking.

18 — R eciprociteitsbetrekkingen voor kw adratiese <1>
T ot de afleiding van de op blz. 27 genoemde reciprociteitsbetrekkingen

voor het geval d a t $  in q homogeen kw adraties is kan men zeer overzichtelik
aldus geraken :

Tengevolge van (48) is de „polaire vorm ” :

F f a  I 9 ) =  i  ?  ^  cik  9ï 9V (c ik  ~  c ki)x k

zowel gelijk aan 2  q k"  Q k a ŝ aan S  ? / Q i"  °f bij andere no tatie voor de
som m atieindex:

=  Q i’-

K iest men nu alle Q' nul behalve Q /  en alle Q" nul behalve Qk", dan
v ind t men (47).

Voor de gevallen v 7> 1 leid t men de analoge, op blz. 27 genoemde stel­
ling (49) als volgt af:

U-H&S
• 9<x"

Hierin w ordt de eerste integraal to t een randintegraal w aarvan we ver­
onderstellen d a t hij gelijk nul is, terwijl in de tweede, tengevolge van de aan ­
genomen eigenschap van F  (homogeen kwadraties in de J, verwisseling
der enkele en dubbele akcenten geoorloofd is. In  de oorspronkelike integraal
mag d it dus ook, waarmee de stelling bewezen is.

Opmerking 1: Men ziet gem akkelijk in, d a t in p laats van Qi ook gezet
7)F

kan worden —  waarmee de stelling een algemener karak ter heeft verkregen.
M i

Opmerking 2: De integrand van de laatste  term  is hier weer de „polaire
u itdrukking” :

?  5  ^  5  îX, k[i 9fcp, 9iX
1 X K (X

=  qo," overgaat in 2F'.welke voor
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50 5019 — B etrekkingen van de vorm  —  =  - ------
~bx 7>x

H e t sch ijn t ons h ie r de m eest gesch ik te  p laa ts  te  w ijzen op een ty p e  v an  be­
trek k in g en  d a t  enigszins h e rin n e rt a an  de door ons besp roken  rec ip rocite its-
be tre k k in g e n .

Is bij een eenvoudig  m in im um probleem  v an  h e t op blz. 14 besp roken
ty p e  de ® behalve  v an  de q 's a fhanke lik  v an  zekere p a ram ete rs  #  —  we la ten
w aar d a t  h ie r geen verw arring  k an  s tich ten  de indices bij de q en de x w eg — ,
d an  is:

SF =  8 [0  (q, x) — £ Qq\ =  £  —  +  £  —  Sx — £  Q8q — £  qSQ.

en beschouw t m en nu  h e t geval d a t  O in  de q h o m o g e e n  k w a d r a t ie s
is , d an  is

d.w .z. bij k o n s tan te  Q is de inv loed  op <D v an  een veran d erin g  §x ju is t
tegengeste ld  gelijk aan  die invloed  bij k o n s tan te  q.

E en  in te re ssan t voorbeeld  geeft de e le k tr o s ta t ik a . Zijn q de lad ingen  v an
enige geleiders, x m ee tkund ige  ko ö rd in a ten  en  is $  de e lek tro sta tiese  energie
v a n  h e t stelsel, d a n  is aan  de voorw aarde  voor ® vo ldaan . Q( is d an  de
p o te n tia a l v an  de ?-de geleider, en  vgl. (88) le e r t, d a t  een  verschu iv ing  v an
een der geleiders de e lek tro sta tiese  energie ju is t tegengeste ld  v e ran d ert,
n a a rm a te  m en de lad ingen  d an  wel de p o ten tia len  d e r geleiders k o n s ta n t
houd t.

E en  tw eede geval w aarin  vgl. (88) ge ld t is d a t  v an  een  ste lse l e le k tr ie s e
s tr o m e n  die e lk aa r w ederkerig  induceren . Zijn q de s tro o m ste rk ten , x w eer
m eetkund ige  koö rd in a ten  d e r geleiders, ® de energie v a n  h e t stelsel, d a n  zijn
de Q de e lek trom oto riese k rach ten  in  de ketens.

50 50
~bq ïix

Volgens de oplossingsvergelijkingen (51) w o rd t d it :

%X — £  q%Q
S te lt m en  d aa rn aa s t

(86)

SO £ —  5* +  £ ( % (87)

w aaru it m e t (86) en (87) b lijk t:

2  Qq - £  —  q — 20, dus F  = — O

( 88)
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E en  derde  geval te n s lo tte  is d a t, w aarin
x de q (blz. 6) v an  een m ech an ics  s te lse l zijn,
q de q v an  d a t  stelsel, en

O de T, d an  is Qt
pr
Mi

pt een m o m en t; w anneer nu T  hom ogeen kw a-

d ra tie s  in  de q is, (vgl. blz. 20) g e ld t d u s:
/ar\ /ar\ 36)

W / i
Is h e t stelsel nu  bovend ien  in  de b e tro k k en  k o ö rd in aa t „cyklies” , d .w .z.

d a t  in  de po ten tië le  energie die q n ie t voorkom t, d an  v o lg t u it  de  la a ts te
vergelijk ing:

w aarv an  de be teken is als vo lg t k an  w orden  g e ïn te rp re tee rd : de energie-
veran d erin g  nodig  voor een bepaalde  k leine veran d erin g  v an  de q is bij kon-
s ta n t  gehouden  m om en ten  ju is t tegengesteld gelijk aan  d ie bij k o n s ta n t ge­
houden  snelheden : toevoer in  ’t  ene geval b e te k e n t afvoer in  ’t  andere  geval.

20 — Direkte afleiding van een „dynam iese reciprociteits-
betrekking”
Als voorbeeld  v a n  w a t wij op blz. 25 noem den een d irek te  afle id ing  v an  een

rec ip ro c ite itsb e trek k in g  tu ssen  tw ee oorzaken  en tw ee gevolgen geven we
h e t volgende eenvoudige geval, d a t  ondertu ssen  zelf een  reversibel v e r­
schijnsel is, w aarvoo r de d irek te  afle id ing  n ie t noodzakelijk  is. H e t b e tre f t
een stelsel d isk re te  stoffelike p u n ten , elasties gebonden  aan  zekere even-
w ich tsstanden , door k rach ten  evenred ig  m e t de u itw ijking.

In  p laa ts  v a n  de gereduceerde k o ö rd in a ten  xh d ier p u n te n  —  w elke gelijk
zijn aan  sh y /mjt, w aarbij sh de u itw ijk ing  en m,ft de m assa is —  k a n  m en in ­
voeren  ko ö rd in a ten  X ^ volgens

x h Thli X , ( ï  hH  —  T  rih)
zo d a t de p o ten tië le  energie w o rd t:

T  =

De k rach tv rije  bew eging v an  zo’n stelsel, w anneer op h e t tijd s tip  0 alle
x  =  0 zijn, w o rd t gegeven door

X H =  B u  sin p H t
D enken  we ons een dergelijke bew eging o n ts ta a n  door een s to o t op ' t  t i jd ­

s tip  o gelijk aanlQ ft langs de oorspronkelike k o ö rd ina ten , d an  v in d t m en ge­
m akkelijk  voor B h :

B H =  , w aarbij =  £  y Hk
Ph  k

S8) Vgl. H er tz , Ges. W erke I I I ,  blz. 238, N r. 555.
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w aardoo r de bew eging k an  beschreven  w orden  door de vergelijk ingen:

1
xn =  5  S yhH 'fHk —  ü /c Sin pH t

H k PH

H ie ru it le id t m en  —  d a a r  yHle =  y —  af, d a t

w elke b e trek k in g  een rec ip ro c ite itsb e trek k in g  v an  de doo r ons gew enste
so o rt is.

21 — N ivellerin gs-, behouds- en d ivergentie-th eorem a’s
O nder deze nam en  resp. voor de gevallen  v =  0, v =  1 en  v >  2 w illen

w e de volgende klasse v an  th e o re m a ’s sch e tsm atig  aangeven , w aarb ij we
h e t d o e lm atig st beg innen  bij de enkelvoudige in teg ra len  (v =  1).

B edoelde th eo rem a’s hebben  in  d it  geval de ged aan te

df
Jl 0 (89)

w aarbij ƒ de een of andere  fu n k tie  v a n  de j e n d e  q is. M en k an  ze zo u i t­
sp reken  d a t  ƒ k o n s ta n t is voor alle ij's, of d a t  e r een  „behoud  v a n  ƒ” p laa ts
heeft. N a tu u rlik  m oeten  zekere voorw aarden  verv u ld  zijn o p d a t zo ’n  th eo re ­
m a geld t.

V oorbeelden zijn er vele in  de m echanika. W e noem en de w e t v a n  ’t  be­
houd  v an  hoeveelheid  v an  beweging, de perkenw et, de w et v a n  ' t  behoud
v an  energie. V oorw aarde voor de la a ts te  is (zie blz. 35) d a t  de fu n k tie  v an
L agrange L de £ n ie t exp lic iet b ev a t.

V oor eenvoudige m in im um prob lem en  (v =  0) k an  m en  als h ierm ede a n a ­
loog beschouw en die th eo rem a’s w aarin  de gelijkheid  v an  zekere /  voor alle
w aarden  v an  de index  i bew eerd  w o rd t (vgl. blz. 17). Als voorbeeld  noem en
we u it  de tlie rm o d y n am ik a  de n ivellering  v an  d rukk ingen , te m p e ra tu re n
en  therm odynam iese  p o ten tia len  in  de versch illende fazen v an  een stelsel
(vgl. blz. 16), of u it  de e le k tro s ta tik a  die v an  p o ten tia len  v an  verb o n d en  ge­
leiders (blz. 16) 3I). In  de k inetiese  gastheorie  la ten  zich ook fraa ie  v o o r­
beelden aanhalen .

V oor m eervoudige in teg ra len  (v (> 2) k an  m en als m e t de genoem de th e o ­
re m a ’s analoog  beschouw en de th eo rem a’s v an  de vorm :

5  —  -

d ie  we boven  m e t „d iv e rg en tie th eo rem a’s” hebben  aangedu id . Als voorbeeld

37) V oor h e t optiese  voorbeeld  (blz. 13) v in d t m en de w e tten  v a n  te rug
k aa ts in g  en  breking.
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jrmelden we hier een uitbreiding van de „wet van het behoud van energie”
uit de m echanika:

<>Q,„
’  0 , 90)

waarbij

PD

L  /  o voor X zjz p
\  ^  \  1 voor X - p

die geldt wanneer F  van  de expliciet niet afhangt.
P ast men deze formules toe op de F  w aaruit de elektrom agnetiese veldver-

gelijkingen worden verkregen (blz. 7) dan krijgt men een stelling zonder
physiese betekenis. Doelm atiger is he t dan ook om in d a t geval een enigs­
zins andere weg te  bewandelen waardoor men to t de formules kan kom en:

waarbij x de spanningsenergietensor is. 38)

22 — Yoortgezette transformatie der vgln. van Routh
Men kan u it de differentiaalvergelijkingen van R outh  door voortgezette

transform atie to t nog andere formuleringen der oorspronkelike vergelij­
kingen geraken.

Lost men nl. u it (56") de op:

9V =  3i. Pp  i>j) (92)
en vorm t men:

Jc
M  {pp Vp <h’ ?i) =  lR +  2/ q, pA _  (93)

1 2 ƒ bj
(voor de no ta tie  vgl. blz. 30) dan kan men de vgln. van R outh  vervangen
door (92) benevens:

ï M  d l)M
iïpj d'c, 7>Pj

l < ,k
w aarvan h e t geval voor k — n vermeld w ordt door 1. D roste  ")

38) Zie voor een uitvoerige behandeling van deze problem en: E. B e s s e l -
H a g en , Ueber die Erhaltungssatze der Elektrodynam ik, M ath. Ann. 84
(1921) blz. 258; E . N o e t h e r , Invar. Variationsproblem e, Gött. Nachr.
1918, blz. 235; F. K l e in , Ges. M ath. Abh. I, Abh. X X X I, X X X II; D. H il ­
b e r t , G ött. Nachr. 1915, blz. 395—407.

39) D ro ste , t.a .p .

I M d  7)M

d% SQt

k  +  1 < ,1  < n

(94)
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Men kan de oorspronkelike differentiaalvergelijkingen dus ook afleiden

uit een minimumprobleem A J  == A / MdS, =  0 m et de veranderliken p,
&

en qi, waarvoor geldt:

^  d
M =  - F +  l ^ - ( i > iqj) (95)

1 ^
k

J  = — 1 +  f  (/>,-! qn — pj0 q,o). (96)

Men vergelijke de formuleringen op blz. 13 en in § 9!

Op analoge wijze kan men te  werk gaan bij m inim um vraagstukken voor
meervoudige integralen. Schrijft men voor

s *
1

de afkorting pk en vorm t men:

M  =  [H +  2  f i qi\

dan kan men de kanoniese vergelijkingen vervangen door de vgln.

IM

waarbij

7> ~bM

(x HiXy.
=  0

(97)

(98)

(99)

Voorwaarden voor de doorvoerbaarheid van de transform atie van R outh  en
de voortgezette transform atie zijn resp.

b2F
H i  H i

b2R
M i Mi

als we ons beperken to t  enkelvoudige integralen.
H ieraan w ordt o.a. n ie t voldaan door F  en R ’s die in  de betrokken argu­

m enten van de O-de of le graad zijn. Voor f? vallen hieronder o.a. beweging
van een mechanies stelsel in  een konstan t krachtveld, en he t principe van
Schwarzschild voor de elektrodynam ika.

23 —- T oepassing van de besproken theorem a’s op eko-
nom iese vraagstukken

In  de volgende bladzijden willen we trach ten  te  schetsen hoe ook in de
theoretiese ekonomie vraagstukken optreden van de s tru k tu u r der door
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ons besproken natuurkundige problemen, en hoe tengevolge daarvan  voor
de ekonomie een nu ttig  gebruik gem aakt kan worden van de voor de
natuurkundige problem en afgeleide konklusies.

W e zullen daarb ij in  geen enkel opzich t aan sp raak  m aken  op  sy s tem a tiek
of volled igheid  in  ekonom iese zin. M en beschouw e h e t h ie r volgende u it­
s lu iten d  als voorbeelden  te r  illu s tra tie  v an  de b o v enstaande  bew ering.

We zullen alleen vraagstukken bespreken w aarin slechts één ofelimiteits-
funktie optreedt, d.w.z. waarin slechts één persoon of organisatie aktief
optreedt. In  die gevallen kan nl. geen twijfel bestaan aan het karak ter van
m inim um vraagstuk •— er w ordt gestreefd naar een m axim um  ofelimiteit
in elk dier gevallen —  terw ijl overigens alle ekonomiese problem en waarin
meerdere ofelimiteiten optreden opgelost worden door terug  te  grijpen op
de eerstgenoemde soort.

In  beginsel is de funktie die een m axim um  gem aakt m oet worden, een
funktie van een eindig aan ta l veranderliken, zoals de goederenhoeveelheden
die he t sub jek t op elk van een aan ta l dagen zal bézitten, enz. We hebben
dus in 't  algemeen te  m aken m et m inim um problem en van een funktie van
een eindig aan ta l veranderliken.

H et aan ta l veranderliken is echter, wanneer niet van bepaalde vereen­
voudigende hypothesen w ordt gebruik gem aakt, zó groot, d a t in vele ge­
vallen een goede benadering en een veel eenvoudiger behandeling mogelik
is door te  veronderstellen d a t d a t aan ta l oneindig groot is. In  speciale ge­
vallen voert d a t to t minimumproblem en voor integralen.

P rob lem en  m et een ein d ig  aan ta l veran d erlik en
H et grootste deel van de bestaande wiskundig-ekonomiese lite ra tuu r houdt

zich bezig m et problem en van deze kategorie. We kunnen dus beginnen m et
naar deze lite ra tuu r te  verwijzen 10).

Als illustratie van de formele overeenstem m ing m et sommige na tuu rkun ­
dige vraagstukken bespreken we nog het volgende voorbeeld.

Koëxistentie van ondernemingsvormen.
Zeker produkt worde vervaardigd m et behulp van twee produktiegoede-

ren 1 en 2, en wel zodanig d a t een eenheid aandelenkapitaal gekombineerd
m et 5, resp. 5a van de twee goederen 1 en 2 oplevert een hoeveelheid produkt
<P (5>, 5a).

De prijzen van 1, 2 en p roduk t zijn gegeven en onbeïnvloedbaar y t, y2, y 0.
P rob leem  A. D e beste  5i en  5a te  bepalen .
Noemen we y„ 9 =  Y  (5i, 5a)

40) L. W alras, Elém ents d ’Economie Politique; S. J ev o n s , Theory of
Political Econom y; V. P a r eto , Manuel d ’économie politique; B o w le y , The
M athem atical Groundwork of Economics; K. W ic k s e l l , Vorlesungen iiber
N ationalökon. Theor. Teil I ; A. d e  P ie t r i-T o n e l l i, Jahrb . f. N at. ökon. u.
S tat. 1928, biz. 377, en vele anderen.
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dan is de w inst per eenheid van aandelen-kapitaal (het rendement)

P =  'F(S i ,  u - y  1 ïx—y A 2.
D it w ordt een m axim um  als ij, en voldoen aan:

3 T

*Ti
=  Vi

7>W
=  y2- (100)

B iezond er geva l. De vgln. (100) leveren een dubbel stel oplossingen, nl.
Zl', 5a' en Sa".

N aar aanleiding daarvan  stellen we nu
P rob leem  B.. W anneer kunnen deze twee bedrijfssoorten naast elkaar

bestaan ? 41)
Beschouwen we daartoe een m aatschappij op aandelen m et een kapitaal

m  w aarvan m ' belegd is in de eerste soort ondernemingen, m "  in de tweede
soort, zodat m — m ' +  m "  (101)

W anneer nu de to ta le  w inst

w =  m’ p' +  fn" p"
door een denkbeeldige verandering van m ' en m "  waarbij aan (101) voldaan
w ordt n ie t verandert, dan zal he t naast elkaar bestaan der twee vorm en
ekonomies gewettigd zijn. D it is het geval als

d.w.z. de rendem enten gelijk zijn.
Deze vergelijking houdt in, daar q' en q"  alleen afhangen van de konstan-

ten  y, en y 2, d a t er tussen die twee prijzen een bepaald verband b es taa t:

/(yi> V i )  =  0 (102)
H ieraan w ordt voldaan door een enkelvoudige oneindigheid van toestanden

die men de k oëx isten tie iijn  zou kunnen noemen.

Ter kom pletering van de zo m eteen te  noemen analogie m et de therm ody-
nam ika, noemen we nog een

P rob leem  C
Welke verhouding tussen m ' en m "  heerst in de evenw ichtstoestand ?
Tengevolge van h e t feit d a t de p’s n ie t van de m ’s afhangen, is deze verhou­

ding onbepaald. Ze zou bepaald zijn, w anneer men b.v. als nieuwe eis stelde,
d a t de to ta le  hoeveelheid produkt of de to tale hoeveelheid 1 of 2 een bepaalde
grootte m oet hebben.

De hier gegeven formules zijn nu volkomen identiek m et therm odynam iese,
w anneer men verstaat onder

de entropie van de massaeenheid van  een stof

“ ) Vgl. b.v. J. G ou d r ia a n  J r ., Diss. Delft, 1922. J. v. Ge l d e r e n , Voor­
lezingen over tropisch-koloniale staathuishoudkunde, § 1 (bev. rubber).

4 *
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c2 h e t volume en
T  (5i ?2) de inwendige energie d aa rv an ;
y , de negatieve tem peratuur
y, de druk.
D an w ordt „probleem A ” de vraag hoe tem peratuur en druk afhangen

van volume en entropie in een evenw ichtstoestand van de betr. stof. Daarbij
is dan p de therm odynam iese potentiaal, die immers bij konstante y, en y2
to t een extrem um  w ordt. H et „biezondere geval” kom t overeen m et het
geval van de mogelikheid van twee fazen van dezelfde stof. „Probleem B ”
vraag t naar de koëxistentie-voorwaarde. Daarbij is b.v.

m ' de m assa van bv. de vloeibare
m "  die van de dam pvorm ige faze.
In  de evenw ichtstoestand w ordt
w de to tale therm odynam iese potentiaal to t een extrem um , en d it is het

geval wanneer de therm odynam iese potentialen per massaeenheid p' en p”
gelijk zijn.

Koëxistentie is zodoende alleen mogelik als er tussen druk en tem peratuur
een verband (102) bestaat, bekend als de dam pspanningskrom me.

„Probleem C” herinneert er aan d a t elke verhouding tussen de m assa’s
der twee fazen voor kan komen en d a t die verhouding slechts dan bepaald
is als naast de to tale massa ook nog gegeven is de to tale inwendige energie,
of h e t volume of de entropie.

Tengevolge van deze overeenstemming zijn alle algemene konklusies
u it de natuurkundige vergelijkingen ook toepasselik op het besproken eko-
nomiese geval, bv. de reciprociteitsbetrekking:

7>y2 7>y1
welke ons dus in s ta a t ste lt de verandering van | 2 ten  gevolge van y r ver-
andering te  berekenen u it de verandering van i;, tengevolge van y2-veran-
dering.

24 — Nivelleringstheorema’s
Een grote rol spelen in de ekonomie de bovengenoemde (blz. 45) nivelle-

ringstheorema’s. Veelal zijn de om standigheden waaronder zij optreden aldus
te formuleeren:

De ofelim iteitsfunktie (x^ . . . . xn) to t een m axim um  te  m aken onder
de nevenvoorwaarde

xx +  #2 +  • • • • +  xn =  const.
De oplossing volgens de m ultiplikatoren-m ethode van Lagrange levert:

dco „ 2>co öw
_ = X  of —  = ----= . . . .  =  -----
ï)Xi  4)%  7>x 2 ï)Xn

„nivellering der grensnuttigheden” .

( 103)
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We willen op d it theorem a voor enkele speciale gevallen iets nader ingaan,
en zullen in 't  biezonder de twee volgende gedaanten van co onderscheiden

dus „nivellering van de y ? ' .
V oorbeeld: Verdeling van produktieve krachten over verschillende ta k ­

ken van produktie.
xi de hoeveelheid arbeid (of ook kapitaal) besteed voor produktie voor

de behoefte i ;
Vi de m eerop b ren gst, van de laatste  (kleine) eenheid arbeid (ev. kap itaa l).
co is dan inderdaad de to tale opbrengst naar welks m axim um  gestreefd

wordt.
Verdeling van produktieve krachten over verschillende takken  heeft dus

zó plaats, d a t de meeropbrengsten der laa ts te  eenheden —  de „grens-
m eeropbrengsten per eenheid” —  zich nivelleren.

dus nivellering van de aangegeven vormen, niet van de y i .

V oorbeelden
a) V e r d e l i n g  v a n  p r o d u k t i e v e  k r a c h t e n  (zie boven).
xi de hoeveelheid arbeid (of kapitaal) besteed voor produktie voor de

behoefte i (van he t goed i) .
y t de g em id d eld e opbrengst per eenheid,
co is dan wederom de to tale opbrengst.
De gemiddelde opbrengsten worden dus n ie t genivelleerd. Voor he t ge­

val men m et kapitaalsverdeling (belegging in verschillende takken) te  doen
heeft, betekent y t bv. de hoogte van het dividend.

De d ividenden  zu llen  zich  dus, ook bij vrije beweeglikheid van het
kapitaal n iet n ivelleren , en de vgln. (105) doen zien, d a t de afwijkingen daar­
van des te  belangrijker zullen zijn, naarm ate de groter zijn, dus b.v. naa r­
m ate grotere kapitalen onder eenzelfde kontrolerende m acht staan . In  ' t
algemeen zijn de dy/dx negatief; de evenwichts-^- zullen dus hoger zijn in een
elastiese dan in een niet-elastiese tak  van produktie, aangezien voor de

dy
laatste  — =  0 is.

/
S *  ƒ  yi (Xj) dxt

O

De formules (103) leveren dan:

y i  =  y2  =  • • • • =  y n (104)

n
(2) w  = =  S i  yi (xj .

De formules (103) leveren dan:

Vi +  X1 y 2 (105)

dx

4
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b) V e r k o p e n  o p  v e r s c h i l l e n d e  m a r k t e n .
de  hoeveelheden v an  één goed, v e rk o ch t door eenzelfde su b jek t op elk

d e r m a rk te n  i.
de prijs die d a a r  te  bed ingen  is bij een  aan b o d  v an  x t .

O p d it  geval zijn onze form ules ook toepasselik , w aarm ee aange toond  is,
d a t  n iv e lle r in g  d e r  p r i jz e n  n ie t h e t voordeligst voor h e t su b je k t is. D e
staties-ekonom iese m ogelikheid v an  d u m p in g  is h ierm ee v erk laard .

G em akkelik  is in  te  zien, d a t  ook voor h e t kopen  op verschillende m ark ten
hetze lfde g e ld t : h e t is n ie t ekonom ies, zoveel op elke m a rk t te  kopen, d a t  de
prijzen  gelijk gew orden zijn.

25 — E xtrem um  van enkelvoudige integralen
Slechts in  zeer enkele p u b lik a tie s  w orden  ekonom iese v raag s tu k k en  w is­

k u nd ig  behandeld , w aarin  n a a r  h e t ex trem u m  v a n  een in teg raa l w o rd t ge­
v raag d  42) . H e t k o m t ons voor d a t  e r toch  ind e rd aad  v raag s tu k k en  zijn w aarin
deze w ijze v an  behandelen  aangew ezen is. D e volgende beschouw ingen m o­
gen d it  aannem elik  m aken .

O p d a t een ekonom ies v ra a g s tu k  zich in  de vorm  v an  een v a ria tiep ro ­
bleem  la a t  brengen, m oeten  b lijk b aar de volgende voorw aarden  v ervu ld
z ijn :

1. E r  m oet, zoals we h ie r steeds veronderste lden , slech ts één ofelim iteits-
fu n k tie  in  op tred en ;

2. D eze m oet behoo rlik  b enaderd  k u n n en  w orden  door een bepaalde  in ­
teg raa l ;

3. V an de g roo theid  die als fu n k tie  v an  de onafhankelik  veranderlike  ge­
v raag d  w ord t, m o e t ook de afgeleide voorkom en in  de in teg ran d ;

4. D eze gevraagde g roo theid  m oet aan  de ran d en  gegeven w aarden  be
z itten  (of er m oet a a n  de n a tu u rlik e  rand v o o rw aard en  vo ldaan  zijn).

W a t de  eerste  voorw aarde  b e tre f t herinneren  we er de lezer aan  d a t  d a a r­
aan  voldoen n ie t alleen  de v raag s tu k k en  w aarin  slech ts één persoon op­
treed t, d ie  zich b ev in d t tegenover gegeven om standigheden , doch ook ieder
prob leem  w aarin  één georganiseerde groep o p treed t, en elk m onopolievraag-
stuk .

A an  de tw eede voorw aarde  is zeer zeker v o ldaan  voor een belangrijke
kategorie  v an  v raag s tu k k en , nl. diegene w aar de o fe lim iteit is de w inst,
gedu rende  een zeker tijd v a k  g em aak t. D eze to taa lw in s t is de som  v an  de
w insten  in  de ach te reenvo lgende tijd se lem en ten  v an  d a t  ti jd v a k  g em aak t
(eventueel gekorrigeerd  m e t een  ren te fak to r) en  k an  daarom , zodra  een g roo t
a a n ta l tijd se lem en ten  o p treed t, m e t g ro te  benadering  door een  in teg raa l
o v er de tijd  w orden  beschreven.

W aa r zodoende gesproken  w o rd t over h e t verloop v an  bepaalde grootheden
m e t de tijd , zijn h e t dus speciaal d y n a m ie s e  problem en die op deze wijze b e ­
schreven  w orden.

4“) Bv. E vans, Proc. N .A .S . 11 (1925) blz. 90; C. F. R oos, P roc. N .A .S. 13
(1927), blz. 281 w elke ech te r bu itengew oon th eo re ties  gehouden  zijn.
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W a t de derde voorw aarde  b e tre ft, h ie raan  w o rd t m .i. v o ldaan  door o .a.
de volgende d rie  ka tegorieën  v an  v raag s tu k k en :

d) zulke w aarb ij reken ing  gehouden w o rd t m e t voorraden; noem t m en
deze x, d a n  s te lt  x  h e t dagelikse p ro duk tiesu rp lu s  voor, d a t  in  de w inst in ­
d e rd aad  v o o rkom t;

b) zulke w aarbij reken ing  gehouden  w o rd t m e t de e x trak o ste n  w elke een
verand erin g  der dagelikse p ro d u k tiek w an ta  m eeb reng t; is zo’n  k w an tu m  x,
d an  is de  veran d erin g  x  ;

c) zulke w aarb ij reken ing  gehouden w o rd t m e t de vertrag in g  w elke er
tu ssen  verschillende ekonom iese g roo theden  b e s ta a t; is x  (t) één zo’n g ro o t­
heid, d an  is de andere  v aak  /  [x (t —  $■)], w a t in  som m ige gevallen voldoende
b enaderd  k an  w orden  door /  [x— &x].

A an de v ierde voorw aarde  w o rd t vo ld aan  door p eriod ieke p rob lem en ,
w aarv an  vooral in te re ssan t zijn p rob lem en b e trekk ing  hebbende op de
aanpassing  aan  se izo en - en k on ju n k tu u rsch om m elin gen  4S), en  verder
door p rob lem en w aar doelbew ust n a a r een zekere (nieuwe) evenw ich tsstand
w o rd t gestreefd.

In  h e t volgende w illen we een greep doen u it de p rob lem en die a an  boven­
staan d e  eisen voldoen en wel voorbeelden geven van  elk der d rie  onder 3°
genoem de soorten . P rob lem en  w aarin  andere  onafhanke lik  verander!iken
d an  de tijd  voorkom en, hoew el zeer goed denkbaar, la ten  we b u iten  beschou­
wing.

26 — V oorraadproblem en
B eschouw en we h e t volgende p robleem :
E en  ondernem ing  v e rk o o p t elke tijdseenheid  een hoeveelheid  5 v an  de door

h a a r  geproduceerde w aar tegen  een prijs p  (£, t) die dus v an  i; en v a n  de tijd
m oge afhangen . D a a rn a a s t h o u d t ze een  voo rraad  x, w at elke tijd seenheid
de kosten  K  (x, t) m eebreng t, w elke even tueel ook v an  de tijd  afhangen .
D ientengevolge b ed raag t de p ro d u k tie  per tijd seenheid  $ +  x. D e p ro d u k tie -
kosten  d a a rv a n  noem en we k ($ +  x, t) .

G evraagd  zijn x  en 5 als funk ties v an  de tijd  t.
D e oplossing zal geleverd w orden  door die x  en 5 die over een  zeker t i jd ­

v ak  T  zo g roo t m ogelik m aken  de w inst:

w =  ƒ d t { i  P{1, t) —  K  (x, *) —  £(£  +  x,. I!)} (106)
O

w aarb ij T  vo ldoet a an  de boven  genoem de v ierde voorw aarde, dus b .v . de
periode v an  een seizoen- of kon junk tuu rschom m eling  is. N oem en we h e t
eerste  a rg u m en t van  k zolang y, d an  is de oplossing gegeven d o o r :

bK d bk
----------b 1-------- o (107)'öx dt by

43) A lth an s voor h e t geïdealiseerde beeld  erv an  d a t  m en  als g rondslag  voor
d iskussies over stab ilisa tie  bv. m oet aannem en .
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ip  ik
Di; i y

( 108)

O m  de w aarde v an  deze vgln. n ad er te  belich ten , beschouw en we in  de
ee rs te  p laa ts  tw ee g r e n sg e v a lle n :

1. K  (x, t) =  0 : voorraadvo rm ing  w ord t op geen wijze belem m erd. D an
w o rd t (107):

d.w .z. e r w ord t zo geproduceerd , d a t  op elk ogenblik  de grenskosten  kon-
s ta n t  zijn; w at, bij afhankelikheid  v an  k v an  t, nog n ie t be tek en t, d a t  er
steeds evenveel geproduceerd  w o rd t; ve rder:

d .w .z. de verkoch te  hoeveelheden w orden gevonden door aan  te  nem en
d a t  de p rod u k tiep rijs  gelijk aan  deze k o n stan te  g renskosten  is. B ev a t
bv . p  (£, t) de tijd  n ie t expliciet, dan  is Z, k o n stan t.

II. Geen voo rraden  k unnen  gehouden w orden. D it s ta a t  gelijk m e t h e t
vooropstellen  v an  x  =  x  — 0 w aarm ee de eerste  vgl. v e rv a lt en de tw eede
o v erg aa t in  de bekende vergelijking voor voorraad loze p roduk tie , die zo
v aak  geb ru ik t w ord t om  de m onopolieprijs te  bepalen , voor ’t  geval d a t  Z,
h e t gehele aanbod  voorstelt.

D e volgende gevallen schijnen nog in te re ssan t:
III. D e d rie  te rm en  van  de in teg ran d  zijn e x p lic ie t  a fh a n k e lik  v an  t,

en  wel een p e r io d iek e  fu n k tie  v an  t. D e vgln. ste llen  ons d an  in  s ta a t  to t
een nadere analyse v an  se iz o e n s c h o m m e lin g e n , of lich ten  ons in  o m tre n t
de k o n ju n k tu u rp o lit iek  van  een ondernem ing  die (of een g ro te r pro-
duk tiekom plex  dat) t.o .v . h e t geheel der m aatschapp ij klein is 44).

V oor een sy s tem a tiek  v an  de seizoenschom m elingen is h e t aanbevelens­
w aard ig  de volgende indelingsprincipes te  gebru iken :

1°. a) alleen  p  (5) h an g t v an  de t a f: seizoenafhankelikheid  v an  de
b e h o e fte : bv. steenkool.

b) alleen  k (E -j- x) h an g t v an  de de t. a f: seizoenafhankelikheid  v an  de
p r o d u k t ie o m s ta n d ig h e d e n : landbouw .

c) gem engde gevallen.
2°. V oorraadvorm ing  al d an  n ie t m ogelik (m elk tegenover tarw e) (vgl. de

o nder I en II genoem de gevallen).
H e t zal de lezer n ie t m oeilik vallen  de b iezondere eigenschappen v an  elk

dezer gevallen u it de form ules af te  lezen. O p een enkele konklusie w illen we,
bij wijze v an  voorbeeld, de aan d ach t vestigen.

41) Z oda t h e t k o n ju n k tu u rv e rlo o p  van  p, K  en  k als n ie t be inv loedbare
fu n k tie  v an  t m ag  vooropgesteld  w orden.

ik
iy

konst. =  c
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Elim ineert men — u it (107) en (108), dan v ind t men:
dy

0 (109)

Voor het veel voorkomende geval, d a t —  = 0  gerekend kan worden — de
35

produktie van de betr. onderneming is klein t.o .v . de gehele vraag —  staa t
hier:

Men kan nu veilig aannem en d a t de voorraadkosten K  (x) ruwweg vol-

— en dan volgt dus u it (110) b.v., d a t de voorraad zijn m axim um  bereikt
als p  zijn grootste stijging heeft en zijn minimum als p  zijn grootste daling
ondervindt; in goede overeenstemming m et w at eenvoudige redenering zou
doen verwachten.

Overigens is formule (110) een voorbeeld voor het door .Ka rsten  gepro­
pageerde „kum ulatief verband” tussen konjunktuurgrootheden «).

IV. De integrand is niet expliciet afhankelik van de tijd. In teressant is o.i.
de vraag: z ijn  e r  in  d it  g ev a l to c h  p e r io d ie k e  o p lo s s in g e n  m o g e lik ?
L' i t  toch zou o.a. betekenen d a t s ta b i l i s a t ie  v a n  een  voor h e t beschouwde
produktiekom plex en d o g e n e  k o n ju n k tu u r  o n g e w e n s t is.

H et antwoord w ordt het beste gegeven door het volgende speciale voor­
beeld : kiest m en :

am plitude slechts beperkt w ordt door de overweging d a t de aangenom en be­
naderingen ju ist m oeten blijven.

In teressan t is nog d a t de grootheden A, B, a, b, en P  op de periode van
die schommeling geen invloed hebben.

27 — Wrijvingsproblemen
Onder deze naam  willen we sam envatten die problemen waarbij rekening

gehouden w ordt m et de kosten welke v e ra n d e r in g e n  in de produktie per

K'{x) ~  p ( 110)

doen aan 0 —  een diskussie daarvan  zou hier te  veel p laats innemen

K(x) =  A + B x  +  1 Cx2 p =  P  —  Ql
k{y) =  a +  by +  1 cy2

dan kom t er als oplossing x  — x0 +  z  als z voldoet aan

2 CQz — ------------  z.
(2 Q +  c)C

<  0 levert d it een periodieke oplossing, w aarvan de
(20 +  c)C

“ ) Journ. of the Amer. S tat. Ass. M aart 1924, blz. 14.
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tijdseenheid meebrengen —  door nodig geworden uitbreiding van installatie
in de eerste plaats, en daarnaast door andere onkosten verbonden aan pro-
duktieu itzetting  of -inkrimping.

Is van een onderneming
x  de produktie per tijdseenheid en dus
x  de verandering per tijdseenheid in die produktie, dan is in 't  algemeen

de w inst in een zeker tijdperk:

als w (x, x, t) de w inst per tijdseenheid is.
H et produktieplan voor de periode 0 <  t <  T  —• verondersteld, d a t aan

de randvoorw aarden voldaan is —  w ordt dus

Deze vgl. geeft dus aan, hoe de aanpassing van de produktiekw antiteit
•aan veranderende om standigheden (aangegeven door de aanwezigheid van t
in de funktie w) p laats heeft, als rekening gehouden w ordt m et de „veran-
deringskosten” . H et is doelm atig deze of te  scheiden van de overige term en
die in w voorkomen, waarom  we schrijven:

We willen om tren t de wijze van aanpassing nog een enkele nadere kon-
klusie afleiden voor het geval, d a t t n ie t expliciet voorkomt, en daartoe
bovendien gebruik m aken van de veronderstellingen da t

d.w.z. d a t uitbreiding per eenheid meer kost dan inkrim ping kan opbrengen.
en 2°. 9 één m axim um  bezit (voor x  =  x0), zoals d a t bijna steeds het

geval is.
U it het niet expliciet voorkomen van  t volgt, d a t een eerste integraal

van de diff. vgl. is

Nu laa t zich aantonen, — we kunnen op deze diskussie hier niet ingaan,
als liggend te  ver buiten  h e t terrein  van onze beschouwingen —  d a t er slechts
één w aarde van K  is die een oplossing levert welke W  to t een m axim um  m a a k t;
alle andere w aarden m aken W  to t een minimum. Voor de ekonomie is
dus alleen deze K  bruikbaar 4S) ; zijn waarde is <f(x0). H ieruit kan men

“ ) De hieruit volgende beperking van he t aan ta l oplossingen to t co1
m aakt, d a t men slechts de aanvangs-^ kan geven, niet de aanvangs-i’, w at
fn.i. echter geen bezwaar is.

T
W - ƒ w(x, x ,t)  dt ( 111)

O

~bw d t)W
7>x dt t>x

0 ( 112 )

w(x, x, t)  ~  cp(x, t) —  ty(x, x, t) ; 0 voor x — 0 (113)

1° .

dx \x
(114)

<p —  ^ -f- x —7-  — K
<kr

(115)
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tenslo tte  afleiden, d a t de aan p assin g  g esch ied t zon d er sch o m m elin g ;
men toon t nl. gem akkelik aan  d a t x =  0 w ordt pas dan w anneer ook alle
hogere afgeleiden nul worden. De achtergrond van deze uitkom st is, da t
sta b ilisa tie  de beste konjunktuurpolitiek  is voor elk georgasaniseerd pro-
duktiekom plex w aarvan de w inst opgebouwd is als in (111), (113) en (114),
werd vastgesteld.

28 —- Vertragingsproblemen
Bij ettelike onderzoekingen op konjunktuursta tisties gebied is tussen twee

grootheden x  en y  het volgende verband gevonden: ").

y (*) =  /[*(* — «■)]
waarbij dan nog vaak  /  nagenoeg lineair was. Bv.

x: groothandelsprijzen
y: lonen of rente.
Bij de behandeling van h e t vraagstuk of stabilisatie van dergelijke groot­

heden nu ttig  is kom t men to t detailproblem en van de s tru k tu u r der vol­
gende slechts als voorbeelden bedoelde problem en:

I. Gegeven: de schommelingen van kleinhandelsprijzen, bedrijvigheid en
uurloon zijn in korrelatie; de kleinhandelsprijzen volgen de bedrijvigheid
na een tijd  tj, de lonen volgen de kleinhandelsprijzen n a  een tijd 9. In  form ules:

kleinhandelsprijzen: p (t)
bedrijvigheid: u (t) =  A  +  txp (t +  yj)
loon : l (t) =  B  +  (3/> (t ■— -9-)
Gevraagd: bij welke beweging der prijzen is de koopkracht van de totale

loonsom
T

o
genomen over een gehele konjunktuurperiode, de grootste “ ) ?

De oplossing van d it probleem voert ons to t een variatieprobleem , wanneer
we de benadering invoeren :

P(t +  Tl) =  P + T)V
w at voor tijden e die in vergelijking to t  T  klein zijn, geoorloofd is. Voor rj
en 9 is d it he t geval. 9 is hoogstens van T, r\ is veel kleiner. H et probleem
w ordt nu:

T

8 f j  {A + a ( p + r }p)} { B +  MP —  H)}---  0
O

«) „K orrelatie m et lag” , Zie bv. W a g e m a n n , K onjunkturlehre. Vgl. ook
M o r g e n s t e r n , W irtschaftsprognose, blz. 61.

18) De achtergrond van d it probleem is: heeft de arbeidersklasse belang
bij stabilisatie of niet?
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D aar hierin de t niet expliciet voorkomt, is een eerste in teg raal:

—— +  &B +  (iA +  xfifi +  p2 =-- konst.
P P

H iervan is de oplossing:

waarbij

P Po +  sin t - J o
V ^ i

Po2 =  9l2 +
A B

a p

D it stellen golven voor m et een periode van 2n d.i. korter dan de
werkelike konjunktuurgolven. V raagt men nu uitsluitend naar die oplossin­
gen die tevens de periode van de werkelike konjunktuurgolven hebben, dan
blijft slechts he t grensgeval over: 2f =  0,

I ' A Bwaarbij dus p  =  1/ ----  en waarbij dus stabilisatie bestaat.
I oc0

II. Gegeven: H et loon l past zich vertraagd aan bij de prijs p  van de pro-
dukten  van een zekere onderneming:

De om zet V van  deze onderneming, hangt, behalve van de prijs p  die ze
vraagt, ook af van  de loonstandaard van haar arbeiders, die gedeeltelik als
kopers optreden:

V  =  V (p ,  l) =  v(p ,  p  — ftp)
wanneer we wederom p  (t —  ft) benaderen door p  —  &p.

Gevraagd: de voor deze onderneming voordeligste prijspolitiek.
Veronderstellen we d a t de overige naast de lonen voorkomende produktie-

kosten konstan t blijven, dan kunnen we voor de in het tijdvak 0 <  t <  T
te  m aken w inst schrijven:

T
W  =  ƒ  dt w {p ,  p  —  ftp).

o
Noemen we het tweede argum ent van w hierbij q, dan w ordt de differen­

tiaalvergelijking :

1)W dw l  7)2W
---- 1------ h &ïu —ï)p 7>q \7>p ~öq

Veronderstelt men weer d a t in w
zich weer de integraal vinden

+
7>2w 7)2w

r  —  p
7>q2 1

de tijd  niet expliciet voorkomt, dan laat

W +  ftp —  — k 4
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en als konklusie van een wiskundige diskussie, waarbij gebruik gem aakt
w ordt van de onderstelling, d a t w (p, p) één m axim um  heeft, kom t men
nu to t de konklusie: voor he t geval d a t in de omgeving van d a t m aximum

—— <  0 is stabilisatie het voordeligst; voor >• 0 is schommeling het

voordeligst.
De grootheid die hier de doorslag geeft is dus de richting waarin de loon­

gevoeligheid van de w inst verandert bij toenem end loon.
Problem en als h e t hier schetsm atig aangegevene worden nodig zodra men

zich een idee wil vorm en over het n u t van stabilisatie voor de m aatschappij
in zijn geheel. Bij diskussies over d it onderwerp 49) w ordt meermalen de in­
vloed van buiten  een bedrijf staande faktoren •— zoals in ons voorbeeld
het loonnivo —  als onveranderlik beschouwd. Zodra men grootere komplexen
beziet, is d it echter niet geoorloofd.

Inp laats van via he t loonnivo kan ook v ia  de rentestand, en nog vele an­
dere faktoren, langs een omweg he t prijsnivo „terugw erken” ; he t v raagstuk
van de konjunktuurpolitiek der centrale bank  bevat eveneens volkomen
analoge elementen.

We beëindigen hier de voorbeelden van variatieproblem en in  de ekono-
mie en gaan te r wille van de om vang van deze beschouwingen nie t in op de
vraag of ook m inimumproblem en van meervoudige integralen in de ekono-
mie optreden.

49) Vgl. Dr. A. Mü l l e r , Ökon. Theorie der K onjunkturpolitik , Leipzig
1926.
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H am ilto n
H ilb e r t
KI. w erk.

v, u ~ > p ,  T lad. ->
po t.

I ^ K N iet-hom .
en  hom .

vgln.
I I I

19 8 0  =  —  8®
20 N iveller.

Cycl. st.
B eh. v . en. p i = p 2 enz. B rek ing

•
N iv. po t.

•
N iv. po tv . Bessel-H . Ah.

*) T e r w ille v a n  de overz ich te likheid  is e r  n a a r  gestreefd  e lk  voorbeeld  zoveel m ogelik  door een enkel —  voor de
ingew ijde lezer begrijpelik  —  w oord a a n  te  geven. D e le tte rs  vóór de vb . in  de te k s t k o rresponderen  n ie t d it  schem a.

—  u ite raa rd  onm ogelik. •  alle prob lem en in  deze kolom  behoren  to t  de links genoem de kategorie.
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STELLINGEN

I

De vervanging van het variatiebeginsel 8 J F(q, q, £) d\ =  O

L .. IF „  d , v
door 8 f M(p, p, £) ^  =  0, waarbij p — —— en üf =  — F +  N— (/><7),

5, ö 2 *9
zoals door D r o s t e  is aangegeven *), is ook toepasselik op meervou­
dige integralen. De door D r o s t e  aangegeven vervanging is echter
in belangrijke speciale gevallen niet door te voeren.

*) Eine Bemerkung zu den Variationsprinzipien der Mechanik
und der Physik, Proc. In t. Congr. Appl. Mech. Delft 1924, formules
(5) en (8).

II

Bij de bovengenoemde vervanging kan men in plaats van alle
ook enige der qi vervangen door pt

III

De differentiaalvergelijkingen van R o u t h  *) kunnen uit een
variatiebeginsel worden afgeleid.

*) H andbuch der Physik V, blz. 469.

IV

De stationnaire verdeling van een wisselstroom van gegeven am­
plitude en periode over een net van geleiders met gegeven weer­
stand, kapaciteit, zelfinduktie en wederkerige induktie is door een
minimumprincipe te beschrijven; de energie wordt echter in ’t al­
gemeen geen extremum.



V

Het principe van H ilbert  kan iets algemener worden geformu­
leerd door in plaats van E n te lezen H 0, de als gegeven te beschou­
wen begin waarde van de funktie van Hamilton.

Vgl. D it proefschrift, formules (67) en (63).

VI

De reciprociteitsbetrekkingen, aangegeven door R ayleigh  *),
laten zich generaliseren tot reciprociteitsbetrekkingen voor stoot-
vormige evenwichtsverstoringen in elastiese media waarin slechts
omkeerbare veranderingen plaats hebben.

*R a y l e ig h , Theory of Sound II, blz. 145.
D it proefschrift, blz. 28.

VII

De grondvergelijkingen der hydrodynamika
d U  d U  du du 1 dp

U --------------V -----------------------1-  W ---------------1--------------= . -----------------------------

d X  dy dz dt p dX

laten zich niet direkt uit een minimumprincipe zonder niet-holo-
nome nevenvoorwaarden afleiden.

VIII

Het begrip „derivaat” zoals dat door P erron gedefiniëerd wordt,
is, ook in het geval van een funktie van meerdere veranderliken,
te verkiezen boven het begrip „afgeleide”.

O. P e r r o n , Sitzungsber. m ath. Abt. Bayer. Akad. Wiss. 1926,
blz. 309.

IX

De traagheidsellips van een vlakke figuur met twee onderling
loodrechte symmetrieassen kan slechts voor punten op een dier
assen tot een cirkel worden.



X

Bij de analyse der Röntgenopnamen ter bepaling van de kristal-
struktuur van (3-mangaan stuit men op moeilikheden van speciale
aard.

V gl. A r n e  W e s t g r e n  e n  G ö sta  P h r a g m é n , Z s . f. P h y s . 33
(1925). blz. 777.

XI

De verstoring der suprageleiding door een magneties veld dient
zowel voor transversale als voor longitudinale velden bestudeerd te
worden.

Vgl. W . T u y n , Diss. L eiden  1924, blz. 92; en Versl. A ’dam
X X X V II , blz. 476.

XII

De door F ischer aan indexcijfers gestelde eis van reversibiliteit
mist ekonomiese grond.

De berekening der indexcijfers van groothandelsprijzen, zoals
deze door het Centraal Buro voor de Statistiek geschiedt, is mathe­
matics voldoende nauwkeurig.

Vgl. D r. A. Sp a n j e r , De E conom ist, A pril 1928.

XIII

Verdeling van kapitaal over verschillende bedrijfstakken ge­
schiedt niet op de voor de belegger voordeligste wijze, wanneer hij
er naar streeft, de laatste eenheden in elk der takken evenveel te
doen opbrengen.

XIV

De vraagstukken van konjunktuurstabilisatie zijn in hun een­
voudigste vorm variatieproblemen.



XV

Het afwijkende gedrag van de naoorlogse konjunktuurbeweging
van de buitenlandse handel van Duitsland moet waarschijnlik
toegeschreven worden aan het niet synchroon verlopen van de
konjunktuur in Duitsland met die van andere landen.

Vgl. Soc. Econ. Kroniek, 1926, 2e kw., blz. 91.
M it c h e l l , Business Cycles I (1927), blz. 445.
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