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Over de theorie der electro-magnetische draaiingen
en der unipolaire inductie.

I N L E I D I N G .

Bij proeven over „electro-magnetische draaiing” wordt
van een toestel, die zich in een magnetisch veld bevindt,
en waarvan een of meerdere deelen om een bepaalde as
kunnen bewegen, minstens één dezer deelen om die as
gedraaid door middel van gesloten electrische stroomen,
welker banen voor een gedeelte binnen bewegende deelen
van den toestel zijn gelegen.

Onder „unipolaire inductie” wordt verstaan het omgekeerde
van het bovengenoemde verschijnsel, n.1. het ontstaan van
gesloten electrische stroomen, gedeeltelijk door de bewegende
deelen van den genoemden toestel loopende, door het draaien
van deelen van dien toestel om zijn as.

Het magnetische veld ban hierbij te danken zijn aan
uitwendige magneten of stroomen, of ook aan magneten of
stroomen, die van den beschouwden toestel deel uitmaken. —
Er is sprake van stroomen, die gedurende de wenteling
niet van richting wisselen.

Tot de toestellen, waarmede eleciro-magnetische draaiing
wordt verkregen, behooren de volgende:

l
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Fig. 1.

I. Toestellen met draaibare magneten.
d). De cylindrische magneet M. (fig. 1) is om zijn lengte-as

draaibaar. De sluitdraad A B C ,  waarin zich een stroomgever
bevindt, raakt in A en C
den magneet aan, maar is
niet vast met hem verbon
den. De stroom, die de rich
ting A B C  heeft, doet den
magneet draaien in den in
de figuur aangegeven zin,
als het Noordmagnetisme bij
A is. Van de stroombaan
ligt het gedeelte C A bin
nen het bewegende deel van
den toestel. ( A m p è r e ,
„Mém. s. la théorie d. phén.

él. dyn.” Mém. de 1’Ac. de Paris 6. 1823).
b). Toestel van K ö n i g (Ann. d. Phys. 60. 1897).

Hoefvormige magneten , waarvan
er (fig. 2) een door N A S  is
voorgesteld, liggen met één hun
ner polen (de noordpool) binnen
een hollen metaalcylinder; zij zijn
onderling vastverbonden en draai
baar om de as van den cylinder,
door welken in de richting der
beschrijvende lijnen een stroom
loopt. Opdat de stroom in staat
zij de magneten te doen draaien,
moet hij èf door de magneten gaan

(stel bij A) óf althans op zoodanige wijze (b. v. door kwik)
langs de magneten loopen (wanneer deze b. v door een
isoleerende laag zijn bedekt), dat de stroombaan aldaar
door de beweging der magneten voortdurend wordt ver-

Fig. 2,



3

vörmd. Het kwik is in dit geval het in de algemeene
definitie genoemde „bewegende deel van den toestel”, waar
binnen een deel der stroombaan is gelegen. De beweging
van het kwik is geene draaiing, maar hangt ten nauwste
samen met eene draaiing van andere deelen (de magneten)
om de as.

c) . Toestel van F a r a d a y  („Experimental Researches,
etc.”, ook beschreven bij A m p è r e  t. a. p.). Een magneet
N S (fig. 3)
drijft in verti
calen stand in
een ronden bak
met kwik. Een
stroom loopt
langs de as ZO ^
en volgt verder
b. v. de baan
O C X. De
magneet wordt
in beweging
gebracht en
beschrijft een
volle omwenteling om de a s , om het even of de stroom in
een bepaalden stand erdoor gaat, of dat de stroombanen
(als de magneet met een isoleerende laag is bedekt) door
geen ander bewegend deel loopen, dan het door de draaiing
van den magneet in beweging gebrachte kwik.

d) . Toestel van P  o h 1. De stroom loopt langs de as A B
(fig. 4), vervolgens langs B C , een arm , die met den verti
caal geplaatsten magneet N S vastverbonden is en met
dezen om de as kan draaien, dan, gesplitst, langs twee
cirkelbogen door een kwikgoot van C tot D , verder langs
D E , enz. Arm en magneet worden gedraaid. In dit geval
gaat geen stroom door den magneet, maar wel door

Fig. 3.
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een vast met den magneet verbonden bewegelijk deel.
é). Verschei

dene toestellen
van P l ü c k e r
(Pogg Ann.87.
1852 „TJeber
die Reciproci
t y  der elektro-
magnetiscben

und magneto-
elektrischen
Erscheinun-

gen”), van E.
H a g e n  bach

(Ann. d. Phys. 4. 1901 „Der el. magn. Rot Versuch und
die unip. Induktion”), enz.

II. Toestellen met stilstaande magneten of geplaatst in
een uitwendig magnetisch veld.

a) Zie fig. 1. De magneet is vast; de sluitdraad ABC,
waardoor een stroom loopt, wordt in beweging gebracht.
De zin der draaiing is tegengesteld aan den zin der in fig. 1
aangegeven draaiing.

b) . Zie fig. 2. De magneten zijn vast; de cylinder, waar
door de stroom loopt, wordt gedraaid.

In gevallen als a) en b) kunnen ook de magneten en de
sluitdraad of cylinder te gelijk draaibaar zijn; zij gaan dan
onder elkanders invloed in tegengestelden zin draaien.

c) . Toestel van P l ü c k e r  (t. a. p.). De magneet NS
(tig. 5) is langs de as geplaatst en raakt den coaxialen
cylinder niet. Door den rustenden sluitdraad A C B en
verder van B tot A door den cylinder loopt de stroom.
Deze brengt den cylinder in beweging in den in de figuur
aangegeven zin. Al naar mate men den magneet als niet

N

Fig. 4.
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of wel van den toestel deel uitmakende beschouwt, is het
magnetische

veld uitwendig
of niet.

d). Toestel
len door het
aardmagnetis
me of een ander

uitwendig
magnetisch

veld in bewe
ging gebracht.
Zoo b. v. de
toestel van fig. 5-
4 zonder mag

neet en ge
plaatst in een magnetisch veld met krachtlijnen evenwijdig
aan de as.

III Toestellen, waarbij geen ander magnetisch veld voor
de beweging noodig is , dan het veld te danken aan de tot
den toestel behoorende stroomen. (O G r o t r i a n ,  Ann. d;
Phys. 10. 1908 „Die Unipolar-maschine ohne Eisen”). De
draaibare metalen as A B (fig. 6) draagt in het midden bij
C een daarom gewonden draadklos, welke met de as vast
verbonden is. Het eene uiteinde van den draad is nabij
C met de as verbonden, terwijl het andere bij Q in een
kwikgoot hangt. Het uiteinde A van de as is met een kwik-
goot Qi door een met de as draaibaren arm verbonden.
Het uiteinde B staat in een kwikbakje Q2 . "Wordt één
pool van den stroomgever E met de middelste kwikgoot
verbonden, en de andere pool met Qi en Q2 , zoo geraakt
de as in draaiing.
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Fig. 6.

Stel, dat de beschouwde toestel één rustend en één be
wegend deel
heeft. Het
b lijk t, dat
geene draaiing
plaats heeft,
wanneer beide
punten, waar
de beschouwde
stroom van het
rustende in het

bewegende
deel overgaat
of omgekeerd,
in de draai-
ingsas zijn ge-
wanneer men
draad A B C
A B C '  ver

vangt, waarbij zoo
wel C' als A op de
as liggen. Evenmin
is er draaiing bij den
toestel van L e c h e r
^Ann. d. Phys. 69,
1899), waarbij de
stroom den weg
A B C D E F G  (fig.
7) volgt, van D tot
E door een magneet
gaande. H is een

tegenwicht. Het stuk B C D E F ,  vastverbonden met mag
neet en tegenwicht, is om de as A G  draaibaar, doch
draait niet, daar de overgangspunten B en F  op de as liggen.

legen; zoo b. v. in het geval van

G

fig. 1
den
door

C

A
Fig. 7.
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Bij toestellen als de in fig. 1, fig. 2 (magneten vast),
fig. 5 afgebeelde, waarin geen geleidende vloeistoffen behoe
ven voor te komen (hetzij dan om den overgang van den
stroom tusschen het draaibare en het stilstaande deel te
vergemakkelijken), is derhalve het bestaan van minstens
één «glijdend contact’’ eene noodzakelijke voorwaarde voor
het tot stand komen der beweging.

Bij toestellen met kwikgoten (fig. 4 en fig. 6) is de
uitdrukking .glijdend contact” ter aanduiding van de
wijze , waarop de stroom in of uit het kwik stroomt minder
juist. De ro l, die de geleidende vloeistof hier speelt, is
echter evenals in fig. 1 en fig. 5 theoretisch van onder
geschikt belang, daar de draaiing bij voldoend sterken
stroom evengoed zou plaatshebben, indien de kwikgoten
door metalen cirkels werden vervangen en de met hun
uiteinde in het kwik reikende armen in plaats daarvan
met deze metalen cirkels een glijdend contact hadden, of,
zoo men w il, indien deze armen met hunne uiteinden juist
de oppervlakte van het kwik aanraakten en er overheen
gleden zonder eenige merkbare strooming teweeg te brengen.
"Wanneer men zich de toestellen zoo ingericht denkt, is
het geoorloofd ook hier van glijdende contacten te spreken.
Men kan dergelijke toestellen opzettelijk zóó construeeren,
dat ook niet bij benadering van een glijdend contact kan
worden gesproken. Dit doet Z ö 11 n e r (Pogg. Ann. 153,
1874, en 158, 1876), de armen door kwikstralen vervan
gend. Bij een andere proef vervangt hij de armen door
kettingen. Doel is uit hunne deformatie een besluit te
kunnen trekken omtrent de plaats, waar de bewegende
krachten aangrijpen.

Anders is het gesteld met toestellen, als de door fig. 3 voor
gestelde. Dezen kan men zich niet geconstrueerd denken
zonder behulp van eene geleidende vloeistof, die in staat
is den be wegenden magneet door te laten. Dit geldt ook
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voor den toestel van fig. 2 , als de magneten bewegelijk
zijn. Het is bij dergelijke toestellen geen vereischte, dat
de magneten de bewegende stroomdraden snijden, d. w. z.
er óf doorheen gaan of zich zoo bewegen, dat zij er door
heen zouden gaan, indien zij niet door een isoleerende
laag waren bedekt. In het geval van fig. 3 b.v. kan ook
draaiing plaats hebben, wanneer de magneet zich geheel
boven het kwik bevindt, vastverbonden met een in het
kwik drijvend voorwerp.

Unipolaire inductie wordt in het algemeen met dezelfde
toestellen verkregen als electromagnetische draaiing.

I. Toestellen met draaibare magneten,
ffl). Zie fig. 1. De sluitdraad rust. Door draaiing van

den magneet in den zin, dien de fig. aangeeft, wordt een
stroom verkregen in de richting C B A.

b)• Toestel van F e s s e l  ( P l ü c k e r  „Ueber d e n F e s s e l -
schen el. magn. Motor” Pogg. Ann. 83, 1851). De magneet

N S (fig. 8), is omge
ven door een coaxialen

^ ----- i f \ \  kopercylinder, welke of
niet of met den magneet
verbonden draait.Draait
alleen de magneet, en
zijn twee punten A en
B van den cylinder met

Fi 8 een galvanometer ver
bonden, zoo is er geen
uitslag; immers er kan

geen stroom ontstaan die niet door eenig bewegend deel
loopt. Draaien magneet en cylinder, zoo verkrijgt men
een uitslag. Evenzoo, als magneet en cylinder geleidend
verbonden zijn en gezamenljjk draaien, en behalve A

A B
ffl IA
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een der polen van den magneet met den galvanometer is
verbonden.

II. Toestellen met stilstaande magneten of geplaatst in
een uitwendig magnetisch veld.

«). Zie fig. 1. Door draaiing van den sluitdraad in den
in fig. 1 aangegeven zin, wordt een stroom in de richting
A B C  opgewekt.

6). Zie fig. 5. Deze toestel van P l ü c b e r  verschilt niet
wezenlijk van den toestel van F e s s e l ,  bij welken men
ook den magneet kan laten rusten. Wordt de cylinder
gedraaid in den in de fig. aangegeven zin, zoo ontstaat
een stroom in de richting B C A ; draait daarentegen de
sluitdraad in den aangegeven zin, zoo ontstaat een stroom
in de richting A C B.

c). Zie fig. 4. De magneet is weggenomen. Er is een mag
netisch veld met krachtlijnen evenwijdig aan de draaiingsas.
Door draaiing van den arm BC wordt een stroom opgewekt.

Het spreekt van zelf, dat een toestel als de aard-inductor
hier niet moet worden beschouwd. Immers door draaiing
in het aardveld van een gesloten cirkel om een zijner
middellijnen ontstaan wisselstroomen.

III. Toestellen, waarbij geen ander magnetisch veld voor
de beweging noodig is, dan het veld te danken aan de
tot den toestel behoorende stroomen (O. G r o t r i a n .  Ann.
d. Phys. 10, 1903). De metalen as E P  draagt 4 metalen
schijven A, B, C, D (fig. 9). Tusschen A en D is om de
as een met deze draaibare draadklos gewonden. Evenzoo
tusschen D en B. De twee draadklossen staan met elkan
der in verbinding door draden, die geïsoleerd door D
heenloopen. Met A en B zijn de klossen geleidend ver
bonden. Een stroomgever is met A en B verbonden;
stroom gaat dientengevolge door de beide klossen, maar
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door geen ander deel van den toestel. Wordt nu de geheele
toestel ge
draaid, en ver
bindt men C
en D met een
galvanometer,
zoo blijkt de
wenteling der

- klossen in den
keten, waarin
zich de galva-
nometer be
vindt, een in-

ductiestroom op te wekken.
De wet van het behoud van arbeidsvermogen geeft een

algemeen inzicht in het verband tusschen het bij eenzelfden
toestel door een gegeven stroom uitgeoefend moment, en
de door draaiing met een gegeven hoeksnelheid opgewekte
electromotorische kracht.

Is Di het draaiingsmoment der door een stroom van
sterkte 'i op het bewegelijk deel uitgeoefende krachten om
de a s , zoó oefent de stroom i het moment Di i uit. Is nu
door de wrijving de hoeksnelheid u constant geworden, en
behoeft slechts rekening gehouden te worden met de door
den stroomgever geleverde energie, de J  o u 1 e ’ sche warmte,
en den arbeid van het moment, zoo is

Ei =  i2 r  -f- D1iu,

waarin E  de electromotorische kracht van den stroomgever
is en r de weerstand in de stroomketen. Ook te schrijven

ir — E—Dt u.

Het is dus, wat de stroomsterkte betreft, als bracht de
draaiing met hoeksnelheid u een electromotorische kracht
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— Dt u teweeg, in dezelfde richting werkzaam als E. Heet
de bij eenheid van hoeksnelheid opgewekte electromotorische
kracht E t , zoo is dus

&t *= — D it
gelijk H a g e n b a c h  (t, a. p.) opmerkt,

Is er geen wrijving, zoo zal de hoeksnelheid steeds
grooter worden, zoolang nog een moment werkt; destatio-

Enaire toestand treedt in voor i —  Q en co =  — . Is het

wentelend deel b.v. een magneet , zoo za l, daar D t (gelijk
uit het vervolg blijkt) caeteris paribus voor sterkere mag
neten grooter is , de zwakste magneet in dit geval de
grootste hoeksnelheid verkrijgen.

Zij T  het traagheidsmoment van het bewegelijk deel ten
opzichte van de as. De stroom worde als op elk oogenblik
in de geheele baan van dezelfde sterkte beschouwd en het
draaiingsmoment als boven met die sterkte evenredig.
Dan is

d u  D 1 i  Dt [E — D t u\
d t ~  T~ ~  f r

of
du . D ,2 E D t
3 Ï+ T F "  =  TT ’

waaruit bij integratie, als men u —  0 stelt voor t —  0, volgt

Yoor t —  oo vindt men als boven u =  y - .  Naar mate

de weerstand kleiner is, is u op een bepaald tijdstip na
de sluiting dichter tot de eindwaarde genaderd.

Wil men, dat het wentelend deel een bepaalden arbeid
(A per tijdseenheid) levere, zoo moet
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Ei =  i \  +  A ,

waaruit

de hoeksnelheid bedraagt hierbij

A  _ 2 Ar________

Dii D t [E + a /2?2 — 4 Ar]

De bedoelde arbeidslevering kan dus bij twee verschillende
hoeksnelheden en stroomsterkten plaats hebben. Uit de
waarden van i en u blijkt, dat A niet grooter kan zijn

dan — . Heeft A  deze waarde, zoo is i =  ^  en w =  2B~

Bij gegeven stroomgever en weerstand wordt dus door het
wentelend deel een maximum van arbeid geleverd, wanneer
de stroom half zoo sterk is als in het geval, dat het bewe
gelijk deel rust, en de hoeksnelheid half zoo groot als in
het geval, dat het wentelend deel geenerlei arbeid verricht
(en een stationaire toestand is ingetreden). De arbeid van

den stroomgever is hierbij — , waarvan de helft in warmte

overgaat, en de andere helft voor de arbeidslevering wordt
gebruikt. Uit het feit, dat A  zulk eene grenswaarde heeft,
blijkt de noodzakelijkheid om, wil men met een bepaalden
stroomgever draaiing verkrijgen, door bezigen van kwik
zilver of op andere wijze den wrijvingsweerstand te ver
minderen.

Een magneet Nt (fig. 10) worde met gegeven hoek
snelheid u1 bewogen, en de opgewekte stroom zooals
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de fig. aangeeft gebezigd om den magneet N 2 S2 in wenteling

Fig. 10.

te brengen. Deze levert
per tijdseenheid den
arbeid A 2. Het maxi
mum bedrag van dezen
arbeid wordt gevraagd.
R  is de weerstand in
de stroomketen, I  de
stroomsterkte, co2 de
hoeksnelheid van den
magneet N 2 S2. Men
heeft

l D t wt =  V R  +  A t ,

waarbij D t het moment is der door een stroom van sterkte
4 op N , Sj uitgeoefende krachten.

d A
Uit —rr— =  0 volgt D 1 cot =  2 IR .

dl

Hieruit I  =  ^ p 1 en A t 1/» I D t u t .2 R  4 R

In dit geval wordt dus de helft van het mechanisch arbeids
vermogen overgebracht, ongerekend het door de wrijving
te loor gaande arbeidsvermogen.

De wet van het behoud van arbeidsvermogen geeft geen
uitsluitsel omtrent het verband tusschen de grootte van
het draaiingsmoment of van de geïnduceerde electromoto-
rische kracht en de grootheden, die het magnetisch veld
bepalen. — In de volgende hoofdstukken worden verschil
lende theoriën besproken, welke over deze en andere
bijzonderheden licht verspreiden. Er is hierbij niet gestreefd
naar een ook maar eenigszins volledig historisch overzicht.
Wel werd gepoogd door toepassing op de hier besproken
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verschijnselen eenig inzicht te verkrijgen in den aard 3er
theoriën, die door sommige der voornaamste physici achter
eenvolgens over electromagnetische verschijnselen zijn opge
steld. Theoriën, die pogen in het mechanisme der verschijn
selen door te dringen, werden buiten beschouwing gelaten,
daar aan de bespreking van zulke theoriën, wil zij eenig
nut opleveren, eene grondige beschouwing van in de eerste
plaats beschrijvende theoriën geacht werd te moeten
voorafgaan.



H O O F D S T U K  I.

De electromagnetische draaiing volgens
de formules van A m p è r e ,  G r a s s m a n n ,  K o r te  weg

en v. H e l m h o l t z .

§ 1. De theorie van A m p è r e ,  die de electromagnetische
bewegingen verklaart uit eene aantrekking of afstooting van
stroomelementen, in verband met de onderstelling, dat een
magnetisch lichaam een lichaam is , waarin zich kleine elec-
trische kringstroomen bevinden, wordt nog steeds door vele
physici bij de bespreking van zoodanige bewegingen gebezigd.
M a x w e l l  zelf („Electricity and Magnetism” § 528) noemt
A m p è r e’s formule „a formula from which all the phenomena
may be deduced, and which must always remain the car
dinal formula of electro-dynamics.” Zonder deze uitspraak
ten volle te onderschrijven, zal toch ieder erkennen, dat
ook na den opbouw van nieuwere theoriën op andere grond
slagen, de genoemde formule, waar het eene eenvou
dige beschrijving dier bewegingsverschijnselen betreft, hare
waarde blijft behouden. Ditzelfde geldt voor de formule van
G r a s s m a n n ,  die eene andere werking tusschen twee
stroomelementen aanneemt, en van die van B i o t  en S a v a r t
omtrent de kracht door een stroomelement op een magneet-
pool uitgeoefend. Met gebruikmaking van deze formules
werd in den laatsten tijd de electromagnetische draaiing o.a.
besproken door

W. K ö n i g  (Ann. d. Phys. 2.1900 „Zwei Erwiderungen”),



H. L o r b e r g  (Ann. d. Phys. 3. 1900 „Einige Bemer-
kungen zu zwei Aufsatzen von L e c h e r  und K ö n i g ” ),

E. H a g e n b a c h  (Ann. d. Phys. 4. 1901 „Der elektro
magnetische Rotationsversuch, etc.”),

G. R. O l s h a u s e n  (Ann. d. Phys. 6. 1901 „Ueber die
ITnipolarrotation”).

Ook O. G r o t r i a n  (Ann. d. Phys. 10. 1903 „Die Uni-
polarmaschine ohne Eisen”) werpt (p. 272) de vraag op, of
de formule van A m p è r e  meer geschikt is tot beschrijving
der verschijnselen dan die van G r a s s m a n n  of omgekeerd.

Door O l s h a u s e n  (t. a. p.) wordt buitendien de theorie
van v. H e l m h o l t z  toegepast.

Hier zal worden nagegaan, welk het verband tusschen
de genoemde formules is en in hoeverre het experiment
tusschen haar kan beslissen.

§ 2. Twee stroomelementen d k 1 en dx2 bevinden zich
resp. in de pun
ten (x t y t z x)
en (ocg y  2 z a),
gelijk fig. 11

aangeeft.
Hunne stroom-
sterkten zijn
resp. i j  en i 2,
in elektromag
netische maat.
Het assenstel
sel is rechthoe
kig. Het is, ook
in het vervolg,
steeds zóó ge

nomen als fig. 11 aangeeft. De afstand der twee genoemde
punten is r; deze is positief gerekend in de richting van

(* i  Vi z i ) naar (^a 2/2 z a)-

Fig. 11.
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Volgens de formule van A m p è r e  is de eerste component
der door dx2 op dx1 uitgeoefende ponderomotorische kracht

2 • • j  i  x 2 — « J 1 ^  ___2  ̂ r '( l ) . . . . d X 1— i 1i2dh1aX2 r y 2 j x 1 ïtA2 r è A ^ A ,

Van den stroom A2 zich uitstrekkende van het punt P '2
(x '2 y '2 z '2) tot P "2 (x"2 y \  z"2) ondervindt hetelementdA,
eene ponderomotorische kracht, waarvan de eerste component
kan geschreven worden

1(2) . . . . d X 2 — ij  2̂ d^i 2 dAt T

0 0 3 / %  X .  C0 Br " t  A t

p y 1
c * vT i

cosr, 1a ;.c o sr/1A1
*'i

Hierin is r ' \  de afstand van (x t y t z t) tot (x"2 y”2 z"2)\
r \  die van {x1 y t z t) tot (x '2 y '2 z '2). Beide zijn positief
gerekend van het eerste naar het laatstgenoemde punt.
De vector (A2 B 2 C2) is de aan A4 te danken „directrix” ;
de eerste component van dezen vector is

cte„ t)A,

Het product dezer directrix met de stroomsterkte i2 heete:
de aan A2 te danken magnetische kracht H 2 eene be
naming, die hij A m p è r e  zelf niet voorkomt.

Is A2 gesloten, zoo wordt de eerste component der door
dAj ondervonden ponderomotorische kracht

'  ty, -
(4 ) . . . .  dXi  — t, dA, AtJ

De magnetische kracht aan een gesloten stroom A, te
danken kan in anderen vorm worden geschreven. Volgens

het theorema van S t o k e s  is ƒ  %x2 dA4 =  ƒ  dirt ,

2
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waarin 55 x — , enz. De tweede integratie is uit'

gestrekt over een oppervlak met den gesloten stroom a5
tot randhjn, en de normaal n ,  is gericht naar die zijde,
vanwaar men (nabij de randlijn) den stroom van rechts
naar links ziet loopen. Door hierin te stellen %x =  0

Ook te schrijven, wanneer onder de ruimtehoek ver
staan wordt, waaronder A a vanuit {xt y x z t) gezien wordt —
er is evenals boven ondersteld, dat het laatstgenoemde punt
niet in Aa ligt — ,

i j  O j  is de magnetische potentiaal van A , .  De bijdrage
van d<ri tot is positief te nemen, wanneer de normaal
« 2 op dat vlakte-element met de van (xx y t z x) naar dtr2
loopende rechte lijn een stompen hoek maakt.

Dezelfde magnetische kracht zou in {xx y x z x) worden
teweeggebracht, indien in plaats van den stroom A a op het
vlak a-, een magnetische dubbellaag met i 4 tot moment per
vlakte-eenheid aanwezig was, waarbij de hoeveelheid mag
netisme dm op afstand r gerekend wordt eene magnetische

clfyi
kracht —  in afstootende richting teweeg te brengen. Het

vlak wordt natuurlijk ondersteld niet juist zoo gekozen te
zijn, dat het door het punt ( x t y x z t ) loopt.

§ 3. Volgens de formule van G r a s s m a n n  (Pogg. Ann.
64. 1845) ondervindt dxt van dx2 eene ponderomotorische
kracht, waarvan de eerste component is

verkrijgt men
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(7). . . .d*X1 = — it i2 dxt dxt X , ---  X o  . r
— ï— —— “ C os £ +r3 öA2 öA4

3-

s is de hoek, dien de elementen dA4 en dA4 met elkander
maken.

Hiervoor is ook te schrijven

( 8 ) . . . .  <i* X t = i  t dAt

waarin de vector met de componenten

I A ,  ^
°y2 < enz.(9 ) . . . . d f l t x = - * ,  «a2 —

(verg. (3 ))  de aan dA4 te danken magnetische kracht kan
worden genoemd. Uit (8) volgt, dat de kracht, die dA 4
van den gesloten stroom A4 ondervindt, evengroot is als
bij A m p è r e ;  de eerste component wordt gegeven door (4).

De kracht, die de gesloten stroom A4 vandA4 ondervindt,
heeft tot eerste component

C cc - oo
( 1 0 ) . . . ' .  d'Xx =  —  t .  dA2 J dA. 1 f.8— 1 cos «.

Deze kracht is niet dezelfde als bij A m p è r e ,  volgens
wien, daar (1) ook is te schrijven in den vorm

. .1

(11)... d8 X t =  — i2 dAx dA2 {pct — <r.)

in plaats van (10) is te schrijven

COS 6

(12) • • • • $ /  X-l — — i-i dAa J  dAj
,1 - i  cos s -j-a*3

- f  (a?4 —  a?»)
ÖAX dA ,
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Evenzoo blijkt het moment, dat dxt van den gesloten
stroom A2 om een gegeven as ondervindt, hetzelfde, en
het moment, dat de gesloten stroom A ,  van d A 4 om een
gegeven as ondervindt, niet hetzelfde te zijn als bij A m p è r e.

Do krachten en momenten, door gesloten stroomen op
elkander uitgeoefend, zijn volgens beide formules dezelfde.

§ 4. Men beschouwe een solenoide, bestaande uit zeer
kleine gesloten stroompjes; S is de afstand van twee opeen
volgende stroompjes, welke als evenwijdig kunnen worden
beschouwd, S  het oppervlak van een plat vlakje met zulk
een stroompje tot rand. Volgens § 2 brengt elk stroompje
op afstanden, die zeer groot zijn in vergelijking met S  het
zelfde magnetische veld teweeg als een magnetische dubbel
laag, welker beide deelen elk op een afstand */, * van het
stroomvlakje zijn gelegen, en met eene hoeveelheid mag

netisme ±  M =  ±  zijn geladen. », is de sterkte der

stroompjes. Daar de werkingen van tegengesteld magnetisme
±  M elkander opheffen, wanneer de met dit magnetisme
geladen vlakjes samenvallen, werkt de geheele solenoide
als bevonden zich de magnetische ladingen ±  M op hare
eindvlakken. De beide eindvlakken kunnen gerekend worden
elk afzonderlijk een magnetisch veld teweeg te brengen;
immers volgens (4) verandert de kracht (dX1d Y 1dZl)
niet, als men de magnetische kracht in willekeurige com
ponenten ontbindt, hieruit volgens deze formule de bij
elke component behoorende ponderomotorische kracht bere
kent, en vervolgens door samenstelling de totale pondero
motorische kracht zoekt.

Volgens A m p è r e  bestaat er geen wezenlijk verschil
tusschen zulk een solenoide en een magneet van denzelfden
vorm met polen van sterkte ±  M  aan de uiteinden. Een
magneet van eindige afmetingen kan dan beschouwd worden
als bestaande uit een bundel van dergelijke solenoiden.
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Streng genomen bestaan zoodanige solenoiden wel-is-waar
n iet; veeleer zijn de kringstroompjes in den magneet mole
culaire stroomen en vertoonen geene rangschikking als de zoo-
even beschrevene; hier worde echter evenals op vele plaatsen
hij A m p è r e  zelven de minder strenge opvatting gebezigd.

Uit het § 2 gezegde volgt, dat de kracht door een pool
met sterkte M in het punt (.r, z 4) op het element dxt

in (x1 y 1 z x) uitgeoefend is i ,  — <2ax sin r  dA, ; hare rich

ting is loodrecht op het vlak (r dxt) naar de zijde, van
waar men dA, naar r ziet draaien over minder dan 180®
in de richting der wijzers van een uurwerk; de positieve
richting van r is gekozen als in fig. 11.

Men kan ook spreken van krachten door stroomelementen
op polen uitgeoefend. Immers de kracht volgens de formule
van A m p è r e  door een stroomelement op een gesloten stroom
uitgeoefend, en evenzoo het moment volgens die formule
door een stroomelement op een gesloten stroom uitgeoefend,
veranderen niet, wanneer men dien stroom door de bijbe-
hoorende magnetische dubbellaag vervangt en aanneemt,
dat de kracht, door een element op een hoeveelheid mag
netisme uitgeoefend, gelijk en tegengesteld is aan de kracht,
die het element van die hoeveelheid magnetisme ondervindt,
en langs eene lijn werkt die door het element gaat. Zoo
toch heffen de werkingen van element en dubbellaag op
elkander, zooals het zijn moet, elkander op, wanneer zij
vast met elkander zijn verbonden. De kracht, door dAx op

Mde pool M uitgeoefend, is dus —i t — dA, sin r  dA, in de

bovengenoemde richting.
Dit komt overeen met de wet van B i o t  en S a v a r t ,

behalve wat de plaats van het aangrijpingspunt betreft;
volgens A m p è r e  ligt het in (pct y t z t) in het element;
volgens B i o t  en S a v a r t  in (x1 y i z 1) in de pool. Wan-
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neer *i gesloten is, maakt dit geen verschil. Immers het
verschil der twee momenten om de Z-as, die bij deze twee
verschillende onderstellingen worden verkregen, bedraagt

hetgeen voor A, gesloten verdwijnt.
§ 5. Bij de proeven over electromagnetische draaiing is

de werkende stroom steeds gesloten, zoodat het onverschillig
is of men ter berekening van de op de magneetpolen uit
geoefende krachten de formule van A m p ère  of die van
Bio t  en S a v a r t  wil gebruiken. Deze laatste formule
alleen is natuurlijk tot verklaring der verschijnselen ontoe
reikend , daar zij niets leert over de werking van magneet
polen op stroomelementen of van stroomelementen op elkander.

Daar ook het magnetisme te danken is aan het bestaan
van gesloten stroomen, zijn alle werkingen terug te brengen
tot die van gesloten op ongesloten stroomen. Volgens het
§ 3 na (9) en (12) opgemerkte, levert dus de toepassing

*. M  I  d x (x t—x a)
•dg. ?X

r  7)z
ihc, ÖA

(3 /i—  2/i)

Hiervoor kan men schrijven

*, M  I  d x
<U, dr

d r

of

M  I  d x - L  r ~  -L. 1 9 O i — * ,)
7*7 7*1 ■ ^  %

r
èz, <U. ' r  ? A

of

i .  M  / d x
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der formule van G r a s s m a n n  steeds dezelfde uitkomst op
als die van A m p è r e ’s formule.x)

Het is niet noodig deze stellingen door toepassing op bij
zondere gevallen nader toe te lichten. Alleen worde er op
gewezen, dat A m p è r e zelf, die de overeenstemming tusschen
zjjne formule en die van B i o t  en S a v a r t ,  wanneer de
werkende stroom gesloten is, erkent, ten onrechte des on
danks eene experimenteele beslissing omtrent de plaats van
het aangrijpingspunt der op de pool werkende kracht zonder
gebruikmaking van ongesloten stroomen voor mogelijk houdt.
Zonder grond meent hij („Théorie des Phénomènes électro-
dynamiques”) uit de proef van F a r a d a y  (fig. 3) temogen
opmaken, dat zijne opvatting de ware is. Hierop wijst b.v.
D u h e m (Legons sur 1’électricité et le magnetisme I I I  p. 450).
Het behoeft na het bovenstaande geen betoog. — De stroom
loope bij deze proef van -j- cc tot O langs de Z-as, daarna
langs de X-as, door het kwik (ev.-door den magneet), enz.
tot + o o ,  en zij gesloten in het oneindige. De polen van
den magneet bevinden zich in de punten (®, y , i  z ,). Vol
gens elke der genoemde formules is het op den magneet om
de Z-as uitgeoefende moment (positief gerekend, wanneer
het eene draaiing kan teweegbrengen in de richting tegen
gesteld aan die der wijzers van een uurwerk, gezien vanaf
de positieve Z-as)

•2 JMZj
2/ïM-V [xt +  ̂ x S + y S + z A

i) streng genomen is deze oonolusie niet van toepassing op den
toestel van G r o t r i a n  (fig. 6), waar de ongesloten stroom, die in be
weging geraakt, deel uitmaakt van den gesloten bewegenden stroom;
immers er werd steeds ondersteld, dat van verschillende stroomen
sprake is. — Men kan intusschen de stroomdraden zoo fijn nemen en
hunne onderlinge afstanden zoo groot denken in vergelijking met de
afmetingen hunner doorsneden, dat elke stroomdraad gerekend kan
worden slechts te werken op ongesloten stroombanen die buiten hem
liggen en het in den text gezegde geldig blijft.
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waarbij I  de stroom-, M de poolsterkte is Dit heeft voor
alle standen van den magneet hetzelfde teeken. Hangt daar
entegen de magneet (solenoide, of, als bij een t. a. p. door
A m p è r e  beschreven proef, enkele kringstroom) geheel
hoven het kwik, waarbij de Noordpool in ( x a y 1 z i ), de
Zuidpool lager in {cca y a z \ )  is gelegen, zoo wordt het
moment om de Z-as

IM
ly>

z' .
i _j_ z 't i (ƒ*■» Xt 1 V t 1 z ' t

welke uitdrukking (als I ,  evenals M ,  positief is) voor
x 2 =  0 , en ook voor y , =  0 en x a negatief, negatief
blijkt te zijn, daarentegen positief voor y , = 0  en x t positief.
De magneet zal dus een evenwichtsstand aannemen, in
overeenstemming met het in de Inleiding opgemerkte,
volgens hetwelk geen electromagnetische draaiing tot stand
komt zonder dat er door eenig bewegelijk deel stroom gaat.

Eene dwaling is h et, volgens de stellingen in den aanvang
dezer § , wanneer L o r  b e r g  (t. a. p. pag. 529) de proef
van L e c h e r  (fig. 7) interessant noemt „als eine expe-
rimentelle Bestatigung der alten Annahme, dass die Kraft
eines geradlinigen Stromteiles und folglich auch eines
Stromelementes auf einen Pol nicht durch den P o l, son-
dern durch das Stromelement geht.”

§ 6. Loopt een stroom door een magneet, zoo zal het
kunnen voorkomen, dat in een zelfde punt deze stroom en
een bij het magnetisch lichaam als zoodanig behoorend
stroompje tegelijker tijd aanwezig zijn; en men kan vragen,
welke krachten of momenten deze beide stroomen dan op
elkander uitoefenen. Hierbij is in het oog te houden, dat
de stroomen niet volkomen lineair kunnen zijn, d. w. z.
dat de stroom per vlakte-eenheid niet oneindig groot kan
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worden. Voor dc magnetische kracht in [x{ y , z,) aan den
stroom te danken is nu, als dr , een volume-element
van A 2 cu

stelt, te schrijven
en (u,  v2 u>2) den stroom per vlakte-eenheid voor-

(14).... Hj — I , enz.,

waarbij men, de definitie der magnetische kracht uitbrei
dend, ook stroomen (« ,  t/, u / , ) ,  die geheel willekeurig
over de ruimte verdeeld zijn, zou kunnen beschouwen. De
vector H2 bestaat ook in punten, die binnen het stroom

gebied liggen; immers J  — d r , , over een klein volume-

element van willekeurigen vorm, waarin het beschouwde
punt is gelegen , geïntegreerd , wordt eveneens klein, van de
orde van de grootste lineaire afmeting van dat element.
Evenzoo blijkt, dat de kracht, welke een stroomelement
ondervindt van de daaraan onmiddellijk grenzende elementen,
hetzij tot denzelfden hetzij tot een anderen stroom behoo-
rende, oneindig klein is, wanneer men een oneindig klein
gebied beschouwt en er rekening mee houdt, dat de stroomen
niet lineair zijn. Het heeft derhalve geen bezwaar in met
het in deze § genoemde feit niet uitdrukkelijk rekening te
houden, hetgeen dan ook in voorafgaande § § niet geschiedde.

§ 7. Men kan, zoo men w il, in plaats van slechts van
werkingen van gesloten stroomen te spreken, de formules
voor de door ongesloten stroomen uitgeoefende werkingen
te pas brengen. Zij in fig. 1 m het magnetisme, s, de
stroom buiten, s ,  de stroom binnen den wentelenden mag
neet. Zij {ab}  de werking van a op ft. "Wij hebben dan,
behalve de werking der stroomen op elkander, waarvan
hier niet gesproken wordt, de werking

K s i +  s ï ) m} +  { m s 2 }.
Daar de stroom (s, - j - s 2) gesloten is , evenals de stroomen
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waardoor men m kan vervangen, zullen de theoriën van
A m p è r e  en G r a s s m a n n  hetzelfde resultaat opleveren.
Stelt men echter de werking voor als door ongesloten
stroomen uitgeoefend, dan verkrijgt men in de twee theoriën
verschillende vormen voor de uitkomst.

Volgens A m p è r e

{*»”*}+{»»*, 1 =  0 ,
dus is de totale werking

( s x m ) of — | m S j },

waarbij Sj (stroom in ABC) ongesloten is.
Daar men,  volgens G r a s s m a n n  evengoed als volgens

A m p è r e ,  heeft

{  ( s i  ~f" s i )  m  } —  {  m  ( s i  “ | -  S j )  } ,
wordt de totale werking volgens G r a s s m a n n  evenals boven
— {m s i } > waarvoor nu echter niet (s , m} is te schrijven.

Hier zij er tevens op gewezen, dat men bij proeven,
die ten doel hebben de overeenstemming tusschen theorie
en waarneming aan te toonen, natuurlijk de werking der
stroomen op elkander niet buiten beschouwing mag laten.
In vele toestellen komen, evenals in den toestel van P o  h l
(fig. 4) bewegelijke armen voor 5 die met de magneten
meedraaien. Dit is het geval bij verscheidene proeven van
H a g e n b a c h  (t. a. p. b.v. pag. 246). Deze verwaarloost,
zonder op die verwaarloozing te wijzen, het door de stroomen
op de bewegeljjke armen uitgeoefende moment. Wegens
den bijzonderen aard van het „glijdend contact” is dit moment
moeilijk juist te berekenen; men kan het echter meten,
door den magneet te vervangen door een niet-magnetischen
geleider. Zonder dit is de goede overeenstemming, die bij
H a g e n b a c h  over het algemeen tusschen theorie en waar
neming bestaat, niet geheel bevredigend.

§ 8. Hiermede zou de toepassing der formules van
A m p e r e  en G r a s s m a n n  op de beschouwde verschijn-
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selen als geëindigd kunnen worden beschouwd, indien het
niet wenschelijk ware tot het verkrijgen van eene goede
aansluiting aan de theorie van v. H e l m h o l t z  en aan de
in het volgende Hoofdstuk te behandelen theorie van
N e u m a n n ,  eene uitdrukking op te stellen voor den bij
oneindig kleine bewegingen der stroomelementen door de
ponderomotorische krachten verrichten arbeid. Daarvóór
worde nog de vraag besproken, in hoeverre bij de formule
van G r a s s m a n n  van eene werking van stroomen op
magnetisme kan worden gesproken.

Daar kracht en moment, die een stroomelement van een
gesloten stroom ondervindt, bij G r a s s m a n n  dezelfde zijn
als bij A m p è r e ,  kan men hierbij ook volgens G r a s s m a n n
den gesloten stroom door een magnetische dubbellaag vervan
gen, en voor de krachten door magnetisme op stroomelementen
uitgeoefend dezelfde waarden aannemen als bij A m p è r e .

Daar echter kracht en moment, die de gesloten stroom
van het stroomelement ondervindt, niet gelijk-en-tegenge-
steld zijn aan bovengenoemde kracht en moment, kunnen
in geen geval krachten door stroomelementen op magnetisme
uitgeoefend voorkomen, welke als bij A m p è r e  gelijk-en-
tegengesteld zijn aan de door magnetisme op stroomelementen
uitgeoefende krachten.

De kracht, die de gesloten stroom A2 van het stroom-
element dA, ondervindt, is volgens (10)

i, i , dA

waarin

( 16) sw  % 2  dyi
~~ ra 3A,

2C*
X t — X a d z t

r 3 Da2
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Voor (15) is ook te schrijven

waarin
(1 7 ).. . d' X 2 =  i ,  dXl ƒ*i »* ƒ25,, ,

Was nu de door dki op het magnetisme dm in (a; y . z . )
uitgeoefende kracht ( Pxdm Pydm  P ^ w ) ,  dan zou de wer
king van d \ t op een magnetische dubbellaag met zoodanige
dikte dn2, dat d m d n i = i i dtr2, worden voorgesteld door

Opdat (17) en (18) met elkander overeenstemmen, moet

Aan de vergelijkingen (20) voldoet 5C niet. (18) kan dus
niet bestaan, d. w. z. van krachten door stroomelementen
op magnetisme uitgeoefend kan bij G r a s s m a n n  in het
geheel geen sprake zijn. De werking, die een stroomelement
op een solenoïde uitoefent, hangt derhalve volgens G r a s s 
m a n n  niet alleen af van den stand der eindvlakken, maar ook
van de gedaante der solenoïde. — Ten onrechte zegt H a g e n -

( 1 9 ) . . . .  = i t d l t

=  h  d*. .

=  h  ̂ ,2̂ ,
=  ii dA«^yi,

Opdat dit mogelijk zij, moet

, enz.,
of

waarin
( 2 0 ) . . . . A ^ ? ra n

ü z 2 |_d a?.
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b a c h ,  die het ook verder doet voorkomen, als bestond
tusscben de formules van G r a s s m a n n en B i o t e n S a v a r t
eene volmaakte overeenstemming, (t. a. p. pag. 273): „Die
A m p è r e’-sche Theorie der Ersetzung des Elementarmagnets
durch den Kreisstrom gilt also (?) bei Anwendung der Gr a s s -
m a n n ’schen Formel auch für die Wirkung zwischen Strom-
element und Elementarmagnet”, welke ook de eigenlijke be
doeling van den schrijver met deze woorden moge geweest zijn.

Een gesloten stroom kan gerekend worden op het mag
netisme eener dubbellaag of op magneetpolen te werken,
zooals § 4 werd nagegaan.

§ 9. Bewegen de elementen dA, en dA2 zich ten opzichte
van het omringend medium met verschuivingssnelheden

( j t  i f )  “  ( j t  Tt I  “ 'P ' “ ° “ raiSl ae
ponderomotorische arbeid, dien zij in het tijdselemont dt
op elkander verrichten,

( 21) , .da A dt

+  d*Xt

d ' x ^  + d2y2 ?fi+d2z1̂ -+

w +*'r,VL?+a
Deze arbeid verandert slechts met eene grootheid van

hooger orde, wanneer bij de eindige verschuivingssnelheden
eindige draaiingssnelheden komen. Immers van een moment,
dat een der elementen van het andere zou ondervinden, is
noch bij A m p è r e  noch bij G r a s s m a n n  sprake, en daar
elk element in dt over een oneindig kleinen hoek draait,
ondergaan gedurende die draaiing d 2 X ,, enz. slechts ten
opzichte van die componenten oneindig kleine veranderingen.

In (21) zullen wij vooreerst de waarden van d 2 X , enz.
volgens de formule van A m p è r e  substitueeren. Hierbij is
d 2 X 2 — —d 2 X ,, enz. en wordt volgens (11)

(2 2 ) .. . .  d 8A = — i t ijdAjdA,, dt
cose dr

T—  •dty 3 öAj öAj
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Wanneer de elementen niet van lengte veranderen, heeft

1  / ** r* \  _  1 21
2f\2A * 2A */ 2r  2A* 2

men

1 2 (cos e) _1_ 2
2r 2t'

2r*
¥

1 ^  21 r 2
2 2A^2Â

2r*
2ÏT

I A
2 2A*

.1

1 2 /2r* '
r 2a .

1 2r* r 1 2
r d—

V OT*5 1 2 1 2 /2rs\ l
2 2f 2a j  2a4 2 2A, [2A x 2t 2 2a * r 2A, \  2t/

( 2 3 ) . . . . - 9(cOS £) =  -  A
21!

1 2
2t2A, 2Aj ' 2 2Aj

.2!
+

1 2 r> 2»-*' 2* pr l
^A* dt _ 2A, 2Aj ü

Dus

( 2 4 ) . . . .  — r 2r r  1 2 (c o s  f ) 2
dAj 2A j  r

1

M 2A

2 r a - .  n
r  dr

1
2r

2A * ƒ 2A, 2< 1 2a * 2Aj A

Ar  2r
2Aj (_ 2Aj M

De formule (22) gaat dan over in

(25)....d*A  =  t , t ,  dA, dA,dt J A

2 r ^"2rlr dr -v»
I 9

£___
12Aj > 1  2f 1 2A* 2Aj

^ 2r  dr
öA2
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"Wanneer de elementen gedurende dt eene lengteverande-
ring ondergaan, wijzigt zich deze formule. Dan heeft men

(26,....iü̂LÜ = I
x r dt r

'V a?, da?2 . d*j/, dj/2 .
dt dA, dA2 dt dA, dA2

________3 * ^  ■ a* y* te , -
dt dA, dA2 dt dA2 dA, dt dA2 dA, dt dA2 dA,
d z ,  dz2

terwijl in plaats van (23) geldt

(27), d X t d£t’2 , d y ,  dj/
dA, dt dA2 + dA, dtdA2

d Z2 dZ,'* y* dVi
dA, dt dA, 1 dA, dt dA,

^1

d Z, dz2
dA, dt dA2

d a?2 da?, .
dA2 dt dA,

__ d r r

+ 12.
' 2  dA,

ï* 3 r s
3A2 3t ' 2 3a2

,3 -  a 2T df1
SA, 3t

dt dA, dA,

3A, 3A„
3j»

Daar men heeft

( 2 8 ) . . . .
,s3 a?, .13 £C, 1 3a?, 3dA,
3a, 3t 313A, dA, 3A, 3t enz.

blijkt nu in plaats van (24) te moeten worden geschreven

1

( 2 9 ) . . . . ,

+

.  3*or r 1 3 (cos «) , cos £
3t 3A, 3A, r  31

1

1 3dA,

1 3 d A , ‘ 3
r 3 -  .  .r or 3 r 3 _  A nr  3r

3t 3 A , rdhi ~dt 3Aj

Klo__
l

dA, 3f

1

+

' 3A, 3A,
'3 r
31
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zoodat in plaats van (25) algemeener is te schrijven

3 / cos e(30) . .  d 8 A =  i t i t dt

1

dA, dAa

dX' dAs \  DA,
< 3 r  v ir  dr 1 3 r  dr
ÏDA, V DA"■ dt r  —  —

dx t dt

'3 r
dtDA, 3aj

Is A, gesloten, zoo is de op Aa en dA, verrichte arbeid

(31). . . ,  d* A =  t, tj dt 1dA, pf COS £—  d A„(r

3 f  dr dr ,
- ® ' 5  rj

Zijn A, en A4 gesloten, zoo is de arbeid

(3 2 ).... dA =  i, i t d t j t f j  —  dA, dAa .

Ook moet nog vermeld worden, dat wanneer A2 onge
sloten is, de op A2 en dA, verrichte ponderomotorische
arbeid is te schrijven

r P%
(33) . . . .  d* A =  i1ii dt -  |  dA, ƒ ~  dA, | +

J \
a 1

[ 3  n  3 /  3r \  , , r" dr"
+  dA* IÖA7 J r 5^ (  r d ï ) dX* ~ r 1 3* f  "3T  +

3—. , r , 3r', |+  r  1 3 ^ 7  “a T / J  •
Hieruit blijkt, dat wanneer A, gesloten is, de arbeid der
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krachten, die volgens (2) kunnen gerekend worden bij de
uiteinden van A2 te behooren, verdwijnt.

Uit (32) blijkt, dat er voor gesloten stroomen overeen
stemming bestaat tusschen de formule van A m p è r e  en
de potentiaalwet van F. E. N e u m a n n ,  zooals dit ook
door v. H e l m h o l t z  op andere wijze is aangetoond; en
wel bestaat deze overeenstemming, gelijk hij zegt (Wissen-
schaftliche Abhandlüngen Bd. I. pag. 695) „für jede belie-
bige Art der Yerschiebung eines vollkommen biegsamen,
dehnbaren oder flüssigen Leiters.”

§ 10. Substitueert men in (21) de waarden der kracht-
componenten volgens G r a s s m a n n , zoo blijkt door soort
gelijke transformaties als in § 9 te kunnen worden geschreven

(34) . . . . d 8 A =  i , i 2 d\ 2 dt '_3

dt
cos e

_ 3 _  U  dxt . dyt dy2 . dzt dzA)  _
3 A j \ r \  dt 3A j  ' dt 3A j  dt 3A J )

£  f \ / dx2 dx1 . dy1 dyt dzt dzx i '
3 A j I r \ d t  DA, 1 '  dt 3 A ,  dt 3 A ,

Rekken de elementen zich u it, zoo blijken hieraan te
moeten worden toegevoegd de termen

1
r

'dxa
3A j

'£! a?i _  £ l ® i \  , Zjh /£ !  y 1
3AX dt d t d \ J  3Aj \ 3Aj dt

dzi / d i Z1 3 2 Z j \  . dXt /3 *  X 2
dT,  \3 A ,  dt ~  d t d x j  3 I 7 V 3 A ,  dt  '

i £Yl /£llï _ £lj/,\ I Pa Za
3A, \3 a2 dt dt 3A J  “ r  3aj \3A2 dt

of
cos s [  1 3dA,

r dx1 dt
3dA,'
~dt~

3* x 2\
dt 3A J +

£ l * i \
d t d x j

3
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Dan gaat (34) over in

(3S).. . .daA =  i i i1dt dt
/ COS 6 7 '  ,  \
( —  dAl ) —

(ÏAj d X  ,
" 1 /da? . dxi Y +  *£ 1 /3£ca < te,
r  \  dt ^ 7 " r \ dT 5 a7  " )\

Zijn beide stroomen gesloten, zoo geldt evenals boven (32).
§ 11. Wij hebben tot beschrijving der electromagnetiscbe

draaiingen dc formules gebezigd, die de werking aangeven
van gesloten op ongesloten stroomen. Om den arbeid te
leeren kennen, bij eene zeer kleine beweging van den toe
stel door de ponderomotorische krachten verricht, zou men
in overeenstemming hiermede (31) of de daarmede overeen
komstige uit (35) af te leiden formule kunnen bezigen.
Men kan echter ook anders te werk gaan, en aannemen,
dat elke stroomdraad, die door een glijdend contact loopt,
bij de zeer kleine draaiing zijn individualiteit behoudt; de
stroomdraad moet zich dan, wat zijne elementen betreft,
die in de overgangslaag welke bij het glijdend contact kan
worden aangenomen zijn gelegen, verbuigen en uitrekken.
Men heeft dan uitsluitend met eene werking van gesloten
op gesloten stroomen te doen en (32) is van toepassing.

Als voorbeeld diene de toestel van K ö n i g  (fig. 2), als
de magneten vast zijn en de cylinder draaibaar wordt genomen.
Aan de uiteinden van den cylinder zijn cirkelvormige glij
dende contacten. Elke stroomdraad moet geacht worden bij
de'draaiing door dezelfde beschrijvende lijn te blijven loopen
en ook buiten den cylinder door dezelfde stoffelijke deeltjes
te blijven gaan; zoodat een klein gedeelte van elk der cirkel
omtrekken in eiken stroomdraad (door eene fictieve uitrek
king van dien draad) wordt ingevoegd. Dit voorbeeld zal
in § 15 nog nader worden beschouwd.

Ook in den toestel van P o  h l (fig. 4), waar de totale
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stroom ban gesplitst worden in twee gesloten stroomen,
dezelfde banen volgend behalve in de kwikgoot, waar de
eene langs den eenen, de andere langs den anderen
cirkelboog CD loopt, kan, terwijl de arm BC met den
magneet een kleine draaiing uitvoert, het door het uiteinde
van dien arm beschreven cirkelboogje gerekend worden in
den eenen stroomdraad door uitrekking te zijn ontstaan,
uit den anderen door inkrimping te zijn verdwenen. E r is
echter geen bezwaar om in zulke gevallen, zoo men dat
verbiest, van een intreden van nieuwe elementen te spre
ken, gelijk § 16 wordt betoogd.

Uit (32) blijkt, dat bij een toestel als van L e c h e r  (fig. 7),
waar beide punten, waar de stroom in en uit het bewe
gelijk deel stroomt, in de draaiings-as liggen, zoodat geen
uitrekking der stroomdraden of intreden van nieuwe ele
menten plaats heeft, de arbeid bij eene geheele omwenteling
door de ponderomotorische krachten verricht nul is. Het is
echter opdat draaiing plaats grijpe een vereischte, dat deze
arbeid een positieve waarde hebbe.

§ 12. Voor (32) is ook te schrijven

(3 6 )  . . ^ d A  =  i t d t ±  ! ƒ  F ,Ai d*,,

wanneer constant is.
Vt is hierbij de aan A2 te danken vector-potentiaal, die

voldoet aan

(3 7 )  . . . .  Vi x = i % enz,

dus ook aan
DV, 3F,

(38)• • • • 1 ^ 7  — t o f  =  H >x' enz- (Vers- (3) )*
De vergelijking (36) gaat door transformatie volgens het

theorema van S t o k e s  over in

(39) . . . .  dA =  ij d t ~  J H ln  ̂ dej.
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Hieruit blijkt, dat de ponderomotorische arbeid op beide
zich bewegende en vervormende gesloten stroomen verricht
gelijk is aan het product van de stroomsterkte van een
dier stroomen met de toename van het aantal aan den
anderen stroom te danken en door den eersten omvatte
magnetische krachtljjnen. De normaal loopt (als men den
stroom voor een oogenblik vervangen denkt door de bij-
behoorende magnetische dubbellaag) van het negatief naar
het positief magnetisme. — Er was steeds sprake van constante
stroomen; niets belet echter eene zoodanige formule b. v. toe te
passen op den toestel van P  o h 1 (fig. 4), waarin door de draaiing
van den arm de stroomsterkte der beide gesloten stroomen
verandert, ook al blijft hun som, d. w. z. de stroomsterkte
in AB  en DE  constant; hier moet men in plaats van de
werkelijke toestandsverandering, eene draaiing van den arm
beschouwen, waarbij de beide afzonderlijke stroomsterkten
gerekend worden eene constante waarde te behouden; zóó
blijkt dat men ook in dit geval uit (39) het moment der op een
bepaald oogenblik werkende krachten kan bepalen. De kracht
lijnen, die in het geval van den toestel van P o h l  beschouwd
moeten worden, zijn natuurlijk degene, die van den mag
neet uitgaan.

De ponderomotorische arbeid, die volgens A m p è r e  een
gesloten en een ongesloten stroom op elkander verrichten,
is gelijk aan het product van de stroomsterkte van den
ongesloten stroom met het aantal door hem gesneden van
den gesloten stroom afkomstige krachtlijnen. Dit blijkt uit
(2) en (33) in verband met het bij deze laatste formule
opgemerkte; men houde in het oog, dat het element d,Xl
op A 2 eene kracht uitoefent tegengesteld gelijk aan de kracht
die het zelf volgens (2) van A ,  ondervindt; volgens (33)
nu mag men bjj het berekenen van den arbeid het deel
dezer krachten, dat bij de eindpunten van A 2 schijnt te
behooren, buiten beschouwing laten. — Afzonderlijk is
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hierbij de arbeid op een der stroomen verricht gelijk aan
het product der stoomsterkte van den ongesloten stroom
met het aantal krachtlijnen, dat deze zou gesneden hebben,
indien alleen de beschouwde stroom gedurende het be
schouwde tijdselement had bewogen.

§ 13. Verplaatst de pool M in (x2 y t z ,)  zich over
(dx2 dy j d z ,)  en draait tevens om een as, die er doorgaat,
over de hoeken (dxt d{32 d / j ) ,  zoo zal het vast met de pool
verbonden gedachte aangrijpingspunt (xx y x z ,)  der kracht,
die dA, volgens A m p è r e  er op uitoefent, zich in de rich
tingen der coördinaatassen verplaatsen over

( dxa - f  (z , — z2) d(32 — (y1 — y a) dy2,
j dys 4* i.x i — x a) &Y* — (zi — za)
( 4" (l/i — 2/a) dx2 — (x i x a)

Positief is hierbij eene rotatie gerekend, waarbij OX naar
OY  draait over 90°, enz., (cyclische letterverwisseling).

Verschuift bovendien dA, in (x, y , z ,) zich over (dx l dy l dz l )
in hetzelfde tijdselement, zoo is de hierbij verrichte arbeid
te schrijven

(4 0 ) ... .  d*A = i t Mdx1 dx t — da2 — (z , - z a)d(3a-\-

+ (Vi— y*)dr
hetgeen zich herleidt tot

(41) . . . .  d aA = t x MdA, dt

d— .. ,  )r è z ,____ r  f r / J  ■
<)y x ?Aj ?ZX DAjj

c>X2 d  t x x — X,
~WÏMl

w ,  * ,(Ui — y*\1 ör 2 d
?t '\  r ) iH c»A1 1{ r ) +
( ? -  a i  )

■ ] r ___ r  t>(zt — z 2)( .
dA, \dz1 ?t ciy1 M ) . ’ ' *
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Dit blijkt het product te zijn van i t met het door het
element dA, in den tijd dt gesneden aantal van de pool
afkomstige krachtlijnen.

Is A, gesloten, zoo vallen de termen m e t ., enz.weg.
ut

Dan is de arbeid

j i

of

(43), . . .d A  =  — i t M ^ d t ,

waarin f l  de hoek is, waaronder de stroom vanuit de pool
wordt gezien, dir, levert tot f l  eene positieve bijdrage,
als op de zijde van x die naar de pool gekeerd is (wan
neer men voor een oogenhlik de magnetische dubbellaag,
die bij den stroom behoort, aanwezig denkt) positief magne
tisme ligt.

Gaat de pool N  maal in positieve, JN' maal in negatieve
richting door het vlak, dat de stroomlijn tot rand heeft,
en keeren pool en stroomlijn ten slotte weer in hun
oorspronkelijken relatieven stand terug , zoo is de hierbij
verrichte ponderomotorische arbeid

(44) . . . . A  =  4k (N  — N') i t M.

De afzonderlijk door een element dA, op de pool M, of
door de pool M op het element dA, verrichte ponderomo
torische arbeid is gelijk aan het product van i t met het
aantal van de pool afkomstige krachtlijnen, dat dA, in dt
zou gesneden hebben, indien in het eerste geval slechts de
pool, in het tweede geval slechts dAj had bewogen.

§ 14. Het verband, dat bij G r a s s m a n n  tusschen den
ponderomotorischen arbeid en het aantal gesneden magne
tische krachtlijnen bestaat, volgt uit (8). Deze formule leert,
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dat de op een ongesloten of gesloten stroom verrichte pon-
deromotorische arbeid gelijk is aan het product van zijne
stroomsterkte met het aantal krachtlijnen, dat hij in het
beschouwde tijdselement zou gesneden hebben, indien hij
alleen had bewogen. — Yoor twee gesloten stroomen kan
men dat verband ook uitdrukken als in § 12.

Van den ponderomotorischen arbeid door een pool en een
stroomelement op elkander verricht, kan hier volgens § 8 geen
sprake zijn. De arbeid door een pool en een gesloten stroom
op elkander verricht is evenals bij A m p è r e  bepaald door (44).

§ 15. De voorstelling der krachtlijnen maakt de toepas
sing der theorie op vele toestellen gemakkelijk. Weder worde
beschouwd de toestel van K ö n i g (fig. 2), als de magneten
vast zijn, en de cylinder draaibaar is. W at het uitgeoefende
moment betreft is het onverschillig of de stroom (totale
sterkte J )  continu over den cylindermantel (straal a) is ver
deeld, of wel dat hij loopt in afzonderlijke oneindig dunne

stroomdraden, elk met de sterkte g—— d6 en gescheiden

door intervallen add, welke ten opzichte van de afmetingen
der doorsnede der genoemde stroomdraden oneindig groot
kunnen worden gedacht. Bij draaiing van den cylinder over
dö beweegt elke stroomdraad zich evenwijdig aan zichzelf
door een magnetisch veld. Volgens § 12 of § 14 is de hierbij
op eiken stroomdraad verrichte arbeid gelijk aan het product
van zijne stroomsterkte met de integraal van de normale
component der magnetische kracht over het vlakje, waar
over hij zich verschoven heeft. Dit geeft voor den op alle
stroomdraden bij de draaiing over dQ verrichten arbeid

richting (§ 13), en de integraal uitgestrekt is over het ge-
heele cylindervlak (normaal naar binnen) j immers elke

als de draaiing plaats heeft in positieve



40

stroomdraad komt in den stand, die oorspronkeljjk door den
naburigen stroomdraad werd ingenomen. Hieruit volgt voor
het moment der op den cylinder werkende krachten de

Eene nadere beschouwing leert, dat het moment, door de
positieve pool M binnen den cylinder op dezen uitgeoefend

bedraagt: 2 Ml  verminderd met —  (f t , - f  f t , ) } waarin

f t ,  en f t ,  de hoeken zijn, waaronder de uiteinden van den
cylinder vanuit de pool worden gezien, beide positief ge
nomen. Het moment door de negatieve pool buiten den

cylinder op hem uitgeoefend bedraagt ( f t 1 f t 1\
2n N i l  2 / 5

waarin f t ,  en f t ,  de hoeken zijn, waaronder de eindcirkels
van den cylinder vanuit de negatieve pool worden gezien,
beide positief genomen-, zoo de negatieve pool zich op de
as van den cylinder, niet op het verlengde daarvan, pro
jecteert. f t j + f t '  blijkt kleiner te zijn dan f t , - j - f t , .  Het
totale moment door den magneet N S  op den cylinder
uitgeoefend nadert tot 2 M I ,  als de cylinder naar beide
zijden zeer lang wordt.

He voorstelling der krachtlijnen is ook nuttig om in vele
gevallen zonder berekening te doen zien, dat de vorm van
den sluitdraad geen invloed op de draaiing heeft. Volgens
§ 12 is in het geval van fig. 1, waarbij b.v. de magneet
draait en de sluitdraad ru s t, de arbeid evenredig met het
aantal door den ongesloten stroom ABC gesneden van den
magneet afkomstige krachtlijnen. (Zie § 7, waarin betoogd
wordt, dat de werking opgevat mag worden als eene wer
king tusschen den magneet en een ongesloten stroom).
De polen van den magneet bevinden zich bij onderstelling
aan de uiteinden, zoodat elke krachtlijn buiten den magneet

waarde
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(van krachtlijnen binnen den magneet is eerst in het vol
gende Hoofdstuk sprake) van de eene pool naar de andere
of van een pool naar het oneindige loopt. Hieruit blijkt,
dat de sluitdraad bij eene draaiing evenveel krachtlijnen
snijdt, welke ook zijn vorm moge zijn, mits de eindpunten
dezelfde blijven. — Anders gezegd: voeren twee sluitdraden,
die dezelfde eindpunten hebben, elk een volledige wenteling
uit ten opzichte van den magneet, zoo vormen de door
hen beschreven oppervlakken te zamen een gesloten op
pervlak; uit (3) blijkt, dat de aan den magneet te danken
magnetische kracht binnen dit oppervlak overal voldoet aan

waaruit volgt dat de normale integraal der magnetische
kracht over het oppervlak nul is; de integraal is dus
gelijk voor de beide deelen van het gesloten oppervlak,
wanneer voor een hunner de normaal wordt omgekeerd; het
geen men ook uitdrukt door te zeggen, dat de beide sluitdraden
elk evenveel krachtlijnen snijden bij eene volle wenteling.

Men moet verder in het oog houden, dat het niet noodig
is, dat de stroom zich werkelijk verplaatst. Zoo staat bij
den toestel van P l ü c k e r  (fig. 5), als de cylinder draait,
de stroom stil, alleen de geleidende stof voor zoover deze stof
tot den cylinder behoort, draait. Bij de berekening van den
arbeid heeft men hier eene zeer kleine virtueele draaiing te
beschouwen, waarbij de stroom meedraait.

Verricht (fig. 1) de magneet eene volle wenteling,
terwijl de sluitdraad ru st, zoo gaat al het Noordmagnetisme
door het vlak, dat den gesloten stroom tot rand heeft en
keert daarna in zijn oorspronkelijken stand terug. Volgens
(44) is de hierbij verrichte arbeid 4 ^ i ,  M, het werkend
moment dus 2 i, M. Daarbij komt het door den magneet
op de met hem bewegende stroombaan uitgeoefend moment.
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Bij werkelijke proeven maakt het wat de waarde van het
moment betreft waarvoor boven 2i t M is geschreven een
groot verschil, waar het punt C zich op den cylindermantel
bevindt; immers het is slechts een eenvoudigheidshalve
ingevoerde fictie, dat al het magnetisme zou mogen worden
gerekend zich aan de uiteinden van den magneet te bevinden.

§ 16. Wanneer, als bij den toestel van Po h l (fig. 4),
nieuwe elementen in de stroombanen intreden, houdt (32)
niet op geldig te zijn. Dit blijkt reeds uit het § 11 gezegde,
volgens hetwelk men op de plaats, waar die intreding
plaats heeft, eene fictieve uitzetting of inkrimping der
stroomdraden kan aannemen. Niets belet echter eene virtueele
verandering te beschouwen , welke in sommige gevallen
(b.v. bij de proeven van Z ö 11 n e r , ook in de Inleiding
vermeld, waar de armen uit kwikstralen bestaan, zoo-
dat ongetwijfeld nieuwe elementen in de stroombanen
intreden) meer met de werkeljjke verandering overeenkomt.
Zij P  (fig. 12) een punt van den gesloten stroom A 2 ,  AB

een deel van den gesloten
stroom A j .  A ,  openezich
bij C, zoodat hét eene
uiteinde naar D, het
andere naar E gaat, en
in D E trede een nieuw
element in. De richting

van den stroom zij ACB. De elementen AC en CB voeren
gedurende het beschouwde tijdselement slechts een oneindig
kleine draaaiing uit. Ook de richting van DE is op oneindig
weinig na dezelfde als die van ACB; anders zou de stroom
baan na dt bij D en E merkwaardige punten vertoonen,
wat bij onderstelling niet het geval is. De vergelijking
(31), die betrekking heeft op A , ongesloten en A2 gesloten,
is hier geldig, en wordt

Fig. 12.
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( 4 6 ) . . . .d 2A =  i 1 i2 dt

q*
f f COS £

dh t dA2 —

1

f d*> è; f'
c,

r dr ,r^rMdh'
Met Ct en C2 zjjn aangeduid de punten, die eerst

in C samenvallen en zich resp. naar E en D bewegen.
C,

J  is genomen over At in de richting van den stroom.
Ct

Opdat de eerste term van het tweede lid van (46) overga
in het formeel gelijke tweede lid van (32), moet daarbij

worden gevoegd de term i ,  i 2 D E  J  d A 2 , ook te

schrijven, op den factor i 1i i na,

- DEf 1 dr dr
r 9Aj 9a2

d r
d A j c*A2J

Dat deze term inderdaad gelijk is aan den tweeden term
van het tweede lid van (46) blijkt als volgt. Deze tweede
term is te schrijven, met weglating van den factor i t i 2 dt,

f  f'Jr K
. 1

r?r dr ■
ci ____c_i

dt dt dd..

waarin r, r ,  en r ,  den afstand van P  tot C, E en D

resp. voorstellen. Ook te schrijven

rd \ 2 'dr dr dr ]
C 2  C l  f

r dx2 dt dt )
. A
ÜaI

drci
dt

dr

Opdat deze term den verlangden vorm aanneme, moet

(47),
d(r r )o . '

dt — — DE
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?(r _r  )
Het blijkt inderdaad uit de fig. dat men — ~ — dl

kan verkrijgen door D E op P C te projecteeren, zooals de
laatste formule aangeeft.

Bij gevolg geldt (32) ook als nieuwe elementen in de
stroombanen intreden.

Men kan dit evenzoo bewijzen, uitgaande van (35) in
plaats van (46).

Het is natuurlijk niet geoorloofd tegen te werpen, dat
in den toestel van P o h l  een element intreedt, dat lood
recht op het aangrenzende element van den arm staat;
als men de stroomdraden fijn genoeg en het tijdselement
kort genoeg neemt, ligt steeds elk intredend element in
het verlengde der beide aangrenzende elementen.

Zij bij dezen toestel (fig 13) ABCD een deel van de
kwikgoot, (horizontale
doorsnede); de punt van
den draaibaren arm OE
is omgebogen, zoodat
het uiteinde zich in het
kwik bevindt. OEFCHs
een stroombaanx). De arm
wordt verplaatst naar
OE'. Bij deze virtueele
beweging kan de stroom
baan , hetzij door uitrek
king, hetzij door intre
ding van nieuwe elemen

ten , geacht worden een vorm als O E ' F ' GK aan te
nemen. Daar (32) geldt is de hierbij verrichte arbeid gelijk
aan het aantal door het vlakje G F E O E' F ' G' gaande

Fig. 13.

*) Het oirkeltje in de fig. stelt de doorsnede der punt voor met een
plat vlak, dat met de oppervlakte van het kwik samenvalt.
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van den magneet afkomstige krachtlijnen. Wegens de
geringe breedte der kwikgoot komt het slechts op de door
het vlakje O E E ' gaande krachtlijnen aan. Door het aantal
dezer krachtlijnen wordt het moment bepaald.

§ 17. Nu de formules van A m p è r e  en G r a s s m a n n
beide even geschikt blijken tot het beschrijven der electro-
magnetische draaiing, rijst de vraag of er nog andere for
mules zijn . die, eveneens uitgaande van eene afstands
werking tusschen stroomelementen, en van de meerge
noemde onderstelling omtrent den aard der magnetische
lichamen, dezelfde bruikbaarheid bezitten.

Volgens de formule van K o r t e w e g  (Crelle’s Journal
90, 1880) ondervindt dA, van dA2 eene kracht, waarvan
de eerste component is

en een moment om een erdoor gaande as, waarvan de
eerste component is

Deze waarden volgen n. 1. uit de door K o r t e w e g
gegeven formules

Br Ba?i t i 2 dAt dA
BA„ BAdAj BAt

8(a;1— x , ) Br Br 2 Br Ba;
r*BA.BA

( 4 9 ) . . . .  d s M i, dA, dA D  ((1/2— 2/ l )

Br Ba?( 5 0 ) . . . . d s X , i l i2 dAj dA

B—E—G Br Br
(a?!— x 2)

" |  ( ^ 1  * ^ '2 ')Ba, Ba Ba . Ba

I f ' '  B'X 2

+  e s ; ^
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en

( 5 1 ) . . . . d a
X

=  i j  i2 d \ i dx2 D +  H *r
r W-

D—F dr

èA, dA

als men gebruik maakt van de door hem *) afgeleide betrek
kingen

r  p  r i dc  . 3 A 1B _ S _ e + r _ + _ =0 i

2 B + f l _  Gr _  F -  Cr+ r ~  +  IA 1=  0
dr ' r *

2 A 2 C + G
y» 3  y . -----

n 17’ I d D  _

p - f + r - a ? = 0>
D + f / = 0 ,

waarin gesteld is A2 =  1 ter invoering van electromagne-
tischo maat. B. . .  H zijn functiën van v. Het ligt voor de
hand te onderstellen , dat in elke der vergelijkingen (52)
afzonderlijk alle termen dezelfde macht van r bevatten.

Yoor D =  0, E =  0 , C =  — gaan (48) en (49) in de

formule van A m p è r e  over, voor D =  0, E  — 0, C — ~
in de formule van G r as s m a n n .

Om aan te toonen, dat formule (48) tot beschrijving
der electromagnetische draaiing geschikt is, is het volgens
het § 5 opgemerkte (n.; l. dat de beschouwde werkingen
steeds terug te brengen zijn tot die van gesloten op onge-

’) Voor stroomelementen zonder „stroomeinden”.
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sloten stroomen) voldoende aan te toonen, dat bij de werking
van gesloten op ongesloten stroomen de waarde van C, E
en D tot het resultaat niet afdoet.

Het element dA , ondervindt van Aa , zich uitstrekkende
van P'2 tot P " 2 , een kracht met eerste component

Is A2 gesloten, zoo wordt de eerste component der op
dAj werkende kracht

in overeenstemming met (4). Natuurlijk wordt, daar het
aangrijpingspunt dezer kracht in dX1 is gelegen, ook haar
moment om een willekeurige as evengroot als volgens
A m p è r e  of G r a s s m a n n ,  Het door (49) bepaalde moment
verdwijnt als A2 gesloten is. — Hiermede is het verlangde
bewezen.

Men kan verder bewijzen (op soortgelijke wijze als § 9),
dat de arbeid door twee gesloten stroomen volgens de
formule van K o r t e w e g  op elkander verricht door (32)
wordt voorgesteld. Verder, dat de werking van magnetisme
op stroomelementen dezelfde is als bij A m p è r e ,  dat echter
van eene werking van stroomelementen op magnetisme (zie
§ 8) in het algemeen niet kaD worden gesproken. — Wan
neer twee gesloten stroomen zich bewegen, is de -door hen
op elkander verrichte ponderomotorische arbeid met behulp

i. dA, H

"£*'* ƒ  dVdT2 i(' ) (xt—x

p n

P ‘

(5 4 ) .... dX i t dxt H
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van gesneden krachtlijnen uit te drukken evenals boven.
Wanneer een gesloten en een ongesloten stroom zich be
wegen is de arbeid op den ongesloten stroom verricht gelijk
aan het product van zijne stroomsterkte met het aantal
krachtlijnen, dat hij zou gesneden hebben, indien hij zich
alleen had bewogen; de arbeid op den gesloten stroom
verricht is alleen dan met behulp van gesneden kracht
lijnen uit te drukken, wanneer de formule van K o r t e w e g
in een der beide vroeger behandelde formules overgaat,
volgens § 12 en § 14.

§ 18. Geen bevredigende beschrijving der electromagne-
tische draaiingen wordt gegeven door de formule van v.
H e l m h o l t z .  (Crelle’s Journal 72. 1870).

Volgens deze formule is de ponderomotorische arbeid,
door dh1 en dA2 bij eene standverandering op elkander
verricht, gelijk aan de afname van den electrodynamischen
potentiaal

'1 dr dr ,
7 <ÜT üaT

1 +  k d r

waarin i t en gedurende het beschouwde tijdselement
constant ondersteld zijn. k is eene constante.

Is A, gesloten, zoo is de in dt door stroom en stroom-
element op elkander verrichte ponderomotorische arbeid te
schrijven

(5 5 ) . . . .d* d t - J  —  <Za2

of

(56). . . .  da A = i 2 <Zax dt ^  J  H ln ^d<r2,

d. w. z. die arbeid is gelijk aan het product der stroom
sterkte van den gesloten stroom met de toename van het
aantal door hem omvatte aan den ongesloten stroom te
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danken krachtlijnen. — Afzonderlijk is hierbij de op een
der stroomen verrichte arbeid gelijk aan het product der
stroomsterkte van den gesloten stroom met de toename,
die het aantal door hem omvatte krachtlijnen in het be
schouwde tijdselement zou ondergaan hebben, indien slechts
de beschouwde stroom had bewogen. — Yoor twee gesloten
stroomen evenals boven.

Dat de formule van v. H e l m h o l t z  niet met de waar
nemingen strookt, volgt hieruit, dat hij hem in plaats van
(48) en (49) wordt gevonden

(5 7 ) ... .  d 1 X t — — i t i ,  dA, cfa. —2 1 2 ?x1
en

'1 iïr Br . 1-j-fc
r  Ü A ^ 2 ~

t>» r
?At dAj

(5 8 ).... d  Ml x -  M ^ d A ,  — —

in welke formules (50) en (51) overgaan voor

I B = — — ,

_1 -f- k 1
~ 2 ~  r * ’

1 dr dr , 1-f- k
2 î AjdAj

( 5 9 ) . . . .

D—

E —

F =

1 +  k 1
2 r ’

1 — k 1
2 r* ’

A* »

1 — k 1
2 r* ’

2 r ’

welke waarden niet voldoen aan de beide onder (52) be
grepen betrekkingen

4



50

J2
/y> 3

C +  G
r O,

dDD — F  4 - r  —  =  0.1 a r

De eerste dezer beide formules drukt, naar K o r t e w e g
aantoont, uit, dat de kracht door een gesloten stroom
op een stroomelement uitgeoefend daar loodrecht op staat,
hetgeen uit de proeven van v. E t t i n g s h a u s e n  (Sit-
zungsberichte der "Wiener Academie. 77. 1878) is geble
ken. Men kan ook direct uit (57) afleiden, dat de
bedoelde kracht bij v. H e l m h o l t z  niet loodrecht op het
element staat. Wanneer v. H e l m h o l t z  zegt (Wissen-
schaftliche Abhandlungen Bd. I. pag. 764-): „Vorausgesetzt,
dass wir es nur mit geschlossenen Stromen zu thun haben,
ergeben beide, A m p è r e ’s Gesetz und das Potentialgesetz,
genau dieselben Werthe der resultirenden Krafte, welche
jeden einzelnen Punkt des bewegten Leiters angreifen”,
zoo is deze conclusie, waarbij een gekunstelde redeneering
over , stroom einden” te pas komt, volgens het bovenstaande
onjuist*).

Wat nu de electromagnetische draaiingen betreft, men
beschouwe een toestel met glijdende contacten, b.v. den
toestel van P l ü c k e r  (fig. 5). Hierbij verandert gedurende
de draaiing om redenen van symmetrie de electrodynamische
potentiaal alleen door de verbuiging en uitrekking der
stroomdraden, welke in de glijdende contacten plaats heeft.
De op de stroombaan BA bij eene kleine draaiing verrichte
arbeid is nul, daar het aantal der daarvan uitgaande

*) K o r t e w e g  bewijst, dat bij zijne formule geen potentiaal behoort.
In de formule van K o r t e w e g  is die van G r a s s m a n n  begrepen.
Geheel verkeerd is dan ook wat G. W i e d e m a n n  („Die Lehre von
der ElektrizitBt” IY § 1048) zegt, als zou voor h =  — 1 de poten
tiaal van v. H e l m h o l t z  overgaan in „den der G r a s s m a n n ’sohen
Formel entspreehenden Potentialwerth”.
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krachtlijnen, welke door eiken in den magneet aanwezigen
kringstroom omvat worden, om redenen van symmetrie
door geene draaiing van BA kan veranderen. Slechts op
de in de glijdende contacten aanwezige stroomelementen
wordt een moment om de draaiingsas uitgeoefend. Zooals
v. H e l m h o l t z  zegt, moeten dus in zoodanige gevallen
de geleiders worden meegesleept door „adharirende Theile
dieser Flüssigkeitsfaden”. Dat zulk eene meesleeping niet
plaats heeft, blijkt uit de proeven van Z ö l l n e r  (zie
Inleiding). Z ö l i n e r s  critiek van v. H e l m h o l t z ’ poten
tiaal wet wordt door het antwoord van laatstgenoemde
(Wissenschaftliche Abhandlungen Bd. I. pag 763 en volgende)
niet ontzenuwd.

§ 19. Resumeerende:
a) . De formules van A m p è r e  en G r a s s m a n n  leveren

bij de proeven over electromagnetische draaiing dezelfde
uitkomst op (§5); de algemeene formule van K o r  te  w eg
evenzoo (§ 17);

b) . De formules van Amp è r e  en G r a s s m a n n  (en
K o r t e w eg )  zijn in overeenstemming met de voor den
ponderomotorischen arbeid, door gesloten stroomen op
elkander verricht, geldende potentiaalwet van N e u ma n n
(§ 9> § 10), ook als de stroomdraden van lengte veranderen,
of als nieuwe elementen intreden (§ 16). — Deze wet
toont dat bij een toestel als van L e c h e r  (fig. 7) geene
draaiing plaatsheeft (§ 11);

c) . De voorstelling der krachtlijnen kan bij de formules
van A mp è r e  (§ 12) en G r a s s m a n n  (§ 14) worden
gebezigd; zij maakt de toepassing op vele toestellen gemak-
kelijk (§ 15 toestel van König)  (§ 15 vorm van den sluit-
draad veelal onverschillig);

d)  . De uitdrukking voor den arbeid door een stroom en
een magneetpool op elkander verricht (§ 13) leert bij vele
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toestellen het bij eene wenteling gemiddeld op de polen
werkend moment kennen (§ 15 toestel fig. 1);

e) . De formule van B i o t  en S a v a r t  levert ook (voor
een deel) dezelfde uitkomsten op (§ 4 , § 5);

f )  . Bij de formule van G r a s s m a n n  kan van de werking
van een ongesloten stroom op een magneetpool niet ge
sproken worden (§ 8);

g )  . De formule van v. H e l m h o l t z  geeft de verschijn
selen niet juist weer (§ 18). — Deze formule, die tevens
betrekking heeft op inductieverschijnselen, behoeft der
halve in het volgend Hoofdstuk niet te worden beschouwd.



H O O F D S T U K  II.

De unipolaire inductie volgens de formule
van F. E. N e u m a n n  en volgens de krachtlijnen-theorie

van F a r a d a y .

§ 1. Evenals in Hoofdstuk I  is het gewenscht de te
bespreken formules in de eerste plaats algemeen te behan
delen, en ze eerst daarna toe te passen op de toestellen,
waarbij electromagnetische draaiing of unipolaire inductie
is waar te nemen. Deze behandeling kan na de opstelling
der uitdrukkingen voor den elementairen ponderomotorischen
arbeid in Hoofdstuk I  kort zijn 1).

F. E. N e u m a n n  („Allgemeine Gesetze der inducirten
elektrischen Ströme” 1845) beschouwt vooreerst de inductie
door beweging van constante stroomen. Zich aansluitende
bij beschouwingen van L e n z  schrijft hij voor de door het
element d\ 1 in dX2 geinduceerde electromotorische kracht

d2 E \
(1) ‘ ^  »’* d  ,

waarin va de snelheid is, waarmede dx2 zich verschuift,
terwijl d1P 12v dxt dx2 de component in de richting v2

voorstelt van d P l2 dxt dx2 , d. w. z. van de ponderomo-
torische kracht, die de eenheid van stroom indAj uitoefent

') Over zelfinduotie worde hier evenmin gesproken als in Hoofd
stuk I over den ponderomotorisohen arbeid werd gesproken, dien
een stroom bij deformatie op zich zelven verricht.
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op dxt , wanneer ook daarin de eenheid van stroom loopt.
De richting der beide genoemde stroomen valt met die van
h  en h  resP- samen, e is eene positieve constante, welke
verder =  1 is gesteld, zooals zij voor electromagnetische
maat blijkt te zijn.

Onder „ snelheid” is hier natuurlijk niet de snelheid ten
opzichte van het omringend medium te verstaan; dan toch
zou in een stroomelement door de beweging van een anderen
stroom geen inductiewerking kunnen plaats hebben, wat
met de ervaring strijdt. Yeeleer is onder v, de snelheid te
verstaan, waarmede dxt zich ten opzichte van het magnetisch
veld van dxt verschuift.

^  Ex
De arbeid door ^ » dxt dxt in dt verricht is

of
<*A, dAj

dXl dxt i 2 dt

— Vj i, ij  <2* P ,  j  dx. dx. dt.
Dit is het product van — 1 met den ponderomotorischen

arbeid die in dt op dxt door dX1 verricht zou worden,
indien de snelheid vJ eene absolute snelheid ware.

§ 2. Door N e u m a n n  wordt deponderomotorische kracht
genomen als bij Ampère .  Volgens dezen is de op het
einde van § 1 genoemde arbeid gegeven door (30) Hoofd
stuk I. Zijne waarde verandert niet, indien men aanneemt,
dat dezelfde standverandering plaatsgrijpt doordat alleen
dAj zich beweegt. Men vindt dus

(2) . . . ;  ?_*- Ex* dx. dX. =  — j ,
dA, dA, 1 2 1

e> / C08 €

T t \ r ~ ~ J —

d rr - - - - -  - - - - - cl $ 1 
O.

h
l rv j  * *

C U 1 L i » A ,  it  J c l A j ( I A j  <1t 1
-j“ dx j dx 2 |
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Is A, gesloten, zoo is de in d A a opgewekte electromo-i
torische kracht

Yoor de in den gesloten kring Aa door dA, opgewekte
electromotorische kracht volgt uit (2)

Door verwisseling der indices 1 en 2 vindt men uit (3)
en (4) de door A5 (gesloten) in d A ,  en de door d A a in A,
(gesloten) opgewekte electromotorische kracht.

Twee gesloten stroomen, nog steeds constant ondersteld,
blijken in elkanders banen electromotorische krachten te indu-
ceeren, die bepaald worden door

Daar eene verandering der stroomsterkte blijkt indu-
ceerend te werken, kan men deze formule bij onderstelling
uitbreiden tot

Deze vergelijking drukt volgens Hoofdstuk I § 12 uit, dat
®Aa gelijk is aan de afname per tijdseenheid van het

_S
SF

r Sr
SA, St

A  1
Sa,  st

i ^A
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aantal door A ,  omvatte van A s afkomstige krachtlijnen1).
De vergelijking (3) drukt volgens diezelfde § uit, dat voor it

constant de door den gesloten stroom A , in c?A2 opgewekte
electromotorische kracht gelijk is aan het (negatief genomen)
aantal krachtlijnen, dat door . d A ,  per tijdseenheid wordt
gesneden. — Positief werd de snijding genoemd, wanneer
b.v. dAj de richting der -f- X-as (fig. 11) heeft, en zich
beweegt langs de -J- Y -as, terwijl de krachtlijnen even
wijdig zijn met de -(- Z-as.

Beschouwt men b.v. den toestel van P l ü c k e r  (fig. 5)
en laat den cylinder in den aldaar aangegeven zin draaien
met hoeksnelheid u, waarbij het in den cylinder liggende
deel AB van de stroombaan meedraait, zoo kan men óf
(3) bezigen, óf (6) wanneer men onder As de stroomen
in den magneet en onder de stroombaan At de getee-
kende baan ACBA verstaat, welke ondersteld wordt zich
bij A en B door de draaiing uit te rekken. Op beide
wijzen blijkt in de richting ABCA eene electromotorische
kracht te worden opgewekt ten bedrage van het aantal
krachtlijnen, dat door den magneet (van binnen naar
buiten) wordt gezonden door het per tijdseenheid door AB

beschreven vlak; of zoo men wil ten bedrage van — maal
67T

het aantal krachtlijnen, dat de magneet zendt door den
cylindermantel, welks beschrijvende lijn AB is.

Even groot is de ponderomotorische arbeid, die door een
stroom met sterkte 1 en richting ACBA per tijdseenheid
op den wentelenden cylinder wordt verricht. Immers blijkens

(32) Hoofdstuk I is deze arbeid i ,  ^  J , en

dit is op het teeken na aan Ex gelijk, wanneer in (6)

*) Men kan hierbij aannemen, dat (6) ook nog geldig blijft, wanneer
nieuwe elementen in de stroombanen intreden.
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i2 constant wordt gesteld, zooals bij den beschouwden
toestel moet worden gedaan. — Uit E \  verkrijgt men de bij
eenheid van hoeksnelheid opgewekte electromotorische kracht
door te deelen door u ; evenzoo verkrijgt men door deeling
door u uit den genoemden ponderomotorischen arbeid het
door den stroom 1 uitgeoefend moment. Deze electromoto
rische bracht en dit moment blijken dus van gelijke grootte
te zijn in overeenstemming met de wet van het behoud
van arbeidsvermogen (zie Inleiding).

§ 3. Beweegt een permanente magneet zich ten opzichte
van een stroomelement dKl , zoo wordt aangenomen, dat
de in dxl hierdoor geïnduceerde electromotorische kracht
even groot is als zij zou zijn indien in plaats van den
magneet het stelsel kringstroomen (zie Hoofdstuk I  § 4)
aanwezig was, dat hem wat de ponderomotorische wer
kingen betreft kan vervangen.

Volgens Hoofdstuk I  (41) is de ponderomotorische arbeid
in dt bij onderlinge beweging van een magneet en een
element door hen op elkander verricht, als de magneet
een positieve pool heeft, die zich in (xr y , z 2) en een
negatieve pool die zich in (%'2 y \  z \ )  bevindt, en als
deze zich verschuiven en tevens om assen, die erdoor gaan
resp. over de hoeken (dxdfidy) en (dxt d(3t d y t) draaien,

(7) . . . .  d* A =  i ,  MdXl dt doe ö / a ? , — x 2
dt SA, ) . . . •  +

d-L d—
■ % i —2/i)___ r_ d(zt— z , ) i

ÖA, Q z t  dt dyt dt I

• i1 Mdxl dt doe' d ! x , —
dt Sa , . . . . +

dl
i I r KVi—y't) r d(zt—z\ ) ,

~ S A ,  IdZ j dt dyt dt i -----
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Daar het bij Amp è r e  slechts op de relatieve stand
verandering aankomt, blijft deze arbeid dezelfde als men
onderstelt dat de magneet rust en de veranderde stand
alleen door eene beweging van dA, ontstaat. De bij de
beweging van magneet en element op dA, verrichte electro-
motorische arbeid is dus — d 2 A. Daar d 2 A uit twee
deelen bestaat, waarvan er bij elke pool één behoort, is
hetzelfde met den electromotorischen arbeid het geval. Men
kan dus zeggen, dat de electromotorische kracht door de
pool M in dA, opgewekt bedraagt

(8) . . . . dEM \ t
f>A, dA, =  — M dA, cte d ( x t — X 2 \  ,

Ut r / '.'•* • T -

d— ?*-
I i r *(yi—y*)____ r  Hzt—z2)
' J>A, I ?zt dt ?y1 ?t

Hieruit blijkt, dat de door een magneetpool in een
ongesloten (of gesloten) geleider geïnduceerde electromo
torische kracht gelijk is aan het product van — 1 met het
aantal door den stroomgeleider per tijdseenheid gesneden
van de pool afkomstige krachtlijnen. Het draaien van de
pool om eene erdoor gaande as werkt alleen induceerend
wanneer de geleider ongesloten is.

Als in Hoofdstuk I § 13 blijkt, dat de door een pool M
in een gesloten baan A, opgewekte electromotorische kracht
bedraagt

Gaat de pool N  maal in positieve, N' maal in negatieve
richting door het vlak, dat de stroomlijn tot rand heeft,
en keeren pool en stroombaan ten slotte in hun oorspronke-
lijken relatieven stand terug, zoo is als i l constant blijft de
hierbij verrichte electromotorische arbeid — 4 v (N—N') i t M.

Bij toepassing op den toestel van fig. 1 kan men niet
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uit deze laatste formule besluiten, dat bij draaiing van
den magneet in den zin dien de fig. aangeeft, daar al het
Noordmagnetisme bij een volle wenteling éénmaal gaat
door het vlak dat de stroombaan tot rand heeft, een
electromotorische kracht 2 u M in de richting C B A C
zou worden opgewekt. Immers het deel der stroombaan,
dat binnen den magneet lig t, beweegt zich voortdurend in
denzelfden zin, zoodat in de stroombaan bij elke kleine
draaiing een boogje van den bij C behoorenden cirkel
omtrek moet geacht worden zich in te voegen. Niet alle
van het magnetisme uitgaande krachtlijnen worden hier
gesneden, zooals de formule — 4 tc (N —N') i1 M onder
stelt; de electromotorische kracht is gelijk aan het aantal
der door A B C  gesneden krachtlijnen. Nadert C tot de as
(tusschen A en C') *), zoo nadert de electromotorische kracht
tot 2u M.

§ 4. In de formule van N e u m a n n  kan men ook de
door G r a s s m a n n  aangenomen waarde der ponderomo-
torische kracht substitueeren. Ook dan is als in § 1 de
electromotorische arbeid in dt op dx2 door dk1 verricht
gelijk aan het product van — 1 met den ponderomotorischen
arbeid, die in dt op dx2 door dxt verricht zou worden,
indien de snelheid v2 waarmede dx2 zich ten opzichte van
het magnetische veld van dxt verschuift, eene absolute
snelheid ware. Hieruit volgt in verband met het Hoofdstuk I
§ 14 over het snijden van krachtlijnen gezegde, dat dan
de in dxt geïnduceerde electromotorische kracht gelijk is
aan het product van — l met het aantal van dxt afkom
stige krachtlijnen door dx2 per tijdseenheid gesneden * * 3). En
hieruit, in verband met het in § 2 gevondene, valt te besluiten,

‘) Hetgeen mogelijk is als de cylinder M op de plaats waar G er
tegen sleept, ingesnoerd wordt.

a) Onder magnetische kraoht is steeds verstaan de veotor, die door
(3) pag. 17 en het onmiddelljjk na (3) vastgestelde is bepaald.
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dat de door een gesloten stroom A ,  in d A ,  opgewekte elec-
tromotorische kracht dezelfde is, om het even of men de
formule van N e u m a n n  door die van A mp è r e  of door
die van G r a s s m a n n  aanvult. — Bij alle beschouwde
toestellen wordt in beide gevallen de in elk element opge
wekte electromotorische kracht dezelfde.

§ 5. E. H a g e n  bach  (zie Hoofdstuk I § 1) komt
omtrent de beweging der krachtljjnen en het verband, dat
tusschen de behandelde formules bestaat, gedeeltelijk tot
andere uitkomsten. — Hij stelt (t. a. p. pag. 236) eene
formule op, welke uitdrukt, dat de geïnduceerde electro
motorische kracht wordt gevonden door in de formule van
N e u m a n n  de waarde der ponderomotorische kracht vol
gens G r a s s m a n n  te substitueeren. Het blijkt als in § 1
(gelijk ook Hoppe ,  Ann. der Phys. 8, 1902, in den aan
vang van zijn artikel over unipolaire inductie opmerkt),
dat H a g e n b a c h  in deze formule eene relatieve snelheid
moet bedoeld hebben, n. 1. de snelheid ten opzichte van
het magnetisch veld. Hij redeneert aldus: „Wenn der
Leiter ds durch das magnetische Feld bewegt wird, so
entsteht in demselben eine elektromotorische Kraft, und
das Stromelement kann nur durch das magnetische Feld
bewegt werden, wenn ihm fortwahrend die zur Ueber-
windung der inducirten electromotorischen Gegenkraft nötige
Energie zugeführt wird. Der Satz der Erhaltung der Energie
stellt somit die Forderung, dass die überwundene elektro
motorische Energie und die dafür aufgewandte mechanische
Energie einander gleicb seien.” Yolgens § 2 is de in einder
beide elementen verrichte electromotorische arbeid aan den
ponderomotorischen arbeid op het teeken na gelijk, en volgens
§ 4 geldt dit althans voor een der elementen wanneer het
andere element rust. Aan de wet van het behoud van arbeids
vermogen kan dus niet worden voldaan zonder het bestaan
eener elektromagnetische energie aan te nemen, welke door de
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relatieve beweging der elementen toe- of afneemt. Impliciet
ontkent H a g e n b a c h  het bestaan dezer energie. Hij schijnt
niet te bemerken, dat hij hier in tegenspraak komt met
het algemeen aangenomene. Immers, na aangetoond te
hebben dat naar hij meent uit het geciteerde dè bedoelde
formule volgt, zegt hij: „Das bekannte L en z’sche Induk-
tionsgesetz folgt also na turnotwendigaus  dem B i o t-
Savart-schen Gesetze, wenn man den Satz der Erhaltung
der Energie damit verbindet und annimmt, dass die Energie
zur Leistung der mechanischen Arbeit vom Strome gelie-
fert werden muss.” Dat hij, uitgaande van eene onjuiste
onderstelling, toch tot de juiste formule komt, hangt hier
mede samen dat hij den arbeid, dien de ponderomotorische
kracht zóu verrichten indien de relatieve snelheid eene
absolute ware, als den werkelijk verrichten ponderomoto-
rischen arbeid in rekening brengt.

Het past in de theorie van N e u m a n n ,  aan te nemen
dat een draaiende magneet op zich zelven geene inducee-
rende werking uitoefent. Yolgens de proeven van H a g e n 
bach  e. a. is dan ook bij een magneet die om zijn as
draait en welks uiteinde met een punt van zijn oppervlak
door een rustenden draad is verbonden, de in magneet en
sluitdraad opgewekte electromotorische kracht gelijk aan het
(negatief genomen) aantal door den sluitdraad per tijds-

‘) Uitdrukkingen als „stellig”, „ongetwijfeld”, „naturnotwendig” wor
den veelal gebezigd bjj beweringen, die (gewoonljjk naar het oordeel
van den spreker of schrjjver zelven) aan twijfel onderhevig zijn.
Analoog hiermede is het verschijnsel, dat velen sohnjven: „Hieruit
volgt gemakkelijk.. . . . ” „Men ziet gemakkelijk i n . . . . ”, wanneer
een deel der redeneering wordt overgeslagen, waardoor het begrijpen
juist bemoeilijkt wordt. Instinctmatig schijnen wij hierbij de moei
lijkheid of twijfelachtigheid van het geval door eene krachtige uit-
drukking te willen oompenseeren.

A m p è r e  noemt de krachten tussohen stroomelementen werkend
„foroes elementaires, dont la direction est nêcessairement celle de la
droite menée par les points matériels entre lesquels elles s’exercent.”
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eenheid gesneden krachtlijnen als men zich voorstelt dat
deze met den magneet mededraaien. Althans deze gelijkheid
bestaat nagenoeg; het worde slechts terloops vermeld, dat
G r o t r i a n  (Ann. d. Phys. 6, 1901) eene 14%  grooter
waarde vindt [zie Naschrift]. — Staat de magneet stil en
draait de sluitdraad, zoo wordt eveneens volgens N e u 
m a nn  alleen in den sluitdraad een electromotorische kracht
opgewekt. — Draaien magneet en sluitdraad gezamenlijk,
zoo is er volgens hem geen inductie.

H a g e n b a c h  bezigt ook de voorstelling der kracht
lijnen , maar op andere wijze. Hij neemt aan, dat de kracht
lijnen van den magneet aan zijne draaiing niet deelnemen
en dat ook binnen den magneet de geïnduceerde electro
motorische kracht in elke stroombaan numeriek aan het
aantal gesneden krachtlijnen gelijk is. Draait alleen de
magneet, zoo wordt dus in hem eene electromotorische
kracht opgewekt, niet in den sluitdraad; draait alleen de
sluitdraad, zoo wordt de electromotorische kracht in den
sluitdraad opgewekt, niet in den magneet; draaien beide
gezamenlijk, zoo worden in sluitdraad en magneet tegen
gesteld gelijke krachten geïnduceerd, zoodat geen stroom
ontstaat1). — Deze voorstelling is gekunsteld, daar stil
staande krachtlijnen slechts in geval de magneet een
omwentelingslichaam is kunnen worden beschouwd. Wil

') Dat zoowel volgens de theorie der rustende als volgens die der
bewegende krachtlijnen geen stroom ontstaat, wanneer magneet en
sluitdraad gezamenlijk draaien, heeft Hoppe  (t. a. p. pag 664) over
het hoofd gezien. Hij meent „die Frage ob ein rotirender Magnet
auf seiner Oberflache Elektrizitatsladung erzeuge” hierdoor te kunnen
oplossen „dass man versuoht einmal einen Strom in einer festen
Leitung zu erzeugen, und dann untersueht, ob derselbe Strom entsteht,
wenn diese Leitung mit dem rotirenden Magneten rotirt”. Het gelukt
hem experimenteel aan te toonen, dat de stroom in dit laatste geval
nul is; dit was echter, gelijk L e c h e r  (Ann. d. Phys. 9.1902)opmerkt,
volgens elke theorie te verwachten.
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men den zetel der geïnduceerde electromotorische kracht
in den draaienden magneet zei ven zoeken, zoo ware het
wellicht beter in het geheel niet van krachtlijnen te spreken.

H a g e n b a c h  komt o. a. tot de volgende conclusie:
«Bei Annahme der G r a s s m a n n ’schen Formel gestallet

sich alles bei der Erklarung der Rotation und der Induction
viel einfacher und übersichtlicher, weil die gleiche Auf-
fassung für die Ableitung der Erscheinung aus der elektro-
magnetischen und aus der elektrodynamischen Kraft gilt,
und weil auch die Yorstellung der magnetischen Kraft-
linien bei der Erklarung verwendbar ist, indem das gleiche
magnetische Kraftfeld aus dem B i o t - S a v a r t ’schen Ge-
setze und aus der G r a ssm an n ’schen Formel sich ableiten
lasst. — Bei Anwendung der A m p ère’schen Formel ge-
langt man zwar auch zum richtigen durch die Erfahrung
bestatigton Resultat; aber es bleibt der Widerspruch, dass
der gleiche Wert des Drehungsmomentes, welcher electro-
magnetisch aus der Wirkung der inneren Krafte sich
ergiebt, electrodynamisch der Wirkung der ausseren Krafte
zugeschrieben werden muss.”

Deze conclusie is geheel onjuist. — Hoofdstuk I  § 8
bleek, dat de overeenstemming tusschen de formules van
G r a s s m a n n  en B i o t e n  S a v a r t  geenszins zoo volkomen
is als H a g e n b a c h  meent. — Het is verder onwaar, dat
de meening van H a g e n b a c h  over den zetel der geïn
duceerde electromotorische kracht in eenig verband zou
staan met de formule van G r a s s m a n n  (§ 4). — Het is
evenmin waar, dat het een voordeel van H a g e n b a c h ’s
opvatting zou zijn, dat de voorstelling der krachtlijnen
toepasbaar is. Integendeel is die voorstelling bij hem ge
kunsteld, volgens de formule van N e u m a n n  natuurlijk.—
Het heeft in het geheel geen zin te zeggen, dat volgens
de formule van G r a s s m a n n  dezelfde opvatting geldt voor
de afleiding der verschijnselen uit de electromagnetische
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en uit de electrodynamische kracht; daarentegen is de
tegenspraak die H a g e n  b a c h  in de toepassing der formule
van A m p è r e  meent te ontdekken niet aanwezig: de
draaiende werking wordt bij A mp èr e  op den magneet
uitgeoefend door den sluitdraad, om het even of men den
magneet als een lichaam met magneetpolen of als een
lichaam met een stelsel kringstroomen gelieft te beschouwen.

Wat de meening van H a g e n b a c h  omtrent den zetel
der inductie betreft, deze is geenszins ongerijmd; doch de
argumenten, die hij hiervoor aanvoert, houden geen steek.

Terloops zij opgemerkt, dat de hier bedoelde krachtlijnen
binnen den magneet door M a x w e l l  lijnen van magne
tische inductie worden genoemd (zie Hoofdstuk III). —
Deze opmerking geldt ook voor de navolgende citaten uit
F a r a d a y .

§ 6. F a r a d a y ,  de ontdekker der inductiestroomen, leidt
(„Experimental Researches in Electricity”) het verband af,
dat moet worden aangenomen tusschen de in een lineairen
conductor opgewekte electromotorische kracht en het aantal
door hem gesneden krachtlijnen. Hij zegt b.v. omtrent deze
door hem het eerst ingevoerde lijnen:

(III. pag. 406) „The general conclusions are . . .  that the
lines of force well represent the nature, condition, direc
tion , and amount of the magnetic forces: '— that the effect
is directly as the number of lines of force intersected,
whether the intersection be direct or oblique: — that in a
field of equal force, it is directly as the velocity,” etc.

Dit, en ook het volgende, strookt met de theorie van
N e u m a n n ,  met uitzondering van wat F a r a d a y  zegt
over het gedrag der krachtlijnen in draaiende magneten,
waaromtrent hij de reeds besproken (thans door H a g e n 
b a c h  voorgestane) meening is toegedaan.

§ 3090 „When lines of force are spoken of as crossing
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a conducting circuit, it must be considered as affected by
the translation of a magnet. No mere rotation of a bar
magnet on its axis produces any induction effect on cir
cuits exterior to i t . . .  The system of power about the magnet
must not be considered as necessarily revolving with the

. magnet... The magnet may even in certain cases be consi
dered as revolving amongst its own forces and producing
a full electric effect, sensible at the galvanometer ” § 220
„Thus a singular independence of the magnetism and the
bar in which it resides is rendered evident ”

Welke restrictie in de woorden „not necessarily” en
„may in certain cases” is gelegen, is niet recht duidelijk.
Op andere plaatsen spreekt F a r a d a y ,  als ware het niet
mededraaien der krachtlijnen, welker snijding de electro-
motorische kracht doet ontstaan, de eenig mogelijke inter
pretatie zijner proeven. Zoo b v. § 3098.............the small
w ire., being., the only part in which this current could be
generated by the motion.” Sterker nog spreekt deze over
tuiging hieruit, dat hij voortdurend spreekt over de bekende
eigenschappen der krachtlijnen binnen den magneet; de
hier bedoelde kennis toch komt uitsluitend voort uit zijne
proeven over unipolaire inductie. Zoo §3116 „This method
of investigation gives much insight into the internal con
dition of the magnet”, en § 3332 „The currents which are
evolved by the rotation of the magnet or of discs of metal
combined with i t ,  show that the direction of the force,
which is its polarity.. .  is the same within the magnet
as in the prolongation of direction through and beyond
the pole” .

Dat de grootte der geïnduceerde electromotorische kracht
bij F a r a d a y  in elk element evenredig is met het aantal
krachtlijnen die aldaar gesneden worden, schijnt te volgen
nit § 181 „It would seem, that if a bar of metal be laid
in these latitudes on the surface of the earth parallel to

5



the magnetic meridian, a current of electricity tends to
pass through it from south to north, in consequence of
the travelling of the bar from west to east, by the rotation
of the earth.”

Hoe is volgens F a r a d a y  de beweging der krachtlijnen
van een magneet, die draait om een as, welke geen
symmetrie-as van den magneet is? Dit blijkt niet Het gaat
ook niet aan te zeggen, dat in zulk een geval van kracht
lijnen in het geheel niet gesproken kan worden; immers
uit het Hoofdstuk „On the Physical Character of the Lines
of Magnetic Force” (§ 3243 en volgende) blijkt, dat F a 
r a d a y  meent in alle gevallen van zulke Ijjnen te mogen
spreken.

Evenmin blijkt, hoe het naar de meening van F a r a d a y
is gesteld met de beweging der krachtlijnen van een om
zijn as draaiende solenoide, zooals b. v. in den toestel van
G r o t r i a n  (fig. 9) voorkomt. Wel zegt hij § 3120 „In
this striking disposition of the forces of a magnet, as exhi
bited by the moving wire it exactly resembles an electro
magnetic helix, both as to the direction of the lines of
force in closed circuits, and in their equal sum within and
without.” Hieruit is niet te zien, of de krachtlijnen der
solenoide zich nu ook op dezelfde wijze bewegen als die
van den overeenkomstigen magneet.

§ 7. Denkt men zich een magneet opgebouwd uit elemen
taire magneten, zoo is het duidelijk, dat bij draaiing van
den geheelen magneet elk der elementaire magneten niet
slechts een draaiing uitvoert, maar tevens eene translatie-
snelheid heeft. De meening van F a r a d a y  kan dus, althans
wat de krachtlijnen buiten den magneet betreft, nader
gepraeciseerd worden door te onderstellen, dat elke ele
mentaire magneetpool wel door zijne translatie, maar niet
door zijne draaiing induceerend werkt. De vraag kan verder
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gesteld worden of deze meening overeen is te brengen met
de formule van N e u m a n n  en met de voorstelling, dat een
magneet een lichaam is, waarin zich elementaire kring-
stroomen bevinden. •

Formule (8) zou volgens deze opvatting moeten ver
anderen in

Men ziet dadelijk, dat de door een magneetpool in een
gesloten kring opgewekte electromotorische kracht hier
door niet verandert.

Kan nu een tusschen twee stroomelementen werkende
ponderomotorische kracht worden gevonden, waaruit, zoo-
als (10) vereischt, voor den elementairen ponderomotori-
schen arbeid door een stroomelement en een pool op
elkander verricht, volgt

Uit het Hoofdstuk I  § 17 over de formule van K o r t e -
w e g gezegde kan op de wijze van Hoofdstuk I  § 8 worden
afgeleid, althans wanneer men de grootheden B  . . .  H  zooals
daar gezegd werd zoo kiest, dat alle termen van elke der
vergelijkingen (52) afzonderlijk dezelfde macht van r  be
vatten, dat van een werking van een stroomelement op
magnetisme slechts gesproken kan worden, wanneer de
formule van K o r t e w e g  overgaat in die van A m p è r e .

r  3 (.Vj — y » )

dVl di

tet \ j l  Xvi—y\)i , M dA, dt
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Bij gevolg kan slechts die uitdrukking voor den elcmen-
tairen ponderomotorischen arbeid door een stroomelement
en een pool op elkander verricht (wanneer men uit wil
gaan van eene door stroomelemenlfcn op elkander uitgeoe
fende ponderomotorische kracht en hieruit al het overige
afleiden) eene beteekenis hebben, welke met de formule
van A.mpère strookt. Dit is met (11) niet het geval. De
gestelde vraag moet daarom ontkennend worden beantwoord.

Tot deze conclusie kan men ook op meer directen weg
geraken en zonder gebruik te maken van het feit, dat in
de formule van K o r t e w e g  alle formules voor de elemen
taire werking tusschen twee stroomelementen welke met de
waarneming strookende uitkomsten opleveren, zijn begrepen.

Hiertoe is het wenschelijk eene berekening te doen
voorafgaan, welke als eene proef op eenige formules van
Hoofdstuk I  kan worden beschouwd, en tevens dient tot
bevestiging van eene bewering in Hoofdstuk III  § 1.

§ 8. Volgens de bij de formule van N e u m a n n  behoo-
rende voorstelling maken de krachtlijnen de totale beweging
van het magnetisme mede. De door de zeer kleine hoe
veelheid magnetisme d m 2 in dA, geïnduceerde electromo-
torische kracht bedraagt volgens (8)

( 12) . .
^ d m 2

* 1  —

t » A j
1 * '*  J  -------

ï v L

i  t o ,

” r  H A ,

(  * •  K v

1  t o x

~ ~

r  ?(zt— z 2) (
i  M J

. . . +

Hieruit volgt voor de door een magnetische dubbellaag
met As tot rand (waarvan d m 2 een der positieve elementen
is) in dAj opgewekte electromotorische kracht

P + o | f(1 3 ) ...
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waarin

si.
p = - i t } ± dM L = y > ) ___ l ~?(*. - * « ) .

J otj,  ( Sz, Si 3 2 / i

- 1 7 + ^ " * ' )

s i .r
Sa?,

3/3. , ,
'7TT Ki/i V i ) ^ 7

si .r

d r2
S i

sir
(Zl Z ,)3*1.

isi
Q = - i i f d r 1 —  -L  ?■(*' ~  Z»>___ L & Z Z ^ i )

J 2 Sw2 (Sa?, Si Sz, 3i

Sa. (a;, — a?2)
s i ,r
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'i 3r
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De magnetische dubbellaag kan (volgens Hoofdstuk I)
worden vervangen door een stroom in A2, welke vervanging
volgens § 1 van dit Hoofdstuk niét slechts bij de bereke
ning van den ponderomotorischen arbeid, maar ook bij die
van de electromotorische kracht is geoorloofd.

Een andere vorm voor de in (13) bedoelde ^ A ,
Sa.

derhalve uit (3), n.1.
dEx

(15)-----—-  ' dA, =  — f2 ciA, f a  [ ! ( - )
S ( r Sr l l

sa ^ 1 r s T ,  s F j J -

volgt
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De lengte der stroomelementen is onveranderlijk ondersteld.
Op grond van de in het voorgaande medegedeelde be

schouwingen is het aan geen twijfel onderhevig dat de
beide vormen (13) en (15) identisch met elkander over
eenstemmen en dat zelfs (gelijk uit de beschouwing der
krachtlijnen blijkt) voor het geval dat A2 welke hier onuit-
rekbaar is, van vorm verandert, waarbij de magnetische
dubbellaag kan gedacht worden zich mede zonder grootte-
verandering harer elementen te verbuigen.

Intusschen is het de moeite waard de gelijkheid van
(13) en (15) door rechtstreeksche berekening te bevestigen.
Ter vermijding van te groote wijdloopigheid bepalen wij
ons daarbij tot het geval, dat A2 zich zonder vormverande
ring beweegt.

Voor de integraal, die in den laatsten vorm voorkomt,
is te schrijven

1  / I  _  ü _  / r  —  ï \
M 3A,/ ciAj \  3 t)

i 1 «tajj
' r  dAx

a a?2
cU2 3A2

l
I )

of wanneer de termen met

greerd worden,

3l £C2
c>A2 (U' enz. partieel geïnte-

(1 7 )..

waarin
— i2 dA2,

( is )
3 / I  OajjN 3 /  r  3r \
31 \ r  3a7 /  3Â  y t o l d t )

j r _  / d x ±  3a?t ■ 3y, 3y, . 3z t  3zA . en_
?x2 \3AX 3/ ”r 3A1 dt "r 3A1 3( /  ’
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Men kan volgens het theorema van S t o k e s  (17) ver
vangen door

d E \  r
O9) ---- - f o 1 =  — i 2 J  d < r 2,

m z d%v
waarin =  —--------- -— , ënz. Eene zich bij de beweging

vy i w j

van Aj aansluitende beweging van de omringende ruimte
waarvan (x2 y 2 z 2) een punt is moet ondersteld worden,
opdat de vector 25 overal eene beteekenis hebbe. Voor
deze beweging, die niet dan eene hulpvoorstelling is, is

oochier genomen die van een vast lichaam. — Zijn , enz.
d t

de draaiingssnelheden van A2 om de coördinaatassen, zoo is

(20) . . . ,

d  / d x .
d x 2 \  d t

ty ,  V d t
d _

d z
d x 2

3
dx2

Uit (18) volgt
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D?/2 t)Aj dt dz^ DAj Oi +

“ 3A,

g l
J 1 ^ ! _ L  jV*

"T"3z2 313(/j 3<

j. d i3y, r  3«,_r»i
3A, 3j/2 3<

^ 4 ^
3A, 3z2 3t +

. 3 ( 3r  3
' 3A. '3?/. 3z.

3 -r  3
3a, ' 3?/, 3z2 3z2 3ï/ .

i r3r
l l T

Hierin is

a ( 8r 9 81 ,  ,r  0  \ Tör/■os'). i _J__ 1_____L_ - / * * ' _ r  ^ (z i z i)
v / ‘ *’ ‘ 3A ,^ 3 y 23z2 3z23r/2) 3 i  3ï/ j 3At 3<

*• * ( y i — y*)
3z, 3A,

4  A13— ..j 3— 2r  3 z, . r  3 j/, , .
3ï/ 2 3a, 3i ' 3z2 3a, 31 '

3«, rA3.V1 r
T I 3A,3y, +

.1
3*1

■(*i — *s) 3z, 3A,

1
3/3,
3*

31— „
^ L l J L - . ( x  - cc \
} M * y i  ( l  a ; 3y,  3A,J

3 r 2
~ 3*

rA 31—cx.  r  ,  . r
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(24).

De vergelijking (22) gaat over in

A«
2 5  =  —„■B dt

rfri.r I *z* r ___
.to l ‘'Ji - * ^Ai/jAA,

A*i

— (*i — *»)
A1-

r
Az, AA, T  “ï f

-\1 v l  lr-\ ■ *— d — _,

[ aa, a# , ^ ^ '  i ) W 7 ^ l +
i

i *r t
dt

a’ I* 3-
« 1  r  L /  i r

L^aoj.+K **>S7X 3 (*̂ i ^ i) 3j/ 9*1
ï» l.
3A, AjjjAz,

il
Az,
?Aj to , Ai/, + H y t — y 2) Pty

a2I
Az, r

.3a* 3yx3z1

A2̂  _r
Az, AA, + 3 (z i ^2) ra ö *~ a 32i3?/, r Az, r a2I

.?ai  dzi2 3a, At/, Az, ' At/, AA,

waarvoor ook blijkt te kunnen worden geschreven

( 2 5 ) . . . .  25, dX„
dxz _A_ / ;» , — # a

' At AA, ■•• +

4 - ^ 1  j
' AA- (AA,' Az,

3 -  A-
£ .  3 ( V t — y 2) ___ r  3 ( z , -

3t 3?/, dt
z * ) ï

Uit deze uitkomst volgt, dat de volgens de formules (12)

of (13) en (19) voor dkl gevonden waarden met elkan

der overeenstemmen 1).

‘) Op dergelijke wijze kan men, aannemende dat de elementen dl,
zioh niet uitrekken, zoodat ook de vlakte-elementen da1 oonstant
kunnen worden genomen, bewijzen wat Hoofdstuk I  § 13 uit eene
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§ 9. Keeren wij nu tot het § 7 gezegde terug. Zal (11)
zich laten afleiden uit een geschikt gekozen ponderomo-
torische werking tusschen twee stroomelementen, zoo

. t <>Edm Amoet, evenals in § 8 , de uit de waarde van---- -—-—- dA.
DA.

D£avolgende waarde van ------dA, zich laten schrijven als een
DA

rand-integraal over A,.
Uit (10) of liever uit wat men verkrijgt door in (10)

M door dm , te vervangen, volgt (13), waarin

(26).. 1 =  —  hjdir2
?-

J L  ( j u  ?( t / i  —  y«)
D«2 (Dz, D£

air_ D(z, — z 2
ty  i M

Schrijft men dit in den vorm (19) zoo heeft 25a: in plaats
van de door (25) gegeven waarde, de waarde

(27).
D P*1 r  D(y, — y 2) r  D(z, — z 2)i

*x2 DA, Dz, Df %x D£ (

Opdat nu  ̂ A| dA, in den vorm (17) kunne worden
Da,

beschouwing der krachtlijnen werd afgeleid, n. 1. dat voor den gesloten
stroom A, geldt

( jr_ D(y t — y 2)
DA, ( Dz, D£

J 1  — z a)\

Men kan hierbij >1, als vervormbaar besohouwen en moet dan aan
het medium, dat het door i ,  begrensde vlak omgeeft, opdat de vector
25 overal eene heteekenis hebbe, eene zich aan die van het vlak
aansluitende beweging geven.

enz.
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geschreven, moet gelijk uit het verband tusschcn de vectoren

%  en 25 blijkt, Div. =  0 (d. i, ^  _i_ j_  ^  _  0)
3®* t y ,  SZ j

dus, daar de richting van d x t  willekeurig kan worden
gekozen, o. a. *)

_ a  *(z i — z *) =  0.

Aan (28) is niet voldaan, — Er blijkt dus weder dat
de in § 7 gestelde vraag ontkennend moet worden be
antwoord.

Het heeft geen nut over deze „gepraeciseerde meening
van F a r a d a y ” verder uit te weiden en te onderzoeten
hoe hierbij de lijnen der magnetische inductie zich binnen
den magneet zouden kunnen bewegen , vooral daar uit de
woorden van F a r a d a y  schijnt te mogen worden opge
maakt, dat hij niet voor eiken elementairen magneet, maar
voor den geheelen magneet, het veld als niet aan de
draaiing deelnemende wilde beschouwd hebben.

Het zij nog opgemerkt, dat (11) wat de werking
van pool op stroomelement betreft met de formule van
A m p è r e ,  wat die van stroomelement op pool betreft met
de formule van B i o t  en Sa  v a r  t strookt. Volgens deze
laatste formule ligt het aangrijpingspunt der op de pool
werkende kracht in de pool, niet als bij A m p è r e  in het
stroomelement.

§ 10. Er moet ten slotte nog op gewezen worden, wat
het eigenlijk beteekent, wanneer door draaiing van een
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magneet of ander bewegelijk deel in den unipolair-toestel
een constante stroom wordt onderhouden, te spreken van
eene bepaalde in elk element opgewekte electromotorische
kracht. Wanneer men den in een element bestaanden
stroom beschouwt als het gevolg eener in dat element
werkende electromotorische kracht, waarmede de stroom
evenredig is, dan is het duidelijk, dat de verdeeling der
electromotorische kracht in een keten uitsluitend bepaald
wordt door den weerstand der geleiders. "Van dezen weer
stand was tot nog toe geen sprake. Men moet echter in het
oog houden dat de totale electromotorische kracht de som is
der in dit Hoofdstuk beschouwde electromotorische kracht
(el. kr. der inductie) en van een lijnintegraal der elec-
trostatische kracht, die van de ladingen uitgaat. Er zijn
n. 1. volgens de voorstelling die bij N e u m a n n ’ s theorie
behoort en algemeen bij elke theorie, die afstandswerkingen
aanneemt, twee gesuperponeerde werkingen, waarvan de
eene bij de stroomen en magneten behoort en van de
beweging der geleiders afhankelijk is, terwijl de andere
door de electrische ladingen in verband met den oogen-
blikkelijken stand der geleiders is bepaald. — Bij F a r a d a y
bestaan geen afstandswerkingen en is eene zoo scherpe
afscheiding der twee werkingen niet mogelijk. "Wel zou
men, evenals § 7 werd gedaan, ook hier bij benadering
kunnen gebruik maken van aan de theorie der afstands
werkingen ontleende voorstellingen. Daar echter bij F a r a d a,y
voor de electromotorische kracht in engeren zin geene in
elk element nauwkeurig bepaalde waarde wordt aangenomen,
bestaat hiertoe geenerlei aanleiding.

Hoewel de electrostatische kracht bij N e u m a n n  onmis
baar is, is niet gezegd, dat uit de formules van § 1 en
§ 2 de bedoelde ladingsverdeeling kan worden berekend.
Vooreerst is de fictie dat alle stroomen lineair zouden zijn
hiertoe een beletsel. Ten andere zou bij eene algemeene
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beschouwing het feit dat eene verandering der stroomsterkte
induceerend werkt niet slechts als in (6) bij gesloten
stroombanen in rekening moeten worden gebracht. Men
zou kunnen trachten als volgt te werk te gaan.

Het element dx2 hebbe tot com
ponenten langs de coördinaat-assen
d x t dy2 d£,. Construeert men uit
dx% d%2 d%2 dv\2 een gesloten lijn,
zooals fig. 14 aangeeft, zoo bedraagt
de in deze baan door den gesloten

Flg' 14, stroom A ,  in de richting dx2 opge
wekte electromotoriscbe kracht

Volgens § 2 is deze electromotorische kracht ook gelijk
aan de afname per tijdseenheid van het aantal van A ,
afkomstige door de geteekende baan omvatte krachtlijnen,
welke afname hier evenals dat aantal zelf van de orde
dx\ is. Men mag dus schrijven

w --C -è)= (^)
Hieruit blijkt dat de electromotorische kracht per lengte

eenheid te vinden is uit den vector I — i.LV̂  r\
/dEz

„  *  nar, ,j
Heete deze A. Deze vector bestaat volgens N e u m a n n ’s
theorie slechts in geleiders.

Neemt men nu a a n , dat de electrostatische kracht een
potentiaal <p heeft, waarbij de ruimtedichtheid p en de
vlaktedichtheid <rls  aan grensvlakken van geleiders (als
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n , en n 2 de van het vlak <rl t  naar beide zijden getrokken
normalen zijn) voldoen aan

(31).
A <p =
?<p

4  7Tp ,

dnt ' ?n2
4 tg .

zoo is de totale electromotorische kracht per lengte-eenheid
(P  0  P) bepaald door

( 3 2 ) . . . .  P  =  A X
dep
?.r2

enz.

Laat men verder de fictie, dat alle stroomen lineair zijn,
varen, en neemt aan dat de stroom per vlakte-eenheid in
een bepaald punt gelijkgericht en evenredig is met (P [ Q R),
en dat b. v. de stroomen op het beschouwde oogenblik
solenoïdaal verdeeld zijn, zoo za l, als nog de bedoelde
evenredigheidscoëfficient onafhankelijk van de richting
wordt ondersteld,

+  +  =  0 .

In verband met (32) en (31) volgt hieruit

De vergelijking (35) drukt uit, dat de stroom aan het opper
vlak der geleiders op het beschouwde oogenblik eene tangenti-
eele richting heeft, n ,  is de ten opzichte van den geleider
naar binnen getrokken normaal.

De waarde van A x  volgt uit (3), wanneer men daarin
de richting vervangt door de richting Xi > welke bij
den aanvang van het beschouwde tijdselement met de X-as
samenvalt.
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( 3 6 ) . . . .  Ax  =

____ l _  *d% 2
d% 2 M

Hierin is

cos e, +/dAî ri V dv

dt

(3 7 ) . . . cosf — I i I d z i  * z 2

%  < ^ 2  9 ^ 2  t* ^ 2  ’

hetgeen in den tweeden term van het tweede lid van (36)
dOC

niet van verschilt. In (36) zijn de werkende stroomen

nog steeds gesloten lineair en constant ondersteld, hetgeen
b.v. het geval is als de werking uitgaat van permanente
magneten.

Uit (34) (35) en (36) blijkt, dat bij solenoïdale stroom-
verdeeling in het algemeen zoowel eene vlaktelading als ook
een ruimtelading aanwezig is. De opgewekte stroomen
kunnen dus niet van het oogenblik af waarop de toestel
in beweging werd gezet solenoïdaal verdeeld zijn geweest.

Men verkrijgt door eene zoodanige uitbreiding der theorie
van N e u m a n n  geen bevredigend geheel. De electrische
ladingen zijn, zal de geheele theorie eene beteekenis hebben,
onmisbaar, maar kunnen daaruit althans zonder een geheele
omwerking der theorie niet worden berekend. — In allen
gevalle blijkt uit (34) en (35), dat geene ladingen bestaan
daar waar de stroomen solenoïdaal verdeeld zijn en geen
electromotorische kracht der inductie werkt, b.v. niet in
een magneet die zonder sluitdraad met constante snelheid
om een symmetrie-as draait. <p is in dit geval nul en uit
(32) volgt dan dat ook (P Q R) verdwijnt, zoodat er in
zulk een magneet in het geheel geen stroomen worden
opgewekt.
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§ 11. Het in dit Hoofdstuk behandelde laat zich in het
kort aldus resumeeren:

a) . Het maakt geen verschil wat de waarde betreft der
electromotorische kracht, die volgens de theorie van Neu
m a nn  door een gesloten constanten stroom in een stroom-
element wordt opgewekt, of men de formule van A mp è r e
of die van G r a s s m a n n  aanneemt (§ 4).

b) . De volgens N e u m a n n  opgewekte electromotorische
kracht laat zich uitdrukken door een aantal gesneden
krachtlijnen (§ 2, § 3), hetgeen de toepassing op de be
schouwde toestellen gemakkelijk maakt (§ 2 toestel van
P l ü c k e r ;  § 3 toestel van A mp è r e  (fig. 1)).

c) . De meening van F a r a d a y  e. a. volgens wie een
draaiende magneet in zich zelven eene electromotorische
kracht opwekt strookt niet met de theorie van Neumann ,
ook niet als men deze meening tracht te praeciseeren (§ 7)
en a-priori geheel onbepaald laat, welke de ponderomo-
torische kracht is door stroomelementen op elkander uit
geoefend (§ 9).

d) . Bij de theorie van N e u m a n n  behoort de voorstelling,
dat electrische ladingen in de bewegende geleiders worden
opgewekt, doch deze laten zich, althans zonder eene geheele
omwerking der theorie, niet bepalen (§ 10). — Een met
constante snelheid om een symmetrie-as draaiende magneet
is ongeladen en er worden geen stroomen in opgewekt.
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H O O F D S T U K  I I I .

Eenige algemeene beschouwingen. — Theorie van
Ma x w e l l .

§ 1. In het eerste Hoofdstuk werd bij de beschouwing
der theorie van A m p è r e  de grondformule eenvoudig aan
genomen, zooals zij in de „ Théorie des phénomènes élec-
trodynamiques” is te vinden. Evenzoo werd de aequivalentie
van een magneet met een lichaam waarin kringstroomen
loopen zonder motiveering vooropgesteld. Als fundamenteele
grootheden werden evenals hij A m p è r e  gebezigd 1) plaats
bepalende grootheden (afstanden, hoeken), 2) elementaire
draaddeeltjes en daaruit opgebouwde stroombanen en sole-
noïden, 3) stroomsterkten, 4) krachten tusschen de draad
deeltjes werkende. Als hulpgrootheid werd in plaats van de
directrix, welke bij A m p è r e  voorkomt, de magnetische
kracht gebezigd, hetgeen geen noemenswaard verschil maakt.
Verder werden eenige niet door hem gebezigde hulp-
grootheden ingevoerd, n.1. de elementaire arbeid door twee
stroomelementen op elkander verricht, en het aantal ge
sneden krachtlijnen, zijnde de integraal van de normale
component der aan een stroomelement te danken magnetische
kracht over het vlakje der relatieve beweging van een
ander stroomelement ten opzichte van het eerstgenoemde.

6
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Hierbij werd ook de tijd in de formules ingevoerd — De
bedoelde elementaire bewegingen waren virtueele bewegin
gen, waarbij alle stroomsterkten constant bleven, en stroom
en stroombaan zich gezamenlijk bewogen; de beschouwing
van den daarbij verrichten arbeid had slechts ten doel het
leeren kennen der bij een bepaalden stand der geleiders
werkende krachten.

Het ware mogelijk geweest als fundamenteele grootheid
in plaats van de electrodynamische kracht den elemen-
tairen electrodynamischen arbeid door twee stroomelementen
op elkander verricht te kiezen. Dat hieruit de bij beweging
van een stroomelement en een magneetpool door hen op
elkander verrichte ponderomotoriscbe arbeid onmiddellijk
kan worden afgeleid is op te maken uit de berekening
van Hoofdstuk II  § 8. Als hulpgrootheden had men dan
desverkiezende de krachten kunnen invoeren.

Daar de formule voor den elementairen electrodyna
mischen arbeid minder eenvoudig is dan die voor de electro
dynamische kracht, ligt eene zoodanige verandering in
de keus der fundamenteel^ grootheden niet voor de hand.
Interessant is alleen het feit, dat men om eenzelfde groep
van verschijnselen te beschrijven (ook al bepaalt men zich
tot. volkomen aequivalente beschrjj vingen) niet noodzakelijk
op één stel fundamenteele grootheden is aangewezen.

Evenzoo kan men, de theorie van G r a s s m a n n  aan
nemende, de verschijnselen beschrijven door den elemen
tairen electrodynamischen arbeid als fundamenteele grootheid
voorop te stellen. Yoert men hierbij de krachtlijnen als
hulpgrootheden in , zoo heeft men het voordeel zich onmid
dellijk eene aanschouwelijke voorstelling van de grootte
van den bedoelden arbeid te kunnen vormen.

In het algemeen zullen echter verschillende stellen
fundamenteele grootheden (met de daaruit door definitie
afgeleide hulpgrootheden) niet als in elk der beide besproken
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gevallen volkomen aequivalent zijn 1). Ook al bestaat tusschen
deze verschillende systemen geen tegenspraak wat de be
schrijving der tot de beschouwde groep beboorendo ver
schijnselen betreft, zoo zullen zij zich van elkander kunnen
onderscheiden op velerlei wijze, b. v. wat eenvoud of vol
ledigheid betreft. Het is ook mogelijk, dat de beschouwde
groep niet voor elk systeem van fundamenteele grootheden
denzelfden omvang kan hebben: het eene systeem zal meer
betrekkingen opleveren dan het andere, hetzij overtollige,
hetzij zoodanige als tot uitbreiding der groep dienstig kun
nen zijn of tot aanhechting der theorie aan die van andere
groepen van verschijnselen; enz. — Vergelijk hetgeen Hoofd
stuk IV § 4 gezegd wordt over het vervangen der magne
tische polarisatie door de magnetische inductie in de grond-
vergelijkingen van H e r t z .

§ 2. Het ware bij het nagaan der door een physicus
opgestelde theoriën het meest interessant zijne gedachten
te doorloopen in historische volgorde; te zien, welke fun
damenteele en hulpgrootheden en welke groep van ver
schijnselen hem aanvankelijk voor den geest stonden, en
op welke wijze gedurende het onderzoek deze voorstellingen
zich bij hem uitbreidden, wijzigden, of ook door andere
werden vervangen. De geschiedenis der natuurkundige
gedachte op te sporen zou echter in menig geval zeer
moeilijk wezen, daar de meeste physici hunne theoriën
meer in kunstmatig-logischen vorm dan in de genetische (en
dus ook waarlijk logische) volgorde hebben neergeschreven.

Zoo is het niet met juistheid bekend, welke de gedach
tengang van A m p è r e  bij het samenstellen zijner theorie
is geweest. Van de vier proeven, waarvan hij in zijne

') Het behoeft nauwelijks gezegd te worden, dat men in bijzondere
gevallen in twijfel kan verkeeren of een grootheid eer tot de funda
menteele of eer tot de hulpgrootheden is te rekenen. Men heeft
hierbij voornamelijk op de bedoeling van den opsteller der theorie te letten.
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„Théorie des phénomènes électrodynamiques” uitgaat, was
de laatste althans bij het schrijven van dat werk nog niet
door hem verricht; de derde, waarin aangetoond wordt
dat de kracht door een gesloten stroom op een stroom-
element uitgeoefend er loodrecht op staat, laat aan nauw
keurigheid veel te wenschen over. M a x w e l l  zegt, dat
A m p è r e  zijne theorie samenstelde „by some process which
he has not shewn us, and that when he had afterwards
built up a perfect demonstration he removed all traces of
the scaffolding by which he had raised it.” H e r t z  schrijft
hieromtrent (Ann. d. Phys. 23. 1884 „üeber die Bezie-
hungen zwischen den M a x w e l l ’schen elektrodynamischen
Grundgleichungen und den Grundgleichungen der gegne-
rischen Elektrodynamik”) :

„Offenbar war sein Gedankengang nahezu dieser. Der
Strom übt magnetische Krafte aus — denn ein Magnetpol
bewegt sich unter dem Einflusse des Stromes; und der
Strom wird bewegt durch magnetische Krafte — denn
nach dem Prinzipe der Reaktion bewegt sich ein Strom-
trager unter dem Einflusse des Magnetes. Will man
also nicht die unwahrscheinliche Annahme machen, dass
es verschiedene Arten magnetischer Krafte gebe, so muss
sich ein Stromtrager auch bewegen unter dem Einflusse
derjenigen magnetischen Krafte die ein andrer Strom ausübt,
und so folgt denn die Wechselwirkung zwischen den Stromen.”

Het hier gezegde berust blijkbaar niet op eenig onderzoek.
Het eenige wat H e r t z  zonder onderzoek had mogen zeggen
is d it, dat de gedachtengang van A mp è r e  zoo had kunnen
zijn. — In de Geschiedenis der Parijsche Academie van
Wetenschappen, in de jaren volgende op O e r s t e d ’s
ontdekking, is niets te vinden wat op dezen gedachtengang
wijst. En het blijkt ook niet, indien dit werkelijk A m père’s
uitgangspunt mocht zijn geweest, hoe hij er later toe ge
komen is de magnetische kracht geheel op den achtergrond
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te stellen; evenmin hoe hij op het denkbeeld is gekomen
dat een magneet werkt als een geschikt gekozen stelsel
electrische kringstroomen. — Veeleer ziet men dat het
denkbeeld der „identité de 1’électricité et du magnétisme”
reeds vóór O e r s t e d ’s ontdekking bij A m p è r e  evenals
bij andere physici bestond. Mogelijk is de volgende gedach
tengang. A m p è r e ,  de proef van O e r s t e d  vernomen
hebbende, en bedenkende dat de aarde op een magneet
op zoodanige wijze werkt als liep een stroom langs den
aequator, besloot hieruit, in verband met zijne vermoedens
over de mogelijkheid van het herleiden der theorie van het
magnetisme tot die van de electriciteit, dat de aarde (en
evenzoo elk magnetisch lichaam) haar z. g. magnetisme te
danken heeft aan het bestaan van een stelsel electrische
kringstroomen *). Daar een stroom op een magneet werkt,
werken dus ook twee stroomen op elkander en wel moet
de eerste werking uit de tweede (die door waarneming
gevonden kan worden) theoretisch kunnen worden afgeleid.
Er is dus geen reden om aan de opmerking van H e r t z
uit geschiedkundig oogpunt waarde te hechten.

In zijne „Théorie desphénomènes électrodynamiques” p. 355
en 356 betoogt A m p è r e  met nadruk, dat volgens het actie-
reactie-principe alleen tegengesteld gelijke krachten mogen
worden aangenomen, die volgens dezelfde lijn werken. Een
ietwat algemeener „Prinzip der Reaction”, zooals H e r t z
schijnt te bedoelen, komt mij derhalve voor niet in den geest
van A m p è r e  te zijn

Evenmin is als volkomen juist te beschouwen wat H e r t z
zegt in zijne „Grundgleichungen der Elektrodynamik für
ruhende Körper” § 3:

q Zeker is het, dat A m p è r e  eerst aan het bestaan van gewone
electrische stroomen in de aarde geloofde en de instelling der mag
neetnaald daaraan toesohreef. Eerst later kwam hij op het denkbeeld
der moleculaire kringstroomen.
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„Nachdem diese Gleichungen einmal gefunden sind,
erscheint es nicht mehr zweckmassig dieselben aus Ver-
muthungen über die elektrische und magnetische Consti
tution des Aethers und das Wesen der wirkenden Krafte,
als waren dies bekanntere Dinge, herzuleiten, wie es aller-
dings dem historischen Gangeentsprechen wiirde Viel eher
ist es zweckmassig an diese Gleichungen die weiteren
Yermuthungen über die Constitution des Aethers anzu-
knüpfen.”

Deze vergelijkingen zijn in de eerste plaats te danken
aan de experimenteele onderzoekingen van F a r a d a y .
A-prioristische onderstellingen over den aether, enz zjjn
bij dezen physicus (die steeds getracht heeft zijne gedachten
in genetische volgorde neer te schrijven) ver te zoeken.
Opgesteld zijn de bedoelde vergelijkingen door M a x w e l l ,
die daarbij — dit is waar — vaak van voorstellingen
ontleend aan de beschouwing van een bepaald mechanisme
heeft gebruik gemaakt, doch nooit op eene wijze „als
waren dies bekanntere Dinge”, gelijk blijkt uit hetgeen hij
in de Voorrede van zijn „Electricity and Magnetism” over
het verschil tusschen Engelsche en Duitsche methoden zegt.
Daar vindt men zelfs de woorden: „These physical hypo
theses . . . .  are entirely alien from the way of looking at
things which I  adopt” *).

§ 3 . P o i n c a r e  („Électricité et Optique” 1901 Intro
duction) noemt den eisch „raisonnable” dien de Fransche geest
ook aan een oorspronkelijk werk stelt: „Non seulement il
n’y tolérera pas la moindre apparence de contradiction,
mais il exigera que les diverses parties en soient logique-

1) Er moet bijgevoegd worden, dat M ax w e ll’s meeningen omtrent
het nut van dergelijke mechanische voorstellingen, evenals over aard
en doel der natuurkundige wetenschap in het algemeen, niet slechts
in zijn vroegere verhandelingen, maar ook in zijn hoofdwerk niet
steeds dezelfde zijn.
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ment reliées les unes aux autres et qne le nombre des
hypotheses distinctes soit réduit au minimum.”

Wanneer men aanneemt dat naar M a x w e l l ’s woorden
«science is most easily assimilated in its nascent state” en dat
derhalve bij een oorspronkelijken inhoud in het algemeen
de oorspronkelijke volgorde past, zoo kan men de woorden
van P o i n c a r é  niet onderschrijven. Immers — dit blijkt
juist bij M a x w e l l  op treffende wijze — eene methode
die geschikt is de wetenschap vooruit te brengen bestaat
hierin, dat men na uit bijzondere onderstellingen iets te
hebben afgeleid, deze conclusie vooropstelt met loslating
der afleiding: het gevondene wordt aangenomen algemeener
geldigheid te hebben dan het volgens de afleiding heeftx).
Zoo worden uit de theorie der afstandswerking vergelij
kingen afgeleid, die daarop met loslating der afleiding
worden beschouwd als behoorende bij eene theorie, waarin
alle werkingen door het medium worden voortgeplant. Zoo
worden in bijzondere gevallen uitdrukkingen voor de energie
opgesteld en wordt daaraan dan algemeene geldigheid toe
geschreven. Evenzoo wordt bij N e u m a n n  (zie voor de for
mules Hoofdstuk II § 2) na berekening van den potentiaal
uit eene speciale onderstelling de afleiding losgelaten en
de geldigheid der potentiaalwet uitgebreid tot het geval
van een veranderlijken ströom Hij neemt aan „dass die
Veranderung des Potentials, durch welche die Wirkung
einer von der Einheit des Stroms durchströmten Leiters
auf einen Magnet dargestellt wird, die Ursache und das

*) H e rtz  verlangt daarom in de laatstaangehaalde woorden niets
onredelijks, waar hij voorstelt de M a x w e ll’sohe vergelijkingen met
loslating der afleiding voorop te stellen. In zooverre verschilt eohter
zijne handelwijze van die van Maxwel l  dat hij in zijne verhande
lingen over electromagnetisme voor de verlaten voorstellingen geen
nieuwe in de plaats traoht te geven. De electronentheorie (zie Naschrift)
geeft wel zulke voorstellingen.
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Maass des inducirten Stroms ist, und es hierbei gleichgilt
wodurch diese Veranderung des Werthes des Potentials her-
vorgebracht wird.” Dit voortdurend induceeren en tasten-
derwjjs generalizeeren is onmisbaar. Het woord „logiquement”
bij P o i n c a r é  heeft blijkbaar betrekking op logisch dedu
ceer en. Van veel meer belang is de bij M a x w e l l  op te
merken logica der inductie, waardoor met voortdurende
opheffing van inwendige tegenspraak de wetenschap voor
uitkomt. Het kan zeker zijn nut hebben na het bereiken
van zekere uitkomsten waarbij men voorloopig wenscht te
blijven, deze voorop te stellen en beter dan bij de oor
spronkelijke volgorde der gedachten mogelijk was te toonen
hoe de besproken verschijnselen b. v. door de verkregen
formules worden omvat. Door echter een oorspronkeljjk
werk in dezen vorm te gieten, zou men het van het
grootste deel zijner leerzaamheid berooven *).

§ 4. Een enkel woord worde nog in aansluiting aan § 1
gezegd over het vooropstellen der energie als fundamenteele
grootheid. Het groote verschil tusschen v. H e l m h o l t z
en R. M a y e r ,  die beide met nadruk de geldigheid der
wet van het behoud van arbeidsvermogen verkondigen,
ligt hierin, dat M a y e r  de energie als fundamenteele
grootheid wenscht beschouwt te zien, terwijl v. H e l m 
h o l t z  in zijne „Erhaltung der Kraft” de genoemde wet
meent te mogen verklaren uit „der Annahme, dass alle
Wirkungen in der Natur zurückzufiihren seien auf anzie-
hende und abstossende Krafte deren Intensiteit nur von der
Entfernung der au f einander wirkenden Punkte abhangt."
Zelfs beweert hij „dass beide Satze identisch sind’' en dat dit
door hem is bewezen. Opmerking verdient dat hij deze bewering
uitsprak niettegenstaande hij kennis droeg van W e b e r ’s

*) Op andere plaatsen spreekt trouwens P o i n c a r é  met meer waar-
deering over den vorm van M a x w e l l ’s werk.
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wet, waarover in „Erhaltung der Kraft” VI is te lezen:
»Die elektrodynamischen Erscheinungen sind zurückgeführt

worden von Ampère  auf anziehende und abstossende Krafte
der Stromelemente, deren Intensitat von der Geschwindigkeit
und Richtung der Ströme abhangt. Seine Herleitung umfasst
aber die Induktionserscheinungen nicht. Letztere sind dagegen
zugleich mit den elektrodynamischen von W. W e b e r
zurückgeführt worden auf anziehende und abstossende Krafte
der elektrischen Pluida selbst, deren Intensitat abhangt
von der Naherungs- oder Ent fern ungsgeschwindigkeit und der
Zunahme derselben. Für jetzt ist noch keine Hypothese auf-
gefunden worden vermöge deren man diese Erscheinungen
auf constante Centralkrafte zurückführen könnte. Etc.”

Toen zag v. H e l m h o l t z  nog niet in, dat uit het
feit, dat de door W e b e r  aangenomen krachten afhan
kelijk zijn van snelheid en versnelling der op elkander
werkende punten, niet volgt, dat W e b e r’s wet met de
wet van het behoud van arbeidsvermogen in strijd is. De
laatstaangehaalde zinsnede doet zien dat hij, W e b e r’s
wet voor onaannemelijk houdende, meende een andere
elementairwet voor de electrodynamische en electromotorische
krachten te moeten zoeken, waarin slechts sprake zou zijn
van den oogenblikkelijken stand der op elkander werkende
punten. Zijn verlangen om tot deze wet te geraken,
schijnt een der redenen geweest te zijn waarom hij de
in Hoofdstuk I ,  § 18 besproken elementaire potentiaal wet
heeft opgesteld1). Het moet dan verder met zijne over-
tuiging dat alle „Wirkungen in der Natur” aan „anziehende
und abstossende. Krafte deren Intensitat___etc.” zouden

‘) Van geen belang is hier de vraag in hoeverre W eber’s wet
(nevens andere wetten) in de elementaire potentiaalwet is begrepen.
Evenmin behoeft ter sprake te komen wat v. H e l m h o l t z  in
B o r o h a r d t ’s „Journal f. Math.” 72 tegen de geldigheid van W e b e r’s
wet aanvoert.
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te danken zijn1) in verband hebben gestaan, dat hij ook
tijdens de aldaar vermelde polemiek met Z ö l l n e r  meer
malen spreekt alsof aan ieder die de potentiaalwet van
N e u m a n n  aanneemt ook zijn elementaire potentiaalwet
als de meest algemeene wet moet voorkomen die de werkings
wijze van twee stroomelementen op elkander kan bepalen.

In dit verband wordt de groote nadruk begrijpelijk,
waarmede v. II e l mh o l  tz aanvankelijk zjjn potentiaalwet
tegen gegronde critiek verdedigde. Het betrof de vraag of
alle werkingen in de natuur teruggebracht moeten worden
tot werkingen van punten op elkander slechts afhangende
van den stand dier punten, en tevens indirect de vraag
in hoeverre alle werkingen in de natuur zich op eeno
bepaalde voor altijd vaststaande wijze laten verklaren.
Hier is van toepassing wat v. H e l m h o l t z  in zijne be
schouwingen over G o e t h e ’s „Farbenlehre” zoo treffend
opmerkt: „Ein so schroffer Widerspruch lasst uns vermuthen,
dass hinter der Sache ein viel defer liegender principieller
Gegensatz verschiedener Geistesrichtungen verborgen sei,
der das gegenseitige Yerstandniss der streitenden Parteien
verhindere.”

Bij Ma x w e l l  treedt de energie voortdurend meer op
den voorgrond2). Zie ook Hoofdstuk IV § 15, hoe in
H e r t z ’ theorie de ponderomotorische krachten uit de energie
worden berekend. Zooals H e r t z  zich uitdrukt („Grund-
gleichungen der Elektrodynamik für rubende Körper.”
1890 § 12) is de plaats dezer krachten hier niet meer „in
den Grundlagen”, maar „in den Auslaufern der Theorie”.

§ 5. Het in Hoofdstuk I en Hoofdstuk II over de mag-

‘) Deze overtuiging spreekt b. v. sterk in zijn „Ueber die Theorie
der Elektrodynamik” (Monatsber. d. Berl. Ak. April 1872).

a) Ook Fa rada y  pleegt van „power” te spreken als van iets welks
bestaan en onvernietigbaarheid geene nadere verklaring behoeft.
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netische kracht gezegde moet aangevuld worden door nadere
beschouwingen, wanneer men zooals F a r a d a y  (Hoofdstuk II
§ 6) of H a g e n b a c h  (Hoofdstuk I I  § 5) ook in het
inwendige der magneten van krachtlijnen wil spreken. De
integraal der magnetische kracht langs een gesloten lijn
die éénmaal in positieve richting door een geschikt gekozen
vlak met A, tot rand gaat bleek (zie Hoofdstuk I § 13,
waar de op een magneetpool verrichte arbeid wordt berekend)
wanneer in de baan At een stroom van de sterkte i’,  loopt,
de waarde 4 7rit te hebben. Hierbij werden stilzwijgend
eenige onderstellingen gemaakt Vooreerst was de daarbij
beschouwde magnetische kracht uitsluitend aan den stroom
i t te danken. Men kan echter evengoed de totale mag
netische kracht van het veld nemen, wanneer de gesloten
stroom de eenige is wiens baan door elk vlak gaat, dat
den gesloten integratieweg tot rand heeft. Immers andere
gesloten stroomen leveren voor de integraal der magnetische
kracht, welke — zie Hoofdstuk I (6) — een potentiaal
heeft, een bijdrage 0, en het blijkt uit Hoofdstuk I (3),
dat verschillende magnetische krachtvelden zich superpo-
neeren, zoodat de magnetische kracht in elk punt kan
beschouwd worden als de resultante der aan verschillende
stroomen afzonderlijk te danken magnetische krachten.

Ten tweede werd in het midden gelaten of de stroom
banen zich in lucht, in het luchtledige, of in een ander
medium bevinden. De aard van het medium werd onder
steld op de grootte der magnetische kracht geen invloed
te hebben. Daar deze invloed inderdaad wèl bestaat, en
bij F a r a d a y  en M a x w e l l  het medium een groote rol
speelt, moet de theorie van A m p è r e  e. a . , wil men van
deze eenigszins geleidelijk op die van M a x w e l l  «vergaan,
hier door eene onderstelling worden aangevuld. Wij willen
aannemen, dat alle werkingen, waarvan in de beide eerste
Hoofdstukken sprake was, in het luchtledige plaats vonden.
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Ook in deze § zij de aether het eenige medium en worde aan
genomen , dat de magneten alleen als zoodanig 1) (niet door
den aard der stof waaruit zij bestaan) op de grootte der
magnetische kracht in een bepaald punt van het veld invloed
hebben.

Er werd in de derde plaats aangenomen, dat de boven
genoemde integratieweg niet door magneten loopt. Wij
willen deze beperking laten vervallen met dien verstande,
dat de integraal der magnetische kracht langs een gesloten
lijn (wanneer door een willekeurig vlak met die lijn tot
rand geen stroomen gaan) nul zij om het even of die lijn
geheel in den aether ligt of geheel of gedeeltelijk door

behoeft te worden gehouden) de integraal der magnetische
kracht langs AD evengroot zijn als langs BC, waaruit is
af te leiden, dat de tangentieele component der magnetische
kracht bij het gaan door het grensvlak van een magneet
geen plotselinge verandering ondergaat. Algemeener blijkt
uit den genoemden eisch, waaraan de magnetische kracht
moet voldoen, dat de magnetische potentiaal binnen mag
neten evengoed als daarbuiten bestaat.

§ 6. Beschouwt men een magneet on een gesloten lineairen
stroom daarbuiten, zoo is volgens Hoofdstuk I § 12, als
men door de stroombaan een vlak brengt dat den magneet
niet snijdt, de randintegraal van den aan den magneet

*) De magneten zijn hier nog steeds beschouwd als lichamen
waarin kringstroomen loopen.

magneten loopt Is (fig. 15) ABCD een

Fig. 15.

r f  zoodanige gesloten lijn, waarbij A D en
B C op zeer geringen afstand van elkander
aan weerszijden van het oppervlak van
een magneet M zijn gelegen, zoo moet
derhalve (daar met A B en DC van
wege hunne kleinheid geen rekening



(evenals aan elk ander systeem van gesloten stroomen) te
danken vector-potentiaal gelijk aan de oppervlakte-integraal
der bij den magneet behoorende magnetische kracht over
dat vlak. Wil men dat deze oppervlakte-integraal dezelfde
waarde behoude wanneer caeteris paribus het vlak zoo
gekozen wordt, dat het door den magneet loopt, zoo moet
een tweede vector binnen den magneet worden ingevoerd,
welke zich daarbuiten aan de magnetische kracht aansluit.
Dezen vector noemen wij de magnetische inductie Daar men
het vlak, wanneer het eenmaal door den magneet loopt, zoo
vervormen kan , dat het overal buiten den magneet dezelfde
gedaante behoudt, zoo blijkt de normale integraal der
magnetische inductie over elk gesloten oppervlak binnen
den magneet nul te moeten zijn. Derhalve moet hare
divergentie binnen den magneet nul zijn Buiten sluit zij
zich aan de magnetische kracht aan ; anders gezegd, in den
aether worden magnetische kracht en magnetische inductie
door denzelfden vector voorgesteld; ook daar is derhalve
hare divergentie nul. Is A BCD  (fig. 16) een willekeurige
gesloten lijn op het oppervlak
van den magneet, zoo kan
men het vlak zóó kiezen,
dat het van den stroom A tot
A B C D loope en dan zich
aansluite bij het oppervlak
van den magneet, hetzij daar
binnen hetzij daarbuiten. Uit
de beschouwing dezer vlakken
is af te leiden, dat in elk punt van het oppervlak van den
magneet de normale component der magnetische inductie gelijk
is aan de normale component der magnetische kracht aan
de buitenzijde (beide normalen naar buiten genomen). Noemt
men als C o h n  („Das elektromagnetische Feld” 1900) het
verschil dezer beide componenten (de laatste—de eerste) de

93

Fig. 16.
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vlakte-divergentie van den vector, en de vroeger genoemde
divergentie tot onderscheiding de ruimte-divergentie, zoo
kan men de beide voorwaarden, waaraan de magnetische
inductie moet voldoen, samenvatten door te zeggen dat
hare divergentie overal nul is.

De potentiaal aan een magneet te danken is volgens
M a x w e l l  („Electricity and Magnetism” § 885)

Deze vergelijking, die door M a x w e l l  uit de theorie
der afstandswerking wordt afgeleid, wordt hier volgens
het § 5 opgemerkte als geldig beschouwd voor het geval
dat de aether het eenige medium is en de magneten niet
door den aard der stof waaruit zij bestaan maar uitsluitend
door hun magnetisme (of zoo men wil door hunne kring-
stroomen) op de grootte der magnetische kracht in een
bepaald punt van het veld invloed hebben. De vector I
(magnetisatie) is uit het magnetisme gedefinieerd zooals bij
Ma x w e l l  is aangegeven.

De magnetische kracht heeft tot eerste component

Voor de magnetische inductie (5 )  is te schrijven

(2) . . .  Bx  — Hx  +  4?r Tx , enz.

Immers uit (1) volgt

zoodat volgens (2) de ruimte-divergentie van B  nul is.
De afgeleide van P  naar de richting der normaal ver

toont aan het grensvlak een sprong: buiten den magneet
is de negatieve afgeleide naar de naar buiten getrokken
normaal 4%ln grooter dan binnen den magneet. Uit (2)

d ly  * Iz

U x  =  — ook binnen den magneet.
ïx

( 3 ) . . . . A P  =  4i
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blijkt in verband hiermede, dat de vlakte-divergentie van
B  nul is.

B voldoet dus inderdaad aan de voorwaarden waaraan
de te voren gedefinieerde magnetische inductie moest vol
doen. Men kan nog vragen of deze vector algemeen voldoet
aan de voorwaarde, dat zijn oppervlakte-integraal gelijk
is aan de integraal van een vector-potentiaal langs den rand
van het beschouwde vlak, ook als die randhjn door magpe-
ten loopt. P o i n c a r é  („Electricité et Optique” § 276)
bewijst dat deze stelling ook dan geldig is, waarbij de
vector-potentiaal nog steeds in elk punt (ook binnen de
magneten) is te vinden door eene integratie over alle
kringstroomen volgens Hoofdstuk I ( 37). Volgens het
door P o i n c a r é  gegeven bewijs is dus

(4 ) .. . .  Bx
*VZ ?Vy
?y ï»z ’ enz’

§ 7. De door F a r a d a y  besproken krachtlijnen, welke
aan de draaiing van een magneet om zijn as niet zouden
deelnemen kunnen geacht worden (zooals reeds Hoofdstuk
II  § 5 werd opgemerkt) de lijnen der magnetische inductie
te zijn. Dit blijkt als vólgt. Draait (fig. 1) de magneet om
zijn symmetrie-as, zoo is de in den sluitdraad A B C  (die
rust) opgewekte electromotorische kracht (wanneer omtrent
het medium en den magneet het ook in § 5 en § 6 onder
stelde geldt) volgens Hoofdstuk II § 2 of § 5 numeriek gelijk
aan het aantal per tijdseenheid door A B C  gesneden kracht
lijnen , wanneer deze met den magneet meedraaien. Het is
hierbij om het even of men van de magnetische kracht
lijnen of wel van de inductielijnen spreekt, daar immers
buiten den magneet magnetische kracht en magnetische
inductie overal door denzelfden vector worden voorgesteld.
Zal de opvatting van F a r a d a y  dezelfde waarde voor de
electromotorische kracht opleveren, zoo moet het aantal
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door de binnen den magneet liggende en medebewegende
baan C A per tijdseenheid gesneden lijnen gelijk zijn aan
het bovengenoemde aantal. Het door de medèbewegende
baan C A per tijdseenheid gesneden aantal rustende lijnen
is gelijk met het tegengestelde teeken aan het aantal lijnen
dat C A zou snijden, indien deze baan zelve rustte en de
magneet de lijnen meesleepte. Het is derhalve opdat de
bejde opvattingen tot dezelfde uitkomst leiden een vereischte,
dat bij eene draaiing van den magneet waarbij alle lijnen
worden meegesleept en de geheele baan rust, de beide
deelen der baan (CA en A B C )  evenveel lijnen snijden
en dat dit aantal voor de beide deelen een verschillend
teeken hebbe. Anders gezegd: het aantal door de gesloten
baan A B C A in dat geval gesneden lijnen, hetzij bij eene
volle omwenteling hetzij bij een deel daarvan, is nul.
Hieruit volgt, wanneer men het door A B C A  bij eene
volle omwenteling dezer baan beschreven gesloten opper
vlak beschouwt, dat de normale integraal van den te
beschouwen vector over dat oppervlak nul moet zijn. Aan
dezen eisch voldoet de magnetische kracht n iet, wel volgens
§ 6 de magnetische inductie. Om redenen van symmetrie
is de normale integraal der inductie ook nul over een bij
eene gedeeltelijke wenteling beschreven oppervlak. Andere
vectoren die eveneens aan dezen eisch voldoen kan men
verkrijgen door de magnetische inductie samen te stellen
met een of anderen vector, die buiten den magneet nul
is en binnen den magneet in cirkels om de as loopt, zoodat
hij niets bijdraagt tot de normale integraal over een door
CA  bij eene wenteling beschreven oppervlak. Wij willen
echter binnen den magneet geen andere vectoren beschou
wen dan de magnetische kracht en de magnetische inductie.
Wij kiezen derhalve de inductielijnen als lijnen beant
woordende aan F a r a d a y ’s opvatting.

§ 8. Door de wijze waarop § 6 de magnetische inductie



Werd ingevoerd zou men allicht tot de meening komen dat
het samenvallen van dezen vector (zooals hij in de theorie
van M a x w e l l  voorkomt) met de magnetische kracht overal
waar geen magnetisatie bestaat, onafhankelijk is van de
keus der eenheden. De vergelijking (2) 1), die door M ax wel l
overal wordt gebezigd, zou deze opvatting kunnen ver
sterken. Toch is zij niet juist. In het hier gebezigde
electromagnetische maatstelsel hebben bij M a x w e l l  beide

vectoren de afmeting [L I2 M V8 T  *], daarentegen heeft

b.v. in het electrostatische stelsel B  de afmeting [L — */* M V2]

en H  de afmeting [L 1/2 Af1/2 T  2]. De historische gedach
tengang waardoor M a x w e l l  tot de invoering der inductie
kwam is geheel verschillend van de in § 6 gevolgde rede-
neering en zoodanig dat een dimensieverschil als het boven
bedoelde voor de hand ligt In de verhandeling „On
F a r a d a y ’s Lines of Force” (Cambridge Phil. Trans. X
1864) wordt in een bepaald geval de magnetische inductie
voorgesteld als de snelheid eener onsamendrukbare vloeistof
en de magnetische kracht als het drukverval noodig om
deze vloeistof tegen den weerstand van het medium in aan
het stroomen te houden. Ook in „Electricity and Magnetism”
wordt er nadruk op gelegd (b.v. § 12) dat magnetische kracht
en magnetische inductie vectoren van verschillenden aard
zijn. De eerste wordt daar genoemd een Intensity, de
tweede een Flux.

§ 9. Het is niet mogelijk hier eene poging te doen om
den gedachtengang te schetsen dien M a x w e l l  bij de
samenstelling der verschillende deelen zijner theorie heeft
gevolgd. In Hoofdstuk IV wordt deze theorie behandeld

’) Of liever (11) van pag. 100, waarin T  volgens M a x w e l l  (niet
bij ons, zie § 10) eenvoudig „magnetisatie” heet.

7
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zooals zij met eenige wijzigingen door H e r t z  is gepraeci-
seerd. Geheel onbesproken kan de theorie van M a x w e l l
zei ven intusschen niet blijven, al ware het alleen omdat
in de theorie van H e r t z  de vectoren I  en B  zullen
worden ingevoerd, welke bij dezen physicus niet voorkomen.

De voorstelling der moleculaire kringstroomen in mag
neten treedt bij M a x w e l l  geheel op den achter
grond 1). De aandacht wordt uitsluitend gevestigd op de
bij den magneet behoorende vectoren J ,  B  en H. H wordt
ondersteld (daar er geen stroomen zijn) irrotationeel verdeeld
te zijn (d. w. z. overal een potentiaal te hebben), B  solenoï-
daal (d. w. z. zonder divergentie). H en B  in een bepaald
punt hangen niet alleen van den stand en de eigenschappen
van den magneet af, maar ook van den aard der omringende
media. Onderstelt men den magneet en alle andere media
isotroop, en noemt p  een in elk punt bepaalde constante,
afhangende van den aard van het aldaar aanwezige medium,
zoo kan men schrijven

(5) . . . .  Bx  — f*Hx  -f- 4?r Ix , enz.,

waarbij wij onder I  een on veranderlijken vector verstaan,
die alleen in „ permanente magneten” voorkomt. Hij kan
de „magnetisatie” daarvan genoemd worden en hangt niet
af van den aard der verschillende omringende media. Men
ziet dat (5) met (2) overeenstemt in het speciale in § 6 be
schouwde geval, f* is in het electromagnetische maatstelsel
in den aether =  1 genomen. "Wanneer I  overal binnen
den magneet is gegeven (buiten den magneet bestaat geen I ),
zijn B  en H  overal bepaald. Het is voldoende aan te toonen
dat de magnetische potentiaal zoodoende overal op een

*) P o in o a r é  („Electrioité et Optique” § 248) mag daarom van
hem geen bewjja verlangen als het op het einde van § 6 bedoelde. —
Later voert M a x w e l l  de genoemde voorstelling in op een wijze die
volgens Hoofdstak IV § 14 niet vrij van bedenking is.
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constante na bepaald is. Stel dat twee systemen van poten
tialen voldoen en dat bet verschil dier potentialen in een
willekeurig punt % is. Uit (5) en de twee daarbij behoorende
vergelijkingen volgt dan

i' *%\ I /  * x \
*x) £>«//“*" * z \  dz)

en bij een grensvlak

waarbij n 1 en n 2 de resp. naar de zijde van het medium 1
on van het medium 2 getrokken normalen zijn. Grensvlakken
zijn er tusschen den magneet en het medium (ook binnen
den magneet als ft aldaar sprongen vertoont) en tusschen
verschillende media. Volgens een bekend theorema is

( 8 )  • • • • jz{L ( *  ! ) +  ^  ( *  ïy)+  I  ( * ! * )

d<r— 2

MINIMA
Hierbij zijn de beide ruimte-integralen uitgestrekt over

een door s begrensd gebied. <r12 zijn vlakken binnen die
ruimte. Hier denken wij ons <r geheel in het oneindige.
Twee beschouwde waarden van den potentiaal, en dus ook
hun verschil %, worden ondersteld bij verwijdering van het
stelsel zoo snel af te nemen, dat de eerste term van het
tweede lid verdwijnt. Volgens (6) en (7) verdwjjnen nog
twee termen. Er blijft eene vergelijking over die eischt

(9) - - - - | f . =  °» enz.,

waaruit volgt dat x  overal eene constante is Q. E. D.
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§ 10. Bij M ax w ell komt overal de onderstaande ver
gelijking (11) en nergens de vergelijking (5) voor. Buiten
magneten schrijft hij soms

(10) ----Bx  =  p H x , enz.,

soms ook brengt hij deze vergelijking in den vorm (11),
I'  (bij hem I)  met H evenredig stellende Mij komt niettemin
de b.v. door Cohn („Das electromagnetische Feld”) gebezigde
vergelijking (5) voor beter dan (11) in het kader der Max-
w e l l ’sche theorie te passen. Vooreerst geeft (5) geen aan
leiding tot de dwaling, welke anders voor de hand zou liggen,
als zouden B en i ï  bij M a x w e l l  grootheden van gelijke
soort en derhalve in elk maatstelsel grootheden van dezelfde
afmeting zijn. In de tweede plaats zal de stof, waaruit de
magneet bestaat, voor men er een „permanenten magneet”
van maakte een bepaalde p  gehad hebben x) ; waarom zou
men haar dan na het ontstaan van den magnetischen toestand
geen van 1 verschillende /a meer toeschrijven P Ook is als
men boven (5) de vergelijking

(11) . . . .  Bx  =  Hx  -J- 4 tc I 'x

verkiest, de definitie van een (eenigermate met een wer
kelijk bestaanden magneet overeenkomenden) „permanenten
magneet” niet op eenvoudige wijze te geven * 2).

Aan den anderen kant zal men geneigd zijn aan een
stuk week ijzer, dat zich in «en magnetisch veld bevindt,
eene zekere magnetisatie toe te schrijven evengoed als aan

*) H e r tz  in zijne „Grundgleiohungen der Elektrodynamik” be-
sohouwt slechts „permanente magneten” bestaande uit „volkomen
hard staal” waarvoor hij aanneemt dat in het eleotromagnetisohe
maatstelsel /» =  1 is. Dan vervalt het ondersoheid tussohen (2) en (5).
Er is eohter voor zulk eene beperking geen reden. Ma x we l l  spreekt
niet van dit volkomen harde staal.

2) Het blijkt n.1. dat F  niet in werkelijke gevallen oonstant kan
worden geaoht
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een permanenten magneet. Niets belet ons, hoewel aan
nemende dat de verschijnselen met behulp van (5) in per
manente magneten e i  (10) in andere lichamen op bevredi
gende wijze worden voorgesteld, een nieuwen vector I' met
behulp van (11) te definieeren, welke, zooals reeds gezegd,
bij M a x w e l l  „magnetisatie” heet. Deze is dan niet con
stant in de „permanente magneten”, waarin I  constant is,
en bestaat ook in week ijzer. Men kan (mét Cohn)  ter
onderscheiding I  de ware magnetisatie noemen, I' in week
ijzer (of een andere niet permanent gemagnetiseerde stof)
de schijnbare of geinduceerde magnetisatie. In een perma
nenten magneet kan dan I' de vrije magnetisatie heeten.

Hier zal slechts (5) worden gebezigd, en I  de magne
tisatie worden genoemd.

§ 11. Beschouwen wij nu een veld, waarin zich mag
neten en stroomen bevinden. Het totale veld is te splitsen
in een aan de magneten en een aan de stroomen te danken
veld, welke beide velden zich superponeeren. Hier behoeft
dus alleen van het laatste veld sprake te zijn. De magne
tische kracht voldoet daarin aan eene vergelijking, welke
ook uit Hoofdstuk I  (3) kan worden afgeleid, of liever uit
Hoofdstuk I  (14), waarbij de voorstelling dat alle stroomen
lineair zouden moeten zijn vervalt. Yoor Hoofdstuk I  (14)
is ook te schrijven

waarin als vector-potentiaal F 2 is genomen wat uit eene
uitbreiding van Hoofdstuk I  (37) tot het geval van niet-
lineaire stroomen volgt, n. 1.

X dy
of

x
Wo 7—- a r 2, enz.
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Uit (13) volgt

= _£_ r Ü ! f  4 . Ü !»  4 . ü

Hierin, is

of als partieel geïntegreerd wordt over het geheele stroom
gebied, waarbij de stroom door het grensvlak nul is,

Bij deze partieele integratie is rekening gehouden met
het feit dat de stroomcomponenten overal continu veranderen.
Neemt men aan, wat tot nu toe geschiedde, dat stroomen
alleen in geleiders plaats hebben, zoo moet bij het grensvlak
van een geleider de stroom in tangentieele richting loopen.

volgens het theorema van P o i s s on ,  en de vergelijking
(14') gaat dus over in

M a x w e l l  neemt aan (wat ook in Hoofdstuk I werd
aangenomen) ■dat alle stroomen gesloten zijn, dus

Uit (14) volgt

( 1 7 ) . . . . A F ï a =  - 4 * Ui

+ £? +

‘) Eigenlijk zou hier eene vergelijking bijgevoegd moeten worden,
uitdrukkende dat ook de vlakte-divergentie van den stroom nul is.
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De betrekking (18) wordt dan

(20) . . . . y  —
dyt 0zt

of met weglating van overtollige indices

4 tcu.

(21) . . 4 xu.
dy 2z

Er is bovendien in het aan de stroomen te danken veld
een magnetische inductie, bepaald door

( 2 2 ) . . . .  Bx  ‘— f*Ha enz.

De divergentie van B  is nul.
Op soortgelijke wijze als in § 9 blijkt dat wanneer de

stroomen overal gegeven zijn niet meer dan een waarde
van B  en H  in elk punt mogelijk is.

Beschouwen wij nu weder het veld, waarin magneten
en stroomen voorkomen, zoo zien wij, dat (5) en (21)
algemeen gelden. W at in § 10 gezegd werd over ware,
schijnbare en vrije magnetisatie geldt ook wanneer het
magnetisch veld aan magneten en stroomen is te danken.

Er is tegenspraak tusschen de voorstelling van slechts
in geleiders loopende steeds gesloten stroomen en van eene
veranderlijke op het oppervlak van geleiders zich bevindende
electrische lading. Deze tegenspraak wordt opgeheven door
de bij M a x w e l l  voorkomende onderstelling dat ook in
niet-geleiders stroomen kunnen loopen; hij noemt ze „dis
placement-currents” . '

Dan had echter de afleiding van (18) zoo moeten plaats hebben, dat
ook daarin die vlakte-divergentie voorkwam. Het maakt alleen uit
een mathematisoh oogpunt verschil of men bij de afleiding van (18)
grensvlakken aanneemt, waar de normale component van den stroom
eene disoontinuïteit heeft óf dat men deze door aannemen van een
overgangslaag wegredeneert. De stroomen daarna gesloten onder
stellende verkrijgt men steeds (20).
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§ 12. Oyer de ponderomotorische krachten bij M a x w e l l
worde hier niet of nauwelijks gesproken. De bespreking
der bij hem voorkomende electromotorische kracht eischt
invoering van den vector-potentiaal. Deze wordt gedefinieerd
door (4), met toevoeging van de onderstelling dat zijne
divergentie nul is. Men ziet in , door aanvankelijk de
mogelijkheid van twee waarden van den vector-potentiaal
in elk punt aan te nemen, dat het verschil dezer beide
waarden nul moet zijn, zoodat de vector-potentiaal door
de definitie ondubbelzinnig is bepaald.

Bij N e u m a n n  wordt de door den gesloten stroom A2
in A, opgewekte electromotorische kracht bepaald door

volgens Hoofdstuk II  (6). Men kan ook schrijven

(23 ) . . . . E X = f ( v
d t  J  \  *x  3a, +  V+  %  DA, 4 - J t z  Da, / dA,

waarin V 2 , enz. genomen zijn als in Hoofdstuk I  (87).
tX /

M a x w e l l  schrijft voor de in A, door stroomen of mag
neten opgewekte electromotorische kracht

waarin de vector-potentiaal gedefinieerd is zooals in den
aanvang dezer § werd gezegd.

Hij bewijst („Electricity and Magnetism” § 598) dat,
wanneer de elementen dA, onveranderlijk van lengte worden
ondersteld, voor (24) is te schrijven

(25). . . . E - d x i a dy>
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waarin

(26) , . . . A X =  BZ -J-1 —By zt
dxp

d X i
enz.1)

Met het partieele afleiden van V enz. naar den tijd

wordt hier bedoeld het afleiden in de onderstelling dat het
punt (xt y t z x) rust.

Daar de integraal in het tweede lid van (25) over een
gesloten stroom is uitgestrekt, blijft hierbij de functie </>
in (26) onbepaald. M a x w e l l  zegt: „We shall find that
when we know all the circumstances of the problem, we
can assign a definite value to tp, and that it represents
according to a certain definition the electric potential at
the point (x x y t Zj)”. Hij komt echter verder niet op de
zaak terug, zoodat niet blijkt welke deze definitie is en
hoe de waarde van tp volgens hem moet worden bepaald.
De aangehaalde woorden hebben, zooals in § 14 blijken
zal, aanleiding gegeven tot misverstand.

§ 13. Eerst worde nog berekend welke waarde i//volgens
de theorie van N e u m a n n  moet hebben, wanneer het de
stroom A2 is die induceerend werkt zonder dat zijne stroom-
sterkte verandert. Bij deze theorie móet ondersteld worden
(§ 5), dat het medium overal aether is ; daar bovendien geen
magneten in het veld zijn, mag in (26) B door H worden ver
vangen. Ook mag de M a x w e 11’sche V door den N e u m a n n ’
schen vector worden vervangen: deze laatste toch voldoet

is de snelheid verstaan van (X t  y t  Zx)lZx, 3m, 3Z,

ten opzichte van het omringend medium, hetwelk wanneer het stoffelijk
is natuurlijk door de aarde wordt meegesleept. Er is bij Maxwel l
overal sleohts van één medium sprake, niet afzonderlijk van een
stoffelijk en een aetherisch medium. De aether moet derhalve volgens
zijne theorie gedacht worden aan de beweging der aarde, althans
nabij de oppervlakte waar alle proeven genomen worden, deel te nemen.
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aan de voorwaarde dat zijne divergentie nul is en ook voor
B — Ii aan (4). Het is dus zeker dat de waarde die de eerste

SE^p
component van ——— bij N e u m a n n  heeft in den vorm

w ,
(26) moet kunnen worden gebracht. Het maakt niets uit, dat
SE ̂
----- — bij N e u m a n n  niet de totale electromotorische krachtDA,
is, daar immers de electrostatische kracht, welke bij
SEX '  •'
——— moet worden gevoegd ten einde de totale electromo-

DA,
torische kracht te verkrijgen, een potentiaal heeft. Is <p
deze potentiaal, zoo is \p de som van <p en van tp', welke
laatste volgens (26) is te vinden uit

m \  W  — I H __H ^  —-----\  ,-v* ) ^ a z  m  m  m  ’
3*/i

DF„

dXt \  dxi ) y st
Ook hier moet dA , van onveranderlijke lengte worden

ondersteld. Daar volgens Hoofdstuk II (3) de waarde van
SE\ \
——-)  slechts afhangt van de relatieve beweging van dA,
Da , /

ten opzichte van de elementen dA,,, is het het eenvoudigste
door aan dA, en A2 eene gemeenschappelijke beweging te
geven dA, in rust te zetten. Dan wordt

waarin

(28)..

(29).

Dl//
Sxt

*VX .
St ~~l '

Sxt

st

SVr,

Sx, ,

(30) . . Sxt

+  i,  ƒ

1 =  — i.

ƒ.7

r
dA, —  soxt \

, 1r  or
r  DAZift
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Uit (28) volgt derhalve

§ 14. M a x w e l l  noemt de functie tp „electricpotential”,
niet „electrostatic potential”. Zonder hierop te letten bestrijdt
J. J. T h o m s o n  in het Appendix door hem toegevoegd aan
de derde uitgaaf van „Electricity and Magnetism” achter
§ 619 de meening dat \fj de electöstatische potentiaal zou
zijn. Hij betoogt dat bij deze opvatting b. v. in een
draaienden geleidenden bol ruimteladingen zouden ontstaan,
hetgeen met het niet-bestaan van ongesloten stroomen in
strijd is. Vooreerst is op te merken, dat in (26) 1p in geen
geval den electrostatischen potentiaal in electromagnetische
maat kan voorstellen. Beschouwt m en, zooals voor de hand

lig t, den term — evenals de overige termen als in
OOG

electromagnetische maat geschreven, zoo zou wat de dimensies

betreft de electrostatische potentiaal V*\p kunnen wezen.
In een geleider met diëlectriciteitsconstante K , zou dan

en bij grensvlakken

( K S ') +  Ü K ly) +  i {K + 4

( 3 3 ) . . . .  V 1 { K i +  4 ^ ^ -0 -

Hierin zijn p en r resp. de ruimte- en vlaktedichtheid
der electrische lading, en V  is het getal dat de verhou
ding der electromagnetische en electrostatische eenheden
voor stroomsterkte of hoeveelheid electriciteit uitdrukt. De
meening van T h o m s o n  als zou M a x w e l l  onder eene
functie verstaan hebben, die aan (32) en (33) voldoet, kan
afkomstig wezen van H e r t z ,  die in zijne dissertatie „Ueber
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die Induktion in rotierenden Kugeln” (1880) de vergelij
kingen van M a x w e l l  bezigt met dit verschil dat hij
V2\p [bij hem Cp in niet-electromagnetische maat] als „die
Pofcentialfunction der freien Electrizitat” wil beschouwd
hebben1). In  de „Recent Researches on Electricity and
Magnetism” (§ 437) blijkt bij T h o m s o n  de bovenge
noemde dwaling nog altijd te bestaan. Ook P o i n c a r é  neemt
haar over. Deze schrijft („Electrieité et Optique” § 166):
„La fonction \f> est une fonction quelconque des coördonnées
assujettie a la seule condition d’être uniforme. Ma x w e l l
admct que c'est le potentiel électrostatique resultant des
masses électriques qui peuvent exister dans le champ.”

Nergens geeft Ma x w e l l  te kennen, dat aan verge
lijkingen als (32) en (33) zou voldoen. Veeleer hangt bij
hem volgens § 612 en § 613 de ruimte- en vlaktelading
met do diëlectrische verplaatsing & ( f  g h) samen door de
vergelijkingen

(34) . . . .  p d x ' d l / ' dZ

*) Het verdient opmerking dat He rt z  niet zegt dat hij de verge
lijkingen van M a x w e l l  onveranderd overneemt, zoodat eene ver
gissing bij hem niet behoeft te worden ondersteld. De vergelijking

—  -L  —  0 welke bij M a x w e l l  algemeen geldt, geldt
dx ' t y  dz
bij hem, gelijk hij § 2 zegt, en met het oog op zijne opvatting omtrent
de beteekenis van V2\b ook niet anders mogelijk is, alleen voor
stationaire stroomingen. — He r t z  beroept zioh op J o o h ma n n ,
die (§ 8) de door He r t z  gebezigde vergelijkingen uit de wet van
We b e r  heeft afgeleid. Of He r t z  zelf de wet van We b e r  aanneemt
blijkt niet. — De splitsing van het veld in een eleotromagnetisoh en
een eleotrostatisch veld, zooals deze hier bij He r t z  voorkomt, is niet
in den geest van M a x w e l l ,  wel (zie Hoofdstuk II § 10) in den
geest van He umann.
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en ♦
( 3 5 ) . . . .  a- =  9 ^  - |-  9 n ^ ,

en volgens § 608 is de diëlectrische verplaatsing met de
electromotorisehe kracht A verbonden door de vergelijking

in isotrope lichamen.
Uit (34), (35) en (36) volgen (32) en (33) slechts d an ,

wanneer de componenten der electromotorisehe kracht geen
andere termen bevatten dan die uit den potentiaal zijn
afgeleid 1).

§ 15. Br zijn geen voldoende gegevens om uit te maken
wat M a x w e l l  wèl bedoeld heeft. Eene gissing die mij
waarschijnlijk voorkomt kan intusschen worden gemaakt.
In  de verhandeling „On Physical Lines of Force” (Phil.
Mag. 1861), welke eene vergelijking bevat die grootendeels

‘) G. B a k k e r  („Théorie de 1’Induction électrique”. Arch. Néerl.
I I ,  5 , 1900) bewijst, dat <p 'in (26) de electrostatisohe poten
tiaal is Hij gaat uit van de stelling dat zich in elk eleotro-

magnetisoh veld eene hoeveelheid eleotrostatische energie

bevindt. Er is geen reden om dit aan te nemen en het is niet in
overeenstemming met wat M a x w e l l  (§ 630 en § 631) over de elec-

trostatische energie zegt. Deze heeft bij hem den vorm

alleen in een zuiver electrostatisch veld. Hij bewijst dat daarvoor

ook is te sohrijven —  ijg J '^  ~  -j-Q “  -j- h dr en wordt

er op die wijze toe geleid met toelating der afleiding aan te nemen,
dat in een willekeurig eleotromagnetisoh veld, waarin A  de electro-
motorisohe kracht is, de „eleetrostatisohe energie” de met het
vorige niet strijdige maar daar geenszins uit voortvloeiende waarde

v. ƒ  ( t*  f +  Ay g +  AZ h) i r  heeft. De.e b e„ .

geen potentiaal meer.
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met (26) overeenkomt (het eenige •verschil is dat in plaats
van B  is geschreven ;jlH) wordt gezegd: „\p is a function
of ( x y  z t ) ,  which is indeterminate as far as regards the
solution of the original equations, but which may always
be determined in any given case from the circumstances
of the problem. The physical interpretation of ip is, that
it is the electric tension at each point o f space.” Dit kan
beteekenen, dat \p eene grootheid i s , welke (evenals de
electrostatische potentiaal in het electrostatisch veld) eene
ponderomotorische kracht bepaalt. Deze onderstelling wint
aan waarschijnlijkheid, wanneer men bedenkt dat in „Elec
tricity and Magnetism’’ § 619 voor de eerste component
der per volume-eenheid werkende ponderomotorische kracht
is geschreven

d\p  Df i ,(37) . . . . X  =  Bz v - B yw - e ^ - m ss-,

waarin behalve de twee eerste termen van het tweede lid,
die vervallen als door het beschouwde volume-element
geen stroom loopt, en de vierde term, die vervalt zoo het
niet magnetisch is , een term voorkomt die uitdrukt, dat
de ponderomotorische kracht per eenheid van lading op
het volume-element werkende uit den potentiaal \p is af
te leiden. — F i t z - G e r a l d  schrijft in plaats van (37)

„  ' ,  . d £ l
(38) . . . .  X  =  Bzv  —  B yW -\- e A x —

welke correctie na M a x w e l l ’s dood in den text is opge
nomen , zonder dat gebleken was dat men hier met eene
vergissing van M a x w e l l  te doen h ad 1).

Het blijft hierbij onzeker waarom naar M a x w e l l ’s

i) Het doet hier niet ter zake, dat (38) met de waarnemingen ‘
beter overeenkomt dan (37) daar ook bij beweging van een geladen
lichaam door een magnetisch veld (b.v. bij de kathodenstralen) daarop
eene ponderomotorisohe kracht blijkt te werken.
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meening deze de ponderomotorische kracht bepalende poten
tiaal in (26) moet voorkomen.

§ 16. Wanneer B, V, en de snelheid in\ 31 3t ut ]
elk punt op elk tijdstip gegeven zijn, zoo kan men vragen
of de in (25) en (26) voorkomende vector A in elk punt
bepaald zal zijn, indien aan (26), behalve de reeds § 11
ingevoerde hypothese, dat de electriciteit onsamendrukbaar
is, de vergelijkingen worden toegevoegd, die het verband
tusschen stroomsterkte en electromotorische kracht uitdruk
ken, benevens wellicht eene voor de hand liggende onderstel
ling omtrent hèt verdwijnen der normale integraal van een
der beschouwde vectoren over een vlak in het oneindige.

De bedoelde vergelijkingen zijn hij M a x w e l l  (in isotrope
lichamen, waarvan hier voortdurend sprake is)

K ^ A x
(3 9 ) .. . .  u =  CAx -\- ^  enz.

waarin C en K  constanten zijn. In volmaakte geleiders is
K — 0 , in volmaakte diëlectrica C =  0. Indien men discon-
tinuïteitsvlakken wegredeneert (hetgeen wij hier willen
doen), heeft de tweede term van het tweede lid van (39)
overal eene bepaalde beteekenis. De divergentie van den

vector wiens eerste component ^C -|- A x  is j i8 v°l*

gens het zooeven gezegde nul. Volgens (26) is derhalve de
divergentie van den vector Q , wiens eerste component

/ c - j -  — — ƒ ^  bedraagt, in elk punt bepaald. Wanneer

ip' het verschil is van twee waarden die \p in eenzelfde
punt hebben kan, zoo is de divergentie van den vector Q',

wiens eerste component / c - j -  — —) — ■ is, overal nul.



Men heeft

(4 0 ) .. ..  -  ƒ [Vxjfc +  Q'y .+ O'z
= - JV <?»*+ƒ*'

dxp' , gl t y

DO* _ 30'

3i//'
3z
DQ'

3 .V

d,T —

dr.

Neemt men nu aan, dat ( Q' ds over een vlak in het
J  n

oneindige nul is, zoo blijkt het eerste lid van (40) nul te
zijn. D. w. z.

<“ > ' - M © '+ © '+ © '
ƒ * [© '+ (* ) • + ©1 —

8ir dt

Daar het eerste lid positief of nul is, kan de grootheid

niet anders dan afnemen.
Wij willen een stationairen toestand beschouwen zooals

h.v. bestaat, wanneer een volmaakt geleidende bol in een
volmaakt diëlectricum met constante hoeksnelheid om een
as wentelt, om welke de lijnen der magnetische inductie
symmetrisch verdeeld zijn; er bestaat tusschen hol en
diëlectricum een overgangslaag, welker hoeksnelheid zich
nabij den bol aan de hoeksnelheid van dezen aansluit en
aan haar huiten-oppervlak nul is; de hol heeft overal
denzelfden geleidingscoëfficient C, hgt diëlectricum overal
dezelfde diëlectriciteits-constante K. Het is trouwens duidelijk
dat er voor niet-stationaire toestanden moeilijk een geval

/3a:, 3u, 3z,
te bedenken is, waarin B, V en de snelheid I —

in elk punt op elk tijdstip gegeven zijn. Nu is het tweede
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lid van (41) nu l, dus ook het eerste, d. w. z. 1p ' is constant
binnen den bol. Buiten den bol heeft men volgens (26)
At// =  0, zoodat t// hier verdeeld is als een electrostatische
potentiaal. Hieruit is af te leiden dat in twee mogelijke gevallen
dezelfde stroomen bestaan, doch dat de ladingen op het
oppervlak van den bol verschillend kunnen zijn; het ver
schil der beide ladingsdichtheden is hierbij in elk punt
van het boloppervlak even groot.

Uit de vergelijkingen (4), (5), (19), (21), (26), (34), (35),
(36), (37), (39) is de voorstelling der afstandswerking geheel
verdwenen. Onbevredigend is bij dit systeem van vergelij
kingen het feit dat met de wet van het behoud van arbeids
vermogen geen rekening is gehouden. Het blijkt niet in
hoeverre door die vergelijkingen aan de genoemde wet
wordt voldaan.

§ 17. In de „Recent Researches” (§ 433 en volgende)
bepaalt T h o m s o n  de functie \p in het boven beschreven
geval van den met constante hoeksnelheid wentelenden
volmaakt geleidenden bol. De lijnen der magnetische inductie
zijn evenwijdig met de omwentelingsas, en de magnetische
inductie heeft in elk punt binnen en buiten den bol dezelfde
waarde. De overgangslaag, waarvan nu niet als in § 16
is ondersteld, dat C  en K  daarin geleidelijk van waarde
veranderen *), doch alleen, dat de hoeksnelheid daarin
continu afneemt, wanneer men zich verder van het middel
punt van den bol verwijdert, heeft evenals in § 16 den
vorm van een bolschaal.

T h o m s o n  onderstelt dat een oppervlakte-lading alleen
voorkomt aan de binnenbegrenzing der laag; deze bestaat

') Deze onderstelling was trouwens in § 16 bij de behandeling van
den stationairen toestand overbodig.

8
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dus bij hem uit een volmaakt diëlectricum. Men kan vragen
of (voor een oneindig dunne laag) dezelfde waarde wordt
gevonden voor de vlakte-dichtheid in een punt van het
buitenoppervlak der laag in de onderstelling dat de laag
volmaakt geleidend is als bij de bovengenoemde onder
stelling in het overeenkomstige punt der binnenbegrenzing
door T h o m s o n  wordt gevonden. T h o m s o n  zegt (§ 439):
„In the special case. . .  when the layer of this medium is
indefinitely th in , the results will be the same whether this
medium is an insulator or conductor” , doch weidt verder
hierover niet uit. Wij willen dit hier nagaan.

T h o m s o n  stelt *)

en bewijst dat binnen den bol, waar K — 0 en derhalve
Div. A =  0, uit (26) volgt

Is de richting der inductielijnen de positieve richting der
Z -as, zoo wordt volgens (4)

Is u de hoeksnelheid zoo heeft men binnen den bol

*) De index 1 der ooördinaten (ar, y , z ,) , die in (26) nog voorkomt,
is in het vervolg weggelaten.

( 4 8 ) . . . . *  =  <*> +

(44 )___ A(p =  0.
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Substitutie dezer waarden in (26) levert op

Is a de straal van den bol en (6—a) de dikte der over-
gangslaag, die voorloopig eindig ondersteld is, zoo kan men
binnen die laag nemen

• r »  CüCL̂waarin o =  — j-r------- - . Hier is co de hoeksnelheid, r  de

afstand van een punt tot het middelpunt van den bol.
Door substitutie van (45) en (48) in (26) blijken in de

overgangslaag te gelden

Ax ~ ± -$ M .b * (x >  +  y>)

Ay = \  ba («* + 1/1)

A z =  —  S .B .b*  ( # *  +  y ' )

d —
y  3 dep

dx dx  ’

ï > ~y  3 dep
dy  »

y 3 dep
dz dz '
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Uit Div. A — O vindt men dat ook daar (44) geldt.
Buiten de bolschaal, waar het diëlectricum rust, gelden

(47) en (44).
Een normale strooming kan voor r — b niet plaats hebben.

Dus is , voor r  =  6, Ar =  0 of volgens (49)

— I s . B .  ba&
/^  +  y2\
'  ' r — b

Noemen wij 0 ,  de waarde van <p voor a  >  r, <p2 die van
<p voor b >  r  >  a ,  cp8 die van cp voor r  >  6, en (3 den
hoek, dien r  met de positieve Z-as maakt, zoo is voor
het laatste ook te schrijven

(61) . . ; ' { ? & )  6 (!-»»■  »■
'  r  — b

Daar A r  voor r  =  a  continu moet wezen, moet blijkens

(47), die voor a^> r  geldt, en (49), die voor b ]> r  )> a geldt,

—- een sprong vertoonen voor r =  d. Men moet hehben

<“ > - •  = |
'  ' r  =  a

Overal geldt (44); men mag dus, lettende op het feit,
dat ten gevolge van (51) en (52) alle termen die cos/3 in
eene andere macht dan de tweede bevatten, moeten weg
vallen, schrijven

( 5 3 ) . . . .  (p1 = E r 1 (3 cos2 /3 — 1) +  ET,

( 5 4 ) . . . .  0 ,  =  ^— +  F  r 2^ (3 cos2 (3— 1 ) +

C ,f (V 99
( 5 5 ) . . . .  <J)8 =  — (3cos2 /3 — l ) - f  — +  G',

waarin alle E, JF, en G constanten zijn. Deze willen wij
bepalen.
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Daar in cp1, <p2 en (pa in elk der drie gebieden eene
onbepaalde constante moet voorkomen, welke noch voor
de stroomcomponenten noch voor de ladingsdichtheden be-
teekenis heeft, mogen wij aannemen

1) dat (pj  in het oneindige verdwijnt,
2) dat in het punt op de - |-  Z-as, waar r — b is, <p2 =  <ps ,
3) dat in het punt op de -j- Z-as, waar r =  a is, (p1 — cp2.
Hieruit volgt in verband met (53), (54) en (55)

( 5 6 ) . . . .  G' =  0 ,

2 F '
ba

F"+  2 Fb' +  ^  +  F,

O  E V / T jv //

(58 ) . . .  . 2Ea* + E ' = ï ± r  +  2 F a i +  — + f ' .
cl

Uit (51) volgt de voorwaarde

(59) • • • • ( -  ̂  +  2 F bj  (3 cos *(3 -  1) -  ^  =

=  — g -S .B .6 (  1 — cos* (3),

welke zich splitst in ■

( 0 ° ) . +  2 Fb =  - b S . B

en

(6 1 ) ... 3 F '
" F |  b S. B.

Uit (52) volgt de voorwaarde

(62). . . . 2 E a ( 3  cos1 (3 —  1) — ( ~ 3 F ’
a* -\-2 Fa \ (3 cos1 (3— l)-j-

a 1 2

welke zich splitst in

(63)

F "  3  fcs

%F'. .2  Ea-\- --------- 2 Fa =
C v

1 ba
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3 F ' F
(64).... — 2 Ea-----—  -f- 2 Fa +  — _3 g D

* — 2 5, B 'a * ’

Uit (60) en (61), of ook uit (63) en (64), volgt

(65) . . . .  F "  =  S. B. b».
De vergelijking (65) kan (61) en (64) vervangen.
Is Q de totale lading van den bol, welke zich geheel

op het buitenoppervlak der overgangslaag moet bevinden,
zoo heeft men

r ŝ,
Zr

U lO U

dé,

waarbij over het genoemde boloppervlak wordt geïntegreerd.
Substitutie van (55) in (66) levert op, daar bekend is

f  (3 cos1 j3— l)sinj3d/3 =  0,
J  n

(67) run__0G — R .

Wij hebben dus voor de 9 constanten die in (53), (54)
en (55) voorkomen de 7 vergelijkingen (56), (57), (58),
(60), (63), (65) en (67).

Uit deze vergelijkingen is af te leiden
1

(68)...

E =

F =

20 aab6
1

S. B. b8{5a8(62—a 2) + 4  (6B— a 8)} + 6  (F —E')a (b*—a*)

20 b*

F--°ro

S. B .b8 {— 9 a 2 +  5 6 2j — 6 ( F — E')aa

SS. B.b* +  2 (F  — E ')a

F "
G'

= S. B. 68,
0,

G " = — ft2 +  |  S. B. b* (62 — a 2) +  V* b* F  — V2 « 8 (F - F \

G'" = K ’
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Behalve de reeds ingevoerde voorwaarden, heeft men ook
nog deze, dat (voor r =  a zoowel als voor r — V) de
tangentieele component van A  continu moet zijn. Immers
de snelheid verandert overal continu; volgens (24) en (25)
— men kan n.1. in (24) met behulp van (4) de lijn-integraal
vervangen door een oppervlakte-integraal over het vlak met
A ,  tot rand — is derhalve de integraal van A langs een
lijn, die een oneindig klein oppervlak begrenst en bij een
der grensvlakken van de overgangslaag op dergelijke wijze
gekozen is als de lijn A B C D in fig. 15 (pag. 92), oneindig
klein van dezelfde orde als het oppervlakje. Daaruit volgt
de bedoelde voorwaarde door eene redeneering als op pag. 92
werd gevolgd.

De eerste termen van de uitdrukkingen (49) leveren
geen bijdrage tot de tangentieele component van A , zoodat
deze component, in de grenslaag evengoed als in den bol,
alleen uit de afgeleide der functie (p in de bedoelde tangen
tieele richting (welke hier in het meridiaanvlak ligt) is
te vinden.

Uit de vergelijkingen (53), (54) en (55) verkrijgt men
derhalve de beide betrekkingen

(69).
E ai =  +  Faa’
Gr" F '—  =  —  4 -  Fba.ba ba ^

In verband met (68) vindt men hieruit

(70) . . . .
E’= £ b+ S . B . £ ( b - « ),
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Men verkrijgt dus

5 a8 (b20 a8 b2 5 a8 (6s — a2) — 2 (6® — as)

(71) . . . .  '
T 7 V / A

3 a 2 +  56

F" =  — ^ S .  £. a2 6s,

G" = - S .£ . f e 8 (62 — a2)

waarin nog steeds

terwijl voor de vergelijkingen (53), (54) en (55) moet
worden geschreven

<Pt = E r »  ( 8 c o s - / 3 - l )  +  | i + S .  B .^ - ( b  — o),

Volgens (47), (49) en (73) bestaan er in den bol en
in de overgangslaag stroomen.

Dat in de overgangslaag, wanneer deze geleidend is ,
stroomen moeten bestaan, is trouwens uit (49) onmiddellijk
te zien, daar deze vergelijkingen voor A =  0 met elkan
der strijden.

De dichtheid der lading in een punt van het buiten
oppervlak der laag wordt bepaald door

( 7 3 ) . . . . ^8 = ( |r  + 2) (3 c°s2 Ö —l) +
< * > .= > ' (3 cos2 (3 1) +

S .B .b8 . Q 1
r ' K br  — S .B .  b2,

4t ï*r
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of

3 K G " /a . Q
(75) ’ ’ • • V =  IFftT (3 008 /3~ 1 ) +  4 7 ^ -

Elke stroomlijn ligt geheel in één meridiaanvlak. Wan
neer men volgens (73) de aequipotentiaal-vlakken 1) binnen
den bol construeert, zoo ziet men dat de electriciteit
voortdurend van den bol naar de overgangslaag stroomt
en omgekeerd. De dubbele kegel die door 3 cos2(3— 1 = 0
wordt voorgesteld deelt den bol in drie deelen; in het
eene (nabij den aequator) stroomt de electriciteit b.v. van
den bol naar de laag, in de beide andere (nabij de polen)
in dat geval van de laag naar den bol.

Wij willen nu overgaan tot het geval dat de laag onein
dig dun is. Volgens (72) wordt S  hierbij oneindig groot.
Daaruit volgt dat F  en F "  oneindig groot worden.
F " .
—  -(- Fr* blijft evenwel eindig. Er loopen in de laag

stroomen van eindige sterkte, waarbij eene oneindig kleine
hoeveelheid warmte ontwikkeld wordt.

G " blijft eindig en verkrijgt de waarde

(76). =

Uit (75) volgt derhalve

<77>- -■ % = Sr*- I r “B-" <Sl“ * P- »•
Vergelijkt men deze ladingsdichtheid (voor het geval dat

de totale lading Q nul is) met de door T h o m s o n  in het geval
dat de laag uit dezelfde stof a4s-bet-omgevend diëlectricum i
bestaat gevonden waarde, zoo ziet men dat de hier gevonden

*) Omwentelings-hyperboloïden.
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ladingsdichtheid even groot is als in het geval van Thomson.
Het vermoeden van T h o m s o n ,  dat de aard der over-

gangslaag tot op zekere hoogte onverschillig is , wordt
dus door de berekening bevestigd. De geldigheid der ver
gelijking (26) voor diëlectrica (welke geldigheid Thomson
om andere redenen meent te moeten betwijfelen) is der
halve bij zijne berekening niet ondersteld.



H O O F D S T U K  I V.

Theorie van Hertz.

§ 1. De theorie van M a x w e l l  is door H e r t z  zoo
gewijzigd en vereenvoudigd, dat zij tot een goed sluitend
geheel is geworden. H e r t z  kent aan zijne theorie slechts
waarde toe „vom Standpunkt der systematischen Ordnung
aus , gelijk hij aan het einde van zijne „Grundgleichungen
der Elektrodynamik für hewegte Körper” (1890) zegt.
Evenals bij M a x w e l l  is er bij hem in elk punt slechts
ééne snelheid, zoodat men ban zeggen (Hoofdstuk III § 12 Noot)
dat stof en aether zich gezamenlijk bewegen. „Die richtige
Theorie”, voegt hij er t .a .p . hij, „dürfte vielmehr eine
solche sein, welche in jedem Punkte die Zustande des
Aethers von denen der eingebetteten Materie unterscheidet” .
De reden waarom hij niet getracht heeft deze „richtige
Theorie” te ontwikkelen is naar hij zegt deze, dat hij
daartoe te veel willekeurige hypothesen zou hebben moeten
opstellen.

Het blijkt niet of H e r t z  overhelde tot de meening,
dat de aether, zooals de electronentheorie onderstelt, „abso-
luut” rust. Ik meen van niet; immers in den aanvang van
de genoemde verhandeling zegt hij: „Die gleichzeitig ein-
tretenden Bewegungen des Aethers. . . .  bonnen nach unserer
Anschauung nicht ohne Einfluss sein und von diesen haben
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wir koine Kenntniss. Damit ist schon gesagt, dass ohne
die Einführung willkürlicher Annahmen über die Bewegung
des Aethers die aufgeworfene Frage (nl. de- vraag of de
theorie ook op bewegende lichamen van toepassing is) zur
Zeit überhaupt nicht behandelt werden könne. Es lassen
uns ferner die wenigen vorliegenden Andeutungen über
die Bewegung des Aethers vermuthen, dass die gestellte
Frage streng genommen zu verneinen sei. Es scheint nam-
lich aus den vorhandenen Andeutungen hervorzugehen,
dass der Aether auch im Inneren der greif baren Materie
sich unabhangig von dieser bewege, etc.” De tegenzin tegen
het aannemen eener absolute rust, die uit deze woorden
schijnt te blijken, kan afkomstig wezen van v. H e l m 
h o l t z ,  die nog in 1894 *) (Ann. d. Phys. 53) eene theorie
van aetherstroomingen ontwikkelde, en in 1881 in de
„Zusatze” tot zijne „Erhaltung der Kraft” schreef: „Wenn
eine Kraft abhangig gemacht wird von der absoluten Bewe
gung, d. h. von einer veranderten Beziehung einer Masse
zu et was, was nie Gegenstand einer möglichên Wahr-
nehmung werden kann, namlich zum unterschiedslosen
leeren Raum, so erscheint mir dies als eine Annahme,
die die Aussicht auf vollstandige Lösung der naturwissen-
schaftlichen Aufgaben aufgiebt.”

In zijn laatste werk „Die Prinzipien der Mechanik” komt
H e r t z  met een enkel woord op de hier besproken quaestie
terug. Hij zegt („Yorwort des Yerfassers”): „So i s t . . . .
der Versuch verfrüht, dié Bewegungsgleichungen des Aethers
auf die Gesetze der Mechanik zurückführen zu wollen,
solange man sich nicht eindeutig darüber verstandigt hat,
was man mit diesem Namen (bedoeld is: m. d. N. „Gesetze
der Mechanik”) bezeichnet haben will.”

§ 2. Er is derhalve verband tusschen de meeningen die

l) Eigenlijk 1893.
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H e r t z  over de opstelling van eene «richtige Theorie” der
electromagnetische verschijnselen had en de beschouwingen
in zijne „Prinzipien der Mechanik.” Een enkel woord over
deze beschouwingen is daarom hier op zijn plaats.

«Alle Physiker”, zoo begint zijn Yorwort, „sind ein-
stimmig darin, dass es die Aufgabe der Physik sei, die
Erscheinungen der Natur auf die einfachen Gesetze der
Mechanik zuriickzuführen. Welches aber diese einfachen
Gesetze sind, darüber herrscht nicht mehr die gleiche
Einstimmigkeit.”

Merkwaardig is het dat H e r t z  meent te kunnen zeggen,
dat alle physici omstreeks 1894 overeenstemden in de
meening dat gestreefd moest worden naar een zelfde hun
niet helder voor den geest staand doel. Men ziet echter
gemakkelijk in , dat H e r t z  zich hier te absoluut uitdrukt.
Zijne bedoeling zal veeleer geweest zijn, dat het wensche-
lijk ware dat alle physici omtrent het doel hunner weten
schap tot overeenstemming konden geraken. De «Prinzipien
der Mechanik” moeten dan dienen om door vaststelling
van de grondslagen der mechanica deze overeenstemming
mogelijk te maken.

Over de vraag welk doel volgens H e r t z  de physici
eendrachtig moeten nastreven wordt eenig licht verspreid
door zijne voordracht «üeber die Beziehungen zwischen
Licht und Elektrizitat” (1889), waar hij alzoo spreekt:
„Der heutigen Physik liegt die Frage nicht mehr feme,
oh nicht etwa alles was ist aus dem Aether geschaffen (?)
sei? Diese Dinge sind die aussersten Ziele unserer Wissen
schaft, der Physik. Es sind. . .  die letzten vereisten Gipfel (?)
ihres Hochgeberges.” Hij stelt verder de vraag of het ooit
mogelijk zal zijn deze hoogste toppen te bereiken. «Wir
wissen es nicht”, zegt hij. Hij schijnt bijna te denken dat
het mogelijk is

Hier is van toepassing wat hij in dezelfde voordracht
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over een ander wetenschappelijk streven zegt: „Man mag
über die Richtigkeit desselben denken wie man will, die
Gesamtheit dieser Bestrebungen bildete ein in sieh geschlos-
senes System voll wissenscbaftlichen Reizes. Wer einmal
in den Zauberkreis desselben hineingeraten war, blieb in
demselben gefangen," — eene treffende uitspraak, in hare
absoluutheid bijna vergelijkbaar met de aangrijpende woor
den die D an te  boven de poorten der hel schreef. '

Deze voordracht van H e r t z  levert een merkwaardig
voorbeeld op van het feit, dat wij de toovercirkels waarin
anderen gevangen zijn soms vrij duidelijk kunnen onder
scheiden en terzelfder tijd uit het oog verliezen dat wij
zelf krachtens onze menschelijke natuur in het cordon onzer
gevestigde meeningen min of meer zijn ingesloten. Vandaar
tegenspraak en misverstand die door voortdurende wrijving
van gedachten moeten worden opgeheven.

Zeker is het dat deze toovercirkels niet zóó onverbre
kelijk zijn als H e r t z  beweert. Opmerking verdient het
dat v. H e l m h o l t z  in het „Vorwort” dat hij bij het
laatste (posthume) werk van H e r t z  voegde, voor het
imperialistisch streven van zijn leerling geener lei geestdrift
aan den dag legt. In geheel anderen geest sprekende dan
in sommige vroegere geschriften (zie Hoofdstuk III § 4)
zegt hij: „Englische Physiker, wie Lord K e l v i n  in seiner
Theorie der "Wirbelatome, und M a x w e l l  in seiner Annahme
eines Systems von Zeilen mit rotierendem Inhalt, die er
seinem Versuch einer mechanischen Erklarung der elektro
magnetisch en Vorgange zu Grunde gelegt hat, haben sich
offenbar durch ahnliche Erklarungen besser befriedigt gefühlt,
als durch die blosse allgemeinste Darstellung der Thatsachen
und ihrer Gesetze, wie sie durch die Systeme der Diflferen-
tialgleichungen der Physik gegeben wird. Ich muss gestehen
dass ich selbst bisher an dieser letzteren Art der Darstellung
festgehalten und mich dadurch am besten gesichert fühlte.”
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§ 3. In zijne „Grundgleichungen der Electrodynamik”
beoogt H e r t z  „die blosse Darstellung der Thatsachen und
ihrer Gesetze.”

Er is sprake van een stelsel van lichamen, waarin
willekeurige bewegingen plaats hebben.

Zij <£ de electrische, Ij) de magnetische kracht, Jü de
magnetische polarisatie, de magnetische inductie, de
diëlectrische verplaatsing (bij H e r t z  is 4 i e  U  electrische
polarisatie genoemd), de totale stroom, de geleidings-
stroom, Ju eene bewegingssnelheid. Evenals vroeger wordt
het electromagnetische maatstelsel gebezigd. De theorie van
H e r t z  onderstelt binnen het door hem beschouwde gebied
van verschijnselen (zie § 4) de geldigheid der vergelijkingen

0) • • • • f%sds = 4 * ƒ
en

De beide eerste leden zijn geïntegreerd over een gesloten
lijn, de beide tweede leden over een willekeurig door die
lijn begrensd vlak. De magnetische polarisatie is door
lineaire vergelijkingen met de magnetische bracht ver
bonden ; in isotrope stoffen, die hier bijna voortdurend
beschouwd worden, is zij [ t  Jj), waarin /u , dezelfde constante
is als in Hoofdstuk III. De totale stroom in (1) bestaat
uit geleidings- en diëlectrischen verplaatsingsstroom, zoodat
men voor (1) ook kan schrijven

In (2) en (3) moet, bij het afleiden naar den tijd, worden
ondersteld, dat de gesloten lijn door de stofdeeltjes, waar
door zij loopt, wordt meegesleept. H e r t z  zegt: „Wo wir
im Raume greifbare Materie nicht vorfinden, dürfen wir

127
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<  der Geschwindigkeit >  jeden willkürlichen Werth bel
iegen , welcher mit den. gegebenen Bewegungen an der
Grenze des leeren Raums vereinbar und von gleicher
Grössenordnung ist. Wir dürfen z. B. für <[ die Geschwin
digkeit ]> diejenigen "Werthe setzen, welche sichim Aether
finden würden, wenn sich derselbe wie irgend ein beliebig
gewahltes Gas bewegte”. Deze uitspraak is waarschijnlijk
te verklaren uit den wensch van H e r t z  (zie § 1) om de
beweging van den aether niet nauwkeuriger te bepa
len dan in zijne theorie volstrekt noodig is. Men mag
intusschen, zal men steeds tot eene bepaalde uitkomst
geraken, eene zoodanigo willekeurige keuze niet doen.
"Wanneer een magneet in aether draait, zoo verkrijgt, als
men een gesloten lijn beschouwt, die voor een gedeelte
binnen den magneet ligt en zich kan vervormen en uit
rekken, het tweede lid van (2), dus ook het eerste, een
waarde die afhangt van de beweging die aan den aether
buiten den magneet met het daarin liggende deel der lijn
wordt toegeschreven. Evenals in Hoofdstuk III ligt het
voor de hand hier eene oneindig dunne uit aether bestaande
overgangslaag aan te nemen, hetgeen wij willen doen.

De vergelijking (1) of (3) komt voor rustende lichamen
overeen met M ax w e ll’s vergelijking (21) Hoofdstuk III ;
de divergentie van den stroom is nul.

De vergelijking (2) komt overeen met M ax w ell’s ver
gelijking (24) Hoofdstuk III met dit verschil, dat bij
H e r t z  de magnetische polarisatie is geschreven, waar
M a x w e l l  de magnetische inductie schrijft. Wij willen
voorloopig alleen isotrope lichamen beschouwen. Volgens
(5) Hoofdstuk III valt de magnetische polarisatie met de
magnetische inductie samen overal waar laatstgenoemde
vergelijking geldt en waar de magnetisatie £  nul is. De
beide vectoren vallen niet samen in werkelijk bestaande
permanente magneten noch ook in ijzer en andere licha-
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men, welker magnetische toestand niet geheel bekend is,
wanneer men overal de waarde der magnetische kracht en
van een of eenige constanten kent. Yan al deze lichamen
zegt H e r t z  in de eerste zijner beide verhandelingen (§ 14)
dat de theorie streng genomen op hen niet toepasselijk is.
Ook § 1 heet het: „Gewisse Erscheinungen, z. B. die des
permanenten Magnetismus . .  erfordern, dass die . .  magne-
tischen Zustande eines jeden Punktes durch mehr als eine
Variable dargestellt werden. Solche Erscheinungen treten
eben darum aus dem Rahmen unserer Betrachtung. . . .
heraus.” Evenwel beschouwt H e r t z ,  om dergelijke licha
men niet geheel buiten bespreking te laten, een ideaal
lichaam, het „volkomen weeke ijzer”, en een ander ideaal
lichaam, het „volkomen harde staal”, welke beide de eigen
schap bezitten, dat hun magnetische toestand volkomen
bekend is, wanneer overal de magnetische kracht bekend
is en wanneer eenige constante waarden zijn gegeven. Voor
het volkomen week ijzer is de eenige constante die gegeven
moet zijn, evenals bij andere paramagnetische lichamen, de
grootheid p  (die in dat ijzer veel grooter is dan in de bedoelde
andere lichamen). Voor het volkomen harde staal wordt
aangenomen, dat I  overal eene onveranderlijke waarde
heeft, en dat de vergelijking (5) Hoofdstuk I I I  geldt,
waarbij / * =  1. Wij willen, evenals in Hoofdstuk I I I ,
onder „permanente magneten” lichamen verstaan die met
het volkomen harde staal van H e r t z  overeenkomen behalve
hierin dat p  in die lichamen elke waarde kan hebben1). De
overige lichamen, die wij in het veld aanwezig denken,
bezitten wat hun magnetischen toestand betreft de ideale
eigenschap die H e r t z  aan het week ijzer toekent.

§ 4. De vergelijking (2) en de M a x w e ll’sche vergelijking

*) In deze „permanente magneten” (wellicht juister „ware magneten”
te noemen) behoeft de magnetisatie I  niet met den tijd constant te
blijven. Zie pag. 130»

9
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m . . . . J € s d s = - * J v n d ,

komen volgens het in § 3 gezegde met elkander overeen
in lichamen, waarin geen magnetisatie bestaat.

Daar het vlak, waarover in het tweede lid van (2) wordt
geïntegreerd, op de randlijn na willekeurig is, onderstelt

(2), dat f  da over een willekeurig gesloten vlak geïn

tegreerd eene onveranderlijke waarde bezit, zoodat de
divergentie der magnetische polarisatie overal eveneens
onveranderlijk moet zijn Uit (5) Hoofdstuk I I I ,  ook te
schrijven

(5) . . . .  9 ^  =  « a . +  4* I x ,

en de daarbij behoorende vergelijkingen volgt, daar de
divergentie der magnetische inductie bij M ax w el 1 nul is,

(6 )  __ Div. H  =  — 47T Div. I.

Ook de divergentie der magnetisatie moet dus, zal (2)
kunnen gelden, overal on veranderlijk zijn. Hoogstens zou
de vector I  zoo mogen veranderen als zou kunnen geschie
den wanneer die vector de strooming in een onsamendruk
bare vloeistof voorstelde. Eene zoodanige verandering (waarbij
gesloten J-lijnen aan de bestaande magnetisatie zouden
worden toegevoegd) zou onwaarneembaar zijn 1).

Deze beperking in de verandering der magnetisatie bestaat
niet, wanneer men de vergelijking (2) door de vergelijking
(4) vervangt, hetgeen wij in het vervolg doen willen. Door

*) Men moet in het oog houden dat de veotor I  — die ook in
§ 3 in aansluiting aan Hoofdstuk II I  werd ingevoerd — evenmin
als de vector 25 bij H e r t z  voorkomt. Zie het vervolg dezer §. De
onwaarneembaarheid van veranderingen van I  waarbij de divergentie
van dien vector overal dezelfde blijft, pleit er voor om met He r t z
slechts aan de divergentie van dien veotor eene beteekenis toe te
kennen.
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deze wijziging worden de grenzen der theorie uitgebreid,
zoodat zij willekeurige veranderingen der magnetisatie kan
omvatten. Het moet intusschen opgemerkt worden da t,
naar mate het gebied der verschijnselen waarop de theorie
betrekking heeft ruimer genomen wordt, het tevens onze
kerder wordt of waarneming en theorie op bevredigende
wijze met elkander in overeenstemming zijn. Het streven
van H e r t z  was er blijkbaar op gericht het aantal niet uit
elkander definieerbare vectoren tot een minimum te beperken.
Hij noemt eerst slechts de electrische en magnetische
krachten. Electrische en magnetische polarisatie definieert
hij met behulp van de vergelijkingen die hare evenredig
heid met (in anisotrope stoffen: hare lineaire afhankelijkheid
van) de electrische en magnetische kracht resp. uitdrukken.
De geleidingsstroom wordt eveneens door hem gedefinieerd als
een (in lichamen, die geen inwendige electromotorische kracht
bezitten, zooals bij temperatuurverval of bij chemische veran
deringen optreedt, welke electromotorische krachten hier
niet beschouwd zullen worden) met de electrische kracht
evenredige (in anisotrope stoffen: als eene door lineaire
vergelijkingen met de electrische kracht verbonden) groot
heid. Ook „electriciteit’’ en „magnetisme” voert hij bij
definitie in. Ware electrische lading noemt hij per volume-

of vlakte-eenheid — maal dé divergentie der electrische

polarisatie; vrije electrische lading per volume- of vlakte-

eenheid maal de divergentie der electrische kracht. Op

geheel dezelfde wijze wordt uit de magnetische kracht en
magnetische polarisatie de dichtheid van het per volume-
of vlakte-eenheid aanwezige vrije of ware magnetisme
bepaald. Uit (6) blijkt dat waar magnetisme volgens de
theorie van H e r t z  slechts voorkomt in permanente magneten.

Hier zullen slechts de ware electriciteit en het ware
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magnetisme van H e r t z  worden beschouwd, en hierbij zal
eenvoudig van electrische lading en magnetisme worden
gesproken. In plaats van het magnetisme zal ook de vector
I  kunnen worden gebezigd. De sterkte van den geleidings-
stroom zal met de electrische (of electromotorische) kracht
evenredig zijn als bij H e r t  z. Electrische en magnetische
polarisatie zullen, waar niet het tegendeel wordt gezegd,
beschouwd worden als met de electrische en magnetische
kracht resp. evenredig. "Wij schrijven

(7 )-----u =  A € x , enz.

(9) . . ,

( 8 ) . . . .  p =  Div.

m =  —  Div. ï t  =  — Div. I,4x

waarin p (bij oppervlakken <r) de dichtheid der electrische
lading, m het magnetisme per volume- of vlakte-eenheid
voorstelt, u  is de eerste component van den stroom. A is
een constante. Verder is

(10) . . . .  T® =  K € X,

waarin K een constante is.
§ 5. Een verschil tusschen de vergelijkingen (2) en (4)

bestaat in het volgende. Wordt een inductiestroom opge
wekt in een draadring door het insteken van een magneet,
zoo kan menr wanneer (4) geldt, het oppervlak met den
draadring tot randlijn zóó kiezen, dat de magneet het bij
zijne beweging doorboort; immers de normale component
der magnetische inductie is binnen en buiten den magneet
aan zijn oppervlak dezelfde, zoodat door elke oneindig
kleine beweging, ook die waarbij de magneet het oppervlak
doorboort, slechts een oneindig zwakke stroom wordt opge
wekt. Geldt daarentegen (2),  zoo zou, daar de normale
component der magnetische polarisatie deze continuïteit niet
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vertoont, door een oneindig kleine beweging, waarbij de
magneet het oppervlak doorboort, een stroom van eindige
sterkte kunnen worden geïnduceerd. Derhalve moet, wan
neer men (2) aanneemt, het beschouwde oppervlak zóó
worden gekozen, of gedacht worden zich zóó te vervormen,
dat de magneet het niet doorboort. Algemeener: bij toe
passing van (2) moet het beschouwde oppervlak steeds zóó
worden gekozen, dat er geen magnetisme doorheen gaat.
Men kan dit verkrijgen door het oppervlak, althans voor
zooverre het door magneten gaat, zich met die magneten
te laten bewegen en vervormen, zoodat het steeds door
dezelfde stofdeeltjes gaat. — Wij zullen bij toepassing van
(4) het oppervlak zich evenzoo met de stof laten bewegen
en vervormen. Noodig is dit echter hier, daar de diver
gentie der magnetische inductie nul is , alleen voor de
randlijn.

Wanneer een gesloten vlak, geheel of gedeeltelijk binnen
magneten gelegen, zich met die magneten vervormt, blijft vol
gens het zooeven gezegde de hoeveelheid magnetisme (bij mag
neten, die hier beschouwd worden) binnen dat vlak onveran
derd. Volgens (9) kan men dit uitdrukken door te zeggen dat

f  Ifi da over het gesloten vlak mèt den tijd niét verandert.

Wanneer men — H e r t z  spreekt hierover niet • zich het
magnetisme denkt als bestaande uit positieve en negatieve
zeer dicht bij elkander gelegen ladingen van gelijke grootte,
zoo ligt het voor de hand l n  da voor elk vlakte-elementje af

zonderlijk bij de vervorming onveranderlijk te onderstellen.
Deze laatste onderstelling heeft volgens de theorie zooals
H e r t z  die inkleedt geen bepaalden zin, daar bij hem (zie
§ 4) slechts de divergentie van I  een beteekenis heeft.

§ 6. De vergelijkingen (3) en (2) kunnen ook als volgt
worden geschreven
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en

(1 1 ) .. . .  ƒ  %s ds =  i v  ƒ  %n d* +  4* ƒ  t i d a

(1 2 ) .. . .  j € g ds =  — f & n d<r.

Hoe de vectoren en 25 afhangen van 35 en 25 en
van de beweging van het beschouwde medium, waaraan
da deelneemt, blijkt als volgt.

Hebben de punten van het medium de verplaatsingen
q , en is % een met tijd en plaats veranderlijke vector,
zoo is

(l3)....S\%n d*}=$%nd^

waarin S % een vector blijkt te zijn, onafhankelijk van
grootte en richting van da, welks waarde als volgt is te
bepalen.

b {$C da] =  b 5C . cos x  n . da S (cos x  n . da) -} -....
W CC CC

bx ^X

b%  Ö5C
X  . X  \

by qy ' bz qz) co$xnda-\-

waarin b0 betrekking heeft op de verandering in een vast
punt. dayZ is de projectie van da op het Y-Z-vlak.

b (da ) =  dayz' yz bx daxy

Dus
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3 % =
x  ,____x

dx qx '  ?y qy
/%  % \

qz+ % \~ty +  te)

x

Dus

L
dz

(14) . . . . » » =  J ,  »  +  j .  Mt. S» +  Rot. [3 . ?].

3 wordt eene verandering per tijdseenheid als q  eene snel
heid is. Dus

( 1 5 ) . . . . ® = x ®  +  p. ta +  Ro t . [^ . tD] ,

waarin <g) de verandering van (P per tijdseenheid voorstelt
in een niet medebewegend punt.

Evenzoo
'(16). . . .9& =  & +  Bot.[2M n],

waarbij gebruik is gemaakt van Div. =  0.
Uit (1) is af te leiden

( 1 7 ) . . . .  Rot. =  4x C  j

waarin volgens (15)

( 1 8 ) . . . .< £  =  3t +  #  +  C c +  &.

Hierin stelt 3f den geleidings-, <D den verschuivings-,
 ̂ta den convectie-, Ut =  Rot. [©. tu] den z. g. R ö n t-

gen-stroom voor1).

‘) Dat elk dezer 4 stroomen magnetische werking heeft, is door
B i c h e n w a l d  (Ann. d. Phys. 11. 1903, „TJeber die magnetischen
Wirkungen bewegter Körper im eleotrostatisohen Felde”) zeer bevre
digend aangetoond. Hierbij geldt eohter de vergelijking (15) niet
onveranderd: zij moet worden gewijzigd zooals de electronentheorie
verlangt. Zie over deze wijziging het Naschrift.
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Evenzoo volgt uit (4) in verband met (16)

(19) . . . .  Rot. €  =  — %  — Rot. [ 55. to].

Bij H e r t z  komt in de met (19) analoge vergelijking
een term voor die de divergentie bevat der magnetische
polarisatie. Yan dezen term heet het bij hem, dat hij „als
eine durch convectiv bewegten Magnetismus erregte elek
trische Kraft gedeutet werden und zur Erklarung gewisser
Erscheinungen der unipolaren Induction herangezogen
werden muss.” Uit het in § 4 gezegde is intusschen dui
delijk, dat de vergelijking (19), waarin een zoodanige term
ontbreekt, tot geheel dezelfde uitkomsten moet voeren.

§ 7. Daar de vergelijking (4) of (19) overeenkomt met
de vergelijking (24) van Hoofdstuk I I I ,  kan uit (19) niet
anders gevonden worden dan wat ook volgens de aldaar
gevolgde methode van T h o m s o n  kan worden berekend.

In Hoofdstuk III werd een bol beschouwd draaiende in
een veld, waarin de lijnen van magnetische inductie uni
form waren verdeeld. Er was geen sprong in de tangen-
tieele component der mag-
netische inductie nabij het
oppervlak van den (week-
ijzeren) bol. De p  had dus
binnen en buiten den bol
dezelfde waarde.

Hier willen wij een rondom
symmetrischen magneet be
schouwen (fig 17), om de
Z-as draaiende met de con -
stante hoeksnelheid u. Het
omringend medium draaie
met de constante hoeksnel
heid u ' in dezelfde richting. Er moet een overgangslaag
worden aangenomen, zoodat de hoeksnelheid overal continu

Fig. 17.
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verandert. Deze laag (dikte A A7) is aan de rechterzijde
der fig. voorgesteld. Beschouwt men nu een gesloten lijn
BC A A 'D B ', zoo zal deze bij de draaiing eene vorm
verandering ondergaan. De lijntjes A A ' en B B ' worden
uitgerekt en de integraal der magnetische inductie over
het door de gesloten lijn omvatte oppervlak verandert. Uit
(4) is af te leiden

(20 inductie door het door A  B

beschreven cylindervlak van buiten naar binnen .

Hiérbij is geïntegreerd over de baan in de door pijlen
aangegeven richting. „Inductie door” is geschreven voor
„integraal der magnetische inductie over”. Men kan ook
schrijven

(21) . . . .
J  S 6 7T inductie door de vlakken der

door A  en B  beschreven cirkels, van binnen naar buiten ,

Draait de magneet in aether, zoo kan men in het tweede
lid van (20) ook schrijven [aantal door A  B  o f A D  B  bij
eene geheele wenteling gesneden magnetische krachtlijnen].
Men ziet dat dit overeenkomt met het vólgens de theorie
van N e u m a n n  gevondene (Hoofdstuk I II  § 5).

Is het veld vóórdat de magneet of het week-ijzeren
lichaam draait gegeven, zoo wordt het natuurlijk, wanneer
een sluitdraad is aangebracht, door de opgewekte stroomen
eenigszins gewijzigd.

Dat het oorspronkelijke veld evenzoo gewijzigd wordt
als de sluitdraad ontbreekt en er geen stroomen zijn, blijkt
als volgt. De magneet verkrijgt op zijn oppervlak ladingen
van de orde (u - u '). Hierdoor ontstaat een convectiestroom
van de orde («—w')2. Eene verandering van dezelfde orde
ontstaat hierdoor in den loop der inductielijnen. Hierdoor
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komt weder eene lading van de orde (u—o/)3 op het opper
vlak, enz. Natuurlijk moeten opdat deze berekening geoor
loofd zij deze ladingen eene convergente reeks vormen. Bij
de hoeksnelheden, die wij aan magneten geven kunnen,
is dit zeker het geval, en behoeft zelfs met ladingen van
hooger orde dan (w— u') geen rekening te worden gehouden.

§ 8. Wij willen een gelijkmatig gemagnetiseerden hol
beschouwen waarin /x =  1
(fig. 18), draaiende met
constante hoeksnelheid u.
De magnetisatie I  loope in
de richting der negatieve
Z-as. De Aarde wordt hier
als zulk een bol beschouwd;
de noordpool bevindt zich
dan in B. Gevraagd wordt
de electromotorische kracht
in A B A (pijlen), wanneer
A op den aequator ligt. De
sluitdraad B A draait niet mede.

Deze electromotorische kracht is

Fig. 18.

(22) . . . .  j € gds
A B A

u
2 z inductie door het aequatorvlak van

boven naar beneden .

De inductie binnen den bol is als volgt te berekenen.
Uit (9) blijkt, dat magnetisme zich alleen op het opper
vlak van den bol bevindt. De magnetische potentiaal is

(28) . . . .  P  =  ƒ  ƒ  dr,

geïntegreerd over het boloppervlak. Men verkrijgt P  door
de som te nemen der N e w to n ’sche potentialen van twee
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bollen met dichtheden — D , waarvan de eerste

met den gegeven hol samenvalt
en de tweede een middelpunt O'
op de Z-as heeft, waarbij O O'
=  dz. Zie fig. 19. De potentiaal
van den tweeden hol in het be
schouwde punt P  is gelijk aan
dien van den eersten (met het
omgekeerde teeken) in P', waarbij
P' P  =  dz evenwijdig is met
0 0'.

Zoo vindt men wanneer P
buiten den bol ligt uit (23)

(2 4 ).. P Ï7T I  ps
= -------- 3 ~ f l*  0 0 8  ^  ’

waarbij O P  =  R ,  terwijl p de straal van den bol is en
(3 de hoek tusschen O P  en O Z. — Yoor den potentiaal
in een punt P 1 binnen den bol vindt men

( 2 5 ) . . . .  P j

Hieruit volgt binnen den magneet

dus

(27) . . .  B  =  n  -1-4
Z — Z o

De .vergelijking (22) geeft

A B A
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Bij de Aarde is u =  -■ en 2 tm==4.10®.

I  willen wij berekenen uit de waarde 0,2, welke als
grootte der horizontale component van de magnetische
kracht in een punt boven het oppervlak der Aarde waar
/3 — 45° kan worden aangenomen. De horizontale compo
nent is te nemen als in de fig. Uit de waarde van
P  volgt

(29)..

a  __ Ï7T 1 pa Z X
n x ~  R* ’
„  _  in I  pa z y

y ~  R* ’
4^7 p a r r 2

Hieruit wordt gevonden voor een punt in het A-Z-vlak

/ o l \  n  n  4TT lx  i , _(31)-----0,2 =  — —  voor x  — 1ls p 1 /  2-ó p

Men kan hieruit vinden
(3 2 ) ....  1 =  0,07.

De vergelijking (28) levert nu op

(33 ) .. ..ƒ < * • ,
ABA

ds =  86.10’

d. i. 86000 Volt. Dit stemt voldoende overeen met de waarde
die Lord K e l v i n  opgeeft (Phil. Mag. 1851 „Mechanical
Theory of Electrolysis”), n. 1. 88000 Daniell.

§ 9. Beschouwt men in het geval van fig. 17 of fig. 18
een gesloten lijn, die geheel binnen of geheel buiten den
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draaienden magneet lig t, zoo blijkt j C s ds voor zulk een

lijn nul te zijn. De electrische kracht heeft dus binnen
den magneet een potentiaal; evenzoo daarbuiten. Men kan
b.v. in het geval van fig. 18 dezen potentiaal binnen den
magneet definieeren als de lijn integraal der electrische
kracht van het beschouwde punt naar het punt B  met
eene constante waarde C vermeerderd; hierbij moet de
lijn van het punt naar B  geheel binnen den magneet
loopen. Buiten den magneet kan men den potentiaal defi
nieeren als de lijn-integraal der 'magnetische kracht van i
het beschouwde punt naar het oneindige. Men kan hierbij
C zoo kiezen dat de beide potentialen in B  even groot
zijn. In een willekeurig punt op het oppervlak van den
bol vertoont de potentiaal een sprong; anders toch zou

j <ï*:s ds ook nul zijn voor een lijn die gedeeltelijk binnen

den bol ligt.
Draait een magneet zonder sluitdraad, zoo zijn er binnen

dien magneet (als wij gelijk overal in dit Hoofdstuk aan
nemen dat de grenslaag uit een diëlectricum bestaat)
geen electrische krachten. Immers voor elke gesloten lijn

kunnen dus binnen den magneet niet bestaan. Evenmin
kunnen er ongesloten stroomen bestaan, daar tot in het
onbepaalde toenemende opeenhoopingen van electriciteit,
hetzij binnen den magneet hetzij op zijn grensvlak, hiervan
het gevolg zouden wezen.

De door (21) gegeven waarde van J  C s ds bepaalt dus

in dit geval het verschil der waarden die de buitenpoten
tiaal in twee punten op het oppervlak van den magneet
heeft. Men houde hierbij in het oog, dat het geen verschil

binnen den magneet geldt J iC$ ds =  0. Gesloten stroomen
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maakt of de lijn-integraal wordt uitgestrekt over de lijn-
elementen die zich in de grenslaag bevinden of niet, daar
de electrische kracht bij onderstelling overal eene eindige
waarde heeft.

Het veld is volkomen bepaald, wanneer gegeven zijn 1)
alle ladingen p in diëlectrica (waarbij men ook vlaktela-
dingen eenvoudigheidshalve als ruimteladingen kan opvatten),
2) de totale lading van eiken conductor in het veld; onder
deze conductoren, welke geen van alle van plaats veranderen,
kunnen magneten zijn die om hun symmetrie-assen draaien.

Dit blijkt uit de vergelijking

W + ® '+ ($
Het veld is begrensd door een conductor op potentiaal

nul. Deze kan in het oneindige liggen en heeft ook dan
een eindige lading.

Neemt men in (34) voor <p het verschil van twee moge
lijke waardenstelsels van den potentiaal, zoo is <p voor alle
conductoren (ook voor de beschouwde draaiende magneten)

constant. Voor de conductoren blijkt I <lBs ds nul te zijn

voor elke gesloten lijn daarbinnen, en besluiten wij
evenals boven dat de binnenpotentiaal constant is. Een
verschil tusschen binnen- en buitenpotentiaal (hier een
voudig potentiaal genoemd) bestaat bij de conductoren niet.
Bij de draaiende magneten wordt door (21) de potentiaal
in elk punt (op een constante na) bepaald. De eerste
term van het tweede lid van (34) neemt dus den vorm

— 4> f  K  —  d<r voor eiken conductor of magneet aan , en

dit verdwijnt, daar de totale lading voor elk hunner gegeven
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is. Het eerste lid van (34) verdwijnt, daar de lading in elk
punt van het diëlectricura gegeven is. Er blijft eene ver
gelijking over die eischt, dat <p constant is, dus nul, daar
in het oneindige de potentiaal deze waarde heeft. De poten
tiaal is dus door het gegevene ondubbelzinnig bepaald.

Evenzoo is het veld bepaald wanneer gegeven zijn 1) alle
ladingen in diëlectrica, 2) de potentiaal van eiken con
ductor, 3) de potentiaal in één bepaald punt bij eiken
draaienden magneet. Immers de eerste term van het tweede
lid verdwijnt nu daar (p =  0  wordt in elk punt van eiken
draaienden magneet of conductor. Het eerste lid verdwijnt
als in het vorige geval, zoodat ook nu de potentiaal on
dubbelzinnig bepaald blijkt te zijn.

§ 10. Wij willen weder de Aarde beschouwen (fig. 19,
§ 8). Wanneer men aanneemt dat de atmosfeer tot op
zekere hoogte geheel aan de beweging der Aarde deelneemt,
zoo ziet men, door een gesloten lijn te beschouwen, geheel
binnen het medebewegende deel der atmosfeer gelegen,
dat aldaar een potentiaal bestaat. Volgens pag. 141 is er
binnen de Aarde geen electrische kracht. Beschouwt men
vervolgens een gesloten lijn, gedeeltelijk binnen de Aarde
gedeeltelijk binnen het medehewegend deel der atmosfeer
gelegen, zoo blijkt dat de potentiaal in alle punten op het
oppervlak der Aarde evengroot moet wezen 1). Om te bere
kenen hoe groot hierbij de electrische kracht in elk punt
buiten de Aarde, en hoe groot de ladingsdichtheid in elk
punt op het oppervlak der Aarde en elders wordt, zou
men de beweging en verdere gesteldheid van hoogere dee-
len der atmosfeer moeten kennen. Men zou hieromtrent
verschillende onderstellingen kunnen maken, en de uit
komsten der berekening kunnen vergelijken met hetgeen

*) Van een rnstenden sluit draad (zooals § 8 werd ingevoerd) is
hier geen sprake.
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nabij het aardoppervlak in de atmosfeer wordt waargenomen.
Hier willen wij alleen het fictieve geval beschouwen dat

de Aarde omgeven is door een niet mededraaiend medium
met overal dezelfde diëlectriciteitsconstante K. De Aarde
is weder beschouwd als een gelijkvormig gemagnetiseerde
bol, waarin I  =  0,07.

Zij V£  de buitenpotentiaal aan het aardoppervlak op
op den aequator. In een ander punt C der Aarde is hij
dan, gelijk blijkt uit de grootte der inductie door het
aequatorvlak en door het bij dat punt behoorende met
den aequator evenwijdige vlak,

(35) . . . .  V  —  V ^  -j- - g -  oo lp 2 cos2 /3.

De potentiaal voldoet buiten de Aarde, daar de afwe
zigheid van ruimteladingen is ondersteld, aan A V =  0 en
moet den vorm hebben

(36) . . . .  F = ^ ( 3 c o s 2 / 3 _ l ) + ^ .

Eene additieve constante is niet aanwezig, daar de poten
tiaal op oneindigen afstand nul is. Uit de overeenstemming,
die voor E =  p tusschen (35) en (36) moet bestaan, volgen
voor de constanten D en D' de waarden

zoodat

(38)..

( 3 7 ) . . . .

T r__ 4 jt co I p a
V ~~9 ~JT (3 cos2 /3 — 1 ) +  1 4 - — V^  R  i

Yolgens (8) en (9) is de ladingsdichtheid op het opper
vlak der Aarde bepaald door

— *($
'  '  H  —  p
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of

(40). . . - f = i T S J , [ 9  cos* (3 — 2] -|---- - .  *)

Wil men dat de totale lading nul zij , zoo kan men
uit (40) vinden

(41) . . , . r 4  =  - i \ / f >

Invulling der waarden die u, I  en p voor de Aarde
hebben geeft

(42 ) . . . .  V . =  — 2,8.10*2.

De potentiaal aan den aequator zou dus bedragen — 28000
Volt. Aan elk der polen vindt men 56000 Yolt. Deladings-
dichtheid aan den aequator zou voor K =  1 worden
— 1,3.104, overeenkomend met die op een bol van 10 c.M.
straal geladen tot ongeveer — töVö9*6 Yolt, en door een
medium met K  =  1 omgeven. De ladingsdichtheid aan de
polen zou, voor IT— 1, 2,7.104 bedragen.

Het blijkt verder bij de gemaakte onderstellingen, dat
de potentiaal aan den aequator op 1000 M. boven den
grond 18 Yolt hooger moet zijn dan aan het oppervlak.
Neemt men daarentegen aan, dat de Aarde een totale
van nul verschillende lading bezit, van zoodanig bedrag
dat de potentiaal aan den aequator nul wordt, zoo zou
aldaar op 1000 M. boven den grond de potentiaal 9 Volt
bedragen.

§ 11. Onderstellen wij dat de beschouwde bol omgeven

’) De formule (40) komt, bij substitutie van (41), overeen met de
waarde die T h o m s o n  („Recent Researches” § 434) vindt in een
week-ijzeren bol, waarin B  overal dezelfde waarde heeft als hier.

10
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is door een grooteren rustenden geleidenden bol (straal pt).
De bollen zijn concentrisch. Bij H e r t z  hebben slechts
potentiaalverschillen eene bepaalde beteekenis n. 1. die
van integralen der electrische kracht langs een gegeven
baan. "Wij willen in de ruimte tusschen beide bollen de
lijnintegraal der electrische kracht van een punt P naar
een willekeurig punt van den grooten bol den potentiaal
in P  noemen. Op den kleinen bol geldt evenals boven (35).
In de ruimte tusschen de twee bollen vindt men voor den
potentiaal

(43). +  D " 'ü 1)  ( 3 cos* /3— 1) +  —  +  D"‘

De grensvoorwaarden geven voor de 4 constanten de
waarden

9 p* — p*

(44). .
D' =  JL£i—

p — p vA + 4i uIp'

D" = ------- p—
P t — P ' i + r ' ' '

D'" = 4t  p
00 1

9 P,*— P6
Is de diëlectriciteitsconstante van het medium tusschen

de twee bollen K,  zoo wordt de ladingsdichtheid op den
binnenbol volgens (39)

(45 ) . . . . t p =  K (3 cos* /3 — 1)
) D l  '

De totale lading op dien bol is nul voor D' =  0.
De ladingsdichtheid op den grooten bol (aan de binnen

zijde) bedraagt
r h  n   ̂ T)r

( 4 6 ) . . . . ^  =  - ^ ( 3 c o s ’ / 3 - l ) J ~ - 2 D ' ' ' ^  +  ^  •
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Ook deze verdwijnt voor D ' =  0. Het was trouwens van
te voren bekend, dat de totale lading aan de binnenzjjde
van den grooten bol op het teeken na gelijk moest worden
aan de totale lading van den kleinen bol.

Yoor D ' —  0 is

( 4 7 ) . . . .  VA  = — a  lp * .

Het potentiaalverschil tusschen den aequator van den
kleinen bol en den grooten bol, is dus onafhankelijk van

den straal van dezen laatsten. Evenzoo is derhalve het
potentiaalverschil tusschen den grooten bol en een wille
keurig punt van den kleinen bol onafhankelijk van p t . —

Dat dit niet meer geldt wanneer D '  ^  0 , ziet men onmid

dellijk door het geval te beschouwen waarin beide bollen
rusten.

Stel b. v. dat een ongeladen bol van 10 c.M. straal
binnen een grooteren rustenden bol wentelt met eene snel
heid van 100 omdraaiingen per seconde. Gevraagd wordt
de grootte van het potentiaalverschil tusschen de pool van
den kleinen bol en den grooten bol , hetwelk volgens (35)
en (47) wordt voorgesteld door

< « > • •  •

De kleine bol draait evenals boven om een as evenwjjdig
met de inductielijnen binnen dien bol in een zin die met de
richting tegengesteld aan die der inductielijnen samenhangt
volgens de regel van den kurketrekker. De groote bol is
een geleider, zoodat de potentiaal aldaar constant moet zijn.

Met de aangegeven waarden van u  en p vindt men

<49> - - Fpool= + 1 7 ’6*10^
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Voor I  =  10 *) zou dus het bedoelde potentiaalverschil
176 Millivolt bedragen. Het schijnt aannemelijk, dat het
veld niet merkbaar verandert, als men, ten einde den
potentiaal aan de pool van den draaienden bol te bepalen,
een geïsoleerden draad vandaar langs de as laat loopen
door den omhullenden bol.

Maakt men een oogenblik contact tusschen de pool van
den draaienden bol en den grooten bol, zoo zal !p 00i == 0

worden. Wij willen berekenen hoeveel electriciteit hierbij
door den sluitdraad gaat.

Volgens (35) en (44) is

( 5 0 ) . . . .  D '  =  —
Pi — P

ook te schrijven

( 5 1 ) . . . .  D '

V  - \ - — u l p 2 { \ — 3cos2 /3)
. P 9

PP i
pool

Door de sluiting wordt

(52) . . . .  D '  =  — —  a>I9 P l — p

De totale lading op den binnenbol is 4 x K D ‘. Deze lading
bedraagt dus

( 5 3 ) . . . .  E =  — ~  u I K
s  '  p  9

Pa P i

De kleine bol was aanvankelijk ongeladen. Dus is eene
hoeveelheid electriciteit —E „  bij de sluiting van den kleinen

naar den grooten bol gestroomd. — Is in het boven be
sproken numerieke voorbeeld de groote bol van 20 cM. straal,
en de diëlectriciteitsconstante van bet medium tusschen

*) Volgens G é r a r d  („Le§ons sur 1’électrioité" I. Ch. IV) is in
een stuk staal van 1 c.M2. doorsnede en 10 o.M. lengte hoogstens te
verkrijgen 1  —  225.



149

de beide bollen 1, zoo bedraagt deze hoeveelheid ongeveer
i  107 1 . Zij is voor 7 =  10 gelijk aan de hoeveelheid, die
zich bevindt op een in aether geplaatsten bol van 10 cM.
straal, geladen tot een potentiaal van ide Volt. Men kan
deze hoeveelheid tot een willekeurig bedrag vergrooten
door p t  tot p te doen naderen. De door den grooten bol
ontvangen lading gaat naar de binnenzijde; immers de
lading op de binnenzijde van den grooten bol moet nume
riek gelijk zijn aan de lading van den kleinen bol.

§ 12. Een belangrijke wijziging door H e r t z  in de theorie
van M a x w e l l  aangebracht bestaat in het feit, dat hij
ter berekening van de ponderomotorische krachten de wet
van het behoud van arbeidsvermogen vooropstelt. Ook
neemt hij voor de energie niet geheel dezelfde waarde aan
als M a x w e l l .

Het komt mij de moeite waard voor deze quaestie eenigs-
zins uitvoerig te bespreken Hierbij zal ook de vervanging
van het magnetisme door electrische kringstroomen ter
sprake komen.

Volgens M a x w e l l  § 389 is de potentieele energie van
magneten, geplaatst in een veld waarin de magnetische
kracht een potentiaal heeft,

( 5 4 ) . . . .  P =  - / (V*++
waarbij de integratie uitgestrekt is over alle magneten.

De magnetisatie hangt hierbij met de hoeveelheden mag
netisme , waarvan uitgegaan wordt, samen door (9). Poten
tieele energie wil hier zeggen een zoodanige grootheid,
dat de arbeid der ponderomotorische krachten op de mag
neten werkend bedraagt — S V . Als magnetische kracht is
in (54) voor eiken magneet de uitwendige magnetische
kracht te nemen.
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Het blijkt (§ 632 of Appendix I  na § 646), dat men
ook kan schrijven voor de magnetische energie van een
geheel aan magneten te danken veld

waarbij overal de totale magnetische kracht is genomen.
SU  toch heeft volgens (55) dezelfde waarde als volgens (54).

In § 633 wordt deze U  getransformeerd. Maakt men
bij' deze transformatie van de vergelijking (5) gebruik,
zoo vindt men uit (55)

( 5 6 ) . . . .  E7 =  ~  ƒ P $ z d T .

M a x w e l l  bezigt in plaats van (5) eene vergelijking
waarin I) in plaats van H of [J. is geschreven*) en

komt tot de waarde U =  ^  J  d r ,  welke door niemand

wordt aangenomen.
Yoor de kinetische energie van stroomen wordt door

M a x w e l l  (§ 634) gevonden

(57) . . . . T =  1l» f ( V xu + V yv + V w ) d T ,

waarin
Uit

V  de vector-potentiaal is.

d»
(58) • • • • 4 ™  —  -fy-

d»‘ y— —, enz.èz

*) Zie Hoofdstuk I I I  § 8. Daar hij verderop (zie § 14 (76)) een
vorm voor deze energie aanneemt, waarin wèl een /* onder het

ƒ■teeken voorkomt, zou men kunnen vermoeden dat hij in § 633

de bedoelde vergelijking voor de magnetische inductie als een bijzon
der geval van de meer algemeene vergelijking (5) heeft besohouwd.



151

en uit het feit, dat de rotatie van den vector-potentiaal
in het beschouwde veld (waarin alléén stroomen aanwezig
zijn) [jl bedraagt, vindt men nu

Deze electrokinetische energie wordt dus voorgesteld
door dezelfde uitdrukking als de boven vermelde poten-
tieele energie in een veld, waarin zich alléén magneten
bevinden.

De arbeid der ponderomotorische krachten is in het
geval der stroomen ST,  zooals M a x w e l l  (§ 580) uit de
vergelijking van L a g r a n g e  besluit. De stroomsterkten
zijn hierbij — ook verderop in dit Hoofdstuk — constant
ondersteld.

Beschouwt men nu aan de eene zijde eenige magnetische
dubbellagen, aan de andere zijde de daarmede aequivalente
electrische stroomen (d w. z. de stroomen die, als het
medium in beide gevallen overal hetzelfde is, overal dezelfde
magnetische inductie teweegbrengen), zoo kan men bewijzen,
dat deze electrische stroomen dezelfde ponderomotorische
krachten ondervinden als de dubbellagen. Dit volgt uit

( 6 0 ) . . . .  — $ U =  ST,

eene vergelijking, die men bewijzen kan (zie § 13) door
U en T  uit te drukken met behulp van de magnetische
inductie. Als bij Cohn)  „Das elektromagnetische Feld”
pag. 300) wordt gevonden

en

( 6 2 ) . . . .  ü  =  — —  f ~ d r  +  2jr f  — dr,
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waaruit (60) volgt. Immers I  is overal constant ondersteld.
§ 13. De vraag rijst of het omtrent de aequivalentie

van stroomen en dubbellagen gezegde stand houdt in een
anisotroop medium, waarbij in de vergelijking (5) is te
schrijven

en evenzoo

~  P 2 1  “t” 2 “1“ s >

----  P 8 1  “ t~  ^ 3  2 " l -  f* 8  3 ■

Hierbij is als bij H e r t z  ondersteld

(6 4 )-----p lts =  f t i l , enz.

Uit (63) en de bijbehoorende vergelijkingen is af te leiden

(65)-----^ a, =  ^ 'x i  +  +  Öz , enz.,

waarbij
( 6 6 ) . . . .  ^ '12 = p i t , enz.

De vergelijking (55) kan in het hier beschouwde geval
door eene dergelijke transformatie als in § 12 werd bedoeld
overgaan in

W ■ • • O =  è  f<% *x+ *z V * •

Evenzoo kan men, (57) aannemende en onderstellende
dat de rotatie van den vector-potentiaal de magnetische
polarisatie is, op dergelijke wijze als in het geval der
isotrope media vinden

( 6 8 ) . . . .  7 = ^ ( 1 ^  +  . . . . ) * ,

zoodat de formeele overeenstemming tusschen U en T
bewaard blijft.
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Men kan nu inderdaad bewijzen, evenals in § 12, dat
de som van U en T , wanneer I  constant is, eene con
stante waarde bezit. Wij willen hiertoe ter onderscheiding
de | |  en « ,  die bestaan in het geval dat in het veld
alleen stroomen aanwezig zijn, met accenten voorzien.

Bewezen moet worden

(69) . . . .  f  ( »  * „  +  •••• +  $ ' „ « ' + • • • • )  <*r== const.
j  w  tAs t/s  JU

De vergelijkingen (63), (64), (65) en (66) gelden ook
voor de en J5'.

De 115 is in beide gevallen overal dezelfde. Men heeft
(vector-vergelijking)

(70) . . , .  35— f i ' =  «  +  4*1.

Daar 35 solenoidaal verdeeld is en ^  een potentiaal
heeft is

(71)- - . - / ( ^ ^ + . . . 0 ^  = o.

Het eerste lid van (69) verandert door er het eerste
lid van (71) tweemaal af te trekken in

0 2 ) . . . . /  ( % » x - v j + - - + % w x - i y + . . . . > * .

Hierin is

( 7 3 ) . . . .  « * [ 8 , - ^ 1  =  -  * * % I X

** !x b>'. .  (4* l x — w x) +  f“' . ,  (*» I  — 26 ) +  f< '„  (4* Iz  — 23_)|.

Yerder is in (72)

(74) I  1 4 ,  %m l f j i t  l x  +  ,  I y +  ^ .  Iz  ] .
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Door substitutie van deze en dergelijke waarden gaat
(72) over in

(75) . . . .  1 6 G x y  +  (*'22 I y • y +

+  2 ^ l , I a. I !/ +  V , 8 / j/ i 2 H- 2 / sx Jz Ix ) dr,

zoodat aan (69) voldaan is. Q. E. D.
Het verdient opmerking dat bij de laatste substitutie de

vergelijkingen (66) moesten gebezigd worden. Wanneer
H eene willekeurige functie van was, zouden (69) en
(60) niet gelden. Men zou wellicht algemeen kunnen
nagaan, welk het verband tusschen magnetische inductie,
magnetische polarisatie en magnetisatie wezen moet, opdat
voor aequivalente stroomen en magnetische dubbellagen de
vergelijking (60) geldig zij, zoodat zij dezelfde pondero-
motorische krachten ondervinden.

§ 14. In § 637 en § 638 (Magnetic and Electrokinetic
Energy compared”) gaat M a x w e l l  verder. Hij beweert
dat het z.g. magnetisme moet geacht worden te bestaan
uit de aequivalente stroomen; natuurlijk moet hierbij (daar
eene voortdurende warmte-ontwikkeling in de magneten
niet bestaat) gedacht worden aan dubbellaagjes en aequi
valente stroomen van moleculaire afmetingen. „We shall
find”, zegt h ij, „that we obtain a perfectly consistent
system only when we abandon that theory [the old theory
of magnetism] and adopt A m p e r e ’s theory of molecular
currents.” Alle magnetische energie zou hierbij eigenlijk
electrokinetische energie zijn; behalve de potentieele elec-
trostatische energie zou in het veld alleen aanwezig zjjn
de kinetische energie (59). Eigenlijk schrijft Ma xwe l l
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dit gaat echter, daar geen magnetisatie bestaat in (59) of
(61) over. (Er worden in deze § weder alleen isotrope
stoffen beschouwd.)

Neemt men aan dat dit waar is, zoo zal, wanneer de
magnetische energie met ST  toeneemt, de arbeid der ponde-
romotorische krachten - |- ST bedragen. Daar de energie
2 ST niet zonder verbruik van een even groote hoeveelheid
energie in het systeem kan ontstaan, zal, wanneer geen
stroomen in het veld zijn, door de magneten eene hoeveel
heid — 2 ST van eene andere soort energie moeten worden
geleverd. Bij gewone electrische stroomen wordt aan de wet
van het behoud van arbeidsvermogen voldaan doordat, bij
gelijk verbruik van chemische'energie, de ontstaande hoe
veelheid warmte grooter of kleiner is dan die hoeveelheid
chemische energie. Hoe heeft echter deze compensatie plaats
in het geval der hypothetische met geen warmte-ontwikke
ling gepaard gaande stroompjes? Alvorens te zeggen, dat
de hypothese van A m p è r e  in zijne theorie uitnemend
past (ja zelfs dat alléén bij invoering van die hypothese
een goed sluitend geheel wordt verkregen), moest M a x w e l l
op deze vraag antwoord geven. Dit doet hij niet; het is
derhalve onjuist dat het hem gelukt zou zijn magnetische
en electrische verschijnselen op bevredigende wijze door
middel eener moleculaire theorie onder één gezichtspunt
te vereenigen. — Men kan op dergelijke wijze aantoonen
dat in een veld waarin zich magneten en stroomen bevin
den , wanneer men het magnetisme wegredeneert, eene com
pensatie van de bovenbedoelde soort zou moeten plaats hebben.

Zulk eene compensatie behoeft niet plaats te hebben,
wanneer men voor de energie de waarde (59) neemt en
het magnetisme als zoodanig laat bestaan. Er zouden wel
licht proeven te verzinnen zijn ten doel hebbende het
onderzoek van de vraag of eene zoodanige compensatie in
de natuur bestaat. Aangetoond is haar bestaan niet.
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Te recht maakt H e r t z  geen verschil tussqhen eene
potentieele energie die bestaan zou in het geval dat slechts
magneten, en eene kinetische energie die bestaan zou in
het geval dat slechts stroomen in het veld zijn. Immers,
beschouwt men een veld, waarin zich magneten en stroo
men bevinden, zoo ware het gekunsteld de magnetische
energie in twee soorten te verdeel en. Mogelijk zou een
zoodanige splitsing wel zijn, daar — zie b. v. C o h n
p. 282 — de totale magnetische energie de som is van
de energiën, die resp. alleen aan de magneten en alleen
aan de stroomen zijn te danken.

§ 15. Wij willen derhalve de formule van H e r t z  voor
de magnetische energie aannemen en evenzoo de formule
voor de electrische energie

( 7 7 ) . . . . j s : = — ƒ  K € *  d r ,

welke ook bij M a x w e l l  voorkomt. M a x w e l l  noemt het
potentieele energie, hij H e r t z  is deze nadere omschrijving
onnoodig.

H e r t z  („Grundgleichungen für bewegte Körper” § 6)
onderstelt ter berekening der bij de magnetische energie
behoorende ponderomotorische krachten, dat de verschillende
volume-elementen drukken op elkander uitoefenen. Hij laat
het systeem van aanvangs- in eindtoestand overgaan in
twee stadia. In het eerste stadium, dat alleen beschouwd
behoeft te worden, sleepen de stoffelijke volume-elementen
hunne krachtlijnen mede. Juister gezegd: men kan de
magnetische polarisatie verdeelen in een deel waarvan
de divergentie nul is, en een deel dat alleen bestaat waar
magnetisme is en aldaar met de dichtheid van dat magne
tisme samenhangt volgens (9); de volume-elementen sleepen
in het eerste stadium hun magnetisme mede en tevens de
lijnen, waardoor het eerste deel der magnetische polarisatie
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kan worden voorgesteld. Hierbij treedt geen inductie op,
daar elke gesloten lijn, steeds door dezelfde stofdeeltjes
gaande, eenzelfde aantal lijnen blijft omvatten, terwijl
door het medebewegend vlak met die lijn tot rand geen
magnetisme gaat. In bet tweede stadium hebben geen
stoffelijke bewegingen plaats, zoodat geen ponderomotori-
sche arbeid verricht wordt.

Op deze wijze vindt H e r t z  voor een isotroop blijvend
lichaam, waarin p  onafhankelijk van de dichtheid is, voor
de bij de magnetische energie behoorende spanningen

(78) . . .

* *= £< »’ - 2 « A

yy =  & t* ' - 2S )’

z , = 2

X = Y  =  —
4a- ‘x

Y = z = —^ m ©,z y \ tc {y ez'

X =  —

Niets belet in plaats van de6e spanningen de daarmede
correspondeerende krachten te beschouwen, die per volume-
eenheid werken, nl.

(79) . . . .
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waarvoor in verband met .(78) wordt gevonden

Evenzoo volgt uit de electrische energie voor de per
volume-eenheid werkende kracht

m - ^ x = e€x+ ^ € z (-J r - ^ - ) -
k  m  '? € y  *€ x \  1 * *  iK
4 * %  \  b x  b y )  8jt ^  bx ’ enZ‘

Doör P o i n c a r é  („Electricité et Optique” § 325) wordt
op andere wijze de wet van het behoud van arbeidsvermogen
toegepast, en in plaats van f  voor de uit de magnetische
energie volgende per volume-eenheid werkende kracht f
gevonden

(82) • -  ■ =  » , %+ ** € y-  € z ,

waarin

(83) . . . .  m'  s

de dichtheid is van het schijnbare magnetisme.
P o i n c a r é  beschouwt hierbij slechts onvervormbare licha

men als hebbende een (X ^  1. W at de krachtcomponenten

enz.

en

m  B  , enz.s *x

enz.

betreft, hiervan is door Cohn  („Das elektromagnetische
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Feld” p. 101) aangetoond, dat zij voor alle onvervormbare
lichamen, die zich in een medium waarin /̂e. =r 1 bevinden,
dezelfde resultanten en momenten opleveren, zoodal de
uitkomst van P  o i n.c a r é wat dit betreft met die van
H e r t z  niet strijdt, maar alleen minder algemeen is. "Wat
echter het overig deel der krachten (82) betreft, hierin
ontbreekt bij P o i n c a r e  ten onrechte de factor ft,. Eene
dergelijke opmerking geldt voor de vergelijking d i e P o i n c a r é
in plaats van (81) vindt. De wijze waarop P o i n c a r é  de
wet van het behoud van arbeidsvermogen toepast is dan
ook niet onbedenkelijk. Hij schrijft de verandering, die de
magnetische energie in het geheele stelsel per tijdseenheid
ondergaat, in den vorm

(84)----- ju odT +  j ( f x t o x  +  f'yt o y + f z *>„) *

en zegt (§ 824): „La première integrale exprime 1’énergie
fournie par la pile moins 1’énergie dépensée sons forme de
chaleur de J o u l e ,  effet P e l t i e r ,  etc. II süffit pour s’en
convaincre de remarquer que ce terme est indépendant de
la vitesse de la matière. II a done même expression que
dans le cas des milieux en repos. . . .  La seconde intégrale
représente le travail des forces extérieures que nous avons
invoquées pour équilibrer les actions mécaniques produites
par le champ.” Het blijkt bij de verdere berekening niet,
dat de totale aangroeiing der magnetische energie inderdaad
door P o i n c a r é  zóó gesplitst zou wezen, dat het eerste
deel geen en het tweede deel uitsluitend arbeid van
ponderomotorische krachten bevat1).

§ 16. Wij zullen thans het in geval van electromagnetische

*) C ohn („Das elektromagnetische Feld” p. 518) vindt voor de
ponderomotorische kraoht eene (meer algemeene) uitdrukking, die
(in het hier beschouwde geval) met (80) overeenkomt.
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draaiing werkende moment berekenen. De kracht (81), die
niet bestaat zoolang de toestel rust, blijve hierbij buiten
beschouwing. De toestel bestaat uit een magneet, sym
metrisch rondom de Z-as en om deze .draaibaar. Een stroom
van gegeven sterkte loopt door magneet en sluitdraad. De
dichtheid van het magnetisme is gegeven; het bestaan van
den stroom heeft daarop geen invloed, immers voor de
magnetische polarisatie die bij den stroom behoort geldt

Div. Jï =  0. De termeu met ~  en , welke in de over-dx oy
gangslaag bestaan, leveren geen bijdrage tot het moment
op. Dat moment bedraagt

dr( 8 5 ) . . . .  Mz =  J

( « »  + y % „ ) ( « C ^ + y C J  j

over den geheelen magneet te integreeren;
ook te schrijven

mr % +  f*r ( f r  C z —  $z €r)(86) . . . .  Mz = j t
waarin de richtingen r  en s genomen zijn zooals fig. 20

aangeeft. Daar voor C  =  0 de mag-
_  neet niet in beweging raakt, is voor

r 'v
alleen de aan den stroom te

danken component der magnetische
kracht te schrijven; deze is met C
evenredig. Daar de „magneet” even
min in beweging raakt als hij niet
magnetisch is , zoo is in | |  en f)

Z 7*

alleen de bij den magneet behoorende magnetische kracht
te nemen. Het geheele moment is dus met de stroomsterkte
evenredig.

Kg. 20.
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Wij kunnen het moment splitsen in twee deelen. Het
eerste, dat overeenkomt met wat vroeger werd genoemd
het door den stroom op den magneet uitgeoefende moment,
bedraagt, wanneer voor dr wordt geschreven drdsdz,

(87) . . . .  =  J  dz J  m r d r  j ^ ^ d s .

Hierin is voor ify uitsluitend de aan den stroom te danken
magnetische kracht te nemen. Wij willen het geval be
schouwen , dat niet meer dan één lineaire stroomdraad
bestaat; men kan zoo men wil gemakkelijk overgaan tot
de beschouwing van een willekeurige stroomverdeeling.

J  ds is uitgestrekt over cirkels om de Z-as, en levert

de waarde 0 op voor alle cirkels, die de stroombaan niet
omvatten, daarentegen de waarde 4«‘ voor alle overige
cirkels. Men verkrijgt derhalve

(88 ) . . . .■  M Xm — 4 7ti dz I  m rdr ,

waarbij de integraties uitgestrekt zijn over dat deel van
den magneet, dat begrepen is tusschen zijn oppervlak en
het omwentelingsoppervlak dat men verkrijgt door de stroom
baan om de Z-as te laten draaien. De totale hoeveelheid
magnetisme in dat deel bedraagt

(89) . . . .  m  == ƒ  dz ƒ 2n m r d r ,

zoodat
(90) . . . .  M l z = 2 i M ,

in overeenstemming met Hoofdstuk I  § 15. *)

*) Wanneer men, als in Hoofdstuk IV § 5 — niet volgons de
theorie van He r t z  — aanneemt, dat het magnetisme bestaat uit posi
tieve en negatieve zeer dicht bij elkander gelegen ladingen van
gelijke grootte, zoo verschilt jjflg. blgkbaar slechts hierdoor van 0,

11
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Hierin is voor ook te schrijven de negatieve inte
graal der ruimte-di vergen tie van de magnetisatie ƒ , uitge
strekt over het bedoelde volume, -f- de integraal van Tn
(normaal naar buiten) over het buitenoppervlak (magneet-
oppervlak) van dat volume uitgestrekt. Hieruit volgt dat
men vóór JJl® ook de integraal mag nemen van I n  over

het door de stroombaan beschreven omwentelingsoppervlak,
waarbij de normaal ten opzichte van het meergenoemde
volume naar binnen loopt.

Het tweede deel van het moment, overeenkomend met
wat vroeger werd genoemd het door den magneet op den
stroom uitgeoefend moment, bedraagt

(91) . . . .  Miz  =  ƒ d r :p r($ r  € z -  € r ).

Beschouwen wij weder het omwentelingsoppervlak dat
men verkrijgt door de stroombaan om de Z-as te doen
wentelen; zij, evenals boven, n de normaal aan dat opper
vlak en dl een element van den meridiaan daarvan. Yoor
(91) blijkt te kunnen worden geschreven

( 9 2 ) . . . .  =  2^ jj* 2 n r  d l. i

De som van Mtr_ en Mt is gelijk aan het product van
At A’

i
— met de integraal van (4t I n  -f- of , genomen

dat een zeker aantal magnetisohe moleculen met één pool binnen,
met de andere buiten het in den text bedoelde volume liggen. Ook
de met M 1 oorreapondeerende eleotromotorisohe kracht — 2 cc (J]fê
kan dan sleohts bestaan, doordat de bedoelde magnetisohe moleculen
den genoemden stand hebben. Deze gaan met één pool door het vlak
dat de stroombaan tot rand heeft. De naam „unipolaire inductie” is
afkomstig van W e b e r ,  die (in 1839) het verschijnsel op de hier
beschreven wijze verklaarde.
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over het door de stroombaan beschreven omwentelings-
oppervlak (normaal naar binnen evenals boven), dus ook

aan het product van — met de integraal van over
&7T

het omwentelingsoppervlak beschreven door een op het
oppervlak van den magneet of buiten den magneet getrok
ken lijn, die de beide punten waar de stroom in en uit
den magneet treedt verbindt.

Door deze uitkomst met (21) te vergelijken (voor het
geval dat cc' =  0), ziet men dat voldaan is aan den (reeds
in de Inleiding gestelden) eisch, dat het moment op het

iteeken na gelijk is aan het product van — met de bij den-

zelfden magneet, wanneer deze met de hoeksnelheid cc wordt
rondgedraaid, opgewekte electromotorische kracht..



N A S C H R I F T .

Wijziging der vergelijkingen van Hertz.

De theorie van H e r t z  i s , naar hij zegt, slechts van
toepassing op electromagnetische verschijnselen in engeren
zin. Zijne woorden: „Es scheint. . . .  aus den vorhandenen
Andeutungen hervorzugehen, dass der Aether auch im
Innern der greifbaren Materie sich unabhangig von dieser
bewege” hebben blijkbaar op optische verschijnselen be
trekking. „Anders” , voegt hij erbij, „liegt die Sache, wenn
wir uns ausgesprochenermaassen begnügen, die electro-
magnetischen Erscheinungen im engeren Sinne in dem
ümfange darzustellen, in welchem dieselben bisher mit
Sicherheit untersucht worden sind. Wir dürfen behaupten,
dass unter den so eingeschrankten Erscheinungen sich
keine findet, welche uns zwingt, eine von der ponderabeln
Materie unabhangige Bewegung des Aethers im Inneren
derselben zuzugeben.”

Deze woorden zijn thans niet meer geldig. Zie b. v.
Hoofdstuk IV § 6 Noot.

In de electronentheorie wordt de aether beschouwd als
niet deelende in eenige beweging der stof, waardoor het
mogelijk wordt optische en andere verschijnselen te om
vatten, welke de theorie van H e r t z  niet omvat.

H e r t z  zelf schijnt het voor mogelijk te hebben gehouden,
zonder in het mechanisme der verschijnselen door te dringen
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de theorie op geschikte wijze tot dat doel te wijzigen. Hij
zegt (Anmerkung 29 op de meergenoemde verhandelingen):
„Zweckmassig(er) dürfte es sein die Polarisation des Aethers
als die eine, die Polarisation der ponderabeln Materie als
zweite Variable einzuführen.

Om de hier uitgesproken gedachte uit te werken, zou
men wellicht het verstandigst doen uit te gaan van de
beschouwing der nieuwe (b. v. optische) verschijnselen, welke
men door de theorie wenscht te omvatten.

Niets belet echter — nu de electronentheorie reeds heeft
aangewezen in welken zin naar eene wijziging der verge
lijkingen moet worden gezocht — ook zonder beschouwing
van zulke verschijnselen te overleggen, welke verandering
in de grond vergelijkingen zou kunnen worden gebracht,
wanneer de totale (èlectrische of magnetische) polarisatie
beschouwd wordt als bestaande uit de som van twee deelen:
een bij de stof en een bij den aether behoorende polarisatie.

Laat X  (de electrische polarisatie), d. i. de diëlec-

trische verplaatsing, voorgesteld worden door en de
magnetische polarisatie door H , en laten de indices st en
ae resp. op stof en aether betrekking hebben.

De grondvergelijkingen, waarmede tot nog toe gewerkt
werd, zijn

(1) * ■ .

of
/o\ ( Hot. OE =  — — ta Div. ï ï  — Rot p0. ta ] ,
W V '  l Rot. ^  =  4 x C ,
waarin

C  == 3 l - j - - j - < C  - j - ,
O

C  =  ta Div. 1*,c
ït =  Rot. [ip. ta].
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Deze vergelijkingen mogen in het algemeen niet vervangen
worden door

/ < s * = - * •

of

waarin tal

Rot. q£ =  — ï ï ^ — tal Div. — Rot. tai],

Rot. $$ =  4t C  )

weder de snelheid der stof voorstelt en verder

( c/= a + ^ + c c+ r >
(3').... 5 C' *=hiDiv.* t

r f t '=  Rot. [®s i .in].

Immers het behoort juist tot het kenmerkende van
M a x w e l l ’s theorie, dat een electrische of magnetische
stroom, alleen bestaande uit ^ ae of in een gesloten
kring een magnetomotorische of electromotorische kracht
opwekt. Wanneer men dit niet aanneemt, kan men de
optische Verschijnselen niet door de theorie verklaren.

Men kan echter, de vergelijkingen (1) of (1') latende
varen, beproeven in plaats van (2') te schrijven

\ Rot. C  =  — é  — hl Div. f t — Rot. [ft . tal],

( Rot. ^  =
waarin

/ c"=a+^+c " + w \
i c

(3 " ) .. ..  ) C " — <C =  tal Div. U ,) c c
I f t"  =  f t ' =  Rot. [®gt. tal].
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Hierbij voldoen de tweede leden der vergelijkingen (2")
nog steeds aan de voorwaarde dat hunne divergenties nul
zijn, hetgeen met het oog op de eerste leden noodig is.
Aan deze voor waarde zou in het algemeen niet voldaan,
zijn wanneer men in de eerste vergelijking (2//) en in de
tweede vergelijking (3") schreef Div. en Div. resp.,

zonder tevens aan te nemen dat Div. en Div. ^ a e
nul zijn. Wanneer men deze laatstgenoemde onderstellingen
niet maakt, zoo kan men in het geval van een om zijn
symmetrie-as met constante hoeksnelheid wentelenden per
manenten of tijdelijken magneet, waarbij &aei ï ï s( en H

nul zijn, de eerste vergelijking (2") niet in den vorm der
eerste vergelijking (D) brengen. Er wordt dan in een met
den magneet meedraaienden sluitdraad een stroom opge
wekt , hetgeen volgens de proef van H o p p e  niet het
geval is (zie pag. 60 en pag. 62 Noot).

Men zal a-priori geneigd zijn in a l l e  termen, waarin
de snelheid der stof in voorkomt, in plaats van J|| te
schrijven Jj5sj, terwjjl niets belet de vergelijkingen

r - * “ =o’
v ’ ) Div. qp = 0 ,( ae

die met deze onderstelling gepaard moeten gaan, aan te
nemen. Dit willen wij doen. Men kan dan in den tweeden
term van het tweede lid der eerste vergelijking (2 /) naar
willekeur Div. H of Div. schrijven; deze vergelijking
is voor =  j ï  =  0 in den vorm der eerste vergelijking (1')
te brengen; wij komen alzoo niet in tegenspraak met de proef
van Hoppe .  *)

i) Het is intusschen gewensoht, dat deze proef herhaald worde.
Men moet in het oog houden, dat H o p p e  het niet-bestaan van een
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Hierbij zij opgemerkt, dat de tweede vergelijking (2"),
waarin de uitdrukking van den R öntgen-stroom  ten
opzichte van de theorie van H e r t z  is gewjjzigd, overeen
komt met eene vergelijking, die in de electronentheorie
wordt gevonden Zie L o r e n t z  .Fundamental equations
for electromagnetic phenomena” (Kon. Ac. v. Wet. Sept.
1902). Eene vergelijking overeenkomende met de eerste
vergelijking (2") is in de electronentheorie niet gevonden,
hetgeen hierméde samenhangt, dat het parallelisme tusschen
electrische en magnetische grootheden in de electronentheorie
niet in dezelfde mate bestaat als bij H e r t z  of H e a v i s i d e .

Het bleek (Hoofdstuk IV) ,  dat in plaats van de eerste
vergelijking (2) ook mag worden geschreven

( 5 ) . . . .  Rot. C  =  — 25 —  Rot. [25. ta],
waarin

( 6 ) . . . .  55 =  «  + 4 r  J ,

en de magnetisatie onveranderlijk wordt ondersteld. Evenzoo

stroom wilde aantoonen, veel sterker dan de stroom, die volgens de
eerste vergelijking (2"), als men de onderstellingen (4) niet maakt,
zou zijn opgetreden.

Houdt men met de proef van Hoppe  geen rekening, zoo zou men
ook kunnen onderstellen, dat de magnetisohe polarisatie in den aether
(in het eleotromagnetisoh maatstelsel) aan de magnetisohe kracht
gelijk is. Uit de verderop opgestelde vergelijking (12) zou dan volgen
dat de stroom, door unipólaire induotie in een uniform gemagneti-
seerden bol opgewekt, volgens de gewijzigde theorie van H e r t z
50°/o sterker is, dan volgens de theorie van H e r t z .  Een nadere
besohouwing leert, dat bij deze onderstelling de stroom (bij geljjke
waarde van j^5) veel minder van de volgens H e r t z ’ theorie bere
kende waarde afwijkt, wanneer de bol van week ijzer is en in een
uitwendig magnetisch veld draait.

Daar Hoppe  een tijdelijken magneet bezigde, zou bij zijn proef
de stroom volgens deze onderstelling zeer zwak wezen. Bij eene her
haling dezer proef zou men een permanenten magneet moeten bezi
gen. F a r a d a y  („Experimental Researches” § 3092) nam bij een
dergelijke proef geen stroom waar.
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kan hier in plaats van de eerste vergelijking (2') worden
geschreven

( 7 ) . . . .  Rot. €  =  —  % s t  —  Rot. [55gf tö ],

waarin
(8). . . .  * „ = « „ + 4 , 1 ,

en Div. 55 =  0. Dat een vector 55^, waarvan de diver

gentie nul is , kan worden ingevoerd, volgt, in verband
met de eerste vergelijking (4 ), uit (6), wanneer men van
beide leden de divergentie neemt.

Voor de eerste vergelijking (2") kan m en, in verband
met (4) en (7), schrijven

( 9 ) . . . .  Rot. €  =  - (25gf + è fle) - R o t .  [%st' ta]

of
( 1 0 ) . . . .  Rot. €  =  — &  — Rot. [55 . ta ] .

Hierbij blijft het geheel onbeslist hoe de magnetische
polarisatie in den aether of in de stof met de magnetische
kracht samenhangt. Men zou geneigd kunnen zijn de mag
netische polarisatie in den aether evenredig met de mag
netische kracht te onderstellen; intusschen toont de eerste
vergelijking (4), dat dit in het algemeen niet mogelijk is.

Hoe dit zij, het zou eenigszins opvallend zijn, zoo de
tweede grondvergelijking wèl, doch de eerste n iet, een
verandering behoefde. G r o t r i a n  („Unipolare Induktion”
Ann. d. Phys. 6. 1901) heeft bij een cylindervormigen
magneet een electromotorische kracht waargenomen, 14%
sterker dan volgens de berekening. Het zou interessant zijn
de sterkte te meten van den stroom door unipolaire inductie
in een wentelenden bol, zooals in Hoofdstuk IY werd
beschouwd, opgewekt. Hierbij toch is de loop der mag
netische kracht- en magnetische inductielijnen veel beter
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bekend dan bij een cylinder, zoodat misschien zou blijken,
welke verandering in de bedoelde grond vergelijking moet
worden aangebracht. Het is ook niet van te voren te zeggen
of de stroom (bij gelijke waarde van 25 binnen den bol)
even sterk is, wanneer de bol permanent gemagnetiseerd
is of wanneer hij in een uitwendig magnetisch veld draait.

In het bijzondere geval van den wentelenden rondom
symmetrischen magneet gaat (10) over in

(11) . . . .  Rot. <£ =  —  Rot. [25 . ta].

Men vindt (zie fig. 17) voor de in een baan A D B C
opgewekte electromotorische kracht

( inductie) , door het door

A  B  beschreven cylindervlak, van buiten naar binnen ,

waarin (inductie) , de oppervlakte-integraal van 25 . beduidt.
s t  s t ■

Men kan derhalve experimenteel de verhouding van
(inductie) en (inductie) bepalen. Wanneer men bedenkt,

dat (Hoofdstuk IY § 8) de magnetische kracht in den bol
niet naar dezelfde zijde is gericht als de magnetisatie,
welke geheel tot 25^ behoort, zoo ligt het voor de hand

aan te nemen, dat bjj den bol 25 , grooter is dan 2 5 1
Ov

zoodat ook hier eene afwijking in dezelfde richting mag
worden verwacht, als G r o t r i a n  bij den cylinder waarnam.

Uit de beschouwingen van Y o i g t  („Electronenhypothese
und Theorie des Magnetismus” Ann. d. Phys. 9. 1902)
blijkt, dat de electronentheorie van het magnetisme moeilijk
eene eenvoudige gedaante zal kunnen bezitten. Men moet —
in aanmerking nemende dat deze theorie in vele gevallen
in overeenstemming met de waarneming is gebleken — het
voor zeer goed mogelijk houden, dat zij ook in staat zal

( 12) . .
' A D B C

u  —  u
~2V~
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zijn te doen zien, welke wijziging de eerste grondvergelijking
moet ondergaan.

Nevens theoriën, die in het mechanisme der verschijn
selen pogen door te dringen, kan echter ook eene meer
uitsluitend phaenomenologische beschouwingswijze — heden
ten dage even goed als in den tijd van F a r a d a y  — van
heuristische waarde zijn. Zelfs schijnt eene zoodanige be
schouwingswijze — welke, zal zij vruchtbaar zijn, natuurlijk
een voortdurend samenwerken van waarneming en theorie
vereischt — mij toe voor vele physici boven pogingen
tot het doordringen in het mechanisme der verschijnselen
de voorkeur te verdienen. Immers de geschiedenis doet
zien, dat aan nauwkeurig uitgewerkte mechanische voor
stellingen veelal een nog grooter waarde werd toegekend
dan zij bezaten. De meeste onderzoekers kunnen zich slechts
door nauwlettend, en zooveel mogelijk met terzijdestelling
van gevestigde meeningen, rekening te houden met het
geen de waarneming leert, bij het bezigen van beelden en
formules (ja bij elk streven naar wetenschap) beveiligd
achten voor het gevaar van op een dwaalspoor te geraken.
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STELLINGEN.

I.

W at D u h em  („Legons sur 1’Electricité et le Magnétisme”
III  p. 451) tegen de juistheid eener gebruikelijke verkla
ring der electromagnetische draaiingen aanvoert, is van
geen beteekenis.

II.

M a x w e l l  geeft in zijn „Electricity and Magnetism” de
denkbeelden van F a r a d a y  over den electrotonischen toe
stand niet geheel juist weer.

III.

Ten onrechte zegt O l s h a u s e n  („Ueber die Unipolar-
rotation,” Ann. d. Phys. 6. 1901 p. 702), sprekende over
de toepassing van v. H e l m h o l t z ’ potentiaaltheorie op
een bepaalden toestel: „Die Wirkung der gleichmassig magne-
tisirten Stabe hangt nur von ihren Endflachen ab.” —
Er is sprake van de ponderomotorisehe krachten, door
magneten op ongesloten stroomen uitgeoefend.

IV.

De uitkomst der proef met een wisselend magnetisch
veld, die G r o t r i a n  („Die Unipolarmaschine ohne Eisen” ,
Ann. d. Phys. 10. 1903 p. 273) beschrijft, was volgens
de theorie te verwachten.
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Y.

Het is bekend, dat men bij toepassing der vergelijkingen
van H e r t z  moet onderstellen, dat de snelheid der licha
men , die zich in het electromagnetisch veld bewegen,
nergens eene discontinuïteit vertoont; hiertoe moet men
aan het oppervlak van bewegende lichamen oneindig dunne
grenslagen aannemen, waarin de snelheid continu verandert.

De aard dezer overgangslagen (behalve wanneer een
laag bestaande uit een volmaakt diëlectricum zich tusschen
twee geleiders bevindt) heeft op waarneembare verschijn
selen geen invloed.

VI.

Uit metingen betreffende de sterkte van electrische stroo-
men, die in een uniform gemagnetiseerden om zijn sym-
metrie-as draaienden bol door unipolaire inductie worden
opgewekt, zal men zich een oordeel kunnen vormen over
de wijziging, die een der grondvergelijkingen van H e r t z
behoeft.

VIL

Er kan geen sprake zijn van eene experimenteele beslis
sing — welke P o i n c a r é ,  Electricité et Optique § 166,
mogelijk acht — van de vraag, of de functie </* in M a x 
w e l l ’s vergelijking

A — B  %  —  B  -- ------—  — ^
x  z  M y ï t  c>t ?x

(zie pag. 105 der voorafgaande dissertatie) voorstelt ,1e
potentiel électrostalique resultant des masses électriques.”
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VIII.

Indien de ponderomotorische krachten in de theorie van
H e r t z  de waarden hadden die P o i n c a r é  (Electricité et
Optique § 326) opgeeft, zoo zou aan de wet van het
behoud van arbeidsvermogen niet zijn voldaan.

IX.

Pogingen om de voorstelling der localisatie van het
arbeidsvermogen, welke reeds veelvuldig wordt aangetroffen,
duidelijk te formuleeren, zijn van belang, daar deze voor
stelling van heuristische waarde moet worden geacht.

X.

De redeneeringen van H e r t z  („Prinzipien der Mecha-
nik”, Einleitung) zijn geenszins geschikt om de superiori
teit van zijne mechanische voorstellingen boven eene ener
getische natuurbeschouwing te doen blijken.

XI.

Ten onrechte beweert de S a i n t - V e n a n t  („De la
Torsion des Prismes” § 105 Noot) dat van nul verschilt
de resultante der krachten, die volgens zjjne theorie op de
eindvlakken van het isotrope en homogene prisma, welks
loodrechte doorsnede begrensd is door de lijn

moeten werken om dat prisma om de X-as te tordeeren.
De drie assen staan loodrecht op elkander; b , b' en c

zijn constanten, waarvan bekend is dat zij tusschen zoo
danige grenzen liggen, dat de doorsnede door een gesloten
lijn begrensd is, doch die overigens willekeurig zijn.
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XII.

Het moment der tangentieele krachten, die op de eind-
vlakken van een isotroop en homogeen prisma moeten
werken om het over een bepaalden oneindig kléinen hoek
te tordeeren om eene met zijne beschrijvende lijnen even
wijdige as (op welke het eindvlak loodrecht staat), veran
dert niet wanneer men de as evenwijdig met zich zelf
verplaatst.

XIII.

Men mag niet met N e r n s t  („Einleitungin einige Grund-
prinzipien der jetzigen Naturforsehung”, tevens inleiding
zijner „Theoretische Chemie”) het feit dat de zon eene
constante massa bezit als argument bezigen bij de quaestie
of bij chemische omzettingen eene massaverandering moet
worden aangenomen.

Zijne woorden zijn: „Trotz der machtigen chemischen
Prozesse die auf der Sonne vor sich gehen wirkt ihre
Anziehung auf die Planeten unverandert fort — ein aus-
serordentlich scharfer Beweis dafür, dass bei diesen Prozessen
die Gesammtmasse der Sonne ungeandert bleibt.”

XIY.

Eenige kennis der eigenschappen van het menschelijk
denken (welke voor nagenoeg ieder die eenigen tak van
wetenschap wenscht vooruit te brengen van belang is),
kan door de meesten niet beter worden verkregen dan
door bestudeering der denkwijze van hen, die in dezen of
eenigen aanverwanten tak van wetenschap hebben uit
geblonken.
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ERRATA.

In (36) pag. 35 behoort slechts één J te staan.

Pag. 121 regel 2 v. o. staat: „dezelfde stof als het
omgevend”. Lees: „een volmaakt” .

Pag. 141 regel 10 v. b. staat: „magnetische” . Lees:
„electrische”. ___________ •
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