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gelegd had b i j  w ij len  P rof.  Dr H.A. Kramers, P rof .  Dr J .  Dro t e
en Dr J .  Korringa ( thans t e  Columbus, Ohio).
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b ij  h e t  Natuurkundig Laboratorium. H ie rb i j  werd mij de m ogelijk
h e id  gegeven in  Leiden mijn onderzoek v o o r t  t e  z e t t e n  en mijn
p ro e f s c h r i f t  t e  voltooien .

T enslo t te  z i j  nog vermeld, da t  ik  b i j  h e t  onderzoek b i jg es taan
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V O O R W O O R D

Wederom l i g t  voor U een p r o e f s c h r i f t  o v e r  helium , wederom
z e l f s  over t ra n s p o r tv e rs c h ijn s e le n  in  v lo e ib a a r  helium  I I  48»2.
D it f e i t  a lle e n  al v e r e is t  een nadere to e l ic h t in g .

Het onderzoek n aa r de eigenschappen van helium  I I  wordt b i j
u i t s te k  gekenmerkt door de vee lhe id  en vaak o g e n sc h ijn lijk e  g r i l 
l ig h e id  van de waargenomen v e rs c h ijn s e le n . E n e rz ijd s  i s  d i t  een
aanw ijz ing , d a t de th e o r ie  van helium  I I  z e e r  gecom pliceerd i s ,
welke th e o r ie  dan ook nog n i e t  v o lle d ig  aanwezig i s .  A nderzijd s
i s  h e t  nod ig  door sy s tem a tisch  onderzoek van onderdelen  essen 
t i ë l e  g r il l ig h e d e n  te  onderscheiden  van degenen, d ie  een gevolg
z i jn  van to e v a ll ig e  experim entele omstandigheden en tevens b ij  de
e e rs te  so o r t  wetmatigheden op te  sporen. D it system atisch  onder
zoek i s  dan ook in  verscheidene landen nog s te e d s  u itg e b re id  aan
de gang. Ook d i t  p ro e fs c h r i f t  wil h ie r to e  een b ijd rag e  lev eren .

De w rijv in g sv e rsc h ijn se le n , d ie  optreden in  helium  I I ,  kwamen
weer in  de b e la n g s te ll in g  nadat Gorter en Mellink 49- x een quan-
t i t a t i e v e  b esc h rijv in g  h iervan  voo rste ld en , waar te  voren s le c h ts
q u a l i ta t ie v e  beschouwingen g eb ru ik t werden. Het onderzoek i s  naar
aan le id in g  hiervan  opgezet, met de bedoeling de w rijv ingsk rach ten
in  hun a fh an k e lijk h e id  van de bijbehorende stroom snelheden te  be
p a len . De re e d s  besch ik b are  gegevens waren h ie r to e  onvoldoende
nauwkeurig.

D it p ro e f s c h r i f t  i s  in  v ie r  hoofdstukken verdeeld . In h e t  ee r
s t e  hoofdstuk , de in le id in g ,  i s  ondergebrach t een o v e rz ic h t van
de v e r s c h ijn s e le n  d ie  op treden  in  helium  I I ,  een s c h e ts  van de
ontw ikkeling  van h e t th e o re tisc h e  werk (w aarbij de gedeeltèn , d ie
voor ons van belang  z i jn ,  nader u itg ew erk t worden), alsmede een
o v e r z ic h t  van de m etingen  d o o r anderen  op h e t  g eb ied  van de
tra n sp o r tv e rsc h ijn se le n  in  helium  I I  v e r r ic h t  en de d aa rb ij v e r
kregen r e s u l t a t e n .  D it g e d e e lte  w ordt b e s lo te n  met een n ad e re
m otivering  van de opze t van h e t onderzoek, t e rw ij l  eveneens de
l i j n  in  de on tw ikkeling  h iervan  i s  aangegeven. Het tweede hoofd
stuk bevat de grondslag  waarop onze experim enten en de in te rp r e 
t a t i e  h ie rv a n  g eb aseerd  z i j n .  De ex p e rim e n te le  o p s t e l l i n g  i s
h ie r in  beschreven, alsmede de a f le id in g  van een form alism e, d a t
op grond van h e t  tw e e -f lu id a  model m ogelijk  b leek . Ook v e rd e re
v o o rb e re id in g en  z i jn  h i e r  onder g eb ra c h t. Het d erde ho o fd stu k
g e e f t  de ex p e rim en te le  inhoud aan d i t  p r o e f s c h r i f t .  Het i s  in
d r ie  delen v erdeeld , zo a ls  in  de in le id in g  a ld a a r  nader i s  aan-
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gegeven. Het l a a t s te  (v ierde) hoofdstuk te n s lo tte  bevat de con
c lu s ie s , waartoe he t onderzoek h e e ft geleid , alsmede enkele op
merkingen over een mogelijke verdere ontwikkeling hiervan.

Enige nadere d é ta i ls ,  d ie  op sommige p laa tsen  noodzakelijk of
wel w enselijk waren, doch in de te k s t  een storende (en te  belang
r i jk e )  p la a ts  in  zouden nemen, z i jn  in  een v ie r t a l  appendices
samen gebrach t en aan h e t  einde toegevoegd. Tevens i s  aan h e t
eind een l i j s t  te  vinden van de veelgebruikte symbolen, hun bete
ken is en de p la a ts , waar z i j  voor h e t e e rs t  voorkomen en gedefi-
n iëerd  z ijn .

De metingen z ijn  te  verdelen in  de groep b ij een sp lee tlen g te
van 0,434 cm (de lange spleet)  en de groep b ij 0,134 cm (de korte
s p le e t ) .  Wanneer geen nadere to e l ic h t in g  i s  gegeven, hebben de
grafieken betrekking op de resu lta ten  b ij de korte  sp lee t.

De waarde van de sp lee tw ijd te  h v a r ië e r t  tussen 0 ,4  n en 6 (x.
De r e la t ie v e  q u a l i f ic a t i e s  "w ijd" en "nauw" voor een bepaalde
sp lee tw ijd te  moeten in  d i t  l i c h t  bezien worden. Een analoge op
merking z ij  gemaakt t .  a.v . de q u a lif ic a tie s  "hoog" en "laag" voor
de temperatuur, die he t gebied van 1,1 to t  2,1 °K beslaa t.

Met een g roo theid  Y  ̂ wordt bedoeld: Y met k = a,b; met
a" : a" " 1 a.

De parameter, d ie  he t verband aangeeft tussen de l i t t e r a tu u r 
l i j s t  aan h e t eind en de p la a ts  in de te k s t , waar naar deze l i t 
te ra tu u r  verwezen wordt, b e s ta a t u i t  twee g e ta lle n , gescheiden
door een komma (b .v . 48,3). Het getal voor de komma heeft betrek
king op h e t j a a r t a l  ( a l le  l i t t e r a t u u r  i s  u i t  de 20e eeuw), h e t
ge ta l e r  ach te r g ee ft aan de re la t ie v e  chronologische p la a ts  in
de r i j  van verschenen l i t t e r a tu u r  u i t  dat ja a r .  Voor deze r e la 
tiev e  p la a ts  is  de datum van ontvangst van het manuscript door de
u itgever van het betrokken t i jd s c h r i f t  bepalend geweest. De coör
dinaten van elke p u b lic a tie  in  de l i t t e r a t u u r l i j s t  z ijn  door d i t
systeem ook eenvoudiger geworden.

Het i s  opvallend, da t e ld e rs  b ij he t onderzoek naar de s tro -
mings- en wrijvingseigenschappen van helium I I  zelden (en .in  de
la a t s te  d e rtie n  ja a r  z e lf s  n o o it) , g e l i jk t i jd ig  met de drukver
sc h ille n  ook de tem peratuurverschillen gemeten worden. Waarschijn
l i j k  i s  de g ro te re  bew erkelijkheid  en de g ro te re  s ta f ,  d ie  h e t
temperatuuronderzoek v e re is t, hiervan de b e lan g rijk ste  reden. In
d i t  verband w illen wij dan ook de nadruk vestigen op de noodzake
lijk h e id  van "teamwork" om een onderzoek a ls  he t onderhavige mo
g e li jk  te  maken. Enerzijds omvat d i t  de technische voorzieningen,
zowel vddr a ls  vooral ook tijd e n s  de metingen. Anderzijds v e re i
sen de ta l r i jk h e id  en de nauwkeurigheid van de veelal teg e lijk e r-
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t i j d  te  v e rrich ten  waarnemingen en de lange duur van de meetdag
een grote schare medewerkers. Het u i t e r s t  constant houden van de
tem peratuur vormt h ie rb i j  een b e la n g rijk  onderdeel. T en slo tte
w illen wij speciaal noemen de samenwerking, d ie b ij de berekenin
gen en verdere u itw erk ing  van de metingen bestaan h e e ft en ten
grondslag l i g t  aan de vele  d isc u ss ie s , d ie  gevoerd z ijn  en to t
menig r e s u l ta a t  ge le id  hebben. Mogen a lle n , d ie  in  de loop der
ja re n  aan d i t  onderzoek medegewerkt hebben, in  de nu volgende
besch rijv ing  van h e t b e re ik te  in z ic h t in  de gedragingen van he
lium I I  hun aandeel herkennen.
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H o o f d s t u k  I

I N L E I D I N G

IA. BE VERSCHIJNSELEN IN HELIUM I I

Helium, dat vloeibaar wordt bij 4,216°K onder normale druk en
bij lagere temperaturen onder verzadigde druk steeds vloeibaar
b l i j f t ,  vertoont een overgangspunt bij T = 2 ,186°K (het z.g. A-
punt). Hier beneden veranderen a lle  eigenschappen van de vloei
stof totaal en hebben weinig meer het karakter van de eigenschap
pen van een gewone vloeistof. Ter onderscheiding spreekt men van
helium I, als men bedoelt de vloeistof boven T = 2 ,186°K en van
helium II voor de vloeistof beneden deze temperatuur.

Vele overzichten van de merkwaardige eigenschappen van helium
II hebben het lic h t gezien. Hieronder noemen wij het standaard
werk van Keesom 42*1, als ook een recentere samenvatting van Van

den Berg so*3, terw ijl vele publicaties over helium II experimen
ten of theorieën met een summier overzicht aanvangen (b.v. Gorter-
Mellink 4 9 ,1 , Dingle 52,4>. Het is  n ie t de bedoeling in deze sec
t ie  ie ts  nieuws weer te  geven. Volledigheidshalve zien wij ons
echter genoodzaakt het aantal (summiere) overzichten met één te
vermeerderen.

Wij willen echter h ierbij een wat ongebruikelijke weg volgen
en in zekere zin vooruitlopen op IB. Het merkwaardige gedrag van
helium II  heeft n l. geleid to t een macroscopisch beeld, waarmee
(voorlopig) q u a lita tie f  deze eigenschappen te begrijpen zijn .
Vermelden wij d it eerst, dan wordt het overzicht samenhangender
en duidelijker. Dit beeld, dat men zich gemaakt heeft, is  het
z. g. twee-fluida model, waarin men helium II opvat als een meng
sel van twee fluida, waarvan het ene normale vloeistofeigenschap-
pen heeft, terw ijl het andere daarentegen geen viscosite it en en
tropie bezit. De dichtheidsverhouding van de beide fluida is  dan
een één-éénduidige functie van de temperatuur en wel zodanig, dat
de concentratie van het normale fluidum, x, ongeveer verloopt
volgens * = (7/Ta )®. Dit beeld le id t to t de volgende eigenschap
pen van de vloeistof helium II.
a. Bij de bepaling van de v iscos i te i t  met de methode van de s lin 
gerende sch ijf zal alleen het normale fluidum to t de to tale v is
c o s ite it bijdragen. De gemeten demping is  dan n ie t evenredig met
t) , de v iscosite it van het normale fluidum, doch met xr^, hetgeen
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zeer snel met afnemende temperatuur afneemt. Bepalen wij daaren
tegen de v is c o s i te i t  door de v lo e is to f onder invloed van een
drukverschil door een nauwe c a p illa ir  te  laten stromen, dan zal
het to ta le  transport voornamelijk door het superfluidum veroor
zaakt zijn  en wij meten -q = 0.
b. Rij d it  la a ts te  experiment zal aan de zijde van de hoge druk
een vergroting van de re la tieve concentratie * van het normale
fluidum plaatsvinden, aan de andere zijde van de c a p illa ir  zal
het binnenstromende superfluidum x verlagen. Dit impliceert een
temperatuursverhoging resp. verlaging aan de hoge resp. lage
drukzijde, hetgeen aequivalent is  met een warmteontwikkeling
resp. opname. Dit is  het z.g. mechanocalorisch e f fec t .
c. Brengt en houdt men de volumina aan beide zij.den van de capil
la ir  op een verschillende temperatuur, wat dus tevens is  een ver
schillende concentratie van elk van de flu ida, dan zal er een
stroming van beide fluida willen optreden in tegengestelde rich
ting om d it verschil te  nivelleren. Het superfluidum zal ongehin
derd kunnen stromen, het visceuse normale fluidum daarentegen
zeer langzaam. Het gevolg is  dat het superfluidum een toenemend
hydrostatisch drukverschil opbouwt, dat het streven naar n ivel
lering tegenwerkt en tenslo tte  compenseert. Het stromen van het
normale fluidum zal steeds blijven doorgaan, zelfs door d it druk
verschil wat geactiveerd. In de u ite indelijke  stationnaire toe
stand zal dus toch het superfluidum een weinig kunnen blijven
stromen, n l. zoveel a ls  nodig is  om het "weggelekte" normale
fluidum te vervangen. Dit verschijnsel van een drukverschil ten
gevolge van een temperatuurverschil is  het z.g. fon te ine ffec t.
d. Het vorige experiment kunnen wij ook a ls  volgt bezien. Wij
hebben een s itu a tie  met een constant temperatuurverschil door
voortdurend energie aan de hoge zijde toe te  voeren, welke dus
wordt afgevoerd door het wegstromende normale fluidum, of wel no
dig is  om het aanstromende superfluidum weer om te zetten in nor
maal fluidum. Men kan dus spreken van een warmtegeleiding, die
ten gevolge van de bijzondere interne processen abnormaal veel

.groter is  dan bij gewone vloeistoffen.
e. Behalve de mogelijkheid om dichtheidsvariaties in de vloeistof
op te wekken en voort te laten planten (het gewone geluid), kan
men zich analoge dichtheidsvariaties in het normale fluidum den
ken, waarbij de dichtheid van de to ta le  v loeisto f constant kan
blijven, indien het superfluidum tegengestelde v a ria ties  onder
gaat. De opwekking en voortp lanting van zulke concen tra tie-
v a ria tie s  is  inderdaad experimenteel realiseerbaar en is  in de
litte ra tu u r bekend als "second sound'.
f. Wanneer een oppervlak in contact gebracht wordt met helium II,
wordt d it  gehele oppervlak bedekt met een dikke fi lm ,  die zeer
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beweeglijk is  en tengevolge van een druk of temperatuurverschil
langs het oppervlak kan kruipen. Het is  ook hier het superfluïde
deel van de film, dat voor de grote beweeglijkheid verantwoorde
l i jk  is .

De verschijnselen genoemd onder a -  d zullen d irect en indi
rec t vele malen in d i t  p ro e fsch rift te r  sprake komen; de ver
schijnselen onder e en f daarentegen worden verder geheel onbe
sproken gelaten.

14



IB. DE THEORETISCHE AANPAK VAN HELIUM I I

In le id in g
In de vele  pogingen om te  geraken to t  een v e rk la rin g  o f be

sch rijv in g  van de merkwaardige eigenschappen van helium I I ,  z ijn
-  ondanks de gevaren d ie  schem atisering  v e e la l o p lev e rt -  twee
lijn e n  te  onderkennen, te  weten de l i j n  der atomaire en k in e t i 
sche theo rieën  (de "microscopische l i j n " ) ,  d ie  vaak le id en  to t
een tw ee-flu ida  beeld; en de l i j n  der ("m acroscopische") theo 
rieën , die, uitgaande van een tw ee-flu ida model, op thermodynami-
sche en/of phenomenologische basis  gefundeerd z ijn . Men zou -  met
enige r e s t r i c t i e  -  ook kunnen zeggen: de l i j n  der theo rieën  d ie
de v e rsch ijn se len  in  helium I I  w illen  verk laren  en de l i j n  der
theorieën, die deze verschijnselen  w illen beschrijven.

Wij s te l le n  ons voor, onder la  en b a l l e r e e r s t  in  een k o r t
o v e rz ich t deze l i jn e n  nader aan te  geven, w aarbij wij voorb ij
gaan aan la te re  bijdragen, die zich speciaal toeleggen op gebie
den die geheel buiten  het onze liggen. Dit overz ich t kan opgevat
worden a ls  een in le id in g  op 2: aangezien n l. de form ulering van
Gorter h e t uitgangspunt vormt van de onderzoekingen, beschreven
in d i t  p ro e fsc h rif t , gaan wij hierop u itg e b re id e r in , alsmede op
de samenhang hiervan met andere formuleringen.

1. Algemeen o v e rz ic h t

la: de "microscopische lijn " .  Als beginpunt van de microscopische
l i j n  in  de theorieën  van helium I I  zouden wij kunnen beschouwen
h e t j a a r  1923, toen Bennewitz en S imon 23,1 (B e r l i jn )  een be
lan g rijk e  nulpuntsenergie aan helium wilden toekennen, om daarmee
de afw ijkingen van de Trouton r e la t i e ,  d ie  helium vertoonde, te
kunnen v e rk la ren . Ook la te r e  experim enten le id e n  t o t  dezelfde
conclusie ( S imon 34•*, Oxford).

Na de berekeningen over de k r i s t a l s t r u c tu u r  van helium van
F . London 36,1 (Oxford) en h e t beeld  van orde en war, geopperd
door Fröhlich 37,1 (Leiden), is  een belangrijke stap  verder gedaan
door F . London 38,4 (P a r i js )  in  April 1938. Volgens London i s  de
A-overgang een consequentie van de Bose-Einstein s ta t i s t ie k ,  die
immers een "condensatie" in  de im pulsruim te im p lic e e rt b ij een
welgedefiniëerde temperatuur T . Hoewel de exacte behandeling van
een B Ê -vloeistof to t  nu toe nog n ie t  m ogelijk bleek, leveren de
berekeningen aan een BE-gas minder m oeilijkheden op. In November
1938 w erkt L ondon 38■8 d i t  nader u i t  v a n u it  Duke U n iv e rs ity
(U.S. A.).
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Afgezien van a lle  dé ta ils  en verdere mogelijkheden, le id t de
conceptie van de Bose-Einstein condensatie in helium beneden T.
to t een ruim telijk mengsel van twee subverzamelingen, die in de
impulsruimte sterk gescheiden zijn . Hiervan heeft de ene normale
vloeistofeigenschappen, de andere daarentegen bezit geen entropie
en v is c o s ite i t .  Het was T i s z a  38»5 (P a rijs ) , die in Mei 1938
hierop de aandacht vestigde en l i e t  zien, dat alleen met d it
gegeven de bekende verschijnselen in helium II qualita tief reeds
beschreven zouden kunnen worden. Hier l ig t  het begin van de twee
de l i jn  in de helium theorie'öi nl. de macroscopische beschrijving
van de verschijnselen, uitgaande van een twee-fluida model. Hier
bij bekommert men zich n ie t om de theoretische fundering van d it
model, maar s te l t  zich ten doel, door aan beide fluida passende
macroscopische eigenschappen toe te  kennen, een adequate be
schrijving van de waargenomen verschijnselen te geven. Men zou de
verhouding tussen d it twee-fluida model en de microscopische the
orie, die d it moet funderen, kunnen vergelijken met de model theo
r ie  van het atoom (1913) en de quantummechanische fundering, die
ten slo tte  in 1926 eèn bevredigende vorm kreeg. Wij willen deze
tweede l i jn  la te r  verder vervolgen (lb) en nu de historische gang
in de eerste l i jn  weer opnemen.

Na 1938 gaan Bi j l , De Boer en Michels  41,1 op het beeld van de
BE-condensatie verder en trachten de vloeistoftoestand vanuit de
gastoestand te benaderen door extra energieën aan de moleculen
toe te kennen.

Eveneens in 1941 verschijnt het artikel van Landau 41,3 (Mos
kou), dat van een geheel andere kant het probleem aanpakt. Bij
T = 0°K is  helium een n ie t viscèuse vloeistof, waarin bij toene
mende T gequantiseerde longitudinale tr illin g e n , de phononen,
kunnen ontstaan, en bij hogere T ook gequantiseerde wervelbewe-
gingen, de rotonèn. Ook h ier resu lteert de theorie in een twee-
fluida model, al wordt de zienswijze van Ti sza  geheel verworpen.
De overige eigenschappen van helium II  volgen verder eveneens
q u a lita tie f. Tenslotte wordt een systeem van macroscopische hy-
drodynamische bewegingsvergelijkingen opgebouwd u it  het ontwik
kelde microscopische mechanisme. Verdere uitwerkingen en w ijzi
gingen (vooral met betrekking to t de rotonen) volgen in de vol
gende jaren 44,1 * 47*6i 49»5.

In 1952 geeft Kramers S2»7 (Leiden) "Some reflections about
phonons and rotons", waarin een fraai formalisme ontwikkeld wordt
voor veralgemeende phononen en rotonen, de z. g. excitonen, dat
eveneens de bekende thermodynamische heliumformules to t resultaat
heeft.

In 1952-53 wordt door Kroni g  en Thellung 5 2 ,8 s 53>2i S 3 «3

(Delft) het idee van Landau nog eens geheel opnieuw en streng op
gebouwd, zodat een beter inzich t in de conceptie van phpnonen
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verkregen wordt. Ook het formalisme van Kramers wordt nog geper-
fectionneerd.

In .1953-54 i s  h e t woord aan F eynman S3,5: 54 • 2 (Pasadena,
U .S .A.) ,  d ie  b e rek en t, d a t ondanks de g ro te re  in te ra to m a ire
krachten, de v lo e is to f  helium I I  een overgang vertoon t overeen
komstig de overgang in een ideaal BE-gas. Voorts wordt een analy
se gegeven van de mogelijke e x c ita t ie s  b ij T = 0°K, waarbij ech
t e r  de beschouwingen en verk la ringen  voornam elijk q u a l i t a t i e f
z ijn . Dit l a a t s te  g e ld t ook voor een derde a r t ik e l ,  waarin h e t
gebied 0 < T < beschreven wordt. T enslo tte  v e rsc h ijn t nog een
samenvattend overzich t 54,4, waar ook de q u a n tisa tie  van wervels
u itgew erk t i s  alsmede de m ogelijke consequen ties h iervan  voor
vloeibaar helium I I .

lb . De macroscopische li jn.  Zoals wij zagen ( la )  begin t de ma
croscopische l i j n  in de theorieën van helium II  in  1938 b ij T isza

38,5 met de formulering van de tw ee-flu ida hypothese: de hypothe
se dus, dat helium I I  opgevat kan worden a ls  een mengsel van twee
flu ida , waarvan het ene normale vloeistofeigenschappen h eeft, het
andere ech ter geen v is c o s i te i t  en en trop ie  b e z it. De mogelijkhe
den, die deze wijze van beschrijven b ied t en de berekeningen, die
hiermee uitgevoerd z ijn  en to t  "bruikbare" (= v e rif iëe rb a re ) fo r
muleringen hebben ge le id , hebben h e t tw ee-flu id a  model gemaakt
to t  een onmisbaar hulpmiddel b ij he t onderzoek van v loeibaar he
lium. Hierdoor h e e ft men n l . een m ogelijkheid de re s u lta te n  op
vaak ov erz ich te lijk e  wijze -  en in elk geval meer o v e rz ich te lijk e
w ijze dan anders h e t geval geweest ware -  te  beschrijven  en te
h an te ren . Bovendien in sp ire re n  deze r e s u l ta te n  omgekeerd ook
veelal to t  he t aanbrengen van een verdere u itb re id in g  ofwel ver
beteringen aan d i t  model. Men b l i j f t  zich h ie rb ij bewust, dat a f
wezigheid van de d iepere fundering van h e t tw ee-flu ida model en
in het bijzonder van de aan elk der f lu id a  toagekende macroscopi
sche eigenschappen, onbevredigend i s .

Op grond van T i s z a ’s form ulering in Mei 1938 le id t  in October
1938 H.London 38,6 (B ris to l)  z ijn  formule van h e t fo n te in e ffe c t
af:

dp - pSdT ,

welke a fle id in g  in 1939 nader uitgewerkt wordt 39,3 op een wijze,
analoog aan Thomson’ s a fle id in g  voor de formules van de thermo-
e l e c t r i c i t e i t .  Hierop zu llen  wij nog nader terugkomen (IB; 2a).
Tevens i s  d i t  de e e rs te  q u a n tita tie v e  en v e r if ie e rb a re  r e l a t i e
tussen  m eetbare grootheden welke u i t  h e t tw ee -flu id a  model i s
afgeleid .

In 1940 en algemener in 1947 gaat Tisz a  40*3* 47»5 (Cambridge,
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U .S .A .) nog een s ta p  te ru g  in  de m acroscopische l i j n .  Er worden
v ie r  e ise n  o p g es te ld  waaraan een q u a n tu m vlo e is to f (c .q . helium )
moet vo ldoen , waarna betoogd w ordt, d a t h i e r u i t  e n e r z i jd s  een
tw e e -f lu id a  model v o lg t  en d a t a n d e rz ijd s  b .v . een B E -v lo e is to f
aan de v ie r  e isen  vo ldoet. Ook T isza komt to t  de vermelde formule
van h e t fo n te in e f fe c t ,  maar o n d e r s te l t  b i j  de a f le id in g , b u iten
de verw aarloosbaarheid  van de e n tro p ie  van h e t superfluidum , ook
de afw ezigheid  van een norm ale s o o r te l i jk e  warmte. D it l a a t s t e
im p lic e e r t  tev en s de veel g eb ru ik te  r e l a t i e :  x  = S / S Eveneens
worden m acroscopische bew egingsvergelijk ingen a fg e le id , d ie  ech
t e r  weinig o v e rz ic h te l i jk  z i jn .

Ook de re e d s  e e rd e r  genoemde v e rg e li jk in g e n  van Landau 41,3
zouden h ie r  vermeld kunnen worden.

F .L ondon en Z i l s e l  48>3 geven een bew eg in g sv erg e lijk in g  voor
h e t  su p erflu id u m , d ie  in  s t a t io n n a i r e  to e s ta n d  de form ule van
H.London o p lev e rt; en v o o rts  de behoudswetten, d ie  voor helium I I
een wat a p a r te  vorm k r i jg e n .  U it deze v e rg e l i jk in g e n  i s  a f  te
le id en , d a t de warmtestroom evenredig i s  met h e t d rukversch il (de
reg e l van Allen en Re ek ie ) ,  hetgeen e c h te r  n ie t  a fg e le id  wordt,
alsook  met h e t  te m p e ra tu u rv e rsc h il, hetgeen  wel a fg e le id  wordt.
Daar onder d iv e rse  omstandigheden (w ijde sp le te n  en g ro te  g ra d i
ën ten) deze l a a t s t e  evenredigheid  experim enteel n i e t  meer gerea
l is e e rd  i s ,  werd ook g e tra ch t h iervan  een formele b e sc h rijv in g  te
geven, hetgeen ec h te r  n ie t  verder u itgew erk t w ordt.'

In d i t  o p z ich t i s  de fo rm ulering  van Gorter en Wellink 4 8 ,4!
49,1 (L e id en ) v ee l d u id e l i jk e r .  Voor e lk  van de f lu id a  i s  een
a p a r te  b ew eg in g sv e rg e lijk in g  o p gesch reven ,^hetgeen  meer symme
t r i s c h  en o v e r z i c h t e l i j k  i s ,  t e r w i j l  ook h ie r in  de op tredende
krach ten  gevormd worden door de d ruk g rad iën t, de tem peratuurgra-
d ië 'n t en de P o i s e u i l l e  k r a c h t .  Maar bovendien i s  een nieuw e
k ra c h t o n d e rs te ld , t.w . een w ederkerige w rijv in g  tu ssen  super
fluidum  en normaal fluidum , d ie  snel zou moeten toenemen met de
r e la t i e v e  s n e lh e id . Deze k ra c h t wordt v e ran tw o o rd e lijk  gedacht
voor de afw ijkingen van de o o rsp ro n k e lijk e  l in e a i r e  r e la t i e s  a l s 
mede van andere waargenomen v e rsch ijn se len , d ie  suggereerden d a t
onder d iv e rs e  om standigheden aan de s u p e r f l u id i t e i t  toch  en ige
beperking wordt opgelegd. E chter wordt de l in e a i r e  r e l a t i e  tu ssen
warmtestroom en d rukgrad iën t h ierd o o r n ie t  gew ijzigd. Op de bewe
g in g s v e rg e li jk in g e n  komen wij n ad e r te ru g , alsm ede op de v e le
co n seq u en ties , d ie  de hypothese van de w ederkerige w rijv in g  met
zich  meebrengt (c f .  IB; 2b).

Band en Meyer 47 ,4j  49,3 (Chicago) trach ten  dezelfde  a fw ijk in 
gen van de "ware s u p e r f lu id i te i t "  t e  verk la ren  door aan te  nemen,
d a t de om zetting : normaal fluidum ■«—••superfluidum , n ie t  oneind ig
snel p la a ts  v in d t en voeren h ie r to e  een r e la x a t i e t i jd  in .
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Eveneens in 1949 betoogt Gorter  49*2, dat de formule van het
fonteineffect van H ,L ondon slechts ju is t  is , indien de impliciet
aangenomen veronderstelling van a d d itiv ite it  van de entropieën
van de beide fluida ju is t  is . In het algemene geval echter zal de
formule de vorm krijgen:

dp =

Met behulp van de thermodynamica der irreversibele processen ver
krijgen De Groot, J ansen en Mazur 50,4 (Utrecht) dezelfde formu
le. Ook Usux 51,1 (Tokio) komt to t d it resultaat.

P r ig o g in e  en Mazur 51,2 (Brussel) kunnen op grond van de z.g.
inhibitie-hypothese  (d .i. de onderstelling, dat de beide fluida
een n ie t verwaarloosbare, doch overigens zwakke wisselwerking
vertonen) eveneens de beide bewegingsvergelijkingen van Gorter

afleiden.

2. Nadere beschouwingen

2a. De formule vgn he t  f o n t e i n e f f e c t . Daar de a fle id in g  van
Gorter 49,2 alsook die van L ondon 39,3 voor de formule van het
fonteineffect "analoog zijn  aan Thomson’ s  afleiding van de for
mule voor de therm oëlectriciteit", terw ijl beiden toch to t een
ander resu ltaa t leiden, l i jk t  het wenselijk de drie afleidingen
nog eens naast elkaar te geven.

a »

T, ■fc
PI

vp

PI

t  i

F igu ur  1
De kr in g p ro c e ss e n  van Thomson ( t h e r m o ë l e c t r i c i t e i t ) ,

h . London (hel ium I I )  en gorter (hel ium XI)
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a )  Thomson beschouwt een keten die u i t  twee metalen bestaat,
waarvan de twee 1 asplaatsen op verschillende temperatuur Tx en T2
gehouden worden, tengevolge waarvan een potentiaal verschil tus
sen deze twee plaatsen on ts taa t, afhankelijk van ?'x en T2 (f ig .
la ). Laten wij nu een electrische stroom door d it  c irc u it lopen,
dan vindt er op de 1 asplaatsen een warmteontwikkeling (-opname)
p la a ts  (7tj 2) en een van de stroomrichting afhankelijke warmte
ontwikkeling (gekarakteriseerd door de coëfficiënten cra en <rb),
buiten de (van de stroomrichting onafhankelijke) Joule warmte.

(3) London beschouwt een met helium II  gevuld c ircu it, bestaan
de u i t  twee vaatjes verbonden door een c a p illa ir  en een "buiten
leiding" (fig . lb ). Het vaatje 1 heeft een (gefixeerde) tempera
tuur T j en een druk p x, het volume 2 een temperatuur T2, te rw ijl
de druk p h ie r  bepaald is  door T , p x en T Verplaatsen wij nu
reversibel een hoeveelheid van u cm3 helium van 1 naar 2 v ia  de
c a p illa ir  en weer terug (eveneens reversibel) via de bu iten lei
ding, dan o n ts taa t een warmteontwikkeling (-opname) aan de u i t 
einden van de c a p i lla ir  (het mechanocalorisch effectQ* ), te r 
w ijl onderweg te r  aanpassing aan de p la a ts e l i jk e  temperatuur

warmte opgenomen en afgestaan moet worden bepaald door ƒ 2udT en
T,

ƒ 1pcudT .

y) Gorter beschouwt •eveneens twee volumina verbonden door een
c a p illa ir  en gevuld met helium II  (fig . lc ). Door zich d irec t te
baseren op de twee-fluida hypothese, kan men zich, op het moment
dat een temperatuurverschil aangelegd wordt tussen 1 en 2 (met T
< T2, maar met behoud van p x = p ) de "d iffusie  krachten", die het
normale fluidum naar links en het superfluidum naar rechts willen
verplaatsen, gecompenseerd denken door de fic tiev e  volumekrachten
K_ en K. met K = -  K . Door deze krachten nu een hoeveelheid vann s n s
m gram helium te  doen verplaatsen kan men zich weer een kring
proces ontstaan denken langs de aangegeven weg, waarbij nu dus de
heen en terugweg binnen de c a p illa ir  vallen, terw ijl geen "zicht
baar" tra n sp o rt op treed t. Aan de u ite inden  van de c a p i l la i r
k r i jg t  men weer een warmteontwikkeling (-opname) Q1 (d. i .  de
warmte, nodig om m gram normaal fluidum in m gram superfluidum om
te zetten (resp. omgekeerd), hetgeen dus n ie t  is  Q* , het mecha
nocalorisch e ffec t) . Bovendien is ,  teneinde de temperatuurverde
ling  in de c a p i l la ir  in stand te  houden, een hoeveelheid warmte

T T
ƒ 2q(T)dT nod ig  (hetgeen  n ie t  i s  de ƒ 2\i(T)dT van London) .

r i

Zoals men weet i s  de gebruikelijke weg nu verder om de eerste
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en tweede hoofdwet van de thermodynamica op te  sch rijv en voor de
beschreven processen . Deze worden nu:
a )  T h o m s o n :

le  hoofdwet: $ 12
T

+ n i ~ + ƒ 2 < < V a . ) d r -  0
' l

2e hoofdwet: ƒ »  o
T T T T1 2 1 1

D if f e r e n t ia t ie  naar T 2 l e v e r t  op:

d $ 12  7C

dT  "  T
( c d )

T  r f 2 $ i 2C T ,-a  = I  ------- —
6 a  dj2 ( a 2 )

P) L o n d o n :

le  hoofdwet: -  ƒ  2'

Ti

9  T
u dT + -  Q2 * ƒ  2 (p . -  puc)dT  =

‘ x
0

2e hoofdwet:
T T T T' l  * 2  *1 *

D if f e r e n t ia t ie  naar T2 le v e r t  op:

£5
. 

1

H ( P l >

m 9  r Q*^ „ d(udp)
H puc = -  T q7 ( t  )  -  -  T dT2 (P2)

y )  Go r t e r :

le  hoofdwet: m ƒ  2

T i
ï n % m r J T * ■ j f r ’  ‘f f - °

2e hoofdwet: <?2 rT2 q c n  j t—  + m J 2 2-=- dT = o
T T T T1 2 ' l

D if f e re n t ia t ie  naar T2 le v e r t  op:

»! d p

P dT = T ( y d

mq m T — (Y2)

(N .B . Q ft Q ; q £  |i,).
Wij zien  dus, hoe de thermospanning gekoppeld i s  aan de groot

he id  7C, h e t fo n te in e f fe c t  aan de groo theid  Q*/u re sp . pxQ/m. Ten-
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einde verder te  komen moeten wij ons dus,afvragen, hoe groot Q
en Q z ijn ; er i s  dan geen verdere p a ra l le l  meer met de a fle id in g
v o lg en s  Thomson.

H iertoe z ijn  twee wegen te  volgen: London maakt gebruik van de
v erg e lijk in g  (p2) en moet daartoe een aanname maken over de s tro 
ming in de c a p i l l a i r .  Gorter bepaalt h e t warm teëffect Q d ire c t ,
onafhankelijk  van de v e rg e lijk in g  (y2) en neemt daarbij, a^n. dat
de processen een veranderende waarde van x opleveren en een ander
punt op de S-kromme. Of met andere woorden: London b ep aa lt de
warmteëffecten in  de volumina 1 en 2 ind irect, door de analyse van
hetgeen zich e r buiten a fsp e e lt, hetgeen in verband met de ee rs te
en tweede hoofdwet m ogelijk is ;  Gorter bepaalt deze effec ten  d i
r e c t  in  de volum ina z e l f .  Wij kunnen nu zowel h e t u itw end ig
kringproces van London (leidende to t  (|31) en (p2)) a ls  h e t in 
wendig k ringproces van Gorter (le idende to t  (y l) en (y2)> beiden
volgens London en volgens Gorter verder uitw erken. Wij k r ijg e n
dan v ie r  a fle id in g en , d ie  wij zu llen  aangeven resp . met LL, LG,
GL Gil GG.
LL: het uitwendig kringproces volgens London. Wij voeren h e t
tw ee-flu ida model in - ( to t  nu toe was d i t  b ij he t uitwendig kring
proces n ie t  nodig) en denken ons de c a p i l la i r  zo nauw, dat a lleen
h e t superfluidum h ie r  doorheen kan stromen. Volgens London bete
kent d i t ,  dat b ij verwaarloosbare so o rte lijk e  warmte van d i t  f lu -
idum, n, = 0 gesteld  kan worden, waardoor (02) le id t  to t:

GG: het inwendig kringproces volgens Gorter. Het verband tussen Q
en S wordt verkregen door te  bedenken, dat Q de hoeveelheid warm
te  is ,  nodig om h e t m gram superfluidum, dat in 1 aankomt, om te
z e tte n  in  m gram normaal fluidum, welke hoeveelheid j u i s t  weg-
stroorat. Hierdoor is  de oorspronkelijke s i tu a t ie  h e rs te ld . Veron
d e r s te l le n  wij M gram helium  in  1 aanwezig en zorgen wij da t
m «  M, waardoor de omzetting-nagenoeg b ij dezelfde tem peratuur
p la a ts  v ind t, dan zal dus

_ ^ r=  ƒ  dl = f*S .

Dit geeft met (,p 1) he t bekende re su lta a t:

(LL1)

Q = T |^§] Q = mT
dx  T M3x T

Hierdoor wordt de formule van he t fon te ineffec t:

(GG1)
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(GG2)

In d i t  geval vinden wij dus ook nog met (y2):

9  2S
q * r  9*9F

GL: h e t inwendig kringproces volgens London. W ij'gaan dus u i t  van
( y 2 ); de w a rm teë ffec ten  in  de c a p i l l a i r  z i j n  h e t  opnemen van
en erg ie  door h e t  normale fluidum  en h e t  a fs ta a n  van en e rg ie  door
h e t superfluidum , welke l a a t s t e  b ijd rag e  dus weer verw aarloosbaar
o n d e rs te ld  w ordt. H ierdoor i s  q = cn (de s o o r te l i jk e  warmte van
h e t normale fluidum ) en (y2) geeft:

Q
T

nc
dT  -  S

waarmee Sn g ed e fin iëe rd  i s ,  waarop wij nog terugkomen. D it g ee ft
dan met (y l) :

dp
dT (GL1)

LG: h e t  u itw en d ig  kringproces vo lgens  Gorter. Op an aloge w ijz e
a ls  onder GG i s  aangegeven vinden wij:

-  Q* = T  8* = T  ê P ) , ,  ^'9 *  '  T N9x  '  T M

en d i t  i s -  < ? • . | f ) r .

H ierdoor wordt <pI): i  " <“ f e r (LGl)

en ((32) JL _ c = T -Q -(x — )pu 9 7 ^  9 * ' • (LG2)

Sam envattende z ien  wij dus, d a t Go r ter ’ s bereken ing  voor b e id e
kringprocessen to t  h e tze lfd e  r e s u lta a t  l e i d t ,  London’s  w ijze ech
t e r  s le c h ts  in d ien  xS = S, d. i .  in d ien  de en tro p ieën  van beide
f lu id a  a d d i t ie f  z i jn  en 5  = 0 .  In  d a t geval z i jn  dus de p a r t i ë le
m olaire en trop ieëh  (g ed efin iëe rd  volgens S -  «S + (1 -  x)(9S/9x);
*S# = S  — x(9S/9x)) g e l i jk  aan de m olaire  en trop ieën  (g ed efin iëe rd
volgens Sn = 5^ = *S(x=0. ) .  Deze a d d i t i v i t e i t  i s  bovendien
de n o o d za k e lijk e  voorwaarde voor de o n d e rlin g e  overeenstem m ing
van de formules van L ondon en Gorter! Immers dan i s  x(dS/dx) = 5 .
Uitgaande van de gelijkw aard igheid  van beide kringprocessen , zou
den wij concluderen, d a t London dus de a d d i t i v i t e i t  van en tro p ie -
en in tro d u c e e rt, te rw ij l  Go r ter ’s  formule deze beperking n ie t  zou
nodig hebben. Nu i s  e r  s le c h ts  één o n d e r s te ll in g  in  de a f le id in g
LL gemaakt n l .  [i, * 0. Volgens (LG2) im p lic e e r t d i t  overigens d i-
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r e e t  al da t S = x(dS/dx). De vraag i s  of he t physisch d u id e lijk
i s ,  d a t deze o n d e rs te l l in g  de a d d i t i v i t e i t  (o f, in  een andere
ta a l ,  de afwezigheid van mengentropie) inhoudt. Wij z ijn  geneigd
deze vraag p o s i t i e f  te  beantwoorden. Immers, a ls  ve ronderste ld
wordt, da t geen energie toe of afgevoerd moet worden in de c a p il
l a i r ,  wanneer he t superfluidum van een p laa ts  met lage concentra
t i e  normaal fluidum  naar een p la a ts  van hoge c o n c e n tra tie  ge
bracht wordt, im pliceert d i t ,  dat een eventuele mengentropie n ie t
van de co n c en tra tie , dus n ie t  van de tem peratuur afhangt en dus
nul i s .

Wij hebben zo een s lu itend  betoog verkregen. Volgens d i t  i s  de
formule van het fon te ineffec t:

dp dS
dT = px 'dx ’

hetgeen voor S = <x(p,T)x reduceert to t:

dp
d f p S .

( 1 )

( 2)

Deze la a ts te  formule i s  ook d ire c te r  af te  leidejj, indien wij in
de a fle id in g  al eerder de bijzondere vorm van 5  (ex p lic ie t of im
p l ic ie t ! )  gebruiken.

Ook Tisza 47,5 l e id t  London’s formule af, maar k ie s t  een zoda
n ig  p roces, d a t de b i j  voorwaarde 5  = a(p)x nodig i s ,  hetgeen
dus een g ro tere  beperking inhoudt dan wij nu vinden. Door een ge
sc h ik te re  keuze van het proces had echter a lleen  gebruik gemaakt
behoeven te  worden van de gelijkhe id  van de thermodynamische po
te n t ia a l  aan w eersz ijden  van de c a p i l l a i r  ( c f .  b .v . f ig .  lc )
(waarvoor s le c h ts  de co n d itie  Ss = 0 noodzakelijk i s ) ,  waardoor
deze beperking n ie t  opgetreden zou z ijn .

Wij hebben één en ander nog eens g e ïllu s tre e rd  in f ig . 2. Fig.
2a g ee ft S(x) b ij  bepaalde TQ, f ig . 2b geeft S(T,x) te rw ij l  in
f ig .  2c, door s u b s t i tu t ie  van de evenwichtswaarde * = x(T) , i s
gegeven S(T ,x (T)) , de waarde van S, indien x en T in evenwicht
z ijn .

T enslo tte  z ij  ko rt weergegeven de bevestiging van Gorter’s for-c o 4mule door* de berekeningen van De Groot, Jansen en Mazur • op
basis  van de "thermodynamica der irre v e rs ib e le  processen". Zoals
bekend is ,  i s  de r e la t ie  van Thomson door deze 'thermodynamica ge-
v e r if ië e rd  en i s  de q u asi-s ta tisch e  behandeling van het probleem
hiermee gerechtvaardigd. In wezen i s  d i t ,  omdat het l in k e r lid  van
de tweede hoofdwet (z ie  boven) n ie t  anders i s  dan het v ersch il
van twee phenomenologische coëffic iën ten  L 12 en L 21, dat volgens
de Onsager r e l a t i e s  nul i s .  Het verwondert dan ook n ie t ,  da t de
r e la t i e  udp/dT -  ~ (Q /T) u i t  analoge thermodynamische behandeling
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b : S (T.x)

F i g u u r  2
S c h e m a t i s c h e  v o o rs te ll in g  van de en tro p ie  5 a ls  fu n c tie

van T  en x:  a. S[T0 t*J; b. S[T, x]; c. S[T, « (T )].

v o lg t. Op grond van de o n d ers te llin g en , d a t e r geen normaal f lu i -
dum door de c a p i l l a i r  stroom t en d a t de " re a c t ie " :  normaal f l u i -
dum «-* superfluidum , oneindig  snel p la a ts  v in d t, i s  de berekening
m ogelijk d ie  Q* aan S k o p p elt. D it g ee ft -Q*/puT= S - S s , waardoor
ook h ie r  r e s u l te e r t ,  d a t dp/dT = px(3S/9x).

2b. De bewegingsvergelijkingen. Tot ”nu to e  kennen wij in  helium
I I  dus a ls  b e lan g rijk e  "krachten": de grad iën ten  van druk en tem
p era tu u r, alsmede de P o i s e u i l l e  k ra ch t, d ie  wij voor h e t super
fluidum s teed s  verw aarloosbaar v e ro n d e rs te lle n . S te lle n  wij voor
elk  der f lu id a  een bew egingsvergelijk ing  op, dan v e rk rijg e n  deze
de volgende vorm voor h e t superfluidum  resp . normaal fluidum:

p — = -  —£■ gradp + 5*gradT (3)
s dt  p p

p —̂  = -  —  gradp — 5*gradT + ti (V2 vn + ^  grad divvn )
" dt  p p 3 (4 )

H ie rin  i s  <S* een g roo the id  met de dim ensie van en tro p ie /g ram  en
V2 de Laplace o p e ra to r. In deze v e rg e li jk in g  accentueren de e e r
s te  termen van h e t r e c h t e r l i d  nog eens de o n afh an k elijk h e id  van
de beide f lu id a .  De tweede termen, d ie  op h e t teken na d eze lfd e
gedaante moeten b e z it te n  i.v .m . h e t  k a ra k te r  van deze d i f f u s ie -
term, maken op grond van symmetrie en dimensie overwegingen reeds
een d e rg e lijk e  vorm noodzakelijk . Bovendien i s  (3) met h e t l in k e r -
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l id  = O geste ld  (s ta tio n n a ire  toestand, c f. appendix 1) n ie t  an
ders dan

gradp = pnS*gradT , (5)

hetgeen dus i s  een formule voor h e t fo n te in e f fe c t ,  d ie  zo S*
eventueel nader bepaalt. Voor S* = (p/pn)*S i s  (5) de formule van
H.London, te rw ijl (5) met S* = (dS/dx) de formule van Gorter ople
v e r t . Volgens de thermodynamica der ir re v e rs ib e le  processen (cf.
IB; 2a) ge ld t dus 5* * -pQ*/pnT (Q* = Q* per gram). Voorts v o lg t
door o p te llin g  van (3) en (4) in s ta tio n n a ire  toestand de Navier-
Stokes v e rg e lijk in g  voor het normale fluidum:

gradp = ^ ( v X  + |  grad d iw n) ,

hetgeen voor divvn = 0 (cf. appendix 1) im pliceert:

v = -  —  gradp . (6)
"  %

H ierin i s  B' een evenred i^ ieidsfacto r, afhankelijk van nadere geo
m etrische  gegevens êh v de gemiddelde waarde van vn over een
doorsnede, loodrecht op de stroom richting.

Denken wij ons een sp le e t o f c a p i l l a i r ,  dan v e rp la a ts t  zich
ten gevolge van gradp dus een hoeveelheid p v naar de lagedruk-
kant en derhalve (s ta tio n n a ire  toestand) een g e lijk e  hoeveelheid
p vs in tegengestelde ric h tin g . Het energ ietransport per eenheid
van doorsnede, w, da t hiermee correspondeert, zal dus evenredig
z ijn  met vn en wij s te lle n :

w = pnvnS**T . (7)

Deze 5** h ee ft dan dezelfde dimensie a ls  S* en i s  bovendien zowel
b ij  L ondon a ls  b ij Gorter (c f . IB; 2a) id en tiek  h ieraan  g e li jk .
Het i s  n ie t  u itgeslo ten , dat deze id e n t i t e i t  ook algemener geldig
i s .  Eenvoudigheidshalve la ten  wij he t onderscheid tussen 5 * en
5* dan ook verder varen.

Met (6) geeft (7) in  h e t geval van een s p le e t  met w ijd te  h
(c f . appendix 1)

h2p S*Tw -------- —------ gradp . (8)
12\

Dit i s  n ie t  anders dan de r e la t ie  van Allen en Re e k ie  (cf. IB ;lb ).
Met (5) wordt (8) voorts:

gradT -------— W (9)
h P 2T
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Nu b lijk t u it  de vele experimenten, in het bijzonder door Meyer
en Meelink 48,2 verrich t, dat de formule van het fonteineffect
een limietwaarde van dp/dT geeft voor nauwe spleten en n ie t te
grote gradiënten en dat voor wijde spleten en grote gradiënten
zeer belangrijke afwijkingen van deze waarde gevonden worden. Ge
heel analoge afwijkingen vertoont ook (9). Daarentegen behoudt
(8) experimenteel steeds zijn geldigheid. Mathematisch zou d it
betekenen dat (3) n ie t  steeds ju i s t  is ,  te rw ijl daarentegen
((3) + (4)) (de Navier-Stokes vergelijking) d it wel is . Wij zou
den dus de bewegingsvergelijkingen kunnen uitbreiden door aan (3)
een term_(-F) toe te voegen en aan (4) de term (+F). Definiëren
wij:

-F » — gradp -  ~?^n S*gradT , (10)
P P

dan zijn dus de experimentele resultaten formeel beschreven en
het probleem is  dus nu, de vorm en de physische achtergrond van F
te vinden.

Dit werd uitgewerkt door Gorter en Mellink 49»1. Mede op grond
van het fe it ,  dat deze term groot is  voor grote v en vg (wijde
spleten en grote gradiënten) veronderstelden z ij een "weder
kerige wrijving" tussen de beide f lu id a  van de gedaante F =
^mPn9s(Vs ~ vn)"> waarin op grond van bestaande gegevens t .a .v .
de warmtegeleiding, de waarde m = 3 aangenomen werd, met A3 = A.

De bewegingsvergelijkingen krijgen daardoor de vorm:

ps = ~ ~  gradp + ^— S*gradT -  Ap p (v -  vn) 3 (3 ')dt p p

p A ,  A  gradp -  A f” 5*gradr + Ap p (v -  v ) 3 +
« dt p p * n s n

+ T)n (V2vn +A grad divvn) (4')

Hierdoor worden (5) en (9):

gradp = pn«S*grad7’ -  Appn(xs -  \ )  3 (5 ')

gradT = — w - V
P3 p3 5*4 T3

(9 ')
h 2 p 2 S * 2 T

terwijl (6), (7) en (8) ongewijzigd blijven.
De wijze, waarop wij zo to t de formulering van de hypothese

van de wederkerige wrijving gekomen zijn, zou kunnen suggereren,
dat alleen de afwijkingen van (5) en (9) de aanleiding to t deze
hypothese vormden en deze ook rechtvaardigden. Dit is  echter n iet
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ju is t .  Enerzijds waren er meer wrijvingsverschijnselen (d .i. af
wijkingen van de sup erflu id ite it) bekend, die q u a lita tie f  door
een dergelijke onderstelling "begrepen" konden worden. Anderzijds
brengt deze hypothese vele nieuwe consequenties met zich mee, die
ook reëel moeten zijn  om zijn bestaan te rechtvaardigen.

Tot die bekende verschijnselen behoort zo b.v. het volgende
"re ta rd a tie -e ffec t" . Wanneer wij een fonteineffect "opbouwen",
d .i. wanneer wij aan het ene uiteinde van een spleet of cap illa ir
de temperatuur doen toenemen en zich dientengevolge een drukver
schil in s te lt, dan b lijk t, indien d it snel gebeurt, de waarde van
het fon te ineffec t achter te  blijven ten opzichte van de even-
wichtswaarde. Ook d it waargenomen verschijnsel (door Mellink re-
1axatieverschijnsel genoemd) is  in s tr ijd  met de "ware superflui
d ite it" , maar wordt begrepen met behulp van de onderstelling van
de wederkerige wrijving, die groot is  als het helium grote snel
heden opgedrongen wordt. Het zal blijken één van de belangrijkste
methoden te zijn  om deze hypothese ook quantitatief te onderzoe
ken.

Als voorbeeld van nog onbekende wrijvingsverschijnselen in
1949 noemen wij de experimenten met de oscillerende sch ijf te r
bepaling van de v iscosite it. Hierbij impliceert de existentie van
de A-kracht (waarmee wij kortheidshalve de hypothese van de we
derkerige wrijving aanduiden) dat bij grote uitwijkingen het lo-
garithmisch decrement 8 n ie t een constante waarde heeft, doch toe
moet nemen evenredig met (1 + fopsa2Auxp2) , waarin a de s traa l
van de sch ijf is , w de hoekfrequentie en cp0 de amplitude in radia-
len s0*7. Dit is  nagegaan door Smith so*8, doch er werd geen meet
bare wijziging van ö gevonden, hetgeen zou kunnen wijzen op lage
re A-waarden dan gemeten met behulp van (5 ') en (9 ') .  Ook in
Cambridge zijn analoge metingen uitgevoerd 50' 9i S2>1, alwaar ech
te r  het gezochte effect wel degelijk optrad. Numeriek leverden
deze voor T > 1,8°K dezelfde A-waarden op vergeleken met de waar
den gevonden met (5 ')  en (91), echter bij lagere temperaturen
veel hogere waarden. Hierop komen wij nog even terug onder opmer
king 8.

Tenslotte volgen nog enige opmerkingen over de bewegingsverge
lijk ingen  in het algemeen en de hypothese van de wederkerige
wrijving in het bijzonder.

a) Vcfór 1949 t r e f t  men algemeen de opvatting aan van het op
treden van een z.g. "c ritische  snelheid" in helium II . Beweegt
het superfluidum zich met een snelheid hoger dan deze critische
waarde voort, dan was de "ware superfluiditeit" verdwenen en tra 
den wrijvingsverschijnselen op. Tot een nadere qu&ntitatieve be
schrijving van deze wrijvingsverschijnselen kwam men niet.

De hypothese van een wederkerige wrijving, die verloopt met
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een derde macht van de relatieve snelheid, biedt nu de mogelijk
heid het beeld van de discontinu optredende wrijvingsverschijnse-
len te vervangen door dat van een continue beschrijving, aange
zien (tengevolge van de derde macht) de gebieden van een merkbare
en een onmerkbare wrijving dicht naast elkaar liggen. Het ver
sch il tussen onmeetbare wrijving en geen wrijving is  dan een
questie van meetnauwkeurigheid geworden. Een gevolg zou dan zijn,
dat de waarde van de "critisch e  snelheid" in het geval van de
continue wrijving af zou nemen bij toenemende meetnauwkeurigheid.
Dit is  verduidelijkt in figuur 3, waar een continue wrijvings-
kracht F  u itgezet is  als functie van een snelheid v.  Bovendien
geeft de A-kracht de perste quantitatieve voorspelling over de
optredende wrijvingsverschijnselen.

Figuur  3
De functie F = v 3. Voor v > *'crit> i® F

"merkbaar" van nul verschillend

Tal van verschijnselen in helium I I  zullen continu dan wel
discontinu verlopen, indien er niet of wel een critische snelheid
bestaat, d.w.z. indien wel of n ie t de beschrijving met een conti
nue kracht (c. q. de A-kracht) houdbaar zal blijken. Een deel van
het onderzoek beschreven in d it proefschrift, is  hieraan gewijd
en wij komen hierop uitgebreid terug (cf. I l l  B en C).

p) Hoe d u id e li jk  ook de w rijv in g sk rach t aan de dag t r e e d t  on
d e r  t a l  van om standigheden, v erw aarloosbaar i s  b i jn a  s te e d s  de
e n e rg ie d is s ip a tie , d ie  h iervan h e t gevolg i s .

y) De numerieke waarden van de linkerleden van de bewegings
vergelijkingen (3 ') en (4 ') zijn veelal zeer veel kleiner dan de
termen u i t  de'rechterleden. Derhalve kunnen wij ook in n ie t-
stationnaire gevallen deze linkerleden meestal verwaarlozen (cf.
ook appendix 1).

8) In 1952 poneert Atkins S2-S nog algemenere bewegingsverge
lijkingen:

p = _ -fs. gradp + p.SgradT -  Fsn(vs -  v„) -  Fs (vs )
* d t  • p
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p —  = -  —  gradp -  p SgradT + Fsn(vs -  vn) -  Fn (vn) +
" dt  p x

+ V ^ r »  + T srad d iw n)

H ierin zou dan Fjn mogelijk de gedaante hebben: 4pnps(vs -  vn) 3,
te rw ij l  F en F nog k rach ten  z ijn , d ie  a lle en  op h e t normale
fluidum  resp . h e t superfluidum  werken. Eventueel i s  Fs dan de
k ra c h t, d ie  o .a . H all e t t  52*l! 53 ' 6 h e e f t  waargenomen in  z i jn
metingen met de o sc ille ren d e  s c h i j f  en ook met de draaiende cy
lin d e r  viscom eter (alw aar Fjn = 0 ) . Overigens b o e it de formele
symmetrische vorm van At k i n s ’ verge lijk ingen  meer dan h e t wezen
daarvan, waaraan nadere q u a n ti ta t ie v e  form ulering  geheel o n t
breekt.
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IC .  METINGEN DIE REEDS ZIJN VERRICHT AAN DE STROMINGS'
EIGENSCHAPPEN VAN HELIUM I I  BOVEN 1 ,0°K

In  l e i d i n g
In deze sec tie  s te llen  wij ons voor een kort overzicht te  ge

ven van de metingen, dië reeds verrich t z ijn  aan de stromings-
eigenschappen van helium I I .  H ierb ij gaan wij voorbij aan de
transporteigenschappen van de heliumfilm.

De experimenten vinden steeds p laats met een to e ste l, bestaan
de u i t  twee volumina verbonden door een c a p i l la ir  of sp leet. In
de Leidse experimenten (en grotendeels bij die van Kapitza) zijn
de volumina thermisch geïsoleerd en afgesloten van het heliumbad,
door hetwelk beiden geheel omgeven z ijn  (fig . 4c). In de andere
te  noemen experimenten is  één van de volumina het bad zelf, waar
door gedurig de nul in s te l ling  verloopt en de s tra l in g  een veel
grotere invloed heeft (fig . 4a). Het verschil u i t  zich ook h ie r
in , dat to t de niet-L eidse experimenten ook isotherme metingen
behoren, maar dat daarentegen de Leidse metingen ju i s t  weer vele
quantitatieve gegevens over de warmtegeleiding kunnen opleveren.
In het eerste geval i s  dan het (resterende) volume vaak van boven
open (teneinde de gelijkheid  van temperatuur te  bevorderen) en
z ijn  thermometers veelal afwezig. In de,Leidse o p s te llin g  z ijn
steeds thermometers gemonteerd om gedurende het gehele proces het
verloop van de temperatuur te  volgen.

Figuur  4
Schema van toestellen , waarmee stroming

van helium II is  gemeten.

Het stromen van het helium door de spleet of c a p illa ir  kan nu
plaats vinden onder invloed van een drukverschil en/of een tempe
ratuurverschil. Het eerste wordt aangebracht door het ene volume
omhoog of omlaag te brengen t.o .v . het omringende bad (het tweede
volume), het temperatuurverschil wordt aangebracht door (elec-
trisch ) energie toe te voeren aan een in één der volumina aange
brachte stoókdraad.

Wij willen de metingen verdelen in twee groepen:
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1, de groep met j  — 0, Hier is  dus een stationnaire toestand be-
re ik t, waarbij geen zichtbaar transport resu lteert. Er staa t dus
een constant drukverschil over de cap illa ir of spleet, dat slechts
bereikt kan zijn  door een constant temperatuurverschil. De hoe
veelheid warmfe, die wij blijven toevoeren om d it temperatuur
verschil te  bestendigen, wordt dus geheel afgevoerd door de ca
p illa ir . Het is dus zinvol deze groep metingen de warmtegeleidings-
metingen te noemen.
2. De groep met J  4 0. Hier treedt dus een resulterend materie-
transport op tengevolge van een drukverschil (2a) en/of een tem
peratuurverschil (2b). Een groep Oxfordse metingen, waar met de
zelfde opstellingen steeds de invloed van beidé verschillen xs
nagegaan, zijn mede om deze reden apart vermeld onder 2c.

Alvorens to t het overzicht van de experimenten over te gaan,
z ij nog een algemene opmerking gemaakt. Veelal wordt bij de be
schrijving van de experimenten gebruikt een vloeistofsnelheid v,
die op de gebruikelijke wijze gekoppeld is  aan de volumetrische
snelheid dV/dt (de toename per sec van de hoeveelheid helium in
A) volgens O v -  dV/dt ,  waarin Os de oppervlakte is  van de
doorsnede van de cap illa ir  of spleet. Gaan wij bij onze beschou
wingen u it van het twee-fluida model, dan is  deze v blijkbaar ge
koppeld aan de snelheden van het normale fluidum en het super-
fluidum v n en V volgens v = (1 -  x)vg + xvn. Hiermee is  meteen
verduidelijkt, dat binnen de omraming van het twee-fluida model
de v geen gelukkig gekozen grootheid is  voor het interpreteren
van resultaten, al is  het experimenteel overigens een zeer gemak
kelijke  grootheid. Slechts in benaderingen, waarin vn verwaar
loosd kan worden, is  v ~ vg, waarbij de evenredigheidsfactor nog
sterk temperatuurafhankelijk is . Tenslotte zij in d it verband op
gemerkt dat dan ook voor de relatieve snelheid (vs-vn = — (v-vn))
in deze benadering geldt (5,-v,,) ~ »>, waardoor de wederkerige
wrijving in een isotherm geval zich openbaart volgens gradp ~  vM
(cf. (5 '))i een evenredigheid die wij nog vaak zullen tegenkomen.

Het spreekt vanzelf dat vdór de formulering van het twee-
fluida model de snelheid v de enige rol speelde. Minder duidelijk
is  het veelvuldige gebruik van deze v door vele auteurs ook nd
deze formulering.

1. De metingen zonder resulterend materietransport

Hiertoe behoren a lle re e rs t de metingen van Allen  en Re e k i e

39«1, die de warmtestroom I  (per temperatuurverschil AT) en de
reactiekracht (drukverschil) &p (per AJ) bepaalden a ls functie
van AT. Bij a lle  gebruikte spleetwijdten en waarden van AT bleek
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steeds het quotiënt ( I / ó J ) / (bp/AT) = I /Ap  constant; d it  is  -de
reeds eerder genoemde lin ea ire  re la t ie  tussen warmtestroom en
drukverschil.

Ook Kapi tz a’s metingen 41• 2 van de waarden van AT, die zich
instelden bij een isotherm aangebracht hoogteverschil (het fon
teineffect), zouden wij to t deze groep kunnen rekenen, al is  n ie t
exact voldaan aan de voorwaarde J  = 0.

De hoofdschotel wordt in deze rubriek gevormd door het u i t 
gebreide en systematische Leidse onderzoek, verricht in de jaren
1940 to t 1948, achtereenvolgens door Keesom, Saris , Duyckaerts,
Meyer en Mellink 40>*« «0,2:  4 7 , i ;  47,2 ;  4 7 , 3 # Het is  moei i i j j j
h ier een korte samenvatting te geven, te  meer daar de resultaten
zeer uiteenlopen bij de diverse spleetwijdten en temperaturen.
Ook zouden wij in herhaling vallen daar geheel verwezen kan wor
den naar het proefschrift van Mellink 48«2. Het z ij toegestaan
van d it grote onderzoek slechts te vermelden, dat de lineaire  re
la t ie  tussen warmtestroom en drukverschil steeds werd gevonden,
terw ijl Mellink ook in s taa t was de waarde van d it drukverschil
als functie van het temperatuurverschil (het fonteineffect) te
bepalen bij verschillende temperaturen en spleetwijdten.

Wij merken in d it verband nog op, dat de waarden van het fon
te ineffect van Mellink en Kapitza beneden 1,7°K overeenstemmen.
Daarboven echter liggen de waarden van Kapitza hoger, to t ca .20%
toe. Dit zou veroorzaakt kunnen zijn door de verschillende wijze
van meten, of, indien nog belangrijke randeffecten een rol zouden
spelen, door het grote verschil in spleetlengte, die bij Kapitza
ca. 4 è. 10 maal groter was dan bij Mellink. Overigens zou op grond
van de formule van H. London 39 •3 (indien deze in d it  tempera-
tuurgebied een verantwoorde benadering zou zijn) en de Leidse
5-waarden S2*3 * * * * * de waarheid in het midden liggen (fig . 5).

2. De metingen met resulterend materietransport

2a- ïm * 0 a l s  gevolg van een drukver sch i l .  In 1938 tra c h tte
Kapitza 38*1 met deze methode (fig . 4a) de v is c o s ite it  van de
v loeisto f helium a ls  geheel te  bepalen; het beeld van de twee
fluida zou eerst enige maanden la te r geformuleerd worden. Het re
sultaat van zijn onderzoek was de bovengrens voor de v iscositeit:
q < 10"9 P. Eveneens in 1938 publiceerden Allen en Misener 38>2«

’ * een uitgebreid onderzoek naar de afhankelijkheid van
de stroomsnelheid van het drukverschil Ap, de temperatuur T en de
diameter en lengte van diverse capillairen (resp. 0,1  — 400 ^ en
0,1-40 cm). Hierbij werd steeds gevonden, dat (a) v ~ (gradp ) 1/m,
waarin 1/m varieert van 0,22 -  0, 6; (b) de waarde van l/m kleiner
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Het fonteineffect ƒ„ als functie van T
0 : KAPrrzA
0 : HELLINK . ._____: volgens H. London (Leidse S-waarden)

wordt bij nauwe capillairen, zodat v daar weinig met gradp veran
dert; en (c) de waarde van deze weinig veranderende ü een sterke
analogie vertoont in grootte en temperatuurafhankelijkheid met de
resultaten bij de heliumfilm.

White 51-3 verving de gebruikelijke capillair door een poreus
membraan. Ook hierbij werd gevonden, dat 0 ~  (gradp)1/m met l/m =
0,22 (voor T > 2°K: 1/m = 0,30).

Atkins 51-s liet zien, dat in capillairen met een diameter
> 100 p, (de temperatuur is steeds T= 1,2°K) geen superfluiditeit
meer merkbaar is en dat de wrijvingskrachten redelijk door de we
derkerige wrijvingsterm van Gorter-Mellink beschreven worden. Er
blijven echter discrepanties die nog andere krachten in helium II
veronderstellen. Ook toonde Atkins aan, dat er meetbare randef-
fecten optreden; de waarde van het drukverlies aan de rand werd
bepaald op (l/2)pö2. .

Swim 53,4 werkte met een ringvormige spleet. Het resultaat is
wederom 0 ~  (gradp)1/», met 1/m - 0,35 bij benadering constant,
hetgeen dus aan de waarde m = 3 van Gorter-Me l li n k doet denken.
Echter bij waarden van (ip, hoger dan ca.10 cm He, waartoe zijn
toestel speciaal gebouwd was, bereikte v een soort verzadigings-
waarde. Onder 2c komen wij hierop terug. Overigens wordt door deze

34



experimenten een mooi ^oorbeeld gegeven van de gebrekkige ro l ,
d ie  de v lo e is to fsn e lh e id  v kan spelen b ij een in te r p re ta t ie  van
de r e s u l ta te n .  S ch rijv en  wij n l .  de genoemde ev en red ighe id :
v = a(tp) 1/" , dan werd gevonden, da t a s te rk  tem peratuurafhan-
k e l i jk  was. Nadere beschouwingen tonen e c h te r  aan, d a t in  een
zelfde benadering a ~  ps , d.w.z. dat wanneer wij zouden schrijven
v (= ■— ö) = de c o ë ffic iën t a1 j u i s t  een constante is ,

s Ps
waarmee een veel f ra a ie re  beschrijv ing van de resu lta ten  mogelijk
is!

2b. ï n £  0 als gevolg van een temperatuurverschil. H iertoe beho
ren de e e rs te  metingen (en ontdekking) van het fo n te in e ffec t door
Allen en J ones 38»3, evenals de metingen van het mechanocalorisch
e ffe c t van Kapitza 41• j .

T enslotte behoren ook enkele van de metingen van Mellink h ie r
th u is , n l. de metingen waarbij he t z .g . r e ta rd a t ie ë f f e c t  optrad
47,3;  48,2 (c f_ IB;2b) .

2c. De Oxfordse metingen in 1950 -  1953. (Mendelssohn, Bowers,
Chandrasekhar en Wh i t e ) 50»2< ï o . s ; s i , 4 j 52 ,2 ;  53, uitgaande
van de gedachte, dat behalve het meten van een drukverschil over
een sp le e t o f c a p i l la i r  ook de druk in de sp le e t van belang is ,
werd in  Oxford een s e r ie  metingen u itg e v o e rd  met to e s te l le n ,
waarbij "ergens halverwege" de sp lee t of c a p i l la i r  een manometer-
z ijb u is  X i£  aangebracht (schem atisch in  f ig . 4b). Hierdoor kan
dus ook de druk te r  p laa tse  van de manometer gemeten worden. Er
z ij  opgemerkt, dat deze sp le e t met manometer dimensioneel in zo
verre van de gebru ikelijke s i tu a t ie  afw ijk t, dat h ie r  de diameter
van de manometer (noodzakelijkerw ijs) ca. 1000 maal zo groot i s
a ls  de w ijdte van de sp lee t z e lf .

De metingen vertonen, g e d e e lte l ijk  en in  zeker opz ich t, een
gro te  analogie met de metingen beschreven in  d i t  p ro e f s c h r if t .
Het z ijn  bovendien de e e rs te  niet-LeidSe metingen, waar he t pro
bleem van de c r i t i s c h e  snelheden (het probleem dus o f de w rij-
vingsverschijnselen van het superfluidum e e rs t optreden boven een
bepaalde snelheid , dan wel snel continu met deze toenemen, zoals
door Gorter-Mellink i s  ondersteld  (c f . lB ;lb )) u itv o e rig  is  beke
ken. Derhalve worden deze experimenten h ie r  wat u itg eb re id e r ver
meld en in hoofdstuk I I I  zullen wij h ie r  op terug komen.

De resu lta ten  kunnen wij a ls  volgt weergeven,
a) Wanneer met behulp van een drukverschil het volume A leegloopt
in  he t bad, hetgeen a ls  steeds verloopt volgens 0 ~  (g rad p )1/",
is  het niveau X vrijw el d ire c t op de hoogte van niveau B: XB = 0.
Dit i s  door de auteurs g e ïn te rp re tee rd  a ls  een d iscontinu  druk-
verval over de nauwste (binnenste) ingang van de sp le e t(d e  p laa ts
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van X  werd gevarieerd) en tevens als bewijs voor het bestaan van
een critische snelheid. Deze eerste in terpretatie  achten wij niet
noodzakelijk, de laa ts te  t.a .v . de critische snelheid l i jk t  ech
te r ju is t.

Wij merken echter op dat in het geval van een spleet, waar
l / r ,  de gemeten re la tie  gradp^v"1 impliceert, dat gradp~ l/r" ,

waardoor gradp snel afneemt met toenemende r en in d it geval XB
ongeveer 1% wordt van het drukverschil AX\ De vraag is  nu hoe
nauwkeurig de waarde XB » 0 is  gemeten. In d it verband is  n l. te
noemen het experiment van S wim 53,4 (zie boven) met een geheel
analoog to este l, waarin vermeld wordt, dat de geringe waarde XB
meetbaar afneemt van een waarde 8 ^ 0  to t 0 in de t i jd  dat de
druk AB genivelleerd wordt.

Ook voor het geval van twee poreuse membranen, in serie en met
ongelijke weerstand, is  een dergelijk verloop van A en X  te  be
grijpen op grond van de re la tie  tussen v en gradp. Slechts indien
de weerstanden over AX en over XB identiek zijn, is te verwachten
dat het niveau X  zich halverwege A en B zal instellen, onafhanke
lijk  van m en dus ook onafhankelijk van het bestaan van een c ri
tische snelheid. Dit is  nu gevonden in het geval van twee, met
fijn  poeder gevulde cap illairen  in serie, waar u it  s ta tis tisch e
overwegingen de weerstanden identiek zijn, indien de lengten van
beide stukken even groot z ijn . Dit vormt dus een bevestiging van
onze opvatting. Het is  derhalve n ie t het poeder dat een essen-
tiëe l andere aanblik geeft, zoals door de auteurs wordt aangege
ven en n ie t nader wordt begrepen, maar het is  een gevolg van het
weerstandsverloop in de ringvormige spleet, vergeleken met dat in
het in een buis geperste poeder. Het zou dus wenselijk zijn  ook
een experiment u i t  te  voeren met poeder, in een ringvormige
spleet geperst; wij zouden verwachten, dat dan het verschil tus
sen poeder en spleet verdwenen zou zijn.
p) Wanneer met een temperatuurverschil (dus door toevoer van een
energie I  aan A ) het volume A zich vult, neemt de aanvangssnel-
heid van vullen, va, aanvankelijk linea ir toe met I , maar boven
een bepaalde waarde*I = ID neemt üa minder snel toe. De kromme va
als functie van I  zal dus een knik vertonen bij I  = ID en dus ook
wijzen op de ex isten tie  van een c ritisch e  snelheid. Wij komen
hierop nog terug bij de discussie van enige van onze eigen expe
rimenten, die hiermee in overeenstemming zijn (cf. IIIB). Overi
gens zal dan ook blijken, hoe weinig krommen met een discontinue
afgeleide (wij zullen in d it  verband in IIIB een z. g. I^-kromme
definiëren) en continue krommen met hoge waarden van m kunnen ver
schillen.

Het niveau X  in de manometer b l i j f t  bij toenemende I  constant
= 0, wordt negatief bij I  = I fl (ook hier zijn aanwijzingen, dat
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de afgeleide in ID d iscontinu is )  en wordt l a t e r  b ij veel hogere
I  weer s te rk  p o s it ie f . Wij z ijn  geneigd h e t optreden van d i t  ge
hele  e ffe c t  n ie t  lo s  te  zien van tem peratuureffecten  in  X.  Voor
I  > lp  zu llen  n l .  tem peratuurverschillen tussen A en B  optreden,
veel hoger dan evenredig met I,  zoals  b ij I < Het i s  nu zeer
goed denkbaar, dat de (p lo tse lin g )  veel g ro te re  warmtegeleiding
door he t helium in de sp lee t en door het g las van de begrenzende
wanden, d ie  h ierv an  h e t gevolg i s ,  de tem pera tuur in  X  b e ïn 
v loedt. Overigens tre e d t he t "du ikeffect"  n ie t  op in sp le ten  van
10 \l en w ijder.



I D .  NADERE VERANTWOORDING EN ONTWIKKELING
VAN HET ONDERZOEK

Zoals onder IB is  uiteengezet, vormden de experimenten van
Mellink 48- 2 de directe grondslag van de formulering van de bewe
gingsvergelijkingen in helium II  en in het bijzonder van de hypo
these van de wederkerige wrijving. Bovendien leverden deze ook de
eerste qqantitatieve gegevens op over de daarin optredende coëf
fic iën t A.

Enerzijds waren echter deze metingen -  die beoogden de bepa
ling van de warmtegeleiding en van het fonteineffect in helium II
-  voor d it  doel n ie t speciaal geschikt en dus te  onnauwkeurig.
Anderzijds was de vorm van de in het betreffende toestel aange
brachte spleet, waar het helium doorheen stroomde, voor verdere
berekeningen aan de resultaten ondoelmatig en was ook de spleet-
wijdte n ie t bepaald genoeg. Tevens waren er geen metingen in het
interessante gebied tussen 1 en 5 |t. Analoge bezwaren zijn in d it
opzicht ook tegen dèt gedeelte van de buitenlandse experimenten
in te brengen, dat in principe voor ons doel zou/kunnen dienen.
Ten aanzien van deze metingen geldt voorts nog, d a t-zo a ls  steeds
bij wetenschappelijk onderzoek, maar vooral bij dat van helium II
-  hetzelfde probleem door verschillende laboratoria onderzocht
dient te worden.

Derhalve werd een nieuw onderzoek opgezet, dat zich dus geheel
diende te richten op de bepaling van de wrijvingskrachten in he
lium I I .  Deze hebben wij enerzijds bepaald door onder invloed van
verschillende druk- en temperatuurgradiënten (en derhalve met
verschillende snelheden) helium te laten stromen door spleten van
verschillende wijdten. Anderzijds werd deze bepaald door ook de
consequenties van de wederkerige wrijving t .a .v .  s tationnaire
warmtegeleidingen experimenteel na te gaan. Aan het toestel wor
den hoge eisen gesteld ten aanzien van de te gebruiken spleet.
Deze moet een meetkundig eenvoudige vorm hebben en een wel gede
finieerde wijdte h, die in de gehele spleet dezelfde waarde heeft:
de waargenomen grootheden blijken te variëren met een hoge macht
van h. De volumina, die door deze spleet worden verbonden, moeten
in verband met de stationnaire metingen ( f .  -  0) dus thermisch
geïsoleerd zijn. Tevens dienen deze (in verband met de stromings-
metingen met j  é 0) re la tie f  groot te  zijn, opdat ook een grote
re hoeveelheid helium kan doorstromen, vergeleken met de moge
lijkheden die het toen bestaande toeste l bood. Het gebruikte
toestel is  beschreven onder IIA; la.

De historische ontwikkeling van het onderzoek verliep nu als
volgt. Aanvankelijk werd de wrijvingskracht F (cf. (10)) bepaald
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met behulp van de retardatiemethode (d. i .  een methode, die ge
bruik maakt van het retardatieëffect, beschreven onder IB; 2b) en
ook de coëfficiënt A werd h ie ru it bepaald. Later vonden wij bij
de eveneens bepaalde warmtegeleidingen (ï1 als rö(AJj) veel lagere
waarden van A bij snelheden van, het supeyfluidum, die lager waren
dan bij de eerstgenoemde stromingsmetingen.' Dit, alsmede het pre-
ciese verloop van w a ls  suggereerden dat misschien toch de
wederkerige wrijving de opvatting van de critische snelheid n ie t
kan vervangen en wij kwamen to t een voorlopige conclusie, dat het
beeld van de critische snelheid en dat van de derdemachtswrijving
(waarvan de geldigheid bij hogere ^nelheden overtuigend gevonden
was) gecombineerd zouden moeten worden S1,#! s 2. 8,' Teneinde hier
nadere gegevens over te.vepkrij gen,, voerden wij ook stromings-
metingen u it  bij lage snelheden, waarbij wij hetzelfde retardatie-
effect op een andere wijze gebruikten bij de z. g. over shootmethode
(cf. IIB). De eerder genoemde,retardatiemethode leent zich n ie t
voor lage snelheden. Het bleek echter uitermate la s tig  in d it ge
val de gewenste inlichtingen te verkrijgen (cf. UIB).

Omdat bij de vorm van de door ons gebruikte spleet (n l. een
vlakke ringvormige spleet; cf. IIA;la), de, snelheid,van een flu i-
dum aan de.-beide-uiteinden n ie t dezelfde jen derhalve ver
schijnselen, dier-critisch optreden ten aanzien,, van de snelheid,
uitgesmeerd worden, werd- in de loop van het onderzpek de spleet-
lengte verkort. Ook om meer redenen was een variatie,van spleet-
1 engte gewenst. - . • ; --h-tuAv*- = m>-

Mede door de.grotere homogeniteit van de korte spleet, vormen
de metingen,hiermee de grootste, bijdrage to t hét experimentele
hoofdstuk I I I . Ook waren hiermee,nauwere spleten !te realiseren,
die belangrijk to t der verkregen resultaten hebben bijgedragen.

; ' . f ... I .............

’ h • \ . .
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H o o f d s t u k  I I

V O O R B E R E I D I N G

I I A .  DE EXPERIMENTELE O PSTELLIN G  EN DE MEETMETHODEN

1. De experimentele o p s te llin g

la. Toestel en cryostaat. Wij hebben in het vorige hoofdstuk ge
zien, dat wij een toestel nodig hebben, dat bestaat u i t  twee vo
lumina, verbonden door een spleet of c a p illa ir  doch overigens
thermisch geïsoleerd, en elk voorzien van een thermometer ai ten
minste één van beiden van een stookdraad. Voorts moet het toestel
van buitenaf gevuld en leeggepompt kunnen worden en het fontein
effect, de thermometers en de stookdraad afgelezen resp. bediend
kunnen worden. Ten aanzien van de spleet (of cap illa ir) geldt de
eis, dat deze overal een constante wijdte heeft en een meetkundig
eenvoudige vorm. Ook moet op n ie t al te  ingrijpende wijze deze
wijdte op diverse waarden ingesteld kunnen worden.

Het gebruikte toestel is  weergegeven in fig . 6. Het is  voort
gekomen u it  eerder gebouwde toestellen (Keesom-Mellink) en werd
voor het huidige onderzoek ontworpen door Mellink. De beide volu
mina B en Bi zijn concentrisch aangebracht, thermisch van elkaar
geïsoleerd door de vacuumruimten V 2 en V 2 en verbonden door een
ringvormige spleet «S, die zich bevindt tussen het vaste onder
gedeelte K en de "losse" kop Kr  Hiertoe bestaat het bovenvlak
van K en het ondervlak van K2 u it optisch vlak gepolijste ringen
R enJt . Doordat de binnen- en buitenstralen (r^ en r 0) van de
ringen R en R voldoen aan de re la tie  r 2i < r { < r , 0 < r 2owordt
de spleetlengte bepaald door ( r l0 -  r l t ) , ook indien de as van de
kop K een weinig verschoven zou z ijn  t.o .v . de as van K2. De
w ijdte van de sp lee t wordt bepaald door de dikte van de d rie
bandjes of draadjes van één of ander materiaal, die er tussen
aan gebracht worden, te rw ijl K2 op Kt gedrukt wordt door drie
veertjes. Deze constructie voorkomt zo ook te hoge overdrukken in
de binnenruimte B-.

Voorts bevinden zich in B{ een phosphorbrons thermometer Thi
en een constantaan stookdraad H. Deze worden op de gebruikelijke
wijze met behulp van vier platina doorvoeren in de vacuumruimte
V geleid en van daar met behulp van zes gespiraliseerde draadjes
(aan elk der beide uiteinden van Th  ̂ z ijn  een stroom- en een
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Figuur 6
Het toestel
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spanningsdraad gemonteerd i.v.m. de meting van de weerstand) naar
de zes p la tin a  doorvoeren in de bodem D, waarna aanslu iting  aan
de acht toevoerdraden (nu eveneens aan elk u ite inde  van H twee
draden) van buiten mogelijk is .  In de buitenruim te B0 bevindt
zich de phosphorbrons thermometer ThQ, die aan de zijkan t u itge
le id  wordt met twee p la tin a  doorvoeren, waaraan weer v ie r toe
voerdraden bevestigd z ijn .

Het toeste l bestaat grotendeels u i t  glas, gezien onze bovenge
stelde e is . Teneinde echter een goed warmtecontact te  verzekeren
tussen het omringende bad en de ruimte Bq, waardoor ook de tempe
ratuur van B d irec t geregeld kan worden met behulp van de damp-
druk van het omringende bad, bestaat het onderste gedeelte van de
buitenmantel van het toeste l u i t  een koperen cylinder, die met de
la s  g j aan de res terende  glazen mantel bevestigd i s .  Door de
p laa ts  van gj te  kiezen a ls  aangegeven, i s  bewerkt, dat met be
houd van het nodige "z ich t"  (beneden de hoogte g j kunnen toch
practisch geen waarnemingen aan het fonteineffect p laats vinden)
de koperen mantel een zo groot mogelijk gedeelte van het to ta le
manteloppervlak inneemt, terw ijl bovendien de diameter van de las
een n ie t  a l te  r iscan te  waarde bere ik t. Een ten gevolge van gj
noodzakelijke tweede koperglas-las bevindt zich te r  plaatse g2.

Van de beide vacuumruimten en V2 i s  V2 permanent vacuum,
d.w.z. vacuum gepompt alvorens dichtgesmolten te  z ijn , hetgeen
mogelijk is  omdat de kop K2 geheel u i t  glas bestaat. Aan de ruim
te  V wordt tijdens de meting continu gepompt door de pompbuis P
met een kwikdiffusiepomp met voorpomp. Voorts is  de ruimte Bg met
een glazen buis C via de kap van de cryostaat verbonden met een
vul- en pompinrichting. In deze buis bevindt zich nog een koper
draad met schermpjes om s tra lin g  en vooral tr i l l in g e n  tegen te
gaan.

Het to e ste l wordt nu omgeven door een dubbelwandige cryostaat
en i s  dus bevestigd aan de kap daarvan via de pompbuis P en de
glazen buis C. Voor nadere gegevens betreffende toeste l en cryo
s taa t wordt verwezen naar appendix 2.

Het begin van een meetdag verloopt nu aldus. Nadat tevoren het
gehele toestel via buis C leeggepompt is  (de ruimte Bt dus via de
sp lee t S en B ) en daarna, wederom v ia  C, gevuld is  met zuiver
heliumgas van c irc a  1 cm druk, wordt de gehele c ryostaa t met
v loe ibaar helium gevuld, waardoor h e t gehele to e s te l ook to t
4,2°K afk o e lt. Daarna wordt v ia  C in B0 de nodige hoeveelheid
helium in gecondenseerd, waarna de temperatuur van het bad bene
den T. gebracht wordt, evenals dus de temperatuur van Bq. Ten ge
volge van de s u p e rf lu id ite it van helium I I  zal nu ook B{ gevuld
worden v ia 5 (hetgeen een zeer lange t i jd  zou vergen met helium I
gezien de geringe wijdte van de spleet S).

42



Wij hebben op deze wijze een toeste l dat voldoet aan de boven
omschreven eisen en het i s  dus mogelijk het voorgestelde meetpro
gramma u it  te  voeren.

Alvorens to t de meetmethoden over te gaan bespreken wij eerst
de bijkomende apparatuur en de bepaling van de basisgrootheden.

lb . Bijkomende apparatuur
a) Ten aanzien van de drukmetingen. De niveaux van het helium in
Bj en Bq werden belicht met wit l ic h t , dat door een CuS04- f i l t e r
zijn  voornaamste warmteïnhoud kwijtraakt. Hierdoor wordt een hel
der en n ie t  te  storend lic h t  verkregen, dat door de sp leet, die
in de verzilvering van de beide cryostaten i s  gelaten, het boven
gedeelte van het to este l v er lich t. De beide niveaux zijn  dan af
te  lezen met een kachetometer, waarvan in ons geval de k ijk er
voorzien is  van kruisdraden, die met een f ijn  verstelbare micro-
meterschroef bewogen kunnen worden. Hierdoor z ijn  de aflezingen
reproduceerbaar binnen 2 (a.
p) Ten aanzien van de tetnperatuurmetingen. De weerstand van de
thermometer, die de temperatuur bepaalt, wordt gemeten volgens
de gebruikelijke methode, die berust op het meten van potentiaal
verschillen volgens het principe van PoGGENDORFFen nader omschre
ven i s  in het proefschrift van Kok 35•*. Als weerstandsbank werd
een Dieselhorstbank gebruikt, a ls  nul-instrum ent een Zernike-
c-galvanometer, zoals deze door de firma Kipp vervaardigd wordt.
Daar deze methode de weerstand r e la t ie f  bepaalt t .o .v . een nor
maal weerstand (in  ons geval 10 Si) d ie  beiden door de z e lfd e
stroom doorlopen worden, behoeft de thermometerstroom n iet bekend
te  z ijn . Dakr echter de restweerstand van phosphorbrons sterk
stroomafhankelijk is ,  i s  het in de practijk wenselijk in a lle  me
tingen dezelfde meetstroom te gebruiken. In ons geval bedroeg de
stroom steeds 0,4 mA.
y) De stookinrichting. Voor de nauwkeurige regeling van het t ijd 
stip  van in- en uitschakeling, alsmede van de tijdsduur en inten
s i t e i t  van de warmtetoevoer aan de ruimte Bi met de stookdraad H,
werd gebruik gemaakt van de, in het Kaiierlingh Onnes laboratorium
aanwezige 11 stookschakeling", gebruikt voor de metingen van de
soorte lijk e  warmte, d ie nauwkeurig beschreven i s  in het proef
sch rift van P.H. Keesom 48* *, waarnaar voor nadere gegevens ver
wezen wordt.

2. De bepaling van de basisgrootheden

Onder basisgrootheden wordt verstaan: het drukverschil Ap en
het temperatuurverschil AT tussen B. en Bq, alsmede de snelheden
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v en v van de beide fluida. Dit zijn de bronnen van de krach
ten, die in de bewegingsvergelijkingen optreden.
2a. Het drukverschil Zp wordt hepaald door het verschil van de
hoogte H ■ van het hèliumniveau in Bi en de hoogte Hg in BQ, ver
meerderd met het verschil in dampdruk tussen deze volumina, welke
bepaald wordt (bij gegeven temperatuur van Bg) door het tempera
tuurverschil. Dit hoogteverschil ,£H = (H ■ - Hq) wordt gemeten met
een kathetometer. Daar bij constante temperatuur het verband tus
sen H i en Hq één-tfénduidig is, is het in de practijk sneller en
nauwkeuriger (wanneer H- als H-(H) eenmaal bepaald is) slechts
te meten H(t) (of Ho(t)), waaruit dan ook\ïH als functie van de
tijd volgt.
2b. Het temperatuurverschil 'AT wordt gemeten m.b.v. de beide
phosphorbrons thermometers in Bi en B0. De ijking geschiedt al
dus: de, via de dampdruk bepaalde badtemperatuur is dankzij de
koperen buitenmantel van het toestel tevens de temperatuur 'van
Bg. Staan de niveaux in Bg en Bf even hoog (#ƒ= 0),dan is (i.v.m.
het fonteineffect) de temperatuur van B. dezelfde als van Bq pn
dus van het bad. Meten wij tegelijkertijd de baddruk en de beide
weerstanden van de thermometers en herhalen wij dit voor ver
schillende baddrukken, dan vinden wij op deze wijze de weerstan
den R van de beide thermometers als functie van de temperatuur
T en dus tevens dR1 2/dT. Zoals boven vermeld werd, bedroeg deze
laatste ca. 20/graad, hetgeen in onze opstelling impliceerde een
schaaluitslag van de galvanometer van 4 i  6 cm per milligraad.
Daar het in de practijk niet doenlijk is, tengevolge- van de fluc
tuerende resp. variërende temperatuur, de weerstanden steeds di
rect te bepalen, werd er de voorkeur aan gegeven de uitslagen te
bepalen van het nul instrument t.o.v. de nulwaarde ten tijde van
de calibratie, waaruit ook het temperatuurverschil AT te bereke
nen valt.
2c. De snelheid van het normale fluidum v is geheel bepaald door
het drukverschil Ap indien wij ons baseren op (6).

De snelheid van het superfluidum v is dan te berekenen op
grond van de relatie:

dV , _
P dt~ 2wh + -PnV ' (11)

waarin dV/dt is de verandering van het volume helium in Bi per
seconde en 2-nrh de oppervlakte van de spleetopening.
De grootheid dV/dt.is bepaald als afgeleide van de gemeten H.(t),
vermenigvuldigd met de oppervlakte van de doorsnede van B i ter
hoogte H.. Voor de waarden van pn . p en wordt verwezen naar
IIC. Volgens (11) geldt nog v$ n ~  1/r.
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3. De meetmethoden

3a. De metingen met Jn /  0. Nadat een "stationnaire rusttoestand"
(d .i, j m = o, F = 0) verkregen is  (de vooiperiode), wordt energie
toegevoerd aan B. vanaf t = ^  (cf. fig . 7a en b). Hierdoor loopt
de temperatuur 7\ van B  ̂ op en ook het heliumniveau H-. Wanneer
d it enige t i jd  voortgeduurd heeft, wordt de energietoevoer bij
t -  tQ weer beëindigd en begint de naperiode, waarin bij t = t
wederom een stationnaire rusttoestand in treed t. Gedurende deze
serie (een z.g. stookserie) is  dus zo steeds het verschil tussen
het theoretische fonteineffect pnS*AT en het experimentele fon
teineffect Ap (cf. (5 ')) bekend u it de gemeten AT en tp. Dit ver
schil zou dan evenredig moeten blijken met (v -  v ) 3, terw ijl de
evenredigheidsfactor de coëfficiënt A bepaalt. De"omrekening van
gradp en gradT naar Ap en AT is  weergegeven in IIB; l.
°0 Bij de retardatiemethode (cf. ID) worden de gegevens hoofdza
kelijk  verkregen u it  de periode zelf { t l %t %t  ) , waarin dus Ap
en AT afzonderlijk worden gemeten. De naperiode, die veelal kort
is , speelt een ondergeschikte rol. Deze methode leent zich spe
ciaal voor zodanige snelheden van de fluida, dat de wrijvingsterm
van dezelfde orde van grootte is  als het fonteineffect zelf.
P) Bij de overshootmethode (cf. ID) worden de gegevens u it  het
eerste deel van de naperiode ( tQ 5 t £ t e) verkregen. Door te be
palen, hoeveel helium nog doorstroomt na het uitschakelen van de
energietoevoer alvorens evenwicht is  verkregen, is  het verschil
tussen theoretisch en experimenteel fonteineffect op het moment
van uitschakelen direct te bepalen, zonder de afzonderlijke Ap en
AT bepalingen te  gebruiken. Hierdoor elimineren wij de onzeker
heden b ij de berekening, waardoor deze methode ook voor lage
snelheden is  te gebruiken. Ook bij het onderzoek naar c ritische
verschijnselen (d it "nalopen" van het helium zou dan eerst boven
een zekere snelheid op kunnen treden) kan deze methode in prin
cipe een belangrijke bijdrage leveren. De berekeningen worden ge
geven in IIB; 2.

Na afloop van een stookserie staan de niveaux dus in B. en B
verder u it  elkaar dan daarvoor ,(U. is  toegenomen). Men zou dus
geneigd zijn te willen wachten to t deze beiden weer gelijk staan
alvorens een nieuwe serie  te beginnen. De niveaux kunnen echter
alleen gelijk komen indien AT = 0, waartoe dus warmte u i t  B. weg
gevoerd moet worden. Dit kan slechts plaats vinden door het*stro-
men van het normale fluidum en dus al zeer langzaam voor h < 5a.
Het wachten op AT » 0 is  dus ondoenlijk en de gebruikelijke me
thode is  dan ook de s itu a tie  bij t > t e (een stationnaire rust
toestand) te  beschouwen als voorperiode van de volgende serie.
Het bezwaar is  dus steeds dat de beginvoorwaarden van elke stook-

45



serie  verschillen, hetgeen bij een verdere bewerking van de re
sultaten speciale correcties vereist.

Na een groot aantal stookseries (deze vormen dan een z. g.
meetserie) heeft het niveau H{ de top van K2 (zie fig. 6) bereikt
en is  Bi geheel met v lo e is to f gevuld. In deze s itu a tie  kunnen
dan slechts metingen met J m = 0 uitgevoerd worden (zie beneden).
Teneinde weer een nieuwe meetserie (met J" ^ 0) te kunnen begin
nen, moet "het niveau u it  de top worden gehaald". Dit nu werd als
volgt gedaan. Eerst verlaagden wij T belangrijk. Weliswaar werd
door de grotere AT de vloeistof nog.sterker naar binnen getrok
ken, maar anderzijds trad een veel grotere warmtegeleiding op,
waardoor B. sneller afkoelde. Nadat de temperatuur Ti zo gedaald
was ver beneden de oorspronkelijke Tq, werd TQ weer op die waarde
teruggebracht, waardoor een fonteinkracht naar B0 ontstond, dat
zorgde dat B{ leegstroomde. Het h ierbij optredende mechanocalo-
rische effect verhoogt veer T., waardoor het leegstromen eindigt
wanneer de toestand Tq = T. bereikt is .

3b. De metingen met jT = 0. In d it geval is  het doel van de me
tingen de bepaling van de stationnaire toestand met ingeschakelde
energietoevoer. Uit het verloop van w a ls  functie van AT is  dan
enerzijds de wrijvingskracht F te  bepalen, anderzijds biedt het
ook een goede mogelijkheid to t onderzoek naar de c ritische  ver
schijnselen. Wij merken in d it  verband op, dat voor J m = 0 de
snelheden V  en ïr gekoppeld zijn volgens psvs + pntTn = 0.

Nu is  er bij onze opstelling een maximale waarde gesteld aan
het hoogteverschil -  Hq tussen de niveaux in Bi en Bq en der
halve (ten gevolge van het fonteineffect) een bijbehorende en van
T afhankelijke maximale waarde van het temperatuurverschil'AT.
Daar wij ons vooral interesseerden voor hogere waarden van [TT
(cf. ID), werden deze warmtegeleidingen voornamelijk uitgevoerd
met z.g. onzichtbaar niveau, d.w.z. de gehele ruimte B( was ge
vuld met helium en er waren geen g e lijk tijd ig e  metingen aan Af/
mogeliik. Slechts in een enkel geval, waar d it wenselijk of mo
gelijk  was, werden eveneens (of u itslu itend) warmtegeleidingen
met zichtbaar niveau bepaald, d .i. met gelijk tijd ige Aff-bepalin
gen.

4. Opmerkingen

Aan het einde van deze experimentele sec tie  IIA volgen nog
enkele algemene opmerkingen.
a) De constructie van het toeste l, waarin drie veertjes de kop
K op het onderstuk ffj drukken, impliceert dat geen onbeperkte
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overdruk in Bi toegelaten kan worden zonder een wijziging van de
spleetw ijdte te  veroorzaken en dat dus ook, in verband met het
fonteineffect, de waarden van AT beperkt z ijn . Deze beperking
hangt sterk af van de temperatuur T. In de practijk  ondervonden
wij h ier weinig hinder van; hierop komen wij terug in IIIC, fig.
29 .
P) De badtemperatuur wordt bepaald door de baddruk, die geregeld
wordt door middel van een kraan in de pompleiding van het bad
naar de reduceerpomp. Teneinde deze regeling te  verfijnen, werd
in het bad nog een stooklichaam aangebracht, dat wij konden be
dienen vanaf de plaats waar de temperatuur Tg afgelezen werd met
een galvanometer. Wanneer van d it tweede systeem gebruik gemaakt
werd, werd het eerste systeem uitgeschakeld. Beide systemen pa
ra lle l (ieder met exgen traagheid) zouden een averechts effect
hebben.

Tenslotte hebben wij de temperatuurregeling nog verder verbe
terd op de volgende wijze. Daar de energie, die aan B. toegevoerd
wordt, u ite indelijk  aan het bad afgevoerd wordt, zal bij t = t
en t = tQ (in- resp. uitschakelen van de energiestroom naar B )
de temperatuur Tg een weinig onrustig worden. Door nu een aparte
energietoevoer naar het bad op dezelfde tijden (en met dezelfde
schakelaar) ju is t  u it resp. in te schakelen, werd ook deze even-
wichtsverstoring verminderd, hoewel n ie t vermeden.
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I IB .  FORMULES EN BEREKENINGEN

In le id ing

In IIA; 2 zagen wij, dat het meten van de niveauhoogte /F ( t)
in B■ en het temperatuurverschil AT(t) tussen B{ en BQ, beiden
dus a ls  functie van de tijd , de basisgrootheden bepalen en dus in
beginsel de wrijvingskracht. In IIA; 3 gaven wij de meetmethoden
nader aan en introduceerden de figuren 7a en b. In deze sectie
IIB geven wij de berekeningen, die voor nadere quantitatieve ge
gevens nodig en mogelijk zijn . Dit gedeelte is  in drie delen on
derverdeeld.

Onder 1 zijn te vinden de berekeningen, die op grond van IB:
(10) en (51) de wrijvingskracht (of wel Am) d irec t bepalen a ls
functie  van de gemeten bas is  grootheden t$p, AT, vg en vn (cf.
IIA; 2). Ook de re la tie s  tussen het to ta le  energietransport IV, AP
en AT óp grond van IB: (8) en (9 ') (7„ = 0) zijn  h ier berekend.
Deze berekeningen zijn  n ie t anders dan de omrekening van gradp,
gradT en »op ip, AT en W en de verwerking van de geometrische
bijzonderheden van het toestel.

In IIA; 3a schreven wij, dat de hoeveelheid helium, die door
stroomt nadat de energietoevoer is  opgehouden (de "overshoot"),
de wrijvingskracht bepaalt, die op het moment t = tg bestaat. Dit
verband tussen de "overshoot" en F is  aangetoond en berekend on
der 2, waarbij uitgegaan wordt van de energiebalans voor het bin-
nenvolume B-.

Vanuit de gedachte, dat het verloop van H{( t) en AT(t) bijna
geheel bepaald wordt door de energietoevoer I  en dat dus, op
grond van de energiebalans en de bewegingsvergelijkingen, d it
verloop te berekenen moet zijn, is  het derde gedeelte 3 ontstaan.
Het bleek dat deze vergelijkingen in een zeer compacte en over
zichtelijke vorm waren te geven ((47), (48) en (52)) en dat daar
u it inderdaad de functies 7T(t) en AT(t) te  bepalen zijn. Als een
onverwacht resu ltaat vonden wij h ierb ij, dat het t i jd s tip  t = t g
(fig . 7a en b) precies bepaald bleek, d.w.z. dat in een eindige,
welgedefiniè’erde t i jd  de stationnaire rusttoestand (F = 0) wordt
bereikt. Ook verkregen wij testbare formules, die onder meer bij
het onderzoek naar het bestaan van de "critische snelheid bruik
baar bleken.
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1. De betrekkingen tussen' de basisgrootheden

In IB definiëerden wij de wrijvingskracht F:
F *

j —  = pxS gradr -  gradp . (10)

Voorts definiëren wij het fonteineffect in cm He/graad volgens:

In tegratie van (10) over de spleetlengte en omrekening van dyne
op cm He (= pg dyne/cm2), levert op:

F m£*  71-1 ) pg dT = -  4P • (13)

Hiermee is  een nieuwe grootheid F gedefiniëerd, de geïntegreerde
F, die dus gekoppeld is  aan de gemeten grootheden AT  en Ap. Voorts
is  ƒ in (13) een gemiddelde waarde van f 0(T0) en f a ( T ) ,  hetgeen
nader is  uitgewerkt in appendix 3. Wij merken nog op, dat gradp
in dyne/cm3 en Ap steeds in cm He is  uitgedrukt. Tenslotte defi
niëren wij zJt volgens:

/AT) = /AT -  AP • (14)

Deze AJt is  dus een "surplus AJ11: het temperatuurverschil, dat
méér aanwezig is  dan, bij F = 0 , met het aanwezige drukverschil
Ap overeenstemt. Bovendien volgt u it (13) en (14):

/A l t  = F  , (15)

d.w.z. dat Alt dus een maat is  voor de wrijvingskracht F, waar
door d it een zeer bruikbare (en daardoor veel gebruikte) groot
heid is.
Substitueren wij voor F (cf. IB; 2b):

F = Aax  ( l - x ) p 2(v s- v n) n (16)

en bedenken wij, dat bij onze ringvormige spleet ten aanzien van
de snelheden vg n̂ geldt (cf. IIA; 2c)

r .
V  s v l  __-s , n  s , n  r ( V  )  )'  s , n ' r=r . 7

dan volgt dus u it  (13), (16) en (17):

—  A x p 2 ( v l -
pg " ^ « **)■ I>? f r i  — ]

ro

(17)

(18)
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Hierin i s  voor x b ij het integreren weer een constante gemiddelde
waarde genomen (cf. appendix 3). Dit kunnen wij schrijven volgens
(15):

A x Ci/
p<vi -  vij '

■Alt , U -K O gC 1
t ^ T 1 - r ? '1]

(19)

Voor i « 8 i s ' C  « 4 ,98 .103 resp. 9 ,0 5 .103. Hierin heeft het eer
ste  getal betrekking op de lange sp leet ( ro=l,024 cm en r^O , 590
cm), het tweede op de korte sp leet ( r o=l,005 cm en r^O.871 cm).
Dit geldt ook voor de volgende constanten Ci .

Wij merken nog op, dat b.v. u i t  (19) volgt, dat (vg -  vn) geen
functie  i s  van de p la a ts  in de doorsnede (de consequentie van
(16) i s  dus, dat rott>s A 0) en dat dus (v* -  v*) = (v* -  v‘ ).
Daar ook de snelheden, die wij bepalen en verder ook gebruiken,
steeds v* z ijn , definiëren wij gemakshalve:

s . n
( 20)

Wij zagen voorts (1,B; 2b: (6) en (8)):
h 2

I2n„
gradp ,

hetgeen na in teg ra tie  en omrekening geeft:

v
p n

C2 i— Ap
g

< § : & $ •  <2l>12r i lnr0/ r i
Voor het energietransport ff = 27iri/iwi volgt u i t  (7) en (12)

ff' * 2vrihpxS*T vn = 2vrihpgfTvn ( 22)

en dus is

-  C.
. 3.2

-T/Ap , — -----------------------------6 lnro/ r i 3- 5 2 **0

Tenslotte levert (9' )  na in teg ra tie  op:

aT - C* ^ n  W _______-------------- ff3 ,
h3p*f*r /»3p2(i-x) 3/ 4r 3

ƒ 4 ,1 7 .1 0 ' 15
C- * \  _ , r

5 0 .7 1 3 .1 0  15

(23)

(24)
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2. Het verband tussen F en □

Wij zagen (IIA;3a) dat de metingen aan Hi (t)  en AT(t) (fig .
7a en b) ook dienen te r  bepaling van de "overshoot". Alvorens
verder te gaan, willen wij een paar opmerkingen over deze krommen
maken.
a) Een gevolg van de constructie van het toestel is  dat, wanneer
het binnenniveau s ti jg t ,  het buitenniveau daalt. Noemen wij:

waarin O het oppervlak van Bg is  te r  hoogte Hq
vlak van B- te r hoogte /F , dan is  dus

(25)

en 0 het opper-

d£H- = — dH - .
1 9 1

(26)

Bij de temperatuur hebben wij een dergelijk verschijnsel n ie t:
wij houden T (de temperatuur in B ) steeds constant. Be gevol
gen, wanneer d it  in de practijk  n ie t voldoende gerealiseerd kan
zijn, zijn aangegeven in appendix 4.
p) De kromme/T(t) is  bepaald op een constante na. Wij definiëren
nu:

H(t) H^t ) (27)

waarbij C zo wordt gekozen, dat B(t) = 0 a ls  /T = H0, dus a ls
buiten-ai binnenniveau gelijk staan. Daardoor is  dus ook ïfl=H/q.
Bij de temperatuur l ig t  het nulpunt vast! Wij werken dus verder
met de krommen //( t) en AT(t).

In figuur 7a en b hebben wij dus de volgende perioden:
£ t : stationnaire rusttoestand (d .i. ATt

t ,  <. t < t
1  —  —  n

K é t  i  t

aan B̂  wordt de energie I  toegevoerd,

t:

0 )
waardoor H en

AT toenemen.
het systeem, weer aan zichzelf overgelaten, zoekt we
derom een evenwichtspositie op, die wij ons bereikt
denken bij t
rugkomen.
stationnaire rusttoestand met A7l = 0.

t en waarop wij nog nader zullen te-

Wij definiëren bij deze metingen:

□(t) s ƒ e ^ - d t  voor a lle  tt dt (28)
□°(f) = □( t) voor t £ t < t

O  *  —  €

Deze o°(t) hangt samen met F, dus met ATt, en daardoor zal dus
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F ig u u r  7
Schem atisch e  v o o r s t e l l i n g  van v e r s c h i l l e n d e  g r a f ie k e n .

ook door de combinatie van □“( t) en de bijbehorende
da°(t) dH(t)

dt dt
die- de snelheden vg n bepaalt, het verband tussen F en vs n vast-

52



gelegd zijn voor verschillende t. Wij stellen  ons voor a llereerst
de re la tie  te bepalen.

Hiertoe gaan wij u i t  van de energiebalans voor het binnen-
volume, dat immers thermisch geïsoleerd is . Deze balans heeft de
volgende vorm:

I  + I p ♦ »-v [Vpc + Vdpdcd + e ^dPd]
dAT

dAT
dt

(29)

Hierin is  I  :

I  :g

Vd' Pd' Cd ‘

e :
Q°:

de electrisch toegevoerde energie,
de parasita ir toegevoerde energie (w.o. straling),
het energietransport, zoals gedefinieerd in (22),
welke dus negatief is,
het parasitaire warmtelek (w.o. de geleiding door
het glas),
het ingenomen volume, de dichtheid en de so o rte lij
ke warmte (per gram) van de boven de vloeistof aan
wezige damp,
de verdampingswarmte (per gram) en
het mechanocalorisch effect (per gram), volgens
Q° = lim  (-<?!).

h—o 6
In (29) hebben wij dus de to ta le  hoeveelheid superfluidum, die
per seconde (naar binnen) stroomt op de gebruikelijke wijze ge
s p l i t s t  in de hoeveelheid, die nodig is  om het (weg)stromende
normale fluidum te vervangen (met J  = 0) waarvan het warmte-
effect in W opgenomen is  (cf. IB; 2b) en de resulterende hoeveel
heid, die door dV/dt bepaald is  en die het mechanocalorisch ef
fect veroorzaakt.

Met
dVdpd dAT _ v  dpd dAT _ dV

dAT d t d dAT d t ?d d t  *
(30)

is  (29) te schrijven:

[Vpc + VdPdcd
dp,-, dAT p j  dV
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Wij voeren nu de volgende notaties in:

VPC * VdPdcd + eVd A (K ,T) (32)

Q ° _fsLe -  ( f
P

(33)

m  aT
j r m &B  • (34)

indien ƒ' het fonteineffect is  verminderd met het verschil in
damp druk in on He/graad.
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Hierover merken wij het volgende op:

HV.T) = Vpc (1 + £j) ; ^  < 8%

Q° ( i  -  t,2) ;

' AT -  — AT t ( 35 )

D iffe ren tia tie  naar t van AT- geeft volgens (34), (35), (25)
en (26): dATr 1 dH

dt q f ' d t Oqf' dt
Substitu tie  van (32), (33), (35) en (36) in (31) geeft:

ƒ dAJÏ dV p(? I  + .1* t  W -  i j
ƒ ' d t

waarin

dt A(V,T)

MV.T)

(1 + e) +

Vc
O q f ' O q f ' Q °

Dit geeft bij in teg ra tie  van t -* t g:

L v \ / ‘- - -

ƒ' *

A(V,T)

«  1 .

-  □(*) (1 + e) + ƒ e ----- —
A(V,T) t UV.T)

dt  +

(36)

(37)

(38)

I  rt W-I„ ,
___£__dt  + ƒ e -------d t .
A(K,T) t A(V,T)

(39)

Deze la a ts te  twee integralen z ijn  veelal k lein  t .o .v .  de andere
termen (en ook gedeelte lijk  te  berekenen m.b.v. (23)), zodat wij
schrijven:

S ^ t ) J p
A(V,T)

d t ; 82(t) Ad', 7̂
5 j( t)  + 62(t)  = 6(t) .

(40)

Daar A ït( te) = 0, wordt (39):

□(t) [—ATt(t) + ƒ e ----------d t + 8(t)] . (41)
1+e ƒ' t A(V,T)

Volgens de d e fin itie  (28) geldt dus:

□°(t) = ï-5 1  [L. AÜ(t) + 6(t)] . (42)
1+e ƒ

Dit is  de gezochte betrekking. Op deze wijze is  F (= f tT \)  d irect
te  bepalen u i t  de kromme van figuur 7a (en dus n ie t a ls  een ver
schil van tp en /AD, hetgeen in vele gevallen van kleine waarden
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een zeer belangrijke verhoging van de nauwkeurigheid impliceert,
waardoor ook bij deze waarden de wrijvingsverschijnselen onder
zocht kunnen worden.

Het is  in d it verband jammer dat e «  1, want daardoor geeft
de onnauwkeurigheid in de bepaling van a° (ca. 5|a) u iteindelijk  in
/Alt een onnauwkeurigheid van 0,01 to t 0,2 cm. Dit is  dus tevens
de benedengrens van de meetbare /ATT-, dus F-waarden.

3. De berekening van de functies  H(t)  en AT(t)

Het verloop van H(t) en ook AT(t) is  (bij gegeven toestel en
temperatuur) bijna geheel bepaald door de uitwendige parameter I
(en de tijden t en i Q), die de diverse krachten, direct en indi
rect, veroorzaakt en het stromingsmechanisme in werking zet. Heb
ben wij ons dus een beeld gevormd van d it mechanisme, dan kunnen
wij derhalve H(t) en AT(t) ook berekenen, waarbij dan I  als para
meter op zal treden. Dit nu stellen wij ons voor te doen.

Uit (28) en (41) volgt:

H(t) = H(te) -Q(t) = H(t ) - L-Sl. [L A n ( t ) + / ‘e ———— dt  + 6( t)]
Ue ƒ' t A(V,T)

en u it (28), (34) en (35):

ATE(t) + -L  ATI(t) = AT(tg') — + .(44)AT(t)

Dit wordt na substitu tie van (41):
ƒ AT+

AT(t) = AT(t ) + —  -f:—
J  1+s — [ / ‘e

1+e t
--------- dt  + 6(f)] .
A(V,T)

(45)

Denken wij ons 82(t) als een correctie op H(t) resp. AT(f). welke
deze vervormt tot  Hc(t) resp. AT ( t) , dan is  dus het verloop van
deze grootheden als functie van t bepaald indien slechts A lt( t)
bekend is , daar I  en I  constant z ijn . Overigens zullen deze
Hc(t )  en A7’c(t) vaa H(t)  en AT(t) dus slechts belangrijk ver
schillen b ij grote h en grote ( t g- t ).

Teneinde A rt(t) te  bepalen gaan wij u i t  van de bewegings
vergelijkingen en de energiebalans.

De bewegingsvergelijking van het superfluidum (3') is  in wezen
n ie t anders dan (10) hetgeen dus (19) opleverde. Definiëren wij
de relatieve snelheid

V »  V - V  ,s n ’

dan is  dus (19) te schrijven:

v - vv„ • (46)
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A: A7t ■ pv“ ; P y p (47)

De bew egingsvergelijking van het normale fluidum (41) i s  ook
bepaald door he t geven van (3 ')  en de som van (31) en ( 4 ') .  Verg.
( 3 ')  hebben wij reeds in  de vorm (47), [ (3 ')  + (4 1)] le idde  v ia
(6) to t  (21), d ie  wij kunnen schrijven:

B: C'2

De energ ieba lans in  de vorm (37)
vormen m. b. v . :

(48)

kunnen wij nog v e rd er om-

dV i
p d7= <psvs + p„v„> 2lTih

en van (22), waarin wij substitueren  (cf. IB; 2b: (5)):

TxS* = Q° .

Wij vinden dan in  de benadering 1 + e = 1 en Q+ -  Q°:

ƒ dAït
-  (1-*)ƒ' dt ' MV.T)

hetgeen n ie t  anders i s  dan

I  + J  -  I
2tir h (v -v ) + --------2------2.

1 s " A(V,T)

c:

waarin

dAJt -  Bv + C

(49)

(50)

(51)

(52)

pQ° f
B -  (1-*) — —  2-nr-h

C

A(V'. T) ƒ

L U r z I i L
A(V,T) ƒ

De vergelijk ingen A, B en C ((47), (48) en (52)) bepalen op over
z ic h te li jk e  en compacte wijze de stroming van helium II .

Ter bepaling van A Ït(t) combineren wij (47) a i (52) to t
B dvK

-Bv + C * dt  '

H ieru it i s  in  beginsel v ( t)  op te  lossen en derhalve ATt(t).

(53)

3a. Voor C = 0, hetgeen gerealiseerd  i s  voor t g < t  i  t g ( I  = 0),
m its I  -  I  = 0 ,  vinden wij:p 9

ATt = y  ( V * ) JR“ 1 m > 1 (54)

p«- 1 1 i
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Gesubstitueerd in (43) en (45) geeft dit:
m

nc(t) = m t e) -  yl(*e-*)SSJ. Yi ■ Y (55)

Y2 * j r  Y (56)
m

en ATc (t) » ÓT(te) + Y2(*e"*)" 1 ’

Hierbij is  dus e verwaarloosd t.o . v. 1.
Het eerste, dat in (54) -  (56) opvalt, i s  het optreden van de

eindige t i jd  ( t £ t ), waarbinnen het systeem zijn  stationnaire
rusttoestand (Alf = 0) opzoekt. Dit is  dus essentiëel anders dan
in a lle  gevallen, waarin de terugdrijvende kracht evenredig is
met de uitwijking, d. i. m -  1, waar volgens een exponentiè'el ver
loop de evenwichtspositie opgezocht wordt. Ben gevolg is  ook, dat
de kromme H(t) een scherpe kromming in t*  t g vertoont, al b l i j f t
de afgeleide continu. Ook rechtvaardigt deze eindige t i jd  de de
f in itie  van t , in tegenstelling to t de s itua tie  bij een exponen-
tië e l verloop.

Ook is  Aït( t )  weinig m-afhankelijk, daar b.v. voor 3 < m < oo
voor de exponent geldt 1,0 < m/m-1 < 1,5 , waardoor d it a priori
n ie t een methode l i j k t  om m te  bepalen. Anderzijds echter z ijn
W(t) en AT(t> d irect gemeten grootheden, in tegenstelling to t v
(die in de andere formules nodig is ) , die via dti/dt bepaald is.

3b. Voor C j* 0. d .i. t j  < t < t„ (ook t > t o indien I p -  I q t  0),
is  de oplossing minder eenvoudig. Met i* = 3 is  het resultaat:

Dit geeft in principe weer v(t) en dus ATt(t), en daarmee is  het
gestelde probleem opgelost.

Wij kunnen ons van deze periode het volgende beeld maken.
Allereerst geeft (57) voor grote t:

d.w.z. (B/C)v nadert exponentieel de waarde 1 en volgens (47) en
(52) nadert ook Aït op dezelfde wijze een constante waarde (fig.
7c). Deze lim iet v = C/B wordt dus sneller bereikt voor grote h
en kleine I , hetgeen ook plausibel is .

Vborts geven (43) en (45) voor de afgeleiden:

v)] = t i f (57)

waarvoor, ook te schrijven is:
1 /BVv 23 ë ï l  rl 1 ,Bv

V =  1 -t/.T a. • 3pC2e r/x  met t = ■■■— ,
B3

(58)
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( 59)dHc ƒ 'ge r _ƒ_ dtS\ + I c j
dt 1+8 ƒ' dt A(V,T)

h*1*1,- (ao)

dt 1+e e ƒ' dt A(V,T)
Ware nu ATt s  O, dan zouden dus ff en AT. lin e a ir  met t toenemen,
te rw ijl de h e llin g  evenredig is  met I c ( f ig . 7d en f: s tip p e l
l i j n ) .  Nu ATt f  0 en [dATVdt] volgens (52) en (57) b lijk b aar
verloopt a ls  weergegeven in fig . 7c, zal dus aanvankelijk ffc(t)
minder snel toenemen dan I c, ATc( t )  j u i s t  veel sn e lle r . Voor
"grote" t  (wij definiëren t > tu met tu~ t 1 = 5 x) zullen echter
ff en !AT verlopen, evenredig met dezelfde I c a ls  in het geval
ATt = 0, d.w.z. evenwijdig aan de stippe llijnen . De grafieken van
[dH /dt]„ , en [dtiT /dt] , a ls  functie van I , zullen dan ook

C > 4 U C U „ frechte lijnen  z ijn , waaruit de invloed van de ex isten tie  van AP
verdwenen is  (f ig . 7e en g).

Er z ij ten slo tte  nog het volgende opgemerkt,
ex) Wordt er steeds doorgestookt dan zal tenslo tte  een stationnai-
re toestand bereikt worden. In dat geval zal dus ff constant b l i j 
ven (in tegenstelling  to t /ƒ., waar de "correctie" dus nu groot is
geworden!), waardoor dus ff a ls  functie van t een "S-kromme" wordt
zoals aangegeven is  in fig . 7d. Volgens (58) zal dus ju i s t  b ij de
constante ff gelden dat v = C/B. In d it  geval kunnen wij echter v
ook d irec t berekenen. Dan is  volgens (22) en (50): v= (p/ps)v„ =
= (I+I - I  ) /(p s27trdiQ0) en d it  i s  n ie ts  anders dan v = C/B.
P) Indien9in helium II  een c ritisch e  snelheid zou bestaan, d.w.z.
indien ATt * 0 voor v g \ s \ t , dan zou volgens (60) b ij de
bepaling van [dtpJ d t ]  in t ’* t x ’(rechterafgeleide) a ls  functie
van I  (fig . 7g) een knik gevonden moeten worden bij een bepaalde
waarde van I c. Teneinde eveneens een d e rg e lijk  e f fe c t in  de
[dH / d t ]-kromme te vinden, zouden wij steeds de gemiddelde waarde
van deze grootheid over b .v . de e e rs te  tie n  seconden moeten
bepalen. Immers u i t  (59) en (52) volgt, dat [dHc/dt]  in t ■ t j
continu is  (voor F /  0). Bovendien is  de rechteraf gele'ide in t =
t  (die dus nul is )  experimenteel n ie t te  bepalen. Derhalve be
doelen wij met [dHc/di^ ^t_t  ̂ steeds [öff^St] ( t= t )• DU* *s dus
ook het geval in fig . 7e. In IIIB komen wij hierop nog terug.

3c. Ook het verloop voor t £ t g vinden wij u i t  (43) en (45). In
d it  geval i s  dus AÏ+ = I  = 0 en de enige tijdafhankelijkheid van
ff(t) en AT(t) wordt dus veroorzaakt door 8(t):

ƒ 'ge
f f ( t )  = f f ( t  ) - A - J i - B ( t )  .e 1+8

Af(t )  =  A T ( t g) _  ^  8 ( t )  .•

(61)

(62)
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Volgens (40), (23), (12), (50) en (35) is  te  schrijven:

8 ( t) ƒ*• [J P ~ J 9____CJ l 9 d t  ,
t A(V,T) ë \ M V , T ) f '

hetgeen verder getransformeerd met (61) en (62) oplevert:

( 63 )

Hierin is:

ff(t) = Hp + -  Hp] ,

AT( t) = ATp + [AT(te) -  ATp] .

o e c/yyy
l+ e  grinA(V', I )

H : de p a ra s ita ire  niveauhoogte ten gevolge van
I- ) en daarmee gecorreleerd volgens:

Hp
fflln  ƒ• i

c3p2/Q°
q

(64)

(65)

<*P

het p a ra s i ta ire  tem peratuurverschil volgens:

J p ~
h 3 *

D it verloop moest ook verwacht worden, daar in  d i t  t r a j e c t  de
stroming geheel door de warmtegeleiding, dus de stroming van het
normale fluidum, wordt bepaald.

Voorts leveren  (64) en (65) in  beginsel de m ogelijkheid op,
b ij bekende r^, de waarde van h te  bepalen (cf. IIC ;4).
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l i e .  BIJKOMENDE GROOTHEDEN

1. Gegevens over f o

De waarden van ƒ = xS*/g zijn de waarden van het statische
fonteineffect, dus de limietwaarde van het experimentele fontein
effect voor h = 0 of AT=0. Hiervan zijh  twee series waarnemingen
beschikbaar, zoals wij zagen (IC; 1) afkomstig van Mellink 47•3 en
Kapitza  41*2, die echter n iet overeenstemmen boven 1,7°K (fig. 5).
Veronderstellen wij, dat de vergelijking (2) van H, London in d it
gebied een voldoende benadering oplevert, d.w.z. xS* = S, dan
hebben wij nog een serie  waarnemingen te r onzer beschikking nl.
de metingen van Kramers, Wasscher en Gorter 52-3. welke de waar
den van S opleveren. Deze zijn beneden 1,7°K in overeenstemming
met de resultaten van Mellink  en Kapitza , daarboven liggen Kra
mers ' waarden tussen deze laatsten in. Hierom en in verband met
de hogere nauwkeurigheid, hebben wij ons gebaseerd op deze S-
waarden en daarmee verder gerekend. Ook de indirecte bepaling van
f  door Van den Meydenberg, Taconis, Beenakker en Wansink S4»

J  Ois  hiermee in overeenstemming.
Zoals (10) -  (24) laten zien, is  de keuze van f Q zeer essen

tiee l voor de bepaling van de numerieke waarden van de wrijvings-
kracht, o.m. daar F = /AT -  Ap. In d it verband zij echter opge
merkt, dat bij T > 1,7°K veelal /AT »  Ap, waardoor de onzeker
heid in F n ie t veel groter behoeft te zijn dan de onzekerheid in
ƒ . Bij kleine F kunnen wij echter alleen de overshootmethode ge
bruiken, waar deze moeilijkheid n ie t optreedt, zoals reeds werd
opgemerkt.

Z.  G egevens o v e r  *

De een v o u d ig ste  methode te r  b ep a lin g  van x(T) i s  gebruik te
maken van de door Tisza  47• 5 gegeven formule x .=  S / S A . Deze fo r 
mule i s  e d ite r  a fg e le id  onder zeer  beperkende veron d erste llin g en ,
w aaronder d ie  van de a fw e z ig h e id  van een norm ale s o o r t e l i j k e
warmte h e t m inst bevred ig t.

Ook i s  het mogelijk x(T) te bepalen v ia  de metingen van de
voortplantingssnelheid van "second sound", zoals a ls  eerste ge
daan is  door P eshkov 46*1. Het bezwaar hiertegen is , dat ook hier
dan x berekend moet worden via een formule waar ook weer bepaalde
veronderstellingen aan ten grondslag liggen.

De mooiste wijze is  de directe bepaling, zoals door Androni-
kasbvilli  48•8 i s  uitgevoerd, waarin x bepaald wordt u it  het
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traagheidsmoment van een slingerend systeem van dicht opeenlig-
gende schijven, dat alleen 'het normale fluidum mee doet slinge
ren. De amplituden moeten hierin  zeer gering zijn  i.v.m. het be
staan van de wrijving met het superfluidum. Practisch is  echter
beneden ongeveer 1,7°K de bijdrage van het normale fluidum to t de
to tale  massa te gering om nog een redelijke nauwkeurigheid voor x
te  geven. Daar echter de beide e e rs t genoemde methoden boven
1,7°K in overeenstemming zijn  met de directe bepaling van Andro-
n i k a s h v i l l i , hebben wij bij de bewerking van onze experimenten
gewerkt met de eerste  methode, n l. de formule van T i s z a . Voor
lage T achten wij een grote onzekerheid in x echter geenszins
uitgesloten. Wij kunnen echter het volgende opmerken,
a) In zeer vele gevallen (waaronder (10) -  (24)) komt x voor in
de combinatie xS*, welke onafhankelijk van x  d irec t bepaald is
(cf. 1).
p) De grootte van de wrijvingskracht wordt opgegeven in Ax en de
waarde van x is  dus n ie t gebruikt.
y) De waarde van (1-x) = ps/p  b l i j f t  nauwkeurig, omdat ju is t  bij
lage 7 deze waarde weinig van x afhankelijk is . Dit is  o.m. van
belang b ij de bepaling van vs u i t  de gemeten grootheid dV /d t
(cf. IIA;2c).

3. De bepaling van t) / / i 3

Deze berust geheel op (23) en (24). Bepalen wij het drukver
schil en (of) het temperatuurverschil als functie van de station-
naire warmtestroom, dan is  de waarde van t) / h 3 te  berekenen u it
de helling van de rechte en (of) de helling  in de oorsprong aan
de kromme. In d it  verband z ij nog verwezen naar IIA; 3b. Kennen
wij de waarde van h (zie 4) dan volgt dus de waarde van r]n en ook
omgekeerd. Bovendien geeft f\n/ b 3 het noodzakelijke verband tussen
Cp en vn, hetgeen nodig is  om v (t) te bepalen.

4. De sn le e tw ijd te  h

De bepaling van de spleetwijdte h behoort to t de belangrijkste
en m oeilijksté onderdelen var, het onderzoek, vooral omdat de nu
merieke waarden van de resu lta ten  volgens h 3 van h afhangen.
Daarom is  het vooral ook van belang eveneens over de homogeniteit
van h gegevens te verkrijgen.
4a. De bepaling van h
a) Wanneer de sp leetw ijd te ingesteld  wordt m.b.v. bandjes of
draadjes, kan de dikte hiervan gemeten worden (optisch of mecha-
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nisch) en ook de eventuele invloed hierop van een druk, analoog
aan die van de veertjes.
p) Is het to e s te l gemonteerd en geheel geëvacueerd, dan kan de
wijdte berekend worden door de t i jd  te bepalen, waarin een beken
de hoeveelheid gas (c .q . heliumgas) door de sp lee t van buiten
naar binnen stroomt onder een gemeten drukverschil.

Dit wordt a ls  volgt uitgevoerd. Een bo lle tje , voorzien van een
manometer en een kraan, wordt gevuld met heliumgas en verbonden
met het to e s te l. Wanneer nu het toeste l en de toevoerleiding to t
aan de kraan leeggepompt z ijn  (wat soms enige dagen vergde), wordt
de kraan van het b o lle tje  geopend. Hierdoor vu lt zich v r ij  snel
( 1 0 - 3 0  sec) de ruimte Bg en wij zien op de manometer een snel
le  daling van de druk. Hierna zal dan onder invloed van het res
terende drukverschil het gas in de ruim te B ■ stromen door de
sp leet. Door de afnemende druk op de manometer te  volgen, i s  de
wijdte h te  berekenen. In ons geval is  deze methode geschikt voor
a lle  h < 5 |j,. Voor h > 5 (i. i s  de t i jd  van stromen te  kort om een
redelijk  nauwkeurige bepaling te doen.

Nu is  de v r ije  weglengte van heliumgas 0,2 n b ij normale druk
en temperatuur. Willen wij met een P o is e u il le  stroming werken,
dan zal dus na het begindrukverval de druk in het b o lle tje  van de
orde van één atmospheer moeten z ijn , hetgeen in ons geval impli
ceert een druk van v ier atmospheer vtftfr het openen van de kraan.
Dit heeft experimentele bezwaren. Voor een Knudsen stroming daar-'
entegen zijn  deze getallen ca .50 maal lager, hetgeen veel eenvou
diger is  te  realiseren . Nu is  het bezwaar tegen Knudsen stroming,
dat deze evenredig met h 2 verloopt en wanneer de sp leet n ie t ho
mogeen is ,  een effectieve  h: h ( 2  ̂ = ■/ h 2 gemeten wordt, die an
ders is  dan h^3} h 3, die de wet van P o is e u il le  zou geven, ene r f
die wij e igen lijk  in onze experimenten nodig hebben. Daar s ta a t
a ls  voordeel tegenover, dat wanneer v ia een andere weg een 2
bepaald kan worden, de verhouding v = > een maat i s  voor
de homogeniteit van de spleet (cf. b).

De formule, die wij voor Knudsen stroming hebben afgeleid, i s
gebaseerd op de elementaire beginselen van deze stroming en wij
schatten op grond van de artikelen van Knudsen en Von S moluchowski

09, i ; i o . l t  n . i  een onzekerheid in h 2, k le in er dan 10%. Voor
pio( t ) ,  het drukverschil tussen en Bq, vinden wij:

Pio *  Pu e' a h t
I n  r o / r i

V/ 2nRT V Fo
V.V

l  O

Hierin is  V. het volume van B- resp. B .
1 , 0  . 1  o

Teneinde dé invloed van de temperatuur op de bepaling na te gaan,
hebben wij deze ook een enkele maal uitgevoerd b ij T»77°K, maar
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wij vonden in die gevallen geheel hetzelfde re su ltaa t als bij
kamertemperatuur.
y) Indien de waarde van de v isco s ite it tj bekend zou zijn, is  h
te  bepalen u i t  de grootheid rj / h 3, die onder 3 gevonden werd.
Meestal diende echter de bepaling van \ / h 3 om, bij bekende h,
ju is t  T)n te  berekenen. Ook u it  het verloop van H( t) voor t > t
(IIB; 3c) is  bij bekende rj de waarde van h te  vinden. Dit werd
een enkele maal gebruikt bij wijde spleten.
8) In beginsel zou ook h bepaald kunnen worden u i t  het stromen
van helium I boven het A-punt. Daar d i t  een zeer bewerkelijke
methode i s  en ook de noodzaak hiertoe n ie t groot was, werd deze
nimmer gebruikt.
4b. De uniform iteit van h
a) A llereerst is  deze afhankelijk van de p a r a l le l i te i t  van de
glasplaten. Dit is  na te gaan door deze oppervlakken op elkaar te
plaatsen en de (eventuele) in terferentiefiguren  te bestuderen.
Ook is  de invloed op d it patroon van enige druk na te gaan. Bij
de korte spleet bestond de interferentiefiguur u it één ring langs
de buitenrand. De spleet was dus een weinig wigvormig (0,3 n op
1,3 mm). Bij de lange spleet was deze figuur gecompliceerder en
wees dan ook op een minder fraaie  p a ra l le l i te i t .  Een bezwaar is
dat wij zo dus n ie t weten of er bij lage temperatuur spanningen
in het glas optreden die van belang z ijn . Wel hebben wij gecon
stateerd  dat na tien ta llen  heliumdagen het patroon bij kamer
temperatuur ongewijzigd was gebleven.
p) Bij ingestelde spleet is  de uniformiteit na te gaan indien wij
meer dan één der methoden onder a te r bepaling van h kunnen ge
bruiken. Bij de methode aa moet nog een co rrectie  aangebracht
worden voor de afwijkingen onder ba beschreven. Een enkele maal
is  het ook mogelijk u i t  reeds bestaande resultaten, door verge
lijk ing  en in terpolatie , een indruk van de homogeniteit te ver
krijgen. Ook moet algemeen rekening gehouden worden met de moge
lijkheid dat een gedeelte van de spleet verstopt zou zitten , b.v.
als gevolg van verontreinigingen in het helium. Veel hinder heb
ben wij hier n ie t van ondervonden.

Samenvattende kunnen wij opmerken, dat aan de eis van de uni
formiteit in het geval van de korte spleet steeds voldaan was met
inachtneming van hetgeen onder a) is  genoemd. Bij de lange spleet
kunnen wij ons niet zo positief uitlaten.

63



H o o f d s t u k  I I I

R E S U L T A T E N

Dit hoofdstuk is  in drie delen onderverdeeld. In UIA hebben
wij de wrijvingskracht F(v) bepaald u it  de metingen door_^>, AT
en v te  berekenen. Dit beperkt zich dan to t waarden van F > 2 h
8 cm He (v ~  20 cm/sec). In IIIB  worden de resu lta ten  met de
"overshootmethode" weergegeven. Hierbij is  dan vooral het gedrag
in de buurt van een eventuele critische snelheid van belang. Vele
resultaten van het formalisme IIB;2 en 3 zullen h ierb ij dan ook
gebruikt worden. Voor de hogere snelheden blijken de resultaten
verder identiek te zijn  met die onder UIA. Ook de toetsing van
verdere formules u i t  IIB ;2 en 3 zijn in deze sec tie  onder ge
bracht. In IIIC zijn de metingen over de warmtegeleiding te vin
den. Ook h ie ru it kunnen conclusies getrokken worden betreffende
de wrijvingskracht in het gehele snelheidsgebied. Gegevens over
de stroming van het normale fluidum (en de v isco s ite it r^) zijn
eveneens u it  de warmtegeleiding te verkrijgen en in d it gedeelte
vermeld.

I H A .  DE BEPALING VAN F ( v )  MET DE RETARQATIEMETHODE

In fig . 8 z ijn  drie karakteristieke voorbeelden gegeven van
gemeten krommen H(t) en AT(t) (analoog aan fig. 7a en b) bij ver
schillende spleetwijdten en temperaturen. Pig. a geeft een situ-
tie  weer, waarin de "overshoot" veel groter is  dan het afgelegde
tra jec t tijdens de stooktijd en langer dan v ijf  minuten duurt; in
fig . c is  een voorbeeld gegeven van o0 = o, terw ijl onder b een
tussengeval is  afgebeeld. Er z ij nog opgemerkt, dat de t i jd ,
waarin bij verschillende temperaturen eenzelfde "overshoot" wordt
"afgelegd", ruwweg evenredig is  met 1/(1-*); en verder, dat vs »
v , waardoor (v -  vn) = vs, waarop wij nog terugkomen.

Drie H(t)-krommen bij één temperatuur en spleetw ijdte voor
drie steeds toenemende waarden van I  zijn afgebeeld in fig. 9.

In deze sectie bepalen wij dus u it deze krommen de wrijvings
kracht F(v) door de basisgrootheden te berekenen. Dan kunnen wij
nagaan of de voorgestelde vorm (16) een goede beschrijving biedt;
en als dat zo is  kunnen wij de waarden van m bepalen en Am bere
kenen, zoals vermeld in IIB; 1. Op deze wijze is  dan ook F(v)
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F ig u u r  8
Drie karakteristieke voorbeelden van gemeten krommen

H( t ) en AT ( t )  ana loog aan f l g .  7a  en b (Q en • • meetpunten)
a) T  = 2;02°K; h = 0 , 4 3  |a; I  = 3 , 5 0 mW Cl'! - 3 ' )
b) T  = 1 ,44°K;  h = 1 , 5  I  = 0 , 8 7 ra W ( 1 - 4 1)
c) T  = 1,72°K; h = 0 , 8  (i; I  = 0,  19 mW Cl'' - 2 ' )
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7min3min I

F ig u u r  9
De n i v e a u h o o g t e  H a l s  f u n c t i e  van de t i j d  in  d r i e  g e v a l l e n
r e s p .  met  I  = 0 , 66  mW ( l ' - 2 ' ) .  I  = 1 .73  mW ( l ' - 3 ' )  en I  =

3 ,58  mW ( l ' - 3 ' ) ;  T = 2, 02°K, h = 0 , 8  p»

v astg e leg d . Het rekenschema voor deze berekening van F (v) i s  in
f i g .  10 g e ï l l u s t r e e r d  aan een s p e c ia a l  g ev a l. U it  f i g .  a: de
n iveau h o o g te  a ls  f u n c t ie  van de t i j d ,  v o lg t v ia  H{t )  de
r e l a t i e v e  s n e lh e id  a l s  f u n c t ie  van de t i j d ,  v ( t ) ,  iri f i g .  c .
Voorts v o lg t u i t  H(t )  en h e t tem peratuurverloop AT(t) h e t verband
tussen  Ap en AT op v ersch ille n d e  t i jd s t ip p e n .  D it i s  f ig .  b, waar
in  dus t  lan g s  de kromme v e ra n d e r t, t e rw ij l  de waarden van F =

h ie r in  z i jn  aan te  geven. T en slo tte  v o lg t u i t  f ig .  b en c de
u i te in d e l i jk e  r e l a t i e  tu ssen  F en v, waar dus ook de param eter t
g eë lim in ee rd  i s .  Het r e s u l t a a t  i s  in  f i g .  d op lo g a rith m isc h e
w ijze  u i tg e z e t .  Op deze w ijze i s  zowel de h e l l in g  m t e  bepalen,
a lso o k  de waarde van A , d ie  b .v . g e k a ra k te r is e e rd  i s  door de
waarde van F3$, d . i .  de waarde van fAT* voor v = 35 cm/sec.

In f ig .  11 en 12 z i jn  weergegeven enige s e r ie s  re s u lta te n  van
F(v)  in  v e rsch ille n d e  geva llen , analoog aan f ig .  lOd. D e s p re i
ding in  de punten wordt voornam elijk veroorzaak t door onnauwkeu-
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De berekening van F(v)  u i t  de gemeten krommen H(t)  en AT(t)
in het geval: T= 1. 44°K; h = 0.43 p.; J = 0,85 mW ( l ' - 2 ') .

righeden in v, die v ia  de afgeleide van de gemeten krommen be
paald moet worden. Uit deze figuren concluderen wij, dat er dus
een re la tie : F(v)  ~ v m bestaat, hetgeen ook n ie t verbaast, vooral
op grond van hetgeen wij samenvatten onder IC. Wij bepalen ons
dus verder to t de twee kemgrootheden m en A .

De waarden van m, a ls  functie van de spleetw ijd te h met para
meter T zijn  weergegeven in fig . 13; deze waarden z ijn  nauwkeurig
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IOOOcmH«
T = 2D9°KT* 1.7

20  4 0  80cnysecIO 2 0  4 0  8 0 1 0  2 0  4 0  8010

Figuur 11
F a l s  f u n c t i e  v a n  d e  r e l a t i e v e  s n e l h e i d  v

( l a n g e  s p l e e t ;  h = 1,6 (A)

lOOOcmHe-
T= 2D2°KT=I44°K

20  4 0  8 0 crn/4ecIO 2 0  4 0  8010 2 0  4 0  8010

Figuur 12
F a l s  f u n c t i e  van de r e l a t i e v e  sn e lh e id  v

(k o r te  s p le e t ;  h = 0 ,43 p.)



Figuur 13
De waarde van

s, & T =
©, <j: T =
+, i:  T =

m a l s  f u n c t i e  van de s p l e e t w i j d t e  fc.
2 , 02°K (k o r te  re sp .  lange  s p le e t )
1,72°K (k o r te  re sp .  lan g e  s p le e t )
1 , 44°K (k o r te  re sp .  lan g e  s p l e e t )

binnen 10%. Wij kunnen dus concluderen, dat de wrijvingskracht
met m = 3 de s i tu a t ie  boven 1 p. goed b e sch rijf t; beneden 1 |i
b l i jk t  n toe te  nemen. Verder vertonen de lange en de korte
spleet geen systematisch verschil; beneden 1,2 n zijn in het eer
ste geval echter geen waarden beschikbaar. Bij deze bepaling van
m hebben wij soms rekening gehouden met een conclusie, die wij
u it IIIB getrokken hebben en waarop wij dus nog terugkomen. Dit
heeft^tot practisch gevolg dat wij in d it verband aan de waarden
van F < 5 i  10 cm He een geringer gewicht toekenden dan aan de
hogere waarden. Deze grens benadert overigens de lim iet, die wij
op grond van de nauwkeurigheid al moeten stellen.

De grootte vaii de wrijving is , bij gegeven m, gekarakteriseerd
door de coëfficiënt Am. Een overzicht van de wrijving als functie'
van h en T is  dus gegeven door Am(h,T) ,  mits m constant is . ' Een
variabele m geeft nl. geheel geen overzicht, laa t staan inzicht,
vooral daar in de numerieke berekening (cf. IIB; 1) grootheden in
de me-macht voorkomen. Daar wij zagen, dat m wat fluctueert en
bij lage h oploopt, is  de questie nu, op welke wijze wij in ons
geval het beste overzicht verkrijgen. Wij hebben d it probleem op
gelost op de volgende wijze.

Enerzijds werd uitgegaan van de formule van Gorter-Mellin k ,
((16), waarin m = 3) en werd aan de meetpunten een derde machts-
verloop aangepast en daaruit dan A berekend volgens IIB;1. De re-
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150 cmsec/g

Figuur  1U
Het product Ax a ls  fu n c tie  van de sp lee tw ijd te  h met param eter T.

k o rte  sp le e t:  a : T = 2 , 02°K lange sp lee t: a : T = 2 ,0 9 ok
0 : T = 1 , 72°K 0 : T = 2 ,0  or
+ : T = 1 , 44°K Y : T -  1 .7  °K

ö : T = 1, 4 °K

s u l ta te n  van deze berekening  z i jn  neergelegd  in  f ig .  14, waarin
u i tg e z e t  i s  Ax a l s  f u n c t ie  van h met param eter T. Dat wij h e t
p ro d u c t Ax en n i e t  A beschouwen, h e e f t  v e r s c h il le n d e  redenen,
waaronder de b e la n g r ijk s te  i s  h e t f e i t ,  dat Ax a ls  product u i t  de
m etingen te  v o o rsc h ijn  komt en daardoor ook met grootheden a ls
F 35 t e  v e rg e lijk e n  i s .

A nderzijds werd in  f ig . 15 op dezelfde w ijze u i tg e z e t  de waar
de van F 3S( h , T ) ,  w aarin  dus F 3S = /A7^ voor v = 35 cm /sec. De
waarde v -  35 cm/sec i s  zo gekozen, d a t d i t  ongeveer de gemiddel
de a b c is  i s  van h e t  zw aartep u n t van de v e r s c h i l le n d e  p u n ten 
system en. Ware dus m = 3 voor a l l e  h en a l l e  v (c f .  I I IB ) , dan
zouden de f ig u ren  Ax(h,T)  en F 3S(h,T)  op een co n stan te  fa c to r  n a
d e z e lfd e  krommen moeten z i jn  (c f .  I IB ;1 ) .  D it b l i j k t  in  g ro te
trekken dan ook g e re a lise e rd  te  z ijn ; de v e rsc h ille n  b ij  k le in e  h
z i jn  te  verwachten op grond van f ig .  13.

De tem peratuurafhankelijkheid  van Ax voor v e rsch illen d e  h ver
to o n t een gering system atisch  verloop. D it hebben wij nog verdui
d e l i j k t  in  f ig .  16, w aarin de r e la t ie v e  waarde van Ax t .o . v .  de
waarde b i j  T = 2,02°K i s  u itg e z e t a ls  fu n c tie  van T met param eter
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IOO cm He

Figuur 15
F3s a l s  f u n c t i e  van de s p l e e tw i jd t e  h met p a ram ete r  T

□ : T = 2, 02°K
© : T = 1, 7 2°K
+ : T = 1 , 44°K

lAxtn
M ë ö a

. /A, /
A /
o /

X
X

>
v  +

{

22° K

Figuur 16
De r e l a t i e v e  waarde van Asr t . o . v .  de waarde b i j  T = 2, 02°K

a l s  f u n c t i e  va.i ï' met p a ram e te r  h
+ : h » 6 |X
9 : h = 2,4
A : h = 1, 5 |j,
® : fc = 1,0 (x
O : h = 0 ,8  u.

--------: de f u n c t i e  x ( T ) / x ( 2 , 02)

/i. De gestreepte kromme geeft aan de functie x(T) in dezelfde
schaal, waardoor teveas de temperatuurafhankelijkheid van A u it
deze figuur is  af te lezen. Wij kunnen nog opmerken, dat de waar-
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den bij grote h in overeenstemming zijn met de eerste resultaten
van Gorter-Me l l in k  49»1, evenals dus het temperatuurverloop van
deze waarden.

Verder vertonen de 4-waarden van de lange en de korte spleet
boven 1,2 [a slechts een gering systematisch verschil, al zijn de
numerieke waarden bij de lange spleet minder nauwkeurig. Deze
overeenstemming tussen beide series is  een belangrijk resultaat.
Immers, de wijze waarop F gedefinieerd is , impliceert dat F een
volumekracht is . Eenzelfde A-waarde in een lange en een korte
spleet houdt de rechtvaardiging van deze defin itie  in, daar b lijk 
baar F ook inderdaad evenredig is  met het volume van de spleet.
Dat de w rijv ingsverschijnselen  zich aan de uiteinden van de
spleet zouden afspelen, zoals wel geopperd is  S2*2, is  hiermee
dus in tegenspraak.

Wanneer de physische oorsprong van F eveneens een volumekracht
is , moeten wij dus verwachten dat A geen functie van h is . Is de
oorsprong van F een kracht, die aan de wanden van de spleet werk
zaam is , dan is  te verwachten dat A =  B/h, waarin B constant is .
De functie van de relatieve snelheid (zoals opgemerkt is  overi
gens vs »  v ) zou in d it  verband n iet duidelijk z ijn . Bekijken
wij nu de h-afhankelijkheid van A in fig. 14, dan b lijk t dat deze
wel aanwezig is , doch in geringe mate, nl. ongeveer geldt A'̂ h~'A.

Over het verschil in resultaat tussen lange en korte spleet in
fig. 14 bij 1,2 ia zouden wij het volgende willen opmerken. Het is
zeer waarschijnlijk dat, wanneer de (effectieve) spleetwijdte ook
bepaald gaat worden door de oneffenheden in de glasoppervlakken,
het superfluidum bij het stromen meer weerstand ontmoet dan a l
leen van de wederkerige wrijving en dat dus, door a lle  gemeten
weerstand (/A?^) aan F gelijk te stellen , een hogere effectieve
Ajc-waarde gevonden wordt. Dit is  des te  aannemelijker omdat de
laagste te bereiken spleetwijdte in het geval van de lange resp.
korte spleet ju is t  1,2 (a resp. 0,43 (a bedraagt, bij welke waarden
van h wij in beide gevallen een s te il  toenemen van Ax constate
ren. Het toenemen van m bij lage h zou misschien ook hieraan toe
geschreven kunnen worden, maar bij de lange spleet is  er echter
bij h = l , 2 [a geen analoog effect.
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I I IB. TOEPASSING EN TOETSING VAN HET FORMALISME IIB; 2 EN 3

Deze sectie is  weer in drie delen onderverdeeld. Onder 1 bepa
len wij F(v) u i t  □°(v). Wanneer dan b li jk t  dat wij geneigd zijn
de resultaten n ie t los te zien van het bestaan van een z. g. "cri-
tische snelheid" in helium II, gaan wij onder 2 het gedrag na van
andere krommen, waarop d it verschijnsel van invloed is  en die wij
u it  onze metingen kunnen bepalen. Tenslotte z ijn  onder 3 enige
resterende contacten tussen de metingen en het formalisme IIB
ondergebracht.

1. De bepaling van F(v)  met de "overshootmethode"

In d it gedeelte bepalen wij F(v) u i t  a 0(t) en v (t) , hetgeen
dus mogelijk is  op grond van (42), welke formule het verband tus
sen □“ en tfP geeft. Daar wij in UIA deze laatste  steeds bepaald
hebben, is  het zinvoller n ie t met □°(t), die u it  de metingen di
rect volgt, verder te werken, maar met

o“(t)  =  (d °(t) 5) -r r  •  (66)
c 1+8 V

Deze grootheid is  nl. nu direct evenredig met AT*’, omdat wij dus
de 8-term u i t  he t tweede l id  van (42) naar het eerste  hebben
overgebracht. Daar bij onze meetmethode het volume V n ie t con
stant is  voor opeenvolgende stookseries u it  één meetserie en (in
de benadering A(V, T) = pVc) e ~  V, is  door toevoeging van de fac
tor 1/V gezorgd, dat de zo gedefinieerde a°(t) evenredig is  met
tJ**■, waarbij de evenredigheidsconstante slechts temperatuur- (en
geen t i jd - )  afhankelijke grootheden meer bevat. Tenslotte zorgt
de factor V (een vast gemiddeld volume, waarvoor steeds 15 cm3
genomen werd), dat de orde van grootte en de dimensie van a°(t)
en □°(t) dezelfde zijn . De numerieke waarden van o°(t) verschil
len dan ook veelal weinig van de gemeten ü° ( t ) - waarden. Voorts
zij vermeld, dat de opgegeven waarden meestal de D°(to)-waarden
van elke stookserie zijn; alleen bij grote n°(f0) zijn  ook a°(t)-
waarden mogelijk voor t < t < t .o e

De experimentele H( t ) -  en A!T(t)-krommen z ijn  nauwkeuriger
vastgelegd, naarmate meer meetpunten beschikbaar zijn en de stro
ming langzamer verloopt. Daar het aantal meetpunten per minuut
ongeveer vastlig t (15), zal dus de nauwkeurigheid van eenzelfde
□° in nauwe spleten veel groter z ijn . In d it geval is  de fout
minder dan 5 p.. Dit geeft dan een onnauwkeurigheid in / a7  ̂ van
0 , 0 1 0 , 2  cm, hetgeen dus tevens de benedengrens is  van deze
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waarden. B ij g ro te re  h en ook wanneer de tem p era tu u r n i e t  v o l
doende co n stan t i s ,  i s  de nauwkeurigheid minder goed. Aan de con
s ta n th e id  van de tem peratuur i s  v ee l zorg  b esteed  (c f .  IIA ;4b).
Wij merken nog op, d a t b ij isotherm e metingen d ru k v e rsch illen  van
0 ,2  cm op veel eenvoudiger w ijze te  meten z ijn !

In f ig .  17 en 18 z i jn  enkele  k a r a k te r is t ie k e  r e s u l ta te n  gege-

2 0 cp%ec O O IO 2 0 cm/kec
------- • »  v

Figuur 17
De "overshoot" □£ a ls  fu n c tie  van de re la t ie v e  snelheid  v.

a) T = 1,44°K; h = 1 ,0  |A
b) T = 1,72°K; h = 0,43 (i

.c) T = 1,85°K; h = 0,74 (i.

CQcmQ3cm

De "overshoot
Figuur 1,8

□° a ls  fu n c tie  van de re la t ie v e  snelheid  v.
a) T = 1 ,72°K; h = 1,5 (i.
b) T = 2 .02°K; h = 1,5 (A
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ven. Bij de beschrijving hiervan gaan wij dus u i t  van de metingen
bij de laagste spleetwijdten, fig . 17.

Vanaf v = O begint □“ zeer zwak en ongeveer l in e a ir  met v toe
te  nemen to t aan een zekere waarde v*\ Hier begint een zeer s te i l
toenemen, dat (b ij 0° = 0,02 cm, onafhankelijk van T, maar een
weinig afhankelijk van h) overgaat in een me m acht-afhankelijk-
heid, die geheel aanslu it b ij de resu lta ten , onder I I I A vermeld.

IOOOKJci

V / / / / / / / / / / / / / / / / / J
2 0  3 0  5 0 cnySec20 30 50cr%

_ Figuur 19
(0) resp. ['{fjfgBAT'*’] (©) als  functie van de re la tieve

snelheid v in een gecombineerde lin ea ire  schaal (gear
ceerde gedeelte) en logarithmische schaal (cf. (42)).

a) T = 1,72°K; h = 1,0 |l
b) T = 2,02°K; h = 0 ,43 |i

Dit la a ts te  is  aangetoond in een enkel voorbeeld, gegeven in fig .
19, te rw ijl in de reeds genoemde fig . 17 en 18 de ex trap o la tie
van deze me macht door een s tip p e lli jn  i s  weergegeven. De wijze
van u itze tten  in  fig . 19 is  aangepast aan de nauwkeurigheid, die
bij lage ü° een absolute waarde heeft, b ij hoge □“ een re la tieve
waarde. Bovendien is  de machtafhankelijkheid op deze wijze duide
l i jk  te  zien.

Het l in e a ire  b eg in tra je c t i s  tem peratuurafhankelijk en ook
h-afhankelijk. In sommige gevallen is  de helling  zelfs zo_ gering,
dat wij in wijdere spleten deze n ie t kunnen meten (cf. fig . 18).
Wij komen op deze hellingen nog terug. Er zij volledigheidshalve
nog vermeld, dat ook wel □“(v)-krommen gemeten zijn , die een veel
vlakker verloop vertonen. Hoewel veelal hiervoor aanwijsbare oor
zaken bestonden, is  het aantal bij hoge temperatuur onmiskenbaar
groter dan bij de lagere temperaturen.

Het cardinale punt, waarom a lles  d raait, is  nu of deze krommen
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in v * v fc een continue of discontinue afgeleide hebben. Een dis
continue afgeleide impliceert, dat men v b een "critische snel
heid" zou kunnen noemen; een continue daarentegen behoeft echter
niet te impliceren, dat er geen critische snelheid bestaat! Al
vorens dit nader toe te lichten zij nog het volgende vermeld.

Er is een bezwaar in te brengen tegen het gestelde alternatief
continu-discontinu. Experimenteel is nl. nooit het verschil te
bepalen tussen een kromme met een discontinue afgeleide in een
punt B en een kromme met een, in de buurt van B continu zeer snel
veranderende afgeleide. Wij definiëren nu het volgende; "Onder een
x-kromme verstaan wij een verzameling meetpunten, tesamen met de
20 goed mogelijk door deze punten getrokken kromme. Een x-kromme
is een r Lkromme, indien deze de coördinaten van één punt B be
paalt. Is de nauwkeurigheid van één of meer van deze coördinaten
beter dan de overeenkomstige nauwkeurigheid bij de meetpunten,
dan spreken wij van een I^-kromme; anders van een rc-kromme". Het
boven gestelde alternatief is dus nu: de gemeten kromme is een
r - of een T,-kromme. In deze zin moeten steeds de begrippen con-C O
tinu en discontinu verstaan worden.

Wij willen nu de volgende vier opmerkingen maken,
oc) Een relatief slechte nauwkeurigheid in de meetpunten maakt op
grond van onze definitie wel het definiëren van een critische
snelheid mogelijk, maar minder zinvol. Dit is dus het geval bij
grote h en onrustige badtemperatuur, die het gezochte verschijn
sel direct al vervlakken. Bij h = 6 n is overigens geheel geen
"overshoot" te meten.
p) Daar v verkregen wordt door een helling van de gemeten kromme
H(t) en dit procédé veelal de nauwkeurigheid niet ten goede komt,
krijgen wij in beginsel in het critische punt, waar e“(v) zeer
steil begint te lopen, een schijnbaar heviger spreiding in de
meetpunten, hetgeen ook het gezochte verschijnsel zóu kunnen ver
vlakken. Daar staat echter tegenover dat, wanneer H(t) lineair
verloopt met t (bij kleine x (cf. IIB;3), hetgeen juist het geval
is in de buurt van v = v b), de constante helling een zeer nauw
keurige bepaling van v geeft.
Y) Voorts moeten wij weten of het critische effect aan de rela
tieve snelheid v of aan de superfluide snelheid vs gekoppeld is.
In dit laatste geval zou het effect in een D°(v)-grafiek wederom
vervlakt kunnen worden. Daar zal blijken, dat wij inderdaad een
critische superfluide snelheid zullen moeten veronderstellen (cf.
IIIC;1), is het dus in dit verband zinvoller □“ tegen vs uit te
zetten. Echter is er geen functioneel verband tussen □“ en vs en
de resulterende weergave van meetpunten beoogt dan alleen na te
gaan of beneden een bepaalde waarde van vs alle "nul" zijn en
er boven juist ongelijk nul. In fig. 17 en 18 is vn niet altijd
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te  verwaarlozen maar de r e la t ie v e  lig g in g  van de meetpunten i s
n ie t  essen tiëe l anders in deze gevallen.
8) Afgezien van a lle  experimentele moeilijkheden b ij de bepaling,
i s  e r  nog een p r in c ip ië e l  punt. Zolang wij de oorsprong van de
w rijving, d ie op treedt boven vs = v£ n ie t  begrijpen, i s  he t denk
baar d a t onze w ijze van meten p r in c ip ië e l  een sp re id in g  in  de
buurt van vs = vj op levert. O ntstaat deze w rijving n l. ten gevol
ge van "m icroscopische omstandigheden", dan behoeft deze n ie t
p rec ies  gecorreleerd  te  z ijn  met een macroscopisch gedefiniëerde
snelheid; o f m .a.w .: eenzelfde phenomenologische snelheid  v be-

i S
hoeft n ie t  a p r io r i  op een zelfde microscopische toestand te  w ij
zen. V eronderste ll en wij b. v. (c f . ook F eynman S4*4) dat deze
w rijv ing  een aanw ijzing i s  voor optredende tu rb u le n tie , dan i s
he t zeer wel mogelijk dat deze w rijv ing n ie t  steeds o n ts ta a t b ij
dezelfde macroscopische v . In d i t  opzicht i s  van de s ta tio n n a ire
metingen b ij de w arm tegeleiding in  beginsel m isschien meer te
verwachten.

In het l ic h t  van bovenstaande opmerkingen zou men geneigd z ijn
te  concluderen, dat h e t van toch min of meer to e v a llig e  omstan
digheden afhangt of men, zo e r een c r i t i s c h e  sne lhe id  b e s ta a t,
deze b ij de metingen ook "te  pakken" k r i jg t  o f n ie t .  Deze conclu
s ie  wordt gedekt door de vele reeksen van waarnemingen, waarbij
wij dan wel, dan n ie t  een overtuigende discontinue afgeleide  von
den in  v = v*1.s s

Op grond van de overweging, da t een c r i t is c h e  snelheid  in het
l ic h t  van a lle  verstorende en verstrooiende oorzaken en mogelijk
heden wel a l le  gemeten krommen kan verk laren , maar he t continue
standpunt daarentegen n ie t ,  alsmede van de overweging, da t de
meetdagen met de r u s t ig s te  badtem peratuur v ee la l ook de b e s te
I^-krommen opleverden, zouden wij w illen  concluderen, dat in  he
lium I I  een c r i t is c h e  snelheid bestaa t. Met de c r i t is c h e  snelheid
bedoelen wij dus de snelheid  beneden welke een zwakke (en veelal
l in e a ire )  w rijv ing  mag bestaan, maar waarboven een w rijving van
een "geheel andere orde", zowel in  g ro o tte  a ls  a fh an k e lijk h e id
van v, b lijk b aar p lo tse lin g  (d .i .  binnen de nauwkeurigheid, waar
mee v^ te  bepalen is )  in ze t. Deze d e f in i t ie  i s  een weinig afw ij
kend van de gewone d e f in itie , weshalve wij de n o ta tie  v* p refere
ren boven b.v. de gebruikelijke vc .

De g roo tte  van deze snelheden l i g t  tussen de 5 en 15 cm/sec.
Hierop komen wij terug in IV; 1, wanneer nog meer gegevens verkre
gen z ijn  waaruit te  bepalen is .  Deze snelheden kunnen u i t e r 
aard bepaald worden los van de vraag, of he t ook inderdaad c r i 
tisch e  snelheden z ijn .

Tenslotte  w illen wij ons verdiepen in  de " lin e a ire  w rijving",
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die onverwachts bij onze metingen te voorschijn kwam bij snelhe
den v < v b.s s

A llereerst zijn  wij de mogelijkheid van een systematische ex
perimentele fout nagegaan. Hetgeen wij meten is  nl. □“ en ff en de
lin ea ire  "aanloop" in een n°(ff)-grafiek is  dus formeel u i t  te
drukken in seconden. Dit aantal seconden echter kunnen wij aan
schouwelijk maken, daar het tevens het bedrag is, waarover de ge
hele tijdschaal in de positieve richting verplaatst zou moeten
worden, teneinde alle gemeten □“-waarden in het lineaire  tra jec t
to t nul terug te brengen. En aangezien er nog al wat overbren
gingen in het meetsysteem z itte n  en dus traagheden, is  het de
vraag, of n iet inderdaad deze verschuiving reëel zou kunnen zijn.
Wij zijn  echter toch to t de conclusie gekomen, dat deze vertra
gingen niet gezamenlijk to t een waarde van enkele seconden kunnen
oplopen, waartoe ook proefreeksen waarnemingen met verschillende
waarnemers werden uitgevoerd. Hierbij bleek de systematische fout
(t.g . v. de traagheid tussen: signaal horen -  t i jd  aflezen) bij een
geoefende waarnemer steeds beneden 0,2 sec te liggen, waarschijn
l i jk  ook ten gevolge van een automatisch aangebrachte correctie
voor d it constante tijd v e rlies . Ook het fe it, dat de klok waarop
het schakelmechanisme werkt en de stopwatch waarop de t i jd  wordt
afgelezen n ie t dezelfde zijn, l i jk t  van weinig invloed: door re
gelmatig tussentijds (elk uur) opnieuw de stopwatch te starten,
is  het verschil in aanwijzing van beide klokken te verwaarlozen,
daar per uur deze minder dan 0,2 sec uiteenliepen. Bovendien is
een sterk argument tegen deze mogelijkheid, dat de gevonden hel
lingen temperatuurafhankelijk zijn, met een uitgesproken minimum
bij onze middentemperatuur T = 1,72°K (tabel 1). Op deze T-afhan
kelijkheid komen wij nog terug.

Vervolgens is  als verklaring van deze lineaire □°(ff)-afhanke-
lijkheid denkbaar de traagheid van het stromende (super)fluidum:
ten gevolge hiervan zal immers het fluidum bij het bereiken van
een evenwichtsstand een tr i l l in g  uitvoeren, waarvan de uitwijking
evenredig is  met de waargenomen waarde van H (een "natuurlijke
overshoot"). In appendix 4 is  aangetoond, dat de uitwijking ech
te r veel te gering is  om waargenomen te  kunnen worden, terw ijl
ook de s lin g e rtijd  slechts 1 sec en minder bedraagt. Inderdaad
zijn bij onze experimenten nimmer trillingen waargenomen. Ook zou
onze methode om de evenwichtsstand te bepalen u it een reeks waar
genomen punten (cf. b.v. fig. 8) elke tr i l l in g  elimineren.

Wij z ijn  dus nu geneigd het gevonden verschijnsel reëel te
noemen en wij zouden, al is  de physische oorsprong in eerste in
stan tie  onduidelijk, formeel d it effect kunnen beschrijven door
in de bewegingsvergelijking van het superfluidum (3 ') een term
Kvs (of Kv, daar vg »  i>n) toe te  voegen naast de wederkerige
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wrijvingsterm ^PnPs (vs~vn) 3> die voor v < v6 b lijkbaar verwaar
loosbaar is .  Dit le id t  d irec t al to t  een merkwaardig re su lta a t.
Koppelen wij n l. deze /f-term aan de gemeten grootheden n° en H,
dan b li jk t  b ij doorrekenen:

K a° p *f(f
—  = -T- [7 .9 .1 0 3 2tir .]  (67)
h Ü A (V,T)

Deze la a ts te  facto r i s  zeer temperatuurafhankelijk met een maxi
mum bij T = 1,8°K. M. a. w., indien K n ie t te  geprononceerd van T
afhangt, zal dus n°/H een minimum bij T = 1,8°K moeten vertonen.
Dit zou dus ons gevonden effect verklaren: het minimum in de hel
ling  a°/H b ij T = 1,72°K zou dan slech ts  het gevolg z ijn  van de
gebruikte meetgrootheden, hetwelk b ij omrekening op de oorspron
kelijke grootheden u i t  (3 ') verdwijnt.

Wat i s  de achtergrond van deze Kvs-term? In de eerste  p laa ts
denkt men aan een volumekracht (analoog aan de wederkerige w rij
ving); in dat geval l i j k t  het zinvol Kv = K1psvs te  s te llen , of
Kv = KJps pnv. In de tweede plaats i s  er de mogelijkheid van een
oppervlaktekracht; dan schrijven wij b ij voorkeur K = (K2p )/h .
In de derde  p la a ts  i s  het misschien denkbaar, in  analogie met
(4 ' ) ,  dat wij te  maken zouden hebben met de v is c o s ite i t  van het
superfluidum! In dat geval i s  K de operator rj V2 en schrijven
wij K = (12K3) / h 2, met K3 = tis.

T A B E L  1

gebeten waarden van o*/N (voor vf < v j)  en de daaruit n et (67) berekende waarden van k / h  voor
versch illend e tenperatuur en sp lee tw ijd tè . Eveneens K. A ', » X/pt , K\  -  A / p , p „ .  K ,  = Kh/pt  en K y

Wij hebben de numerieke waarden van K, K , K\', K2 en K3 in
tabel 1 weergegeven; de nauwkeurigheid is  n ie t groter dan 15%. Op
grond van het fe i t ,  dat K' het minst fluctueert a ls  functie van h
b ij elke temperatuur (evenals K J  en tevens a ls  functie  van T,
zouden wij misschien kunnen beslu iten , dat de aanname van een
volumekracht, gekoppeld aan een re la tieve snelheid, de beste keus
is  u i t  de gegeven mogelijkheden. Overtuigend is  het echter n ie t.
De bijzonder sterke h - afhankelijkheid van K3 maakt het in elk ge
val weinig waarschijnlijk, deze K3 met een v isc o s ite it Tjg te  kun
nen iden tificeren . Bovendien is  volgens Ka p it z a  38>1: ti4<10- 9  P,
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hetgeen in tegenspraak l i j k t  met de /f3-waarden. Echter moeten wij
bedenken, dat deze bovengrens gemeten is  in c a p illa iren  met een
diameter c?= 10“ 2 * * 5 cm, hetgeen in het lic h t van een sterke h-afhan-
kelijkheid , hogere waarden mogelijk zou kunnen maken b ij grotere
h.

Ook in de oude isotherm e experimenten van All e n  en Mi s e n e r

39 *4 vinden wij deze lin e a ire  "aanloop" terug. Ook h ie r  werden
v iscosite iten  tv berekend (u it de metingen in cap illa iren  met een
diameter van 4 n en 0,12 (x). Deze waarden behoeven, wat de orde
van grootte b e tre ft, n ie t in tegenspraak te  z ijn  met onze waarden
en vertonen eveneens een analoge sterke h-afhankelijkheid.

T en slo tte  z i j  nog gewezen op het fe i t ,  dat in enkele gevallen
de ligging van de punten bene
den v = v° beter beschreven is
met een "trapkromme". Het mar
kantste voorbeeld is  afgebeeld
in fig . 20. Het is  bovendien
opvallend, dat de tweede trap
in de gevallen, waar zo’n krom
me mogelijk zou zijn , steeds
l i j k t  te  beginnen bij v = Jv6.
Het is  echter b e s lis t n ie t mo
gelijk  a lle  lin ea ire  begintra-
jecten  door "trapkrommen" te
vervangen.

— aQ j  i

Figuur 20
□° als functie van v, in het geval

c T = 1 ,44°K en /i = 0, 36 (L

2. De invloed! van de c r i t i s c h e  s n e lh e id

Wanneer er inderdaad een c r it isc h e  snelheid in helium I I  be
s taa t, moet ook het gedrag van andere krommen hierdoor beïnvloed
zijn . Hierop doelden wij in IB; 2b, a en IIB; 3, f5.
2a. De vorm van de kromme H( t) voor t .< t < t is , op grond van
een continue me macht gegeven door (cf. IIB; 3a):

□°  ~  ( t e- 1 ) " * / .

Een toenemende waarde van m b ij afnemende a° beneden 0,02 cm, zo
a ls  wij dus vinden, is  aequivalent met een, tussen 1,5 en 1,0 af
nemende waarde van m/(m-1) in de buurt van t = t g. Een c ritisc h e
snelheid  is  te  beschrijven  met m -* co voor □ “ -» 0, wat dus is
m/(m-1) -» 1 voor t t . Dit zouden wij ook n ie t anders verwach
ten. Wij zien ons dus voor de taak gesteld om na te  gaan of de
kromme H(t )  in de eindige t i jd ,  waarin een a®, < 0,02 cm, nul
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wordt, met een discontinue afgeleide in t  = t  aankomt of n iet;
of wel, of m/ ( m- l )  = 1 in f = t g.

Dit is  bijna ondoenlijk omdat d it een groot aantal meetpunten
met hoge nauwkeurigheid in een korte t i jd  vereist. De enige moge
lijkheid  l ig t  dus ook h ie r bij de nauwe spleten, terw ijl u ite r
aard ook slechts "overshoots" van n ie t te korte duur voor analyse
in aanmerking komen. Een tweetal voorbeelden is  gegeven in fig.
21. Voor h = 1,5 n, waar dus voor grote snelheden een derde macht
voldoet, is  bij de lage waarden van a°, waar te weinig punten be
schikbaar zijn, geen verschil tussen de theoretische 3/2e macht
en de experimentele resultaten. Voor h = 0,43 [x. waar in het hoge
gebied een vierde macht geldt, zien wij dat inderdaad een continu
verloop (met = 1,33) ronder loopt dan experimenteel is

O IO 2 0  3 0  4 0 sec O 5 0  IOO 150 2 00sec

Q6cm

F iguur  21
Het afnemen van d° met de t i j d  t ,  met t a = 0.

a) T = 1,44°K; 5 = 1 ,5  H t e = 39 s e c .
b) T = l ,44°K ; h = 0 , 4 3 m-; = 192 se c .

De getrokken l i j n e n  geven ( t e -  1, met
m = 3 re sp .  4 ( c f .  f i g .  13) .

gevonden, waar een discontinue afgeleide in t  = t  gerealiseerde
schijnt. Overigens is  ook hier goed te  zien, dat de positie  van
de laatste  punten bijzonder bepalend is . Speciaal is  het van be
lang, in t  = t g een meetpunt te hebben, hetgeen echter slechts
van het toeval af kan hangen.

In beginsel kunnen wij m/(m-l) d irect meten als helling aan de
kromme ln o° v s  ln ( t  - t ) .  Daar wij echter weten, dat de kromme
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lOcm

3 0  50 3 0 0 sec

Figuur 22
De gegevens van f i g .  21 op lo g a rlth m isc h e  w ijze  u i tg e z e t .

De getrokken l i jn e n  hebben een h e l l in g  = 1,50
(m =3) re s p . 1,33 (nt = 4 ).

Figuur 23
H et afnemen van A7'' met de t i j d  t ,  met t a = O, in  h e t  geval:
T = 1,44°K; h = 1 ,5  (j.; t e = 39 sec.- De g e s tre e p te  l i j n  g e e f t
( t e -  i ,  met m = 3 ; in  de getrokken l i j n  i s  te v e n s  de

tra a g h e id  van de galvanom eter v e rd isc o n te e rd .

□ °(v ) n i e t  v e r t i c a a l  lo o p t  v o o r v = v °  en ook zag en , d a t  h e t
m eetpunt in  t  = t  e s s e n t i ë e l  i s ,  d a t  j u i s t  v e r lo re n  g aa t in  eene
lo g a r ith m is c h e  g r a f ie k ,  i s  h e t  dus onm ogelijk  de w aarde m /(m-1)
= 1 te  m eten. Wel l e v e r t  f ig .  22 b o lle  krommen op, he tgeen  dus i s
een afnemende waarde van m /(m -l) voor t  -* t g.
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2b. Voor de kromme AT( i) geldt hetzelfde als voor ff(t). Hier komt
echter nog als moeilijkheid bij, dat de traagheid van de galvano
meter het subtiele effect bij t = t vervlakt en het trekken van
conclusies nog moeilijker maakt. Ben enkel voorbeeld is  gegeven
in fig. 23, waar het effect van deze traagheid berekend is  en in
de getrokken theoretische kromme verwerkt is.

Overigens z ij nog vermeld, dat deze H(t)-  en AT( t) Hkrommen de
aanleiding geweest zijn to t het berekenen van a°(t) op grond van
een continue wrijving, teneinde het verschil na te  gaan tussen de
experimentele krommen en de continue beschrijving. Dit verschil
is  nogal gering gebleken! Deze berekening leidde to t (54) en to t
de ontdekking van het eindige tijd sin terval ( t  - t  ) en is  tevens
de oorsprong geweest van het la te r  veel uitgebréider opgezette
formalisme IIB; 2 en 3.
2c. Wij zagen in IIB;3, p (cf. fig. 7), dat ook de krommen t- )
en AT1 . . , a ls  functie van I  door het bestaan van een c ri-

C ( i - ï  j )  C

tische snelheid beïnvloed worden. Met ff . . wordt bedoeld,C ( t = t j )  *

zoals in IIB; 3 werd aangegeven, {ƒ/..( t  +10) - f f c (t,)} /10 , omdat
eigenlijk de helling van H(t) in t = t 1 continu is  (behalve weer
als er een critische snelheid bestaat). Ook hebben wij te weinig
meetpunten to t onze beschikking om een (nauwkeurige) helling te
bepalen in t  = t . Dit la a ts te  geldt in zekere mate ook voor
(S'(t). Hierom en om redenen van symmetrie geven wij in beide ge
vallen de toename in de eerste 10 seconden, d en d AT . Heb-.. io c io cben wij zo dus enerzijds een veel grotere nauwkeurigheid bereikt,
anderzijds verkleinen wij min of meer de d iscon tinu ïte it t.g .v .
de critische snelheid, vooral ten aanzien van ff(t).

Wij merken nog het volgende op.
a) Een essentiële moeilijkheid is  h ierb ij, dat ff ~ v  (cf. IIB; 3)
en dat dus, als vs een critisch  gedrag vertoont, het effect hier
van op ffc uitgesmeerd zal worden. Bij nauwe spleten, waar v «
v , vervalt practisch deze moeilijkheid.
P) In het geval van een merkbare linea ire  wrijving werd steeds
het interval ( t % + 2) -» ( t j  + 12) beschouwd ter bepaling van d 1Jic
en d 10W c.

In fig . 24 en 25 z ijn  een paar voorbeelden gegeven, analoog
aan fig. 7, waarbij in de abcis J  , de stralingsenergie (< 0 ,02nW),
verwaarloosd is . De moeilijkheid bij de weergave is , dat wanneer
(dtift/dt) /  0, in de meetpunten nog een parameter V voorkomt (cf.
(59) en (60)) en, daar deze voor elk punt verschillend is , h ie r
door geen zinvol cf 10AT(I)-verband oplevert. En er zij ds kunnen wij
echter concluderen, dat a lle  punten beneden een bepaalde waarde
van ƒ op de getrokken rechte liggen en er boven n ie t. Anderzijds
hebben wij in fig. 24 de hoge punten gecorrigeerd (noodzakelijker-
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3 mdeg

o /theor;

theor.

3 mW3mW O

F iguur  2ü
dxoHc en d joA rc a l s  f u n c t i e  van I ,
in  h e t  geval T = 1,72°K; h = 1,5 [X.

De meetpunten (®) b e v a t te n  nog de n i e t  c o n s ta n te  p a ram ete r  V, de
punten (0) z i j n  de meetpunten met I > 0 , 8 2  mW, h e r l e i d  op een con
s t a n t e  gem iddelde waarde van V, De g e s t r e e p t e  kromme g e e f t  h e t
d a a r b i j  behorende t h e o r e t i s c h e  v e r lo o p  vo lg en s  (59) en (60);  de

ge trokken  r e c h te  eveneens, voor h e t  geval A7r = 0.

theor.

I5rrt/V4mW

F ig u u r  25
a. dioHc a l s  f u n c t i e  van I  in  h e t  geval T = 2, 02°K; h = 0 ,8  (x.
b. dióATc a l s  f u n c t i e  van I  in  h e t  geval T = 1,72°K; h = 0 ,8  (x.
De meetpunten beva tten  nog de n i e t  co n s tan te  param eter  K, waar
voor n i e t  g e c o r r ig e e rd  i s  ( c f .  f i g .  24). De getrokken re c h te
g e e f t  h e t  t h e o r e t i s c h e  verloop  volgens (59) en (60) voor h e t

geval Art = o.
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wijs dus theoretisch) t .o .v .  een gemiddeld volume V (15 cm3) en
de daarbij behorende theoretische kromme getrokken. Hiervoor heb
ben wij nog nodig (52) en (57) waardoor d i t  een bewerkelijke be
rekening is .  De co rrec tie s  op de meetpunten z ijn  voor fig . 24a
k le iner dan voor fig . 24b, in overeenstemming met (59) en (60).
Daar in het geval van fig . 25 geen derde macht optreedt (h » 0,8
(i,) en de waarde van Ax dus n ie t zo bruikbaar is ,  hebben wij voor
fig . 25 de theoretische berekeningen achterwege gelaten.

Wij concluderen u i t  deze figuren, dat het verloop steeds een
rd-kromme is , zoals gedefiniëerd onder 1 en dat d i t  gedrag dus in
overeenstemming is  met dat, gevonden bij p ° ( v ) .

3. Verdere to e ts in g  van het forn a lisn e  IIB; 2 en 3

3a. In IIB ;3c hebben wij gezien dat, a ls  e r  onbeperkt doorge
stookt wordt, de kromme H( t) een 5 -vorm verkrijgt,- zoals aangege
ven in fig . 7d. H(t)  wordt te n s lo tte  constant, in te g en ste llin g
to t  de kromme Hc( t ) ,  waarvan de hell ing,  die v bepaalt, constant
wordt. Hierbij werd opgemerkt, dat

lim-prv *= lim (1 -  e"t//T) « 1 ,
t-*oo V t-*oo

3 A A(V,T) x p ( I  + I  -  I „ ) 2waarin x = ----- ------------------ -----  . ______P 7 .
C j/V pd-x ) 2mrt ) 3 h 3

Dit werd afgeleid voor m * 3; voor hogere (gehele) waarden van m
gelden analoge r e la t ie s .  Deze x neemt dus toe voor toenemende
warmtetoevoer en afnemende spleetwijdte en warmtelek, hetgeen ook
plausibel is . Bovendien is  x sterk temperatuurafhankelijk.

De berekende waarden van x kunnen wij vergelijken met de expe
rimenten wanneer wij bedenken, dat 4,6 x de t i j d  is ,  waarin de
limietwaarde van v op 1% genaderd is . Deze t i jd  is  nu af te  lezen
u i t  de Hc( t ) -krommen, b ij nauwe spleetw ijdten dus d irec t al u i t
de H( t)-krommen. De overeenstemming met de berekende waarden is
goed. In fig . 26 z ijn  in d it  verband twee gemeten krommen H(t)
getekend, alsmede de berekende /f,(t)-krommen. In fig . a is  de l i 
mietwaarde van v bere ik t na 100 (± 10) sec (berekend: 4,6 x =
* 100 sec); in f ig . b, waar vn r e la t ie f  zeer groot is ,  z ie t  de
kromme Hc( t )  e r dan ook heel anders u i t  dan de H( t )-kromme en
le v e rt een t i j d  op van 38 (± 3) sec (berekend: 37 sec). Tevens
zien wij, dat de vorm van de H ( t)-kromme-geheel bepaald wordt
door de parameter x.

Met de £T(t>-krommen zijn  analoge resultaten  te verkrijgen.
3b. Ook hebben wij nog de bepaling uitgevoerd van en i f  voorc c
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F iguur  26

0  1 2  3 min■ »» t

H( t )  en de d a a r u i t  berekende f fc ( t ) b i j  voortdurende
e n e rg ie to e v o e r .

a. T = 1 ,72°K; h = 1 , 5 |a ; I  = 2, 15 m»
b. T = 1,97°K; * = 6 (J.; I  = 12,3 mW

De c o n s ta n te  h e l l i n g  van Hc i s  b e r e ik t  na ongeveer
100 re sp .  37 sec.

t > t ( t u —" t ■ 5 t  (cf. IIB;3)>, als functie van I c = I .  Vol
gens onze berekeningen moet in d it geval de invloed van de wrij
ving geëlimineerd zijn. Dit wordt experimenteel geheel bevestigd,
hetgeen te zien is  in fig . 27. Hierin heeft ook weer de getrokken
rechte de theoretische helling. Bij de hoogste ff-punten zijn de
correcties belangrijk.

Isold4 c(rysi

3 mW

Figuur  27
(dHc/ d t )  t>t  a l s  f u n c t i e  van I  in h e t  geval T = 1,72°K; h = 1,5(J~
De ge trokken  r e c h t e  h e e f t  de t h e o r e t i s c h e  h e l l i n g  v o lg en s  (5 9 ) .
De p i j l  d u id t  de p l a a t s  aan, waar de c r i t i s c h e  s n e lh e id  g ep as

seerd  wordt.
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3c. In fig. 28 hebben wij (59) nog eeris op een andere wijze ge
test. In het geval van 6 y., (gedaante van H (t)  als fig . 26b) heb
ben wij de aanvangshellingen d lff i  u itgezet a ls  functie  van I,
alsook de berekende d 10Hc a ls  functie van I  -  {A(V,T)  d 10A T } /10.
Ook h ier is  het resu ltaa t in het la a ts te  geval een rechte l i jn
met de helling, gegeven door l/0pQ+ in overeenstemming met (59).
Uiteraard zijn ook de krommen van fig . 24 ai 25 op deze wijze to t
rechte lijnen te reduceren.

Tenslotte willen wij in d it  verband nog even terugkomen op de
analoge experimenten, die in Oxford uitgevoerd zijn (cf. IC; 2c),
in het bijzonder op de daar gemeten H ( t ) -krommen met parameter I

0.4 cm

25 mW

Figuur 28
d10Hc als functie van I  -  {a( V, T) dióAT/10}, in het geval
T = 1,97°K; h = 6 (A. De getrokken rechte heeft de theo
retische helling volgens (59). De x-punten geven dioH als

functie van J.

en de h ieru it af te leiden grootheden H . .  , . a ls functie van I.
V I =  *  i  /Wij gebruiken hierbij dus onze notatie.

De H.( t)-krommen hebben steeds de vorm van onze 6y.-krommen
(cf. fig. 26b), hetgeen w ijst op grote warmtegeleiding. Daar bij
deze metingen de spleet langer was dan bij ons en de wijdte 1 y,
Dedroeg, zouden wij willen concluderen, dat bij deze experimenten
de grote verliezen optreden t .  g. v. het warmtelek door het glas,
hetgeen ook al om andere redenen te veronderstellen is . De H(I)-
krommen vertonen dan ook de gedaante van fig . 28, waarbij echter
de belangrijke punten bij lage I  (op de rechte) bij ohs afwezig
zijn. Ook zijn de toegevoerde energieën in ons geval 5 & 10 maal
lager. Volgens onze opvatting kan verder de formele overeenstem-



ming met fig . 25b en 26b dus n ie t een wezenlijke overeenstemming
zijn.

De afwijking van het lineaire  verloop bij hoge I  nu wordt ge
weten aan energieverliezen, die het gevolg zijn van de optredende
wrijvingskrachten. Deze energieverliezen verlopen inderdaad nl.
ongeveer evenredig met v4; een h ie ru it geschatte A-waarde komt
echter ca. 100 maal te  hoog u it, in overeenstemming met onze vroe
gere opmerking, dat de wederkerige wrijving energetisch verwaar
loosd mag worden. Gezien het f e i t ,  dat onze in te rp re ta tie  van
deze afwijking in het geval van de 6n.-experimenten gerechtvaar
digd bleek, alsook van het fe it, dat de invloed van het warmtelek
geheel n ie t beschouwd werd, zijn  wij geneigd ook in de Engelse
metingen de afwijkingen op onze wijze te interpreteren en deze
dus n ie t als wrijvingsenergieverliezen te zien. Historisch bezien
is  de overweging, dat deze verliezen te hoog wargn en ook het
warmtelek een rol moest spelen, de aanleiding geweest to t de ana
lyse in deze richting van onze eigen experimental en to t d it  ge
deelte van het formalisme. Deze gewijzigde in te rp re ta tie  doet
echter geen afbreuk aan het fe it , dat de gevonden r d-krommen op
het bestaan van een critische snelheid wijzen.
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I I I C .  METINGEN AAN DE WARMTEGELEIDING

Inleiding

Wanneer wij aan het binnenvolume voortdurend een bepaalde
energie per tijdseenheid blijven toevoeren, zal ten slo tte  een
evenwichtstoestand bereikt worden, wanneer tengevolge van het
ontstane druk- en temperatuurverschil even veel energie met het
wegstromende normale fluidum verdwijnt, als electrisch wordt toe
gevoerd. Bij deze warmtegeleidingsmetingen wordt het stationnaire
temperatuurverschil aT gemeten (terwijl het voor de hand l ig t  zo
mogelijk tevens het daarbij optredende stationnaire drukverschil

te bepalen), dat zich in s te lt bij een bepaald toegevoerd ver
mogen. Voornamelijk worden alleen AT-bepalingen gedaan (cf. I1A;
3b). Dit is  reeds ta lrijk e  malen in analoge toestellen uitgevoerd
(Keesoh, Duyckaerts, Saris, Meyer, Mellink) ,  waarbij meestal ver
schillende spleetwij dtegebieden bestreken werden. Dat wij wederom
met warmtegeleidingen bezig waren, had verschillende redenen, die
wij in de loop van het voorgaande (cf. ook ID) tegenkwamen en
samengevat hierop neerkomen.
1. Het is  van belang de invloed van de wederkerige wrijving op
het verloop van W(AT) te  onderzoeken, hetgeen bovendien gelijk 
tijd ig  met de andere metingen in deze richting gedaan kon worden.
Verder is  bij geschikte keuze van het spleetwijdtegebied ook bij
lage snelheden met goede nauwkeurigheid te meten, waardoor het
gedrag in de buurt van de c ritische  snelheid in beginsel te  on
derzoeken is . P e ite lijk  is  d it bij onze metingen zelfs de eerste
aanwijzing voor deze snelheid geweest. Bij kleine h vervalt ove
rigens d it  gedeelte van het onderzoek, zoals nader betoogd zal
worden.
2. Voorts waren d irec t u i t  de helling  in AT = 0 aan de ^(AT)-
krommen de waarden van r]n//i3 te verkrijgen, hetgeen dus opleverde
n (h,T) voor bekende h, of h bij bekende (cf. IIC; 3 en 4). Dit
laatste  was veelal ook zeer belangrijk.

De hier gegeven indeling 1 en 2 is  hieronder terug te  vinden.

1. De b e p a l i n g  v a n  F ( v )

Het aantrekkelijke van deze methode van meten bij het onder
zoek naar de wrijvingsverschijnselen is , dat de betrekking j  = 0
impliceert, dat p„vn + psvs = 0, d.w.z. dat vn~ v s = a.jW'. hun-
nen dus elke snelheid v door de keuze van Y! aan het superfluidum

S
opdringen en deze ook willekeurig lang in stand houden. Ook voor
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elk van de fluida zijn  deze metingen derhalve stationnair. De
evenredigheidsfactor a x is  zeer afhankelijk van h en T, zoals
b.v. u it (24) al direct blijkt.

In eerste instantie l i jk t  d it dus de mooiste methode om het
gehele snelheidsgebied door te meten en dus speciaal ook het ge
bied in de buurt van de critische snelheid. Dit noemden wij reeds
in IIIB; 1. Er zijn echter grote practisdie belemmeringen, die het
gebruik van deze methode aanzienlijk beperken.
o.) Wij kunnen W n iet willekeurig opvoeren, omdat de hierbij be
horende AP en dus AT n ie t groter kan worden dan een maximale
waarde, AT , door de constructie van het to e s te l gesteld .
Hiervoor verwijzen wij naar IIA; 1. In fig . 29 is  de temperatuur-
afhankelijke ATmax, als functie van T te vinden. Overigens zijn
ook om andere redenen (r e la tie f)  grote temperatuurverschillen
niet wenselijk.

IOOO mdeq

F iguur  29
AT6 a l s  f u n c t ie  van T met p a ram ete r h.

0 :  ex p erim en te le  waarden.
0,; berekende waarden.

Voor de b e te k e n is  van ATmax en van h e t g ea rceerd e
g e d e e lte  wordt verwezen n a a r  de te k s t .
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P) In het gebied waar F = O, kunnen wij schrijven: vs = « A T, en
een c ritisc h e  waarde correspondeert met een c r it is c h e  waarde

i o —̂ .

van AP. AT . Deze waarde van AT° is  dan ook weer zeer afhankelijk
van h  en T. Ter o riën ta tie  werd fig . 29 samengesteld, waar de ge
meten AT6-waarden u itgeze t z ijn  a ls  functie van T met parameter
h. Bij 6 n hebben wij slechts een bovengrens kunnen bepalen, te r 
wijl voor h < l , 2  (j, de aT^-waarden berekend moesten worden u i t  ge
gevens over v°, langs andere weg verkregen. Het is  mogelijk dat
f ig . 29 ook bij co n s tru c tie  van to e s te lle n  in  de toekomst wel
eens bruikbaar zal blijken.
Y) Teneinde de beide facetten (F = 0 en F > 0) van de H(AT)-krom
men goed te kunnen bepalen, moet dus zowel het tra je c t AT < aTb,
als  ook AT > ATb een "redelijke lengte" beslaan. Stellen wij deze
lengte op ongeveer 10 m illigraad (hetgeen nodig zal blijken voor
de vele d é ta ils , die wij willen waarnemen), dan b l i jk t  deze me
thode op grond van de overwegingen a ), p) en y) zeer beperkt te
gebruiken voor het gestelde doel, en wel slechts in het gearceer
de gedeelte van fig . 29. Alleen in d it  gebied zullen dus de re 
sultaten  van IIIA en B met die van de warmtegeleidingen vergele
ken kunnen worden.

In fig . 30 hebben wij weer enkele H\'A7)-krommen gegeven met
^ = D® resu lta ten  hiervan willen wij a ls  volgt weergeven.

Figuur  30
I  a ls  fu n c tie  van AT met parameter T; h = 2 4 u.

v o leens (2 4 ), aangepast aan onder en boveneind.
u  • 1 =  A |  U z u K«
®: T = 1 ,72°K.
+ : T = 1, 44°K.
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la. De afhankelijkheid van W van AT verloopt, in overeenstemming
met de gevonden resu ltaten  in IliA  en B, scherper dan overeenkomt
met (24). Dit hebben wij aangetoond, door in fig . 30 met stippe l
lijn en  aan te  geven het verloop volgens een derde macht, aange
past in 0 en in het hoogste gemeten punt. Op andere wijize is  het
nog te zien. door de afwijking van de rechte l i jn  gelijk te  s te l
len aan de H'3-term u i t  (24) en dan A te  berekenen. De resu ltaten
in een enkel geval z ijn  weergegeven in fig . 31, waar deze bere
kende Ac-waarden u itgezet z ijn  als  functie van vg, tesamen met de
resu lta ten  u i t  UIA. Eveneens hebben wij in fig . 31 de afhanke
lijk h e id  van de "overshoot" □“ a ls  functie van vs op deze wijze
afgebeeld. De overeenstemming tussen de verschillende metingen is
bevredigend.

Eveneens geeft f ig . 31 de verantwoording van het standpunt,

Figuur 31
De waarde van Ax a ls  functie van vs in het geval

T = 1,72°K; h = 1. 5 (J..
0: berekend u i t  F(v) volgens UIA
x: berekend u i t  0?(v) volgens IIIB
©: berekend u i t  H'(AÏ’) volgens IIIC.

Voor de betekenis van B en B1 wordt verwezen
naar de tekst.

ingenomen in UIA, dat de snelheid van het superfluidum t.o .v . de
wand, v , en n ie t de snelheid t .o .v . het normale fluidum, v, het

9 5 9c r it is c h  gedrag veroorzaakt. Was enerzijds immers in UIA en B
steeds v »  v , d . i .  v# <* v, b ij deze metingen i s  steeds vg =
.  (Pn/p s )vn dus vg * (p„/p)v- Het u itz e tte n  van Ax a ls  functie
van v zou nu de overeenstemming tussen UIA en B en de warmte-
geleidingen doen verdwijnen: het punt B zou immers in B1 terecht
komen.
lb. Een tweede groep resu lta ten  wordt h ie r  gevormd door het ge
drag in de buurt van de c ritische  snelheid. In verband met de ge
ringe mogelijkheden, vonden wij slechts een enkele maal een b i j 
zonder mooie r.-kromme gerealiseerd, waarvan een voorbeeld i s  ge-
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5 mW

O IO 20  30 4 0  50 60md«g
—  AT

5mW

/ / /

AT

F iguur  32
I  a l s  f u n c t i e  van AT, a. T = 1,72°K; h = 1 ,5  u

b. T = 1 , 87°K; h = 1, 2 u,
de h e l l i n g  in  AT = o

-----------------: h e t  t h e o r e t i s c h e  v e r lo o p  v o lg e n s  (6 9 ) .
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geven in fig . 32a. Het merkwaardige is  echter, dat voor F » 0,
(24) zich reduceert to t:

h3p2f 2T

De evenredigheidsconstan-te a tussen W en AT is  dus sterk T-afhan-
ke lijk  d.w.z. wanneer AT een re la tie f  grote waarde heeft, zal
deze factor n ie t constant zijn over de spleet. In appendix 3 is
aangetoond, dat onafhankelijk van de wijze, waarop T over de
spleet verloopt, in hoge benadering voor ƒ en T de lineaire  ge
middelde waarden over de spleet genomen kunnen worden, waardoor
in eerste benadering geldt:

f hyrw  i%„ f..«g, <69)
c < %  T°

indien ƒ ~ Ts ,s  verloopt. Dit impliceert dat, voor F = 0, geen
rechte l i jn  verwacht moet worden maar een l i jn  met een (geringe)
kromming, die in  fig . 32a getekend is  voor het daar weergegeven
voorbeeld. Dat het preciese verloop van T over de spleet hierbij
geen rol speelt, maakt het resultaat nog dwingender.

Wij zouden het resu ltaa t van fig. 32a na deze wending nu als
volgt moeten interpreteren. Voor AT<AT̂  treedt een wrijving op,
die blijkbaar in het onderhavige geval ju is t  de berekende krom
ming compenseert en. dus evenredig met S*T verloopt; bij AT= AT
treed t (eveneens) de bekende "wrijving van anderè orde|' op. De
vraag I s  nu, of het mogelijk is , deze bèschrijving-ad-hoc verder
aan te; tonen of waarschijnlijk te maken.
o.) Wiji merken op dat bij benadering S2T~W2 (= aS2T2), di.w. z. de
gevondien afwijking is  evenredig met W2, v 2 en v 2.
p) Indien d it quadratische effect inderdaad toevallig  even groot
is  alsj dé berekende kromming, zal bij-reen andere^ temperatuur (en/
of spljeetwijdte). deze toevalligheid verdwenen moeten zijjn en de
gevolgen van beiden merkbaar moeten z ijp .s Dit hebben wij ëok in
derdaad gevonden; het duidelijkste voorbeeld hiervan i s  gegeven
in fig . 32b. De gestreepte rechte geeft de Helling in O, de ge
streepte kromme de invloed hierop van (69), terWijl de experimen
te le  kromme getrokken is . ? %
y) Bij! de metingen bij ;6 (i., waar gelijk tijd ig  AT, W en !sp gemeten
werden, bleek geeiL lirie_air verband tussen Ap en W op-te treden
(fltr'^fe). De f experimentele) régel van-^LLEN en Reek ie ,ede basis
van onze bewegingsvergelijkingen, leek hier n ie t gerealiseerd.
Het b lijk t wel mogelijk, hetgevonden resultaat nauwkeurig te be
schrijven’ rirê  de :£été$ïk*elijke linöaire téiiif, ’ echtei? vermeerderd
met een córrëctieterm,1 jdie quadrat!sph js- in. W, _ dus. in. v  ̂ en vn,
waardóór’*-*  ̂  ̂  ̂j ov t i j -• -■* » -  -  - * ■*
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Figuur 33
I  als functie van Ap met parameter T\ h = 6 u,.

□: T = 2, 02°K
o: T = 1 ,72°K
+: T » 1, 44°K

Ap = a.H' t  a^  1 2

Wanneer wij in bovengenoemde gevallen van fig . 32a en b de cor
rectie als een extra AT: A-T opvatten (en dus n iet a ls een cor
rectie op V I), i s  deze A-T te vergelijken met A~p = a  VI2. Bij de
zelfde snelheden vs en vn beschouwd b lijk t dan, dat AjP en /A,T
binnen een factor twee overeenstemmen, hetgeen gezien de wijze
van bepaling en de nauwkeurigheid, toch een verrassende overeen
stemming is  voor twee verschillend te voorschijn komende effecten
bij uiteenlopende spleetwijdte.

Wij komen zo tot de conclusie, dat het beeld, dat wij ons bij
fig, 32a maakten, in verschillende andere gevallen ook de bijver
schijnselen beschrijft. Gaan wij nu u it van de juistheid van dit
beeld, dan impliceert d it enerzijds, dat fig . 32a een critische
snelheid zeer mooi aantoont, anderzijds echter, dat het in het
algemeen onmogelijk zal blijken meer van deze krommen te meten:
de verschillende correcties zullen de détails vervlakken.

Wij willen nu verder eerst de grootte van dit quadratische ef
fect vergelijken met de lineaire wrijving, die wij in IIIB bij de
"overshoot" tegen kwamen. Berekening geeft, dat bij T  = 2,02°K
beide effecten dezelfde orde van grootte hebben; daarentegen is
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bij T = 1,72°K het quadratische effect ca. 100 maal groter dan het
lineaire. Dit kan n ie t anders betekenen, dan dat de quadratische
term alleen in de vergelijking van het normale fluidum voorkomt.
Immers, de "overshoot" wordt (bij kleine h) alleen door de verge
lijk in g  van het superfluidum bepaald, de warmtegeleiding door
beide vergelijkingen. In d it laa tste  geval dus zal ook de line
aire term in de resultaten opgesloten z itten , hetgeen enerzijds
bij het lin e a ire  verloop voor AT < ATb n ie t apart merkbaar en
meetbaar is , anderzijds ook numeriek veelal te verwaarlozen is.

Tenslotte moeten wij nog trachten, de physische oorsprong van
het quadratische effect, dat wij nu dus aan het normale fluidum
hebben toegeschreven, op te sporen.
a) A llereerst denken wij aan randeffecten. Daar deze doorgaans
van de orde pv2 zijn en onze getallen met 15 & 30 pv2 overeenko
men, l i j k t  deze gedachtengang dus n ie t in de goede rich ting  te
wijzen. Omgekeerd hebben wij de randeffecten op grond van de
schatting van pv2 bij onze experimenten nooit in beschouwing ge
nomen. Wij kunnen nog vermelden, dat Atkins  de randeffecten in
zijn  metingen (stromijig van het superfluidum door capillairen)
experimenteel bepaald hee'ft en hiervoor eveneens de waarde pP2
(nl. (1,05 ± 0,05)pv2) gevonden heeft.
P) Voorts is  het denkbaar dat er t.g .v . oneffenheden in het op
pervlak, in de sp leet ze lf  verliezen optreden. Wij zouden dan
verwachten, hierbij een h-afhankelijkheid te vinden. De schaarse
gegevens bij 6 p, en 1,5 |i geven geen aanwijzingen in deze rich
ting.
y) Tenslotte z ij nog gewezen op de bewegingsvergelijkingen van
Prigogine en Mazur 51,2 (cf. IB; 2b). Hierin komt, behalve de te r
men u it (31) en (41), nog een extra term voor (overigens in beide
vergelijkingen) evenredig met Jv, waarbij J  de hoeveelheid nor
maal fluidum (superfluidum) is, dat per sec per cm3 omgezet wordt.
Ook deze term is  in ons geval evenredig met v2. Numeriek is  ech
te r de invloed van deze term moeilijk te bepalen,

Wij concluderen, dat de W(AT)-kroinmen, door het beperkte ge
bied, waarin a p rio ri metingen te verrichten zijn  (fig . 29) en
door de blijkbaar optredende storingseffecten, veel minder bruik
baar zijn voor de bepaling van F(v) en AT® dan aanvankelijk ver
wacht werd. Het gedrag van F(v) b lijk t overigens dus in overeen
stemming met de resultaten van UIA en B, terw ijl de waarden van
AF6 in IV; 1 nog te r sprake zullen komen bij de bepaling van de
numerieke waarden van v b.

S
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2. De v is c o s i te i t  van het normale fluidum

Uitgaande van de bewegingsvergelijkingen vinden wij, in het
geval F= 0, het lineaire Yl = a^-verband ((68)), waarbij de waar
de van a gekoppeld is  aan \ / h 3 en verder aan zeer temperatuur-
afhankelijke, doch bekende grootheden. Is  f  /  0, dan wordt de
helling in 0 in een ff'(AT’)-grafiek door (68) beschreven. Voorts
zal naarmate de waarde van ATb, gevonden in 1, groter wordt, de
waarde van a ook nauwkeuriger te bepalen zijn.

Alvorens de aan Bf toegevoerde energie I  = -W te kunnen s te l
len, moet nog gecorrigeerd worden voor het warmtelek I  . dat viaqhet glas en andere wegen eveneens evenredig met AT op kan treden.
De stralingsenergie I  schatten wij verwaarloosbaar. De mooiste
wijze om I  te  bepalen is  volgens:

[ I j AT] * lira [I/AT] (70)
’  h— o

AT - o

Hiertoe hebben wij in fig . 34 de waarde van I / aT (b ij AT * 0)
uitgezet als functie van h. Teneinde een lineaire  schaal te kun-

& to5er%iec deq

Figuur  3b
I / A T  ( i n  AT = 0 )  a l s  f u n c t i e  van  h m et  p a r a m e t e r  T

en  m et I / A T  < 6 . 1 0 s e r g / s e c  g r a a d .
0: T = 2 , 02°K
®: T = 1 , 7  2°K
+: T = 1 , 44°K
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nen gebruiken, werden slechts de waarden I/AT < 6.10s erg/sec grd
aldaar weergegeven. Nu werd op grond van de metingen van B i j l48’5
geschat, dat de orde van grootte van de geleiding door het glas
de totale warmtegeleiding bij de nauwste spleten benaderde. Der
halve hebben wij ons bij de extrapolatie naar h = 0 in fig. 34
laten leiden door de door B ijl aangegeven temperatuurafhankelijk
heid van deze geleiding. Ook hadden wij nog de beschikking over

r= 172°K

T. I44°K

Figuur 35
W/AT (in AT = 0) als functie van h met parameter T.

o: eigen metingen.
+ : ontleend aan metingen van m e l l i n k.
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een d irec te  bepaling van I  b ij T = 2, 3°K. Bij deze temperatuur
werd n l. eveneens de to ta le  warmtegeleiding bepaald, d ie h ie r
gelijk  is  aan I  , daar boven het A-punt geen warmtegeleiding door
de sp leet p la a ts  v indt. Hoewel ons to e s te l voor deze bepaling
n ie t zeer geschikt i s  en de nauwkeurigheid van de meting dan ook
n ie t groter zal z ijn  dan ca. 20%, werd steeds hetzelfde re su ltaa t
gevonden, aangegeven in fig . 34.

Wij corrigeren nu de waarden van I  met I  en s te lle n  I  -  I  =
-W. In f ig . 35 i s  dan W/bT  a ls  functie  van h  op logarithm ische
wijze u itgezet. Het re su lta a t i s  dus in  eerste  in s ta n tie  steeds
een l i jn  met h e llin g  d rie  in overeenstemming met (68), waardoor
nauwkeurige T)n-waarden te  berekenen z ijn . Deze z ijn  gegeven in
fig . 36 tesamen met de kromme van Anoronikashvilli 48»7 .

f i g u u r  36
De v i s c o s i t e i t  van het normale fluidum,
T)n, a l s  fu n c t ie  van T met parameter h.

0: berekend u i t  f i g .  35.
------- : de kromme van andronikashvilli.

Nadere beschouwing van fig . 35 la a t zien, dat bij 7 = 2,02 en
1,72°K de helling  drie inderdaad zeer nauwkeurig is  gerealiseerd,
met uitzondering van het laagste punt van de krommen (waarop wij
nog terugkomen) en het hoogste punt. Deze la a ts ten  z ijn  echter
onnauwkeurig, omdat enerzijds bij andere temperaturen gemeten is
en de opgegeven waarden door in te r -  en e x tra p o la tie  verkregen
zijn , anderzijds omdat de bijverschijnselen bij deze spleetwijdte
de bepaling van de helling  in AT = 0 bemoeilijkten. Toch schatten
wij de nauwkeurigheid a p rio ri beter dan u i t  de (ook nog tempe-
ratuurafhankelijke) afwijkingen van de rechten zou volgen.

Wij hebben d.eze figuur nog aangevuld met metingen van Mellink,
ontleend aan l i t t .  50,1. De overeenstemming met onze resu lta ten
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is goed te noemen, al is de nauwkeurigheid lager, zoals is opge
geven. Het is opvallend, dat de qualitatieve afwijkingen van de
rechten bij elke temperatuur dezelfde is. Dit zou suggereren, dat
de grootste onnauwkeurigheid door h veroorzaakt wordt.

Bij T = 1,44°K is het verloop minder eenvoudig. Wij hebben ons
bij de keuze van de getrokken rechte laten leiden door het gedrag
gevonden bij de twee andere temperaturen en door de overweging,
dat de afwijking aan de lage zijde bij deze temperatuur zich mo
gelijk tot meer dan één punt uitstrekt. De nauwkeurigheid van n'n
bij deze temperatuur is dus wat lager dan bij de andere tempera
turen.

Ten aanzien van de waarden van Ü/AT, gemeten bij de laagste h,
is nog op te merken, dat de bijdrage van I tot de totale warmte-

Cf
geleiding een belangrijk percentage bedraagt en de onzekerheid in
Iq dus enige invloed op deze punten heeft. Toch is met eventueel
gewijzigde waarden van I geen essentiëel ander beeld te verkrij
gen. Gok hebben wij geen andere vorm van een warmtegeleiding van
de grootte van de gevonden afwijkingen (en dus ook evenredig met
AT) kunnen vinden. In dit verband is nl. op te merken, dat de
aanwezigheid van een zeer gering lek in Bit waardoor voortdurend
superfluidum uit B- zou verdwijnen, buiten een constant warmtelek
ook een gedeelte evenredig met AT tot gevolg zou hebben. Tenslot
te zou men zich nog kunnen afvragen, of deze afwijkingen reëel
zijn, omdat nl. bij de nauwste spleetwijdte de spleet het minst
homogeen moet zijn. Echter zou bij een eventuele invloed hiervan
een effect in de andere richting moeten optreden.

De waarden van r\n, zoals door ons uit de warmtegeleiding in
nauwe spleten berekend is, en de waarden, die volgen uit de me
tingen met de slingerende schijf in de vloeistof afkomstig van
Andronikashvilli, vertonen een goede overeenstemming in orde van
grootte.- Dat onze waarden wat lager liggen kan dus zowel veroor
zaakt zijn door het verschil tussen de afmetingen van de be
schouwde vloeistofvolumina, als ook door dat tussen de gebruikte
meetmethoden. De bewering als zou deze lagere viscositeit bij
kleine h met vrije weglengte effecten te maken hebben zoals bij
een Knudsen gas (d.i. W/ATKh2), is door onze experimenten weer
legd. De goede evenredigheid tussen H/aT en h3 impliceert, dat
wij met een echte viscositeit te maken hebben. Ook de afwijkingen
tussen de gemeten waarden van W/AT en de, uit de getrokken rechte
geëxtrapoleerde waarden verlopen bij T = 1,44°K eerder met een
eerste macht van h dan met een tweede.
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H o o f d s t u k  IV

S L O T B E S C H O U W I N G E N

1. Numerieke gegevens over c r i t i s c h e  snelheden

Langs verschillende wegen zijn  wij in het vorige hoofdstuk de
c ritisch e  snelheid tegen gekomen, de snelheid dus van het super-
fluidum ten opzichte van de wand van de sp leet, waar belangrijke
afwijkingen van de su p erflu id ite it beginnen op te  treden. Hierbij
zijn  steeds numerieke waarden vermeden. Thans, nu a lle  experimen
ten beschreven z ijn , kunnen u i t  de diverse gegevens de waarden
van v" berekend worden. Eherzijds .vinden wij deze u i t  de d ° ( v ) -
krommen (IIIB; 1), voorts u i t  krommen zoals d  &T(I)  (IH B;2) en
te n s lo tte  ook u i t  het verloop van AT) (IIIC)? Wanneer meer me
thoden te  gebruiken waren, waren de resu lta ten  onderling te  ver
gelijken. Algemeen was de overeenstemming h ie rb ij bevredigend.

F iguur  37
De c r i t i s c h e  s n e l h e i d  v£ a l s  f u n c t i e  van T met p a r a m e te r  h.

+ : « = 3, 1 n ( l a n g e  s p l e e t )
▼: h = 2, 4 a
A: h = 1 ,5  |i
B: \  = „ ? .4 3  M>

_ ; ,}e f i i m s n e l h e i d  v ,  a l s  f u n c t i e  van T.

In f ig . 37 z ijn  deze waarden u itg eze t a ls  functie  van T met
parameter h .  Eveneens is  h ie rb ij de fiimsnelheid vf  getekend, be
rekend u i t  de metingen van Daunt en Mendelssohn 3*•2 volgens R =
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Vfdps/p,  als R het opgegeven volumetransport per cm is . Voorts is
voor de film dikte de waarde d = 3 .10”6 cm aangenomen. Kl/ij zien
dus een v rij regelmatig verloop optreden, waarbij v6 afneemt met
toenemende h. Ook is  de serie bij h * 3,1 pi., gemeten bij de lange
sp lee t, in overeenstemming met de overige re su lta ten  (korte
spleet). Volledigheidshalve zij vermeld, dat een tweetal gegevens
bij T * 1,5 en 1,7°K, gemeten in de lange spleet bij 1,6 p, be
langrijk  k leiner zijn  dan u i t  fig . 37 zou volgen. De betekenis
hiervan is  niet geheel duidelijk.

Volgens een suggestie van Dash 54,1 zou de critische snelheid
volgens (ps)-1^2 van de temperatuur afhangen. Dit nu is  in genen
dele gerealiseerd en is  ook n ie t in overeenstemming met de film-
snelheden van Daunt en Mendelssohn. Volgens Dash zijn de metingen
van J ackson en henshaw 50,6 d it wel, mits deze met verbeterde pg-
waarden worden herberekend. Volgens dezelfde bron zou verder ook
nog een verband tussen en h bestaan van de vorm: v^ ~ h~1/2.

D S  S
Dit is  dan in tegenstelling met de gebruikelijke opvatting, a l
waar deze afhankelijkheid volgens h~ 1 zou moeten verlopen. In
f ig . 38, die wij u i t  Dash hebben overgenomen, is  deze h ~ 1/2-
afhankelijkheid inderdaad goed benaderd over een uitgestrekt tra 
je c t (een factor 106!). De gegevens zijn ontleend aan de metingen
van Allen en Misen er  3 9 <4, At kins  51»s en Ho l l i s -H allett 52»1,
alsmede aan de meting over de filmsnelheid (vermoedelijk J ackson

en Henshaw) met een film dikte b lijkbaar van 3 .10-6 cm. De ge
streepte kromme is  eveneens van Dash afkomstig.

A, ■

Figuur 38
a l s  f u n c t i e  van de s p le e tw i jd te  h .
vg vo lg en s  dash (metingen r e s p .  van jackson-
henshaw ( f i lm ) ,  allen- misener, atkins en
hallett)
v 2 v o lg en s  daunt-Mendelssohn ( f i lm )
e ig en  metingen ( f i g .  37; T = l ,44°K ) .
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Wij hebben deze figuur aangevuld met onze punten bij de laag
ste temperatuur, omdat de andere gegevens ook aan lage tempera
turen ontleend zijn. Ook hebben wij de filmgegevens van Daunt en
Mendelssohn aangegeven door een l i jn  (daar immers v A  de gemeten
grootheid is ) . Voor d = 3.10'® cm vinden wij het aangegeven punt!
De op deze wijze verkregen to tale  verzameling van punten zou een
verloop suggereren volgens de getrokken lijn . Het gedrag volgens
h~1/a b l i j f t  dus gerealiseerd, maar bij lage h wordt d it  afge
vlakt en naclert een soort verzadigingswaarde. Men zou kunnen den
ken, dat d it samenhangt met een invloed van de wand op de bewe
ging van het* superfluidum.

Het resultaat van fig. 38 zou nog wel suggereren dat de meting
van vs volgens één methode en met zoveel mogelijk hetzelfde toe
stel over een groot /i-gebied gewenst is . Hierop komen wij onder
3c nog terug.

2. Sam envatting

Wij willen een korte samenvatting over de gedragingen van he
lium II in nauwe spleten in enkele punten weergeven.
2a. Er treden in helium II verschillende wrijvingen op:
a) Een Poiseuille wrijving van het normale fluidum (dat hieraan
zijn naam ontleent), welke dus lineair is  in vn.
p) Een geringe lineaire wrijving, die alleen aan het superfluidum
toegekend moet worden. Het l i j k t  n ie t ju is t  dat deze door een
echte v is c o s ite it veroorzaakt wordt, daar de numerieke waarde
hiervan dan sterk afhankelijk van de spleetwijdte zou zijn. Het
is  n ie t uitgesloten, dat een zwakke wisselwerking met het normale
fluidum zich hiermee openbaart.
y) Een geringe wrijving, toegekend aan het normale fluidum en
quadratisch in vn, die misschien het gevolg is  van onvolkomen
heden van het toestel. Deze doet dus functioneel aan randeffecten
denken, maar is  numeriek hiervoor wat groot.
8) Een sterke wrijving, die binnen onze meetnauwkeurigheid p lo t
seling begint bij een bepaalde snelheid van het superfluidum, en
s te il  met v toeneemt (boven v& evenredig met v3). Deze wrijving
hebben wij geïdentificeerd met de wederkerige wrijving tussen de
twee fluida, verondersteld door Gorter en Mellink, welke dus ge
koppeld is  aan de relatieve snelheid. Blijkbaar brengt de wand
het superfluidum in een toestand, die een sterke koppeling met
het normale fluidum to t gevolg heeft. Deze wisselwerking komt dus
op verschillende wijzen steeds weer in de resultaten to t uiting
en is  de oorzaak en de kern van het beschreven onderzoek. De
snelheid, waarbij deze wrijving inzet, hebben ook wij de c r i t i -
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sche snelheid genoemd, in overeenstemming met de gebruikelijke
nomenclatuur. Volgens p) bestaat dus ook beneden deze snelheid
n iet volkomen superflu id iteit.
2b. Met de bewegingsvergelijkingen en de energiebalans als u i t 
gangspunt, l i e t  zich een o verz ich te lijk  formalisme afleiden,
waarmee diverse aspecten van de stroming van helium II te  be
schrijven zijn . Hoewel hierin  voor F  noodzakelijkerwijs een con
tinue functie genomen werd van de gedaante vm, waren de resulta
ten van het formalisme op veel punten te testen. Dit werd veroor
zaakt enerzijds doordat de beschrijving voor < v^ verkregen
wordt door F  * 0 te stellen , anderzijds doordat bleek dat in ver
schillende resultaten  de invloed van F  verdwenen was. Bovendien
is  slechts een enkele maal een speciale keuze voor de macht m no
dig geweest. Hiervoor werd dan m = 3 genomen; voor andere waarden
zijn  analoge andere resultaten te verkrijgen. Mits de veronder
s te l l in g  van een c r itis c h e  snelheid nog aan het uitgangspunt
wordt toegevoegd, werd dus steeds volledige overeenstemming tus
sen het formalisme en de experimenten gevonden.

3. S lotopm erkingen

Tenslotte willen wij nog enige opmerkingen maken over een mo
gelijk (en onmogelijk) verder experimenteren.
3a. Het l i jk t  ons n ie t mogelijk meer gegevens te verkrijgen over
de stroming van helium II  met de huidige opstelling  (afgezien
uiteraard van eventuele verdere variaties in lengte en wijdte van
de spleet). De nauwkeurigheid van de metingen en de constantheid
van de badtemperatuur zouden naar onze mening moeilijk te verbe
teren zijn . Ook zijn  wij n ie t van oordeel, dat een mechanisatie
van één en ander betere resultaten kan geven. Een hogere nauwkeu
righeid zou dus slechts gerealiseerd kunnen worden door een ge
wijzigde dimensionering van het toeste l. Bovendien zou d it dan
slechts betrekking hebben op de experimenten u it IIIB (en gedeel
te lijk  UIA). Hiertoe kan het formalisme IIB gegevens verschaffen.
Er b lijk t echter, dat het huidige toestel in_ vele opzichten opti
maal geconstrueerd is . Slechts indien wij V belangrijk vergroten
(zonder O daarmee te vergroten) en voor verschillende spleet-
wijdte- en temperatuurgebieden afzonderlijke bovenstukken van het
toestel (K in fig . 6) met verschillende O construeren, zijn ho
gere nauwkeurigheden in principe te verkrijgen. Het is  n ie t u i t
gesloten, dat dan echter bijverschijnselen (trillingen , lineaire
□°(v) (cf. II IB ;l))  ook belangrijker worden en de wijzigingen
minder zinvol maken.
3b. Ook de ringvormige vlakke spleet is  voor kleine h de beste
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o p lo ss in g . Deze i s  immers goed t e  s l i jp e n ,  t e r w i j l  de ringvorm
g eo m etrisch  eenvoudig  i s .  Een bezwaar, d a t  aan e lk e  vorm van
g la s s p le e t  k le e f t ,  i s  d a t  geen o p tisc h  g la s  g eb ru ik t kan worden
en d a t ( i .v .m . warm telekken) de wanden n i e t  t e  d ik  mogen z i jn .
Beide werken een volmaakte v lakheid  tegen . Het i s  daarom, d a t de
hom ogeniteit van lange sp le ten  s le c h te r  i s  dan k o rte ; o f ook, dat
met k o rte  sp le ten  ook nauwere sp le ten  te  re a l is e re n  z i jn .

Een bezwaar van de ringvorm  i s  de r - a fh a n k e l i jk h e id  van v,
waardoor e ffec te n , d ie  van v afhangen, "uitgesm eerd" worden. Een
voorbeeld  h ie rv an  i s  h e t c r i t i s c h e  e f f e c t  van F. H ie rb ij moeten
wij ons dan v o o rs te llen , d a t h e t superfluidum  in  een g edeelte  van
de s p le e t  nog su p e rflu id e  kan z ijn ,  in  h e t  meer naar binnen gele
gen gedeelte  ec h te r  n i e t  meer. D it kan dus ook, zo a ls  reeds werd
opgemerkt, h e t bepalen van de c r i t i s c h e  sn e lh e id  bem oeilijken. In
d i t  verband zouden wij kunnen denken aan een co n isch e  s p le e t ,
waar d i t  n i e t  (o f a lth a n s  veel minder) h e t geval i s .  Het bezwaar
h ie rte g en  i s  e c h te r , d a t deze veel minder mooi geslepen kan wor
den dan een vlakke s p le e t .  S lech ts  voör wijde sp le ten  liggen  h ie r
mogel i j  kh eden.

Ook in  c a p il la i r e n  z i jn  de snelheden n ie t  van de p la a ts  afhan
k e l i jk  (Allen-Misener , Atkins) .  Voor nauwere c a p i l la i r e n  i s  ech
t e r  de hom ogen ite it z ee r tw i j f e la c h t ig  en h e t t o t a l e  t r a n s p o r t
vaak te  gering  voor waarnemingen. De v ee la l geb ru ik te  weg i s  dan
een bundel c a p i l l a i r e n ,  m eestal gebouwd door (v e e l)  d ra ad je s  in
een b u is je  te  brengen en h e t geheel dan u i t  te  trek k en . De ope-
ningen tu ssen  de d ra ad je s  vormen dan de c a p i l l a i r e n .  Een derge
l i j k e  c a p i l l a i r  hebben ook wij v e rv aard ig d . Door zowel met een
P o is e u i l le  strom ing  a ls  met een Knudsen strom ing  de w ijd te  van
de c a p i l la i r e n  te  meten, konden wij een indruk  van de homogeni
t e i t  v e rk r i jg e n .  De c a p i l l a i r e n  met ronde buizen benaderende,
verkregen wij een v errassende overeenstemming (binnen 10%). Deze
overeenstemming i s  overigens wel nodig om experim enteren in  he
lium I I  z invol te  maken.

Een to e s te l ,  analoog aan h e t onze, i s  om deze c a p i l l a i r  heen
gebouwd. Een nadeel i s  d ir e c t  a l ,  dat h e t  systeem van de aandruk
kende v e e r t je s  afwezig i s .  H ierdoor wordt e n e rz ijd s  h e t legen van
Bj na een meetdag onmogelijk gemaakt (dus i s  ook de "v e ilig h e id s 
k lep "  t i jd e n s  de metingen afw ezig), a n d e rz ijd s  i s  de i n s t e l l i n g
op d iv e rs e  w ijd ten  m inder eenvoudig. Een voordeel i s ,  d a t een
eenmaal in g e s te ld e  w ijd te  d ez e lfd e  waarde b l i j f t  behouden. Een
o p lo ssin g  voor h e t  e e r s te  probleem i s  in  e e rs te  in s ta n t ie  gevon
den door B• en Bo ook nog v ia  een sp ec iaa l k ra a n tje  te  verbinden,
d a t  van b u iten  a f  te  bedienen i s .  Het warmtelek tu ssen  B^ en B
i s  daardoor g ro te r  geworden. Een andere o p lo ss in g  zou z i jn ,  B.
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van een glazen veiligheid  te voorzien, die na elke meetdag dan
vervangen moet worden.

Met d i t  to e s te l zouden enkele metingen, beschreven in d it
proefschrift, herhaald kunnen worden teneinde zeker te zijn, dat
de gemeten verschijnselen n ie t van de geometrie van de stroombui-
zen afhankelijk z ijn . Voorts i s  het dus interessant na te gaan,
of het □°(v)-verband bij v£ scherper verloopt dan in het geval
van de ringvormige spleet met de r-afhankelijke v. Ook de lineai
re o°(v)-relatie  voor v < v^ zou dan bij deze geheel andere di-
mensionering nogeens bekeken kunnen worden. In ieder geval is  het
ook mogelijk en wenselijk enige metingen aan het s tationnaire
fonteineffect u i t  te voeren. Zouden de resultaten nl. in overeen
stemming met die van Mellink zijn, dan is  het verschil tussen de
resultaten van Mellink en Kapitza zeer waarschijnlijk veroorzaakt
door het verschil in meetmethode.
3c. Tenslotte zouden wij willen suggereren om na te gaan in hoe
verre het mogelijk is  met één (soort) toestel en dén methode de
waarde van de c ritisch e  snelheid in een groot tra je c t van h te
meten. Dit noemden wij reeds onder 2. Het is  w aarschijnlijk de
methode van de (isotherme) trillingen  (cf. appendix 4), die h ier
voor het eerst in aanmerking komt.
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A P P E N D I C E S

Appendix 2. Enige d é t a i l s  van de b e w e g in g s v e r g e l i j k i n g e n

a. Daar in  de g eb ru ik te  o p s te l l in g  de v lakke s p le e t  t o t  gevolg
h e e f t ,  d a t  de snelheden u aan de binnenrand een hogere waarde
hebben dan aan de buitenrand, i s  in  de bew egingsvergelijkingen de
s t a t i o n n a i r e  to e s ta n d  n i e t  zonder meer g e k a ra k te r is e e rd  door
dvSin/ d t  = 0. V eronderstellen  wij ech te r d a t vs , gradT en gradp
s le c h ts  een component in  de r - r i c h t in g  hebben, dan i s ,  op grond
van d x / d t  = ( d x /d t )  + (v  grad)v, de v e r g e l i jk in g  (3) voor h e t
superfluidum te  sch rijv en :

Ps - r r*  + grad (tëps*>s 2) = -  gradp + -?*£"- S*gradT (71)
Ot  P p

De v e rg e l i jk in g  voor het-norm ale fluidum  i s  in  een analoge vorm
te  s c h r ijv e n .  Daar nu de druk en de tem p era tu u r n i e t  gemeten
worden in de s p le e t ,  maar e r  b u iten , waar v = 0, i s  dus
/g ra d v 2̂  dr = 0 en dus i s  f ( d v g n/ d t ) d r  = f ( d v g *^/dt)dr.
b. Hoewel voor een in co m p ressib e le  v lo e i s to f  divv = o ( in  onze
s p le e t  dus 0 ~  1 / r ) ,  i s  d i t  voor e lk  van de beide f lu id a  a p a r t
s le c h ts  een benadering. In d i t  geval i s  h e t b e te r  u i t  te  gaan van
divw = 0, w aarb ij dan d i s s ip a t i e  en e rg ieën  v erw aarloosbaar ge
dacht worden. Volgens (7) g ee ft d i t

hetgeen  onder bepaalde omstandigheden z e l f s  kan im p lice ren , dat
i>n c o n s ta n t  i s  in  de l e n g te r i c h t in g  van de s p l e e t .  Numeriek
b l i j k t  ech te r ook h ie r ,  dat in  (4) de term ( l/3 )g ra d  divv v o lle 
d ig  verw aarloosbaar i s .
c. De d if fe re n t ia a lv e rg e l i jk in g  voor v ( r , z) h e e f t  dan de bekende
vorm:

vnpRT ~  w ~  1 /r  , d . i .  v ~  1/r.p T , (72)

g radp(r) = rlnv \ ( r , z )  . (73)

De op lossing  h iervan is :

« „ ( r .z )  = g ra d p ( r )— [ l (74)

hetgeen im p liceert:
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( 75 )
r * 2 r  h

V*(r) = gradp(r) —  [ l ------tg  — ] .
“ Ti h 2r•n

Voor h «  r i s  d i t  te  schrijven:
h 2

vz (r)  = ---------(1 + Q gradp(r) . (76)
" 12%

In ons geval i s  z e lf s  ^ ~  10” 7, zodat de geb ru ike lijke  a fle id in g
ra.b.v. de oneindig brede sp le e t geheel gerechtvaardigd is ,  zoals
ook wel te  verwachten was.

Appendix 2. Nadere gegevens b e tre ffe n d e  to e s te l  en c ry o s ta a t

a. Het g lazen  g ed ee lte  van h e t  t o e s t e l  i s  opgebouwd met z .g .
"jena normaal 16 IIl". De koperen buitenmantel i s  steeds van rood
koper geweest; in  de la a ts te  experimenten echter, toen deze ver
vangen moest worden, i s  de voorkeur gegeven aan een mantel van
messing. De pompbuis P i s  van n ieuw zilver i.v .m . de zeer lage
warmtegeleiding van d i t  m ateriaal.

De sp le e t wordt dus begrensd door de g e p o lijs te  ringen R en
R . De m oeilijkheid  h ie rb i j  i s ,  d a t enerz ijd s voor he t p o lijs te n
optisch g las te  prefereren  zou z ijn , te rw ijl anderzijds de opbouw
van h e t to e s te l  hierm ee n i e t  m ogelijk i s .  Daardoor i s  h e t po
l i j s t e n  veel l a s t ig e r  en he t r e s u l ta a t  wat minder dan anders mo
g e lijk  was. De volmaaktheid van he t re s u lta a t  kan nagegaan worden
aan de hand van de in te rfe re n tie f ig u re n , d ie  optreden a ls  wij K1
en K2 op e lk aa r drukken. De leng te  van de sp le e t wordt bepaald,
zoals  i s  aangegeven, door de s tr a le n  r en r ^ .  Bij de lange
s p le e t  hadden deze de waarden 1,024 en 0,590 cm, b ij de k o rte
s p le e t  1,005 en 0,871 cm; de leng te  bedroeg dus resp . 0,434 en
0,134 cm. De w ijd te  van de sp le e t wordt geregeld en e rz ijd s  door
de d ik te  van bandjes o f d raad jes , d ie  e r  tussen  worden aange
bracht, anderzijds, z ij  he t in  veel mindere mate, door de s te rk te
van de d r ie  v e e r t je s .  Deze la a ts te n  z ijn  van phosphorbrons en
oefenden een gezamenlijke trekkracht u i t  variërende van 150 -  500
gram. Voor de bandjes werd gebruikt te f lo n  van 6 (i o f  goudfolie
(ca. 0,7 |a) in  één o f meer lagen; voorts ook draadjes van gespo
ten g las (3 (i,), d ie ech ter u iterm ate fra g ie l waren. In de ee rs te
t i j d  werden ook wel s tre e p je s  van g e filtree rd e  ink t gebezigd.

De thermometers Th. en Th bestaan u i t  phosphorbronsdraden van
l  O

45 (a diam eter, d ie  b ij kamertemperatuur een weerstand hebben van
ca. 33 £2, b ij  7 \: 7 £2, en in  h e t doorgemeten tem peratuur gebied
(1 ,1 -2 ,1°K) een gevoeligheid hebben van 2,0 £ygraad.

108



De stookdraad H is  een constantaandraad van ca. 60 £2 bij ka
mertemperatuur en 55,4 £2 bij heliumtemperatuur.

Van de vier toevoerdraden naar 1hi in de vacuumruimte V waren
er oorspronkelijk twee koperdraden (de stroomdraden) en twee pla-
tinadraden (de spanningsdraden). Door de lage weerstand van Cu
was de Joule warmte zeer gering en.door de lage thermospanning
van Pt werd de gemeten potentiaal n ie t meetbaar beïnvloed door
eventueel aanwezige asymmetrieën in de beide draden. De resteren
de twee toevoerdraden in de ruimte V naar de stookdraad H waren
koperdraden. ■ Daar het totale warmtelek van B- naar B een belang
rijk  percentage vormde van de to ta le  warmtegeleiding bij nauwe
spleten, werden in 1951 de zes toevoerdraden vervangen door zes
tantaliumdraden van 45 ix en ca. 60 cm lengte. Het electrisch su
pergeleidende Ta heeft een re la tie f  hogere warmteweerstand 49»4,
waardoor het warmtelek langs de draden een gering percentage van
het to ta le  lek I  (cf. IIIC; 2) bedroeg. Daar Ta zich n ie t laa t
solderen, werden de beide uiteinden van elke draad aan een stukje
tindraad gelast, dat dan weer aan de p latina doorvoeren gesol
deerd kon worden.

Voor de afmetingen van het toestel wordt naar fig. 6 verwezen.

b. De cryostaat bestaat u it  de gebruikelijke dubbelwandige in-
wendigverzilverde glazen cylinder met bodem, van boven via een er
omheen gelakte messingring aan een messingkap bevestigd. De in
wendige diameter bedraagt 4,8 cm, de lengte 100 cm (oorspronke
l i jk  60 cm), terwijl in de verzilvering twee, in een axiaal vlak
gelegen spleten opengelaten waren. De gebruikte glassoort was
"Philips G40". Daar d it  in de p rac tijk  nogal poreus bleek voor
helium, was de laatste  t i jd  de cryostaat voorzien van een zij tu it
met slijpstuk (ca. 10 cm onder de kap), dat permanent aan één van
de to t de opstelling  behorende kwikdiffusiepompjes aangesloten
is .

De heliumcryostaat is  steeds omgeven door een tweede analoge
cryostaat, die e e rtijd s  met vloeibare waterstof gevuld werd en
ze lf weer omgeven was door een derde cryostaat met vloeibare
lucht. Gezien de bewerkelijkheid van deze combinatie alsmede die
van het vullen van waterstof in vergelijking to t het vullen van
lucht, werd de laatste  jaren reeds de tweede cryostaat met vloei
bare lucht gevuld en n ie t meer door een derde omgeven. De t i jd
dat het helium in de cryostaat bleef, werd hierdoor n ie t merkbaar
beïnvloed, mede ten gevolge van de hogere verdampingswarmte van
lucht t.o .v . waterstof.

Onderzocht werd ook de mogelijkheid van een half dubbelwandige,
half enkelwandige cryostaat (fig . 39). De bedoeling hiervan is
dat, ten gevolge van de omringende waterstof, de heliumdamp ter.
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F igu ur  39
De gedeelte
lijk  enkel

wandige
cryo staat.

wilden meten,

hoogte h  steeds op waterstoftemperatuur gehouden
wordt, waardoor a lle  s tra lin g  van boven door de
waterstof opgevangen wordt en de verdamping van
helium uitermate gering is . Daar echter de water
stof dientengevolge snel verdampt, moet dus de af
stand hj — h red e lijk  groot z ijn , om n ie t elk
ogenblik waterstof te moeten bijvullen. Daardoor
wordt echter de to tale  lengte al gauw ca. 1 meter,
in welk geval een (gewoon) dubbelwandig glas van 1
meter hiervoor n ie t onderdoet, indien voldoende
vloeibaar helium beschikbaar is . Bovendien is  een
gewoon meterglas veel minder bewerkelijk en minder
riscan t dan een half enkelwandig glas, alwaar de
1asplaats l van grote lengte op liage temperatuur
moet worden gebracht. Daarom werd overgegaan to t
een glas van 100 cm, toen wij langer achtereen

dan met het oorspronkelijke glas mogelijk was.

Appendix 3. Middel in gsproblemen

a. De in tegratie  van de formule van het fonteineffect (5) (in de
LoNDON-benadering) over de spleetlengte geeft:

ƒ * gradp dr = ƒ i pSgradT dr . (77)
ro

Schrijven wij hiervoor (cf. l i f t  1)

£p = /AT (cm He) , (78)

dan is  dus ƒ een gemiddelde waarde van ƒ (71 ) en f Q(T-). De bewe
ring is  dat in zeer goede benadering:

ƒ = f 0 <To + K W  . (79)

onafhankelijk van het verloop van T over de spleet en onafhanke
li jk  van de lengte van deze. Immers uitgaande van Ts, geeft
(77):

Ap //.(W ) « i . fr ' ï] . (80)

Dit is  te ontwikkelen naar machten van A7'/T en geeft met (78) de
waarde van f / f 0(T0). Anderzijds is  ook f„(T0 + &A7)//o(Tq) in een
reeks naar AT/To te  schrijven. Vergelijken van deze resultaten
geeft dan:
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( 81 )
ƒ s ( s - l )  AT. 2

—— —---------  = 1 + ----------- (— ) +
f 0 (T0+W  24 X

Voor s = 5 ,5  en in  h e t geval van AT = 10 m illig ra ad  i s  de co rrec -
tie te rm  minder dan 0 ,1%0.
b. Op een analoge w ijze  i s  te  berekenen, d a t  in  de ev en red ig -
h e id s fa c to r  tussen  W en aT (voor F = 0 (c f . (24)) de tem peratuur-
a fh a n k e li jk e  fa c to r  f 2T  in  goede benadering  g e l i jk  g e s te ld  kan
worden aan:

f 2T -  \.f0 (T0 + M T)]3[To + M f]  . (82)

Analoog aan (81) kan n l. geschreven worden:

_______ f 2T (2s  + 1) 2s AT. 2
[f0 (To+ M r)]2[To +MT] ’  1 + 24 V J  + .........  (83>

hetgeen voor s = 5 ,5  en AT = 20 m illig ra ad  de co rrec tie te rm  k l e i 
n e r dan 2%«maakt. D it im p lic e e r t  dus tev en s , d a t  h e t  l i n e a i r e
verband tu ssen  V! en AT s le c h ts  in  0e benadering l i n e a i r  i s ;  d i t
kwam t e r  sprake in  IIIC ; 1. Er z i j  nogmaals op gewezen, d a t noch
h e t  verloop van T over de s p le e t ,  noch de len g te  van deze op h e t
r e s u l ta a t  van invloed is .
c. Een volgend middelingsprobleem doet z ich  voor t . a .v .  pn en p ,
mede omdat met (11) (IIA; 2c) de waarde van v bepaald wordt, wel
ke weer, t o t  de me macht verheven, over de s p le e t  g e ïn te g re e rd
wordt ( (1 3 )) . De op lossing  i s  h ie r  gecom pliceerder, daar h ie rv o o r
wel h e t verloop van T  over de sp le e t  bekend moet z i jn .  In h e t ge
val van de k o rte  s p le e t  g ee ft berekening, d a t een l in e a i r e  bena
d e rin g  van d i t  verloop  in  d i t  verband v o ld o e t, w aa ru it weer te
berekenen  v a l t ,  d a t  een b en ad erin g  met pn = pn (TQ + YiAT) en
p = PS(T  + féAjT) verantwoord i s .
d. T e n s lo tte  z i j  nog verm eld, d a t  wij in  de p r a c t i j k  n i e t  u i t
dV/dt de snelheden v s bepalen, maar u i t  8V/8t  met 6 t = 20 (o f 10)
seconden. D it g e e f t  dan een gem iddelde v s o v er de t i j d  8 t. De
reden i s ,  d a t wij de nauwkeurigheid van 8V/8t  veel b e te r  oordeel
den dan van dV/dt, t e rw ij l  de berekening van de inv loed  h iervan
op h e t e in d re s u lta a t  (u i te ra a rd  werd ook met, over 6t gemiddelde
vn, Ap en aT gerekend) to t  de conclusie  le id d e , d a t h ie rdoor geen
merkbare fo u t werd geïn troduceerd  (met u itzo n d e rin g  van h e t ee r
s te  in te rv a l  ( t 1 — t j  + 8t )  waarmee dus rekening gehouden werd).
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Appendix 4. Supplement op het formalisme I1B

a. Bij de a f le id in g  van he t formalisme IIB; 2 en 3 onderstelden
wij een constan te  tem peratuur Tg in Bq. In de p ra c t i jk  komt het
veelvu ld ig  voor dat deze tem peratuur, z ij  he t u i t e r s t  langzaam,
op of af kan lopen, zonder da t de metingen hierdoor ongunstig be
ïnvloed worden.

Het b l i j k t  nu ook, da t h e t  form alism e eenvoudig i s  u i t  te
breiden to t  gevallen, waarin wij voor Tg kunnen schrijven:

T = T  + at  , (84)
O O

waarin T° en a constan t z i jn .  Hiermee i s  voor he t tem peratuur
versch il AT dan te  schrijven , met -  1°0 = A°r.

AT = A°T -  at  , (85)

hetgeen na d i f f e r e n t ia t ie  naar t  oplevert:
db°T dtiT
---------- = -------- + a  .

dt dt
( 86 )

De warmtebalans in de vorm (37) wordt dan

ƒ d t ^  dV p ( ?
f ' d t  A(V,T)

(1+e) + I  +  *  -  h
mv.T)

(87)

Wij zien  dus, d a t h e t verloop van Tg e f f e c t ie f  n ie ts  anders i s
dan een e x tra  warmtetoevoer (o f afvoer). D efiniëren wij nu (cf.
(40)):

8 = ƒ*' [. 7P -  a] dt  (88)
1 t  A(V,T)

dan b lijv e n  a l le  form ules formeel ongewijzigd! In (64) en (65)
w ijz ig t deze a de waarde van he t p a ra s ita ire  hoogte- en tempera
tuu rv ersch il, zoals ook p lausibel is .

Figuur  40
H ( t )  indien TQ( t ) 1° + a t .
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De figuur H(t)  voor verlopende Tg is  gegeven in fig . 40. Door
in d it geval □' i.p .v . □ te  bepalen, is  de invloed van a direct
al geëlimineerd, zonder deze apart te berekenen. Wel is  dan ook
een (te berekenen) gedeelte van Yi mee geëlimineerd, hetgeen ech
ter, met W zelf, in nauwe spleten te verwaarlozen is.
b. Tengevolge van de gewone traagheid, zal in beginsel het niveau
bij t = t  (fig . 7) een tr i l l in g  om de uiteindelijke evenwichts-
stand uitvoeren. Teneinde de numerieke invloed hiervan té bepa
len, schrijven wij de bewegingsvergelijking op voor het trillende
superfluidum (het normale fluidum wordt verwaarloosd). Wij be
perken ons to t het volume van de spleet. Dit geeft:

f*
ro

[ p — y \d r  = / r* [ f t  —  (pg—+
2irh rg p dr q

P *gflX?
A (V,T)

y) 3 dr . (89)

Hierin is  y  de uitwijking u it de evenwichtsstand in £ .. Voorts is
rekening gehouden met de gekoppelde niveaubeweging in B. en B en
is  de temperatuur Tg constant ondersteld. De laatste  term in het
tweede lid  i s  een gevolg van het fe it , dat B. thermisch geïso
leerd is  en daar dus adiabatische trillingen  optreden.

Uit (89) vinden wij voor de tr i l l in g s t i jd  xg:

/  q p O ln r / r -
x  = 2tc /  — ----------2— L e (90)
0 g ps 271 h

en voor de maximum uitwijking y  :

y  m (* )  /  q P O ln rp/ r i
dt m a x  g  2 7 t  h

(91)

Ook hier treedt de bekende factor e « l  op; (90) eu (91) zijn be
naderingen voor 1 + e = 1. De trillingen  zijn dus zeer gedempt en
de t r i l l in g s t i jd  is  zeer verkort vergeleken bij isotherme t r i l 
lingen, hetgeen veroorzaakt is  door de thermische iso la tie  van

T A B E L  2

r  = 1,44°K T = 1 ,72°K T = 2 ,02°K

h yjü x o yjn y0W ■ T

0,43 (j. 0,16 sec 1,0 sec 0,10 sec 0,6 sec 0,08 sec 0,5 sec
1 0,11 0,7 0,06 0,4 0.05 0 ,35
5 0,05 0,3 0,03 0,2 0,02 5 0, l 5

De waarden van yg/H en x  , berekend u it (90) en (91),
voor enkele temperaturen en spleetwijdten.
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B-, waar deze factor e vandaan komt. Ter oriëntatie werd tabel 2
samengesteld, waaruit volgt dat geen trillingen kunnen worden
waargenomen (cf. ü°/ tf-waarden uit tabel 1 in IIIB;1). Wanneer
wij niet alleen de trillende vloeistof in de spleet beschouwen
doch de totale trillende vloeistof, treedt een geschatte correc
tie op in (90) en (91) van minder dan 1%.
c. Het gevolg van de voorgaande berekening is ook, dat de "na
tuurlijke overshoot" (d.i. het doorlopen van het niveau t.g.v. de
traagheid) eveneens te verwaarlozen is en dus op onze wijze van
meten van de "overshoot" geen invloed heeft.
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S U M M A R Y

This thesis deals with the friction phenomena in liquid helium
II between 1,1 and 2,1°K. A study is made of the behaviour of
this liquid, flowing in slits of 0,5 - 5 n width under various
pressure and temperature differences, as a result of different
heat inputs. An important quantity in these experiments is the
friction force F defined as the difference between the theoreti
cal and observed fountain pressures F — faT — ju different
ways the dependence of this force on the velocity of the fluids
is studied.

Following a short survey of the properties of liquid helium II
in section IA, the first chapter contains a review of the two
types of theories on the liquid (IB; a and b). The second part of
this section (IB; 2) gives a further analysis of the fountain ef
fect formulae according to London and Gorter, and of the equations
of motion, especially keeping in mind the hypothesis of the mutu
al friction force, suggested by Gorter and mellink. In section IC
a survey of the experimental work on the flow of liquid helium II
in slits and capillaries is given, in which flow without and with
resulting transport of matter is discussed (IC; 1 and 2 resp.).
In section ID we give the motivation for the present research.'

In the second chapter a description of the apparatus is given
(IIA). Fig. 6 shows the two thermally isolated concentric volumes
Bo and ih, which are connected by an annular flat slit. Also fur
ther experimental arrangements are described, as well as the way
in which the "basic quantities" AT, vs and v ) are determi
ned. In section IIB, first the numerical relations between the
basic quantities are given. Secondly the relation between F and
the overshoot" d° (i.e. the amount of liquid flowing after the
heat supply to is removed) is derived (eq. (42)). Finally in
IIB;3 the functions H(t) (the level height in Bt) and a!T(t) are
calculated from the equations of motion of the two fluids and the
energy balanpe. It appears to be possible, by means of some ap
proximations, to give these three equations a very simple form
((47), (48)^ and (52)). One of the results of the analysis was,
that the time, which the superfluid needs to minimize the force
F, has a definite finite value, in contrast with the situation in
an ordinary liquid. In section lie one can find details about the
used quantities ƒ and x, as well as the way in which t; and the
slit width h were determined. n

Chapter ill contains the experimental results. In H I A  the
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f r ic t io n  force F i s  determined as the d ifference  between the ob
served Ap and /A T-values ( f ig .  10), and i t s  dependence on the
v e lo c ity  i s  stud ied , the re la t iv e  ve loc ity  v being not very d if 
fe re n t from the v e lo c ity  o f the superflu id  vg. For reasonable ac
curacy only F> 5 cm He and i>>20 cm/sec can be considered by th is
method. I t  i s  found th a t  F ~ u 3 in the case of ft > In ( f ig . 13) and
the constant A, the c o e ff ic ie n t of mutual f r ic tio n , i s  calcu lated
(f ig . 14, 16). _

In section III3 ; 1 values of F are obtained from the determina
tio n  o f Q°(v) (which i s  □“ with a small co rrec tion ). An advanta
ge o f th i s  method i s  th a t  much sm aller F -values (0 ,02 - 0 , 1  cm
He) are  measurable compared with the IIIA-method. These r e s u l ts
show (e .g . f ig ,  17) a very sm all f r i c t io n  to  occur, which i s
approxim ately l in e a r  in  v up to  a c e rta in  v e lo c ity , above which
an im portant f r ic tio n  o f an o ther type appears which tends to the
cube f r i c t io n  r e a l is e d  in  IIIA . Also a numerical agreement be
tween IIIA  and B e x is ts  as th ere  ought to be ( f ig . 19). Instead
of an a b s tra c t curve with a discontinuous derivative a t  one point
(which experim entally  can never be re a lise d )  we defined a "re
curve". Roughly speaking th i s  i s  a curve which determ ines the
co o rd in a tes  o f  one p o in t B w ith a h igher accuracy than th a t  o f
the  measured p o in ts . The □°(i>)-curves being re c u rv e s , we c a ll
the v e lo c ity -co o rd in a te  o f the B-point the " c r i t ic a l  v e lo c ity " .
I t  should be remarked th a t  (a) below th is  velocity  the above men
tioned  small f r ic t io n  a lso  e x is ts  (which we could not ascribe  to
the experimental techniques), and (ft) the re s u lts  o f IIIC  suggest
th a t  i t  i s  th e  motion o f  th e  su p e rf lu id  r e l a t iv e  to  th e  wall
which causes th is  c r i t ic a l  e ffe c t. In IIIB; 2 the influence o f thè
c r i t ic a l  ve loc ity  on o ther q u an titie s  i s  considered ( fig . 21 -25)
on the b asis  o f the ca lcu la tio n s  given in IIB; 2 and 3. F inally  in
IIIB; 3 some o ther aspects o f the theory are compared with the ex
perim ents ( f ig . 26 -  28), showing complete agreement.

In IIIC ; 1 the shape o f the ŴaT)-curves i s  considered in view
o f  the influence of the mutual f r ic tio n  as well as the existence
o f a c r i t i c a l  v e lo c ity . However, according to c a lc u la tio n s  (ap
pendix 3), there  must be a d e f in ite  influence of the re la tiv e ly
high tem perature d iffe rences on the shape of these curves, which
makes th e i r  an a ly sis  ra th e r  d i f f ic u l t  ( f ig . 32). In th is  connec
tio n  we discussed the p o s s ib i l i ty  o f drag e ffe c ts , also found in
the 6 n,-si i t s ,  which are proportional to u* but num erically some
what high fo r raid e ffe c ts . In IIIC; 2 the re s u lts  are given o f the
measurements on the v isc o s ity  T]n of the normal flu id , calcu la ted
from the curves Ĥ AT) and ^ (^ j) (c f . eq. (23) and (24 )). I t  i s
shown ( f ig . 35) th a t  the to ta l  heat flow, devided by AT, i s  pro
p o r tio n a l to  ft3, a& i t  ought to  be i f  one i s  concerned with a
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re a l v is c o s i ty .  The v a lu es  o f  r)n however a re  somewhat lower than
those o f  Andronikashvilli ( f ig .  36). This may be due to  th e  d i f 
fe ren ce  in  th e  experim ental method as well as to  th e  d if fe re n c e
between c a p il la ry  flow and bulk l iq u id .

In  IV; 1 we give th e  num erical v a lu es  o f  the  c r i t i c a l  v e lo c i
t i e s  as derived  from our various experim ents ( f ig .  37), a lso  com
pared with a suggestion o f  Dash ( f ig .  38). In IV; 2 and 3 a review
o f the  d if f e re n t  f r ic t io n  phenomena i s  given as well as some sug
g es tio n s  fo r  fu r th e r  experim ents.

F in a lly  one can fin d  in  th e  appendices some d e ta i l s  about d i f 
fe re n t questions. Also a l i s t  o f  th e  used symbols i s  added.

The experim ental r e s u l t s  and th e  formalism ( i . e ,  th e  ch ap te rs
I I  and I I I )  w ill be published  in  Physica.
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L I J S T  V A N  S Y M B O L E N

symbool betekenis verwij zing

A
Am
B
B., Bl ’ o

C
Ci
F
F

F

H

H
H . ,  Hl o

W c
I

o. o„

( ts

“ ^3
: de coëfficiënt van wederkerige wrijving
= (1 -  x) {OVA(V,T)}(ƒ1 /ƒ )2vrh [graad/cm]
: het binnenvolume resp. buitenvolume van
het toestel
= [{I + Ip -  Iq}/A(V,T)] (ƒ'/ƒ) [graad/sec]
: constanten
: de wrijvingskracht [dyne/cm3]
= | f |

i* F
= ƒ i ------------  dr [cm He]

r, (1 -  *)pg
: de hoogte van het heliumniveau in Bit met
H = 0 voor = Ho [cm]
= H + f 'qe8/(1 + e) [cm]
: de hoogte van het heliumniveau in Bi resp.
B , t.o .v . een willekeurig nulpunt [cm]
= -  Hq [cm]
= Hc( t 1+10) [cm]
: de electrisch aan B- toegevoerde energie
[erg/sec]
= I  + I  [erg/sec]
: de parasita ir aan B. toegevoerde energie
[erg/ sec]
: de parasita ir u it B■ weggelekte energie
[erg/sec]
:het oppervlak van resp. Bo te r hoogte H
resp. Hq [cm ̂
: het oppervlak van een doorsnede van de
spleet (O = 2-nrh) of cap illa ir [cm2]
: het mechanocalorisch effect [erg/gram]
= lim (-0*) [erg/gram]

h-*o ®

= Q° -  (pd/p)e [erg/gram]
: de entropie [erg/gram graad]

: een evenredigheidsfactor, bepaald door
(5) [erg/gram graad]

IB; 2b
IB; 2b
IIB; 3 : (52)

HA; la; f ig .  6
IIB; 3 : (52)
IIB; 1
IB; 2b
IIA; 3a

: (10)

IIB; 1 : (13)

11^ 2
IIB; 2

: (27)

IIA; 2a
IIA; 2a
IIIB; 2 c

IIB; 2
IIB; 3 : (59)

IIB; 2

IIB; 2

IIB; 1 : (25)

IC
IB; 2b
IIB; 2

IIB; 2
IB
IB; lb

: (33)

IB; 2b : (3)
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symbool b etek en i s v e r w ijz in g

T : de a b so lu te  tem peratuur [°K] IA

Ti ‘ T0 : de tem peratuur in  B^ r e sp . Bg [°K] IIA; 3a

h
: de tem peratuur van h e t  A-punt: T .=2 , 186°K IA

AT

3Di6-.'H IIA; 2
AJ* : de waarde van AT, waar v = v ” IIIC ; 1
AT = AT -  e 8 / ( l  + e) [°K] I I B;  2

& E

'fedOn I I  b; 2 : (3 4 )
AT+ = AT -  h p / f  [°Kj IIB; 2 : (14)

d i o KI'c = ATc( t 1+10) -  ATc( t j )  [°K] IIIB ; 2 c

V. Vd : h e t  door v lo e ib a a r  helium  r e sp . v e r z a d ig 
de damp ingenomen volumen in  B . [cm3] IIA; 2c, IIB; 2

V : een gem iddelde waarde van V 115 cm3] IIIB ; 1
W = 0  w, de t o t a l e  warmtestroom [e r g /s e c ]s IIB; 1 : (22)

c ,  c . : de s o o r t e l i j k e  warmte van v lo e ib a a r  h eu
lium  r esp . verza d ig d e  damp [erg/gram  graad] IB; 2b. IIB; 2

e : de verdampingswarmte van helium  [erg/gram] IIB; 2

f : een gem iddelde waarde van f o tu sse n  f0 {T0 )

en f o <T0 IIB; 1 : (1 3 )

f 0 = x S * /g ,  h e t  f o n t e in e f f e c t  in  cm H e/graad IIB; 1 : (12)
ƒ ' : h e t  f o n t e in e f f e c t ,  verm inderd met h e t

dam pdrukverschil [cm H e/graad] UB; 2 : (34)

g : de v e r s n e l l in g  van de zw aartekracht
[c m /se c 2] U B; 1

h : de s p le e tw ijd te IB; 2b

Tn : h e t  r e su lte r e n d e  m a te r ie tra n sp o r t door de
s p le e t  o f  c a p i l l a i r IC

m = " lo g f  + co n sta n te IC

P : de druk [dyne/cm 2] IB; 1

P i . P a : de druk in  resp . Bq [dyne/cm 2]L O
üp = P i -  Pa [cm He] IIA; 2

<7 = 0 Q/  (0 o+0 )  [o] UB; 2 : (25)
r • > r : de binnen r esp . b u ite n s tr a a l van de r in g 

1 o
vorm ige s p le e t  [cm] IIA; la

t : de t i j d  [se c ] IB

t . : h e t  t i j d s t i p  van in sch a k e len  van de en er
ï

g ie  I IIA; 3a

t : h e t  t i j d s t i p  van u itsc h a k e le n  van deO
e n e r g ie  I IIA; 3a

t : h e t  t i j d s t i p  waarop een s ta t io n n a ir e
€

r u s t to e s ta n d  (F  = 0) i s  b e r e ik t IIA; 3a

t : h e t  t i j d s t i p ,  waarop B v /C  = 1 ( û- t 1=5'r) IIB; 3
U

V = v s -  Vn
IIB; 3 : (4 6 )
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symbool betekenis verwijzing

V m | V1
Vs, n : de sn e lh e id  van h e t  superfluidum resp.

normale fluidum [cm /sec] IB; 2b
VS .tl = |v  |s . n  1 IC
V, V' s , n : de snelheden v resp . v , gemiddeld overs, n

° s . . . . IB; 2b
v, v . = v resp . v ICs, n
v l t ïJi■ 9 s , n
v f v• s ,n

1 1  1 s , n  1
: de snelheden V resp . v  voor r = r-s , n  i
= v l resp . v l

®«n r ï: de vo lu m etn sch e  sn e lh e id  Lcm/secJ v o l

IIB; 1
IIB; 1

gens: ü O = dV/dt IC
V6, v b : de c r it i s c h e  r e la t ie v e  sn elh e id  resp.

sn elh e id  van h et superfluidum [cm/sec] IIIB; 1
ï : de warmtestroomdichtheid, gemiddeld over

O [e r g /se c  cm ®] IB; 2 b
w -* l* l ID
X = P„/P IA

rd : r.-kromme, gedefin ieerd  in IIIB; l IIIB; 1
A(V.T) = VPC + ^dPdcd + eVd (dpd/ d t f ) [erg/ graad] IIB; 2
P = A * /C ,/m IIB; 3

8j( t) = / f® JP r i t  [OR]
t  ■ A(V,T)

IIB; 2

8 2(t ) -  ƒ  - £ . - / «  dt [°K]
* A(V,T)

IIB; 2

8( t) = S ^ t )  + 5j( t) [°K] IIB; 2
e = M V ,T )/O qf pCt [0] IIB; 2
n. : de v i s c o s i t e i t  van vloeibaar helium resp.

het normale fluidum [Poise] IA

p> Pd de dichtheid  van vloeibaar
de verzadigde damp [gram/cm3]

helium resp^
IB; 2 b,

Ps’ Pn : de dichtheid  van hét superfluidum resp.
normale fluidum [gram/cm3] IB; 2b

X = 3 pC2/B 3 [sec] IIB; 3

□ -  ƒ** d t  [cm]
f a t  . r v 3 5  :ï >*V~ >

IIB; 2

o° = □ voor t  < t  < t  [cm]
□° ,* (d° -  / ' g é 8 /(1  + ë))V/V [cm]

C ■■■'*' .  i . t  '  . '  > * i;-

,A1 gemeen ge ld t nóg:
Y , ■ F [ . met k = a, b ;

CL f  O  K

i i  B; 2
i i i b : i

,• r ; .t*
f —
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: (3 ,4)

: ( 6 )

: (17)
: ( 20 )

: (7)

: (32)
: (47)

: (40)

: (40)

: (40)
: (38)

IIB; 2

: (3)
: (58)

: (28)

: (28)
: ( 66 )

a* = a** 1 a
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S T E L L I N G E N

I
De wijzen, waarop in  de p lan im etrie  de d e f in i t ie s  van he t t r a 

pezium en het ge lijkben ig  trapezium worden gegeven, z ijn  onbevre
digend. Noemt men e c h te r  deze l a a t s t e  f ig u u r een g e lijk h o e k ig
trapezium, dan z ijn  betere d e f in i t ie s  m ogelijk.

[Molenbroek, P ,, Leerboek der vlakke meetkunde, Noordhoff
(Groningen), 1952; en voorts b .v .: Van Thijn, A., en Kobus,
M.L., Leerboek der planimetrie, Wolters (Groningen), 1937]

I I
De in t e n s i t e i t  van de ra d io s tra lin g  van m etergolven, d ie  u i t

de w ereldruim te wordt opgevangen, v e rto o n t een minimum in  een
r ic h tin g , d ie  b e lan g rijk  a fw ijk t van de r ic h tin g  van de g a la c t i 
sche pool. Op grond h ierv an  moet met de m ogelijkheid  reken ing
worden gehouden, dat de temperatuur van de ex trag a lac tisch e  rad io 
s t r a l in g  a a n z ie n lijk  lag e r i s  dan de minimum tem peratuur aan de
hemel.

I I I
De w ijze, waarop Meyer en Long hun formule van h e t fo n te in 

e f f e c t  in  de onverzadigde film  in  helium I I  a f le id e n , i s  n ie t
elegant.

[Meyer, L ., en Long, E., Phys. Rev. 84, (1951), 55l]

IV
De formule van Tisza:

x * s / ,

waarin x i s  de concen tra tie  van het normale fluidum in helium I I ,
S de e n tro p ie  en de index  A b e tre k k in g  h e e f t  op h e t  A-punt,
b l i j k t  de d ire c te  metingen van x boven verwachting goed weer te
geven. In verband hiermede v a l t  op te  merken, da t men deze fo r
mule ook u i t  geheel andere praem issen kan a fle id e n  dan u i t  d ie
van Tisza, te  weten h i t :

E = akTx en x = (T /T .)b .

H ie rin  i s  É de en erg ie /cm 3 en k de c o n s ta n te  van Boltzmann;
voorts z ijn  a, b en T, constanten.

[Tisza, L., Phys. Rev. 72, (1947), 838]



De bij de experimenten van Bowers en Men delssoh n  over de stro
ming van helium II  gevonden afwijking van het lin ea ire  verband
tussen de energietoevoer I en de (begin)snelheid v g b ij hoge
waarde van I, wordt vermoedelijk n ie t door wrijvings-energie-
verliezen veroorzaakt.

[Bowers, R . , en M,endel ssohn, K ., P roc . roy. S o c . , London,
A213, (1 9 5 2 ) ,  158; D i t  p r o e f s c h r i f t :  I I IB ;  3, b lz .  86 -  88]

V

VI
Het is  wenselijk in een ringvormige, met fijn  poeder gevulde

vlakke sp lee t het rad iele  drukverloop te  bestuderen bij door
stroming van vloeibaar helium II.

[D it  p r o e f s c h r i f t :  IC; 2c, b lz .  36]

VII
Er is  geen reden aan te nemen, dat bij stroming van vloeibaar

helium II  in spleten tussen 0,5 en 10 (x het normale fluidum zich
als een Knudsen gas gedraagt.

[Dit proefschrift: IIIC;2, blz. 100, fig. 35]

VIII
Het is  n ie t doelmatig een reeksontwikkeling naar machten van

(1/T) van de B-coëfficiënt van deuterium voor lage temperaturen
op te stellen.

[van I t t e r b e e k ,  A ., en Vandoninck, W., P h y s ic a  10, (1943),
481]

IX
Er is  reden aan te nemen, dat de temperatuur van het A-punt in

vloeibaar helium ongeveer 0,005°K lager l ig t  dan thans wordt aan
genomen, afgezien van eventuele wijzigingen van de temperatuur-
schaal.

X
Het interkerkelijke en intrakerkelijke gesprek zou worden be

vorderd, indien aan het programma van het propaedeutisch examen
in de Faculteit der Godgeleerdheid de beginselen van de wiskundi
ge analyse toegevoegd zouden worden.

XI
Het in d it  p roefschrift gevolgde systeem in de l i t te ra tu u r

l i j s t  biedt verschillaide voordelen.



Het gebruik van de logarithmische en goniometrische ta fe ls  bij
het eindexamen van scholen voor V.H.M.O. dient, tenminste voor de
natuurkunde en de mechanica, door dat van de rekenlineaal te  wor
den vervangen.

XII

XIII
Een s ta t is t is c h  onderzoek naar de p laa ts , die de actieve be

oefening van de muziek bij de v rije tijd sb ested in g  inneemt, d ient
ingesteld en geregeld herhaald te  worden, teneinde ook de ontwik
keling hiervan te  kunnen volgen.

XIV
Het is  merkwaardig dat de door de "Staatscommissie to t  reo r

ganisatie van het hoger onderwijs" aanbevolen en door de "Commis
sie  voor hoger-onderwijswetgeving" (Commissie-van der Pot) over
genomen regeling "van de t i tu la tu u r  bij het hoger onderwijs", in
het aan de Tweede Kamer der Staten-Generaal aangeboden ontwerp
van wet zonder motivering is  komen te  vervallen.








