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Jeder Fortschritt in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen muss auch einen Fortschritt
in der Mechanik herbeifuhren.

J acobi.



INLEIDING.

De bewegingsvergelijkingen van een stelsel punten, dat onder
worpen is aan de werking van willekeurige krachten, die afhan
gen van de coördinaten en de snelheden der punten en van den
tijd, en dat aan zekere, in vergelijkingen uit te drukken voor
waarden (verbindingen) moet voldoen, kunnen voor elk punt
altijd gebracht worden in den vorm:

m - ^ = X  +  S„

’”-ar=T+s»
m ;= Z +  s 2.at1

Hierin zijn X, Y en Z de componenten der krachten, die
op eenig punt van het stelsel werken, functies van #, y, z,
dx dy dz a a
d t' ~dt' dt en t; ”*» en zÜn de componenten der verbin-

dingskrachten; door de invoering van deze is het stelsel als
geheel vrij te beschouwen. S*, Sy en S* zijn over ’t algemeen
_, n *. dx dy dz _ook functies van x, y, 2, —, —-, — en t. De voorwaarden,

aan welke het stelsel moet voldoen, moeten uit te drukken zijn
door functies van de coördinaten, de snelheden en den tijd.
Laten er k van deze voorwaarden zijn; door het invoeren van
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onbepaalde coëfficiënten (gebruik makende van de methode
der multiplicatoren) kan men dan (bij n punten) 3n bewegings
vergelijkingen verkrijgen met 3w ■+■ k onbekenden; hierbij komen
dan nog de k voorwaardensvergelijkingen; zoodat men heeft
Sn -+- k differentiaalvergelijkingen met 3n +  & van i afhankelijke
onbekenden.

Zijn deze opgelost, d. w. z. zijn hare eerste integralen (die
alleen de eerste differentiaalquotiënten bevatten) en hare tweede
integralen (die geen differentiaalquotiënten meer bevatten) be
paald, dan is het probleem opgelost. De moeilijkheid is gelegen
in het bepalen dezer integralen. Is het stelsel onveranderlijk,
dan is het vraagstuk opgelost, zoodra de plaatsen van 3 punten
bepaald zijn. Hiertoe zijn noodig 6 vergelijkingen; bij een onver
anderlijk stelsel zijn dus 6 integralen voldoende. Is het stelsel
veranderlijk, dan zijn meer integralen noodig.

De theorie der differentiaalvergelijkingen is nog niet zoover
gevorderd, dat het bepalen dezer integralen in het algemeen
mogelijk is; slechts bijzondere gevallen zijn rechtstreeks op te
lossen. Daarom heeft men in den loop der tijden getracht eerste
of tweede integralen te vinden, die behalve den tijd de coördi
naten en de snelheden van meer dan één punt of die van een
bijzonder punt bevatten. Men vond aldus de wet van het behoud
der beweging van het zwaartepunt, de wet der sectoren, de
wet van het behoud der levendige kracht, het beginsel der
kleinste werking en het beginsel van den kleinsten dwang.
L agrange ‘) bracht bij m coördinaten, die aan de voorwaarden
identiek voldoen, het aantal bewegingsvergelijkingen terug tot
2m differentiaalvergelijkingen van de eerste orde.

W. R. H amilton 2) deelde in April 1834 in de Royal Society

') Mécaniquë analytique, tome II.
*) Philosophical transactions, 1884.
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te Londen twee partiëele differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde en van den tweeden graad van een functie mede, die hij
karakteristieke functie noemde. J acobi toonde aan, dat zij reeds
geheel bepaald wordt door de eerste der door H amilton geleverde
differentiaalvergelijkingen. Door differentiatie worden uit haar
de integralen der bewegingsvergelijkingen gevonden. H amilton

bepaalde zijn karakteristieke functie slechts voor een stelsel
van elkander aantrekkende of afstootende punten, bij welke de
krachten alleen afhangen van de afstanden der punten, met
een overwegend middelpunt van massa of energie.

Bij een gegeven vraagstuk de partiëele differentiaalvergelijking
der eerste orde, die de karakteristieke functie bepaalt, op te
stellen, levert geen moeilijkheid op. Deze differentiaalvergelijking
op te lossen is echter slechts in weinige gevallen mogelijk.
Vooral J acobi heeft zich voor die oplossing verdienstelijk ge
maakt '). Hij was reeds in het bezit van de beginselen zijner
methode van oplossing in 1836 en jaren lang onderwees hij
haar te Königsberg. !Na zijn dood werd zij echter eerst door
Clebsch uitgegeven (1866). Toen waren reeds de meeste stellin
gen van J acobi door andere wiskundigen (L iouville, B our, D onkin)
bekend gemaakt.

In het volgende heb ik mij bezig gehouden met het bepalen
van de karakteristieke functie uit de partiëele differentiaalver
gelijking in een paar eenvoudige gevallen. Vooraf heb ik echter
deze vergelijking voor een zeer algemeen geval afgeleid en wel
voor de relatieve beweging, van welke de absolute beweging
steeds als bijzonder geval kan beschouwd worden. Over de
karakteristieke functie bij de relatieve beweging schreven o. a.
B ou r1) (Les mouvements relatifs, een verhandeling, die reeds

*) Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von Clebsch.
s) Journal de Matb. de Liouville, 2e reeks, deel 8, jaarg. 1863.



4

25 Febr. 1856 bij de Académie des Sciences werd ingediend),
K amerlingh O nnes *) en R achmaninow j).

In den beginne beschouwde men slechts de gevallen van be
weging, bij welke de voorwaarden niet expliciet van den tijd
afhangen en voor de krachtcomponenten een krachtfunctie be
staat, die slechts van de coördinaten en van den tijd afhangt.

Over het geval, dat de voorwaarden wel expliciet van den
tijd afhangen, schreven van G eer s) en R ijkens * 2 3 4).

Een uitbreiding onderging het onderwerp door de invoering
van de Scheringsche krachtfunctie5).

') Nieuwe bewjjzen voor de aswenteling der aarde, proefschrift, 1879.
2) Zeitschr. für Math, und Phys. von S chlömilch , deel 34, 1889.
3) Nieuw Archief voor Wiskunde, deel 7 en 8, 1881.
4) Transformatie en integratie van de dynamische vergelijkingen, proef

schrift, 1887.
5) Zie „Hamilton-Jacobische Theorie etc.” in Abh. der Kgl. Gesellschaft

der Wissenschaften zu Göttingen, deel 18, 1873.
H olzmülleb „Ueber die Anwendung der Jacobi-Hamiltonsche Methode”

in S chlömilch 's Zeitschrift für Mathem. und Phys. (1870).
G. J. M ichaölis „Over het beginsel van het behoud der energie” in

het Nieuw Archief voor Wisk., deel 6.



HOOFDSTUK 1.

Afleiding der algemeene bewegingsvergelijkingen van

Lagrange.

Een willekeurig punt van een stelsel stoffelijke punten hebbe
tot coördinaten ten opzichte van een vast rechthoekig coördi
natenstelsel y en z en zij aan krachten onderworpen, wier
resultante X, Y, Z tot componenten heeft in de richtingen dezer
vaste coördinaatassen. Verder zgn alle punten van dit stelsel
verbonden door k betrekkingen in den vorm

f  (x ,y ,  z  . . 0  =  0 ................... . (1 )

In deze vergelijkingen stelt t den van een willekeurig ge
kozen oogenblik af getelden tijd voor; x , y e n z  zijn functies van t.
Ons doel is deze functies te bepalen, wanneer alle grootheden
X ,Y ,Z en alle vergelijkingen / — O gegeven zijn. Wij maken
omtrent X, Y en Z slechts de onderstelling, dat zij functies

dx dy dz .. _
van x, y, z, —, —, ^  en f zijn. X, Y en Z en de vergelijkin

gen ƒ  =  0 bevatten dus ook den tijd expliciet en de krachtcom-
ponenten hangen bovendien van de beweging der punten af.
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Voor elk punt zijn thans de bewegingsvergelijkingen de volgende:

iPxm -r=—dP 1 - d x

dtz
dt2

=  Y +  i  K d£

- Z  +
1 <)#

• ( 2 )

In deze stelt wi de massa van het punt voor.
Wij nemen nu een bewegelijk rechthoekig coördinatenstelsel

aan en noemen de coördinaten van een punk van het stelsel
ten opzichte van deze bewegelijke assen u, v en w. Laten de
cosinussen der hoeken, die de w-as met de vaste x-, y- en «-as
maakt, a, b en c, die, welke de «-as met genoemde vaste assen
maakt, o, b en c' en die, welke de w-as met de vaste assen
maakt, a", b" en c" zijn, dan is

x  — au +  a'v ci'w -f- x0, I
y  =  bu +  b'v-+- b"w +  y0, ( ................................. (3 )
z =  cu H- c'v -f- c"w +  z0, j

u =  a (x  — Xo) +  b (y -  y0) -h c (« — «„), )
v =  a'(x — Xo) +  b '(y— yo)-hc'(z — Zo), ( . . (4 )
w =  a"(x — Xo) -+■ b"(y — y0) +  c"(z -  zó), j

waarin x0, y0 en z0 de coördinaten van den bewegelijken oor
sprong ten opzichte van het vaste coördinatenstelsel zijn. Verder
bestaan de betrekkingen

f a1 4-6* +C1 = 1 ,  , o1 -+- a'1 +  a '1 =  1,
|  a'1 -+- b'1 +  c'1 = 1 , I b1 +  b'1 -h b"1 =  1,
( a"1 -+- +  c"> =  1. ( c» c'1 +  c"*= 1.

i od +  bb' -4-cd = 0 , / ab+  ab' -I- a"b" =  0,
| aa" -+- bb" -f- cc" —  0, j ac -f- a'c' -4- a"c" =  0,
( a'a" +  b'b" c'c" =  0. f bc +  b’c' +  b"c" =  0.

. ( 5 )
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I da , da' „ dal
i a d t + a d t + a  * — °*
j , db , db' j„db" ■ .
1 * 3 ? + * '; * + * • * ■ = « > < • )
I dc ,dd „ dc"
( °dt +  Cdt ~hC ~dt ~ ° '

/  da' , d&’ dc \
V  dT+è * +c * 7 = * ’
/  , da" , dè" dc"\ ,
( “ * + * 3 r + ‘' 3 -)= *"< 7>
/  „da , d£> dc \
( ' ï + ^ * ■ + ' * ) = ' «

da" d6" dc"
a d t + i i r + c - d : t = -

waarin <p,, qss en de componenten in de richtingen der m-,
®- en w-as zijn van de hoeksnelheid om de oogenblikkelijke as
van wenteling van het stelsel.

Met behulp van (3) kan men de vergelijkingen ƒ  — 0 in de
coördinaten u, v en w uitdrukken. Zij verkrijgen dan (k in aan
tal) den volgenden vorm:

F  ( “ , v, w , ................... x0, y0, z0, t ) =  0 .  . ( 8)

Ons doel is nu de bewegingsvergelijkingen te verkrijgen ten
opzichte van het bewegelijke coördinatenstelsel. Daartoe differen-
tiëeren wij de vergelijkingen (3) naar t; dan volgt:

De eerste der vergelijkingen (9) achtereenvolgens vermenig
vuldigende met a, a' en a", de tweede met b, b' en b" en de
derde met c, c' en c" en optellende, verkrijgen wij na eenige
herleiding:

da!' dxc

db" dyl

+  U - r - r h V

. (9 )
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dx , .
a ~dt +  h dt

dy
dt

,dy

dz du
-r-f-  y-iw— (pzv +  a dx0 , dy0 , dz0

rr=r “ f“ O ——- -+-C —=—dt dt dt
,d x  dy ,dz doa — + 6 ' -4-c —
dt dt dt df

! dj'q d?/(
+  9>3m  —  < P iw  +  a — - +  6  ^dt +C ' ï < 10)

„dx dy „dz dw
“ 3< + i i + ' s = a + * ' '

Van deze vergelijkingen vermenigvuldigen wij de eerste met
a, b en c, de tweede met a\ b’ en c' en de derde met a'\ b" en
c"; dan volgt na optelling en door te letten op (5)

dx
dt

_  /<=  «(■ - +  — q> 3V

dy .

Ht a" ( dw \  t dx0
)

+  q>t V — qt>a u ) +

b +  9 *V ') + b f  ( s * 1-  g>*U~  ViW  )  +
+  b"( dw

V dt •)
dz
dt - (

dyo
dt

du -+- 9>j w— <psv

(dw

q>t V —9>j u

)  + c' ( %  +  * > u - 'Piw )
„ /dw

■ V>tU
dzq
dt

Gemakshalve stellende
du

1 dt ’+’(Pl‘w ~ (p3V ==‘
dv
j 7  + f j M  —  (f^W —  y

dw — <p1u = g

verkrijgen wij

- = ( , {  +  ^ , • + « '{  +  1 ° ,  )

% = b ^ v +  b " ^ ^  . . .  .

( i i )

• ( 12)
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Door differentiatie naar t ontstaat nit deze:
d'x dl , dn d | da da' da"
dt2 ~^a dt +  a d t + a  dt +  l d^ +  ’ d f  +  ? W
d2y dl 7, di? ■ df „ dè d&' db"
dt2
d2z  d l , dy__— /•___ (_/■'_
dt* dt ^  dt

dt

c" i + ?  S

df
dc'

dt
dc"

( 13)

+  V - T T +  f  T T  +

d2x0

dh/ 0

dW'
d2z0

dt ^  * dt ^  dt1

Nu vermenigvuldigen wij de eerste van (13) achtereenvolgens
met a, as’ en a", de tweede met 6, 6' en b" en de derde met
c, c' en c" en tellen op; dan volgt, gebruik makende van
(5), (6) en (7):

d2x  , dhi d2z  dl
°  W + l d ë  +  CW - d t + 'f i i ~ V>V +

d2x„ , d2Vo
‘ w + l w

d2z0

■?il  +
(14)

, d*« .,dJy d2̂  dij

d*a?0 h,d2y0 , d2z0
+  a d ^ + b dt2 + c  W '

“ T  +  * % + Ï 7Ï - .
Op te merken is, dat de vergelijkingen (12) den zelfden vorm

hebben als (3) en dat de vergelijkingen (14) op dezelfde wijze
ontstaan zijn uit (12) als de vergelijkingen (10) uit (3).

Wij hernemen nu de vergelijkingen (2), vermenigvuldigen de
eerste met a, de tweede met b en de derde met c en tellen op tot

m ( a w + i ^ + c % ) = a X + b Y + c 'l‘ +

+ ̂ J af +bf +cf )
i \  ox oy oz / • . ( 15)
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Hierin is:
d f r  dfr du dfr dv
da; du dx dv dx
df r  _
du •
d f r _

dz ~

f  .¥=«*£+?±+yAow dx du dv dra

+  b ^ - \ - b " ~ f -
dv dw

- cé +c'dé +c"d-è

( 16)

De eerste van deze vermenigvuldigende met a, de tweede
met b, de derde met c en optellende, verkrijgen wij:

dx  du
bfr_ifr
dz d u "

Ook is a X - t - J Y + c Z d e  component der resultante van de
krachten, op het punt x, y, z  (tt,v ,w ) werkende, in de richting
der w-as; stellen wij deze component gelijk aan X' en eveneens
a X +  i Y  +  c Z  =  Y' en a" X -+- b" Y -+- c" Z =  Z' (de componen
ten dier resultante in de v- en w-asrichtingen), dan gaan met
behulp van (14), (16) en (8) verg. (15) en de twee overeenkom
stige over in:

+  +  + C| f )  = X '+ f c ‘£

"* i  + ” <*•s'-  *■£)+ “ ( “ f +* P+e f r ) =T

|  § + *C ) ( “‘ P + i" w +d' w ) = z' +

(17)

Is de beweging van het bewegelijke coördinatensysteem gegeven,

zijn dus a, b, c, al, b', c’, o", b", c", — , en —  als functies van t

bekend, dan bepalen de vergelijkingen (17), (8) en (11) de relatieve
beweging van het puntenstelsel. Wij zullen nu aannemen, dat
dit stelsel uit n punten bestaat; dan heeft men 3n vergelijkingen
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(17), 3n vergelijkingen (11) en k vergelijkingen (8), in het geheel
dus 6n-\- k vergelijkingen met 6» +  k van t afhankelijke onbe
kende grootheden, namelijk de n coördinaten w, de n coördinaten
v, de n coördinaten w, de n grootheden I, de n grootheden <?,
de n grootheden £ en de k mültiplicatoren fi.

Wij stellen nu
T =  i

t> __ /  ; d*x0 / ü d?Zo \

?= \ a^ +b^ r ^ cT êF m +
/  , d}x0 dhj„ d2z0 \

+ ( * ï +i  # + '> )* > •■ +
, ( „„d'-Bo , , „ dhf0 d?z0 \

+  \ a ^ P + b  dt> ) * mW'
S =  X m | (<pj w — <f<3 v) 1 +  (<fi u — ?>, w) t/ -+■' (<p, v — <joa ») £ j.
Hieruit volgt

dT

dT
^  =
dT

en ^  =  m£,

dS— =  m(<jp,w — <p3v), ,

dS /

dSen — =  m (<p, v — qs2 m).

Met behulp van deze betrekkingen worden de vergelijkingen (11)
dT du dS
Tt =  m dt +  dl
dT dv dS
" d ^ - m ^  +  d^

dT dw dS
T£ =  m4 t +.ö£
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m d u _ d (T—S) \
dt r)£ J

m dv d (T—S) f . . . .  ( 18)
dt d? r u  J

m dw _ o (T—S) \
dt • d£ I

De vergelijkingen (17) worden door de invoering van T, P en S

m § = r +

" s = T +

’* § = ' # +

d (S -P ) . t  *Fr
d u "i — P r  v

1 o u

M S -P )
d  v

k dFr
+  . S > r — '

1 ov

d (S -P ) . t  i>Fr
d W I — P r  v—

1 ow

• • ( 19)

Wij merken bovendien op, dat T alleen van ?, ? en J afhangt
en dat P ?, ï  en ( niet bevat.

Daarom zijn voor de vergelijkingen (18) ook de volgende
te schrjjven:

m.d u _  <) (S — P — T) \
dt d |  I

' d(S — P — T) f
” *  = --------------------------------- • • ■ • ( 2 0 )

dw d (S — P — T) 1m ^ —— -----     1
dt d £ I

Uit de vergelijkingen (19) en (20) zullen wij de vergelijkingen
van L agrange afleiden, d. z. de bewegingsvergelijkingen, bij welke
de coördinaten identiek aan de voorwaarden-vergelijkingen

F =  0
voldoen. Deze algemeene coördinaten zullen wij door qt, qt, q3
enz., in het algemeen door q, voorstellen. Zij zijn 3n — k in getal.
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Voor deze is

en

dF
dq 0

F( q t . . .  q t) identiek =  0,

« =  V'i (?, • . . . qSn - t,t)
V — Vi(qi  • • . • q3n-k, t)
w =<Pi.(qi . . . .

De eerste der vergelijkingen (19) vermenigvuldigende met
- , _ dv dzv
de tweede met — en de derde met — en de voor a l l e

punten aldus verkregen vergelijkingen optellende, verkrijgt men:

' - ( S S - H- * ? ) = +
( v <> (S—P) du t d (S—P) dv d (S—P ) dun

L du dq dv dq dw dq J +

+  1  z ( d£ r̂  -+-d— dl - h È £ ' ^ \ .
t \  du dq dv dq dw dq )

Nu is
/  dFr du
V du dq

dFr dv dFr dw \
dv dq dw dq /

De verkregen vergelijking wordt dus

/d% du dv dv_j__ :___ 1 d i  d w \ (  Y '  d u . V , £ + z p )
dq dq ]\ d t  dq d t  dq d t  dq )  ^ ( X Tq +  Y_l_ ̂  p  (3—P) du d (S -P )  dv d ( 8 - P ) dun j (21 >

L du dq dv dq dw d q \  />

Vermenigvuldigende vervolgens de eerste der vergelijkingen (20)
, ^  . dij d£

met dq *wee^e me* ï'q en ^er<̂ e me* en de aldus voor

a l l e  punten verkregen vergelijkingen optellende, verkrijgt men:
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d

l du di dv dii dw di \
-  w (  dt d j  +  d t d j +  dTd j )

(S—P — T) di djS—P—T)dq
di dq dtj dq

d ( S - P - T ) 5 -1
di dq_ I

( 22)

Daarna trekken wij (22) van (21) af, in aanmerking nemende,
dat T alleen van I, 7 en f afhangt.

Dan volgt:

V  dgdv djduj\ (d u d i dv dt] dw Ó f  \

m  \d t dq dt dq dt dq) ~ m \  dt dq~^ dt <)q~*~ dt dq I

v P  (S—P—T) du 0 (S -P —1T) dv d (S -P —T) dw
L du dq dv dq dw ’ dq
d (S—P —T) d£ d (S—P—T) d (S—p —T) df]

di ' dq dt/ dq di dq_

(23)

Deze vergelijking zullen wij op de volgende wijze verder her
leiden :

du
+

du
s^i'+- ■ ■

du
’ dt

du du du

II
c

f5

Ö d?s ,
+  dq *  +  ■

Ödt
iq- ~

du du du du

II dq
dqt

II

s 
1 dq

dt '

waarbij, evenals u = ' dq
voorstelt.

Bovendien is:
d (du  \  ___ dudi d du
dq \d t ) dt dq dq dt ’

/ E óm \  _di du  ̂d du
dt ' dq J dt dq dq dt

• ...  ( 24)
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Trekken wij de vergelijkingen (24) van elkaar af en maken

wij daarbij gebruik van de gevonden betrekking-----=
dq

dan volgt

. du
dt

dt'

£ —  \  _d$du du dl;
dt v dq) d q \  dt )  dt dq ~dt~dq

Op overeenkomstige wijze vindt men

__d /  d v \___ d>] d v dv dtj
d t \  dq) dq v  d t)  dt dq dt dq'
d /  j  dw \ _d^ / dw \ __ d£ dw dw dj
dt \  dq ) dq \  dt )  dtdq dTdq'

Met behulp van deze vergelijkingen verandert (23) in
d
dt m _ dn dv _dw \

d t + ^ d t j ^
d ( S - P - T )  -Ö®)

dq

Wij zullen nu stellen -  +  +  =  p, waar

voor wij op de volgende wijze een andere uitdrukking kunnen
vinden.

, du
“ = S ?

du _

dq'

bovendien is — =  — .dq
d$

'dq'

waaruit volgt —; —

dus — =

en S m ( s ^ + , * + t ^ ) =ira/ s« + , t + t «V= «T_
v dq dq d q )  \  dq’^  dn '  d n ')~ d a '~

du'
dq'
d£|
dq‘
du
dq
dv

•?>
du
d t'

dq' dq dq
dT
dq'



16

Met behulp van deze betrekking wordt de vergelijking (25):

,dT

=dt dq \ ^ d t + V dt
dv ' dw\

+ l w )  +
+  - ï ( x ,d-+ Y '™ + Z ', dv

dq
dw'
dq j - 4-

d (S—P—T)
(26)

dq ‘ *  dq ' “  d q )  dq

Op de volgende wijze kan S worden geëlimineerd.

2 T = ^ m ( ? J +  7! + f !),
S =  2  m j 5 (w <ft — v <p3) -+- v (m <p3 — w <pt) 4- ? (v<p, — u <pt) },

2T—S =  2  m  { ? (— w <pt +  v q>3 -+- ?) -+- V (— « Vs +  w 9>i +  ?) +
I du dv udw\

+  t  ( - « * , +  +  0 |  5 T

Met behulp hiervan wordt (26)

dq' _  è(T—P)
dt ~~ dq +  i ^ X ' -  +  Y \ -  -l-Z

dv
dq

, d « A

' /

dT
d-r-r

d9 d (T—P)
+  Q,01 dt ~~ dq

indien 2  (X  — + Y '- ^ ~ f - Z '^ )  =  Qgesteld wordt.du---- h X' , „dq dq dq .

Deze vergelijking is de vergelijking van L agrange in haar alge-
meensten vorm.

Wij zullen nu omtrent X', Y' en Z' onderstellen, dat zij zoo-
du dv dw , i . ,danig van u, v, w, - j ,  ^  en i afhangen, dat voor haar

een Scheringsche krachtfunctie bestaat. Dit is zulk een functie

van u, v, w, ^  en t, dat X', Y' en Z' met haar samen-at dt dt
hangen door de volgende betrekkingen
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,«v
dV

1

du

dV
dt d«

d dY. d w' dV
dt dw’

. • . d uwaarin u — — , v dv dw
57 en w — - r-dt dt

Hangt V niet van u', v' en w' af en zijn dus ook X', Y' en
Z van u , v en w' onafhankelijk, dan gaat de Scheringsche
krachtfuntie in de gewone krachtfunctie over, want dan heeft men

X' =  — dV
du ’ Y' dV

dv en Z' =  — dV
dw

Deze V kan nog expliciet van t afhangen.
Bestaat een Scheringsche krachtfunctie, dan zijn de vergelijkin

gen van Lagrange verder te herleiden. In dat geval wordt namelijk

[(^ du' _  _  dv'jdi! _ ( d dw'
\  dt du /d q  dt dv / d q *  ~dw/jty-*

dV du'rd  , , / * V d * ' \  , / dV dw'\
F ' du 'dq  )  \d v  dq ')  d \ d w d q ' )

dt +  Jt------+  ------* ------
—  —  4 . dJL dw £Ydw' dV dv' dV dw \

\d u  dq dv dq dw dq +  du' dq +  ~dq d^'dq ) ’
omdat

1du du _  d / d  V d w \ _d v  <2 du d _ / d \ d u ' \  dV du'
dt dq dt \du ' d q ) du' d td j  — dt Vdtt7 ) ~  M  d f  is

enz.
2
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d fd Y  du' dVdv' dV dw '\  d V _
Q is dus gelijk aan s  \jfa ' ~dqr ~dv' dg7 dw' üq' J dq ~

_ d _ d V _ d Y
dt dq' dq ’

analoog aan de waarde van X' enz.
En in het geval der Scheringsche krachtfunctie wordt de

vergelijking van Lagrange

dT .«V
d dq' _  d (T—P -V )  dg' (27)
dt dq dt

De vergelijkingen (27) zijn 3n—k in aantal.
Wij merken nog het volgende op: u, v en w zijn functies van

j  en i; u , v' en w zijn functies van q, q' en t en wel lineair
ten opzichte van q ; I, ? en f zijn dus ook lineaire functies van
q en bovendien functies van q en f; T is een quadratische
(maar niet homogene) functie van q' en bovendien een functie
van q en t; P is alleen een functie van q en V een functie van
q, q en t.



HOOFDSTUK II.

Vergelijkingen en functie van Hamilton.

Wij hebben reeds opgemerkt, dat I, y en f, behalve functies
van q en t, lineaire functies van q' zijn en dat T een quadrati-

sche functie van q is. is derhalve een lineaire functie

van q. Door middel van deze is het mogelijk alle q' ’s lineair
in de p ’a uit te drukken. Ten gevolge daarvan worden T en Y
functies van q en p. Om nu tot de canonische vergelijkingen
van Hamilton te komen slaan wij den volgenden weg in.

Kortheidshalve stellen wij

T — V — L, ^  =  r en 6 — s  rq — L.

Differentiëeren wij de laatste vergelijking naar q en q', dan volgt:

dd =  2  rdq’ +  Sq'dr — 2  ^  dq — 2  ^  dq' =  2  q'dr — 2  — dq
Pq °q oq 1

Beschouwen wij in 6 — 2rq' -  L  =  Srq - T  +  V echter r en q
als de veranderlijken, dan is 6 ook als een functie van deze in
plaats van van q en q' op te vatten. Hierbij doet zich echter
een bezwaar voor. V behoeft namelijk niet een quadratische
functie van q' te zijn en daarom zal q' over het algemeen niet
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lineair in r  uit te drukken zijn. Beschouwt men ö als een functie
van r en q, dan is

dd=QsT)dr
waarbij de haakjes zullen aanduiden, dat r en q de verander
lijken zijn.

Uit de twee waarden voor d6 volgt:

De vergelijking van Lagrange (27) is ook aldus te schrijven:

, d ( T - V )
a W  ( H T - P - V )  dr d ( L -  P)

dt dq dt dq

Nu valt op te merken, dat P niet q' bevat en daarom als functie
van q niet veranderen zal bij het vervangen van q door r.
Hieruit volgt, dat de tweede der vergelijking (28) ook aldus te
schrijven is:

_  d (L~ p) _  ZM6+P)_Y
dq v dq )

Met behulp hiervan wordt de vergelijking van Lagrange

dr d (Ö+P)
d t ~  dq ’

met r en q als onafhankelijk veranderlijken.
Ook is voor de eerste der vergelijkingen (28) te schrijven

dq_d (Ö+P)
dt dr

De canonische vergelijkingen van Hamilton zijn dus:

dq d (Ö+P) dr d (Ö+P)--  --:_____ 1 p r j-----  --  --- -----  .
dt dr dt dq

. . ( 29)
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Hangt V niet van q' en dus evenmin van r af, dan wordt

dL _  d (T—V) _  <>T _
dq' dq'- dq' ^

en gaat r in p  over; in dit geval is q' wel lineair in p  uit te
drukken (zie het bezwaar op blz. 19) en worden de verge
lijkingen van Hamilton

dq _ <) (fl-hP) _  d (0,-l-P-f-V)
dt dp dp

dp__ d (d+P) _  d (0, +  P + V )
dt dq dq

waarin 0, =  0 — V =  s  pq' — T is.

Hit de canonische vergelijkingen kunnen wij nog het volgende
afleiden.

d r_ d (0-j-P)
dt dq ’

d (0 + P )_dq
dr dt

Vermenigvuldigen wij deze, dan volgt

d (0+P) dr d (0+P )dq
dr dt dq dt’

en, tellen wij de zoo voor alle q verkregen vergelijkingen samen,
dan verkrijgt men

2  f d (0 +  P) dr t d(d +  P) d q \  1
V dr d t^~  dq dt J
„ ^ ( 0  +  P) d(0 +  P ) _ n

dt dt ~

want 0 +  P is een functie van r, q en t.
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Hangt O -4- P niet expliciet van t af, dan is
O +  P =  contant

een integraal, die het beginsel van het behoud der levendige
kracht nitdrukt.')

Het beginsel van H amilton drukt uit, dat voor de w e r k e 
l i jke b e w e g i n g  tusschen twee standen van het stelsel

8 f 1 (T — P — V)dt =  0,
J to

indien t0 en t, dé tijden zijn, op welke de begin- en de eind
stand worden ingenomen.

Langs verscheidene wegen kan men zich het stelsel uit den
beginstand naar den eindstand gaande denken; al die wegen hebben
den begin- en den eindstand gemeen en voor elk is op te maken:

8 f*  (T — P — Y) dt _  ( s  d (T ~  J  ~  V) 8q V ' -+-
J t 0 V 8q J u

-f- f 1 z  - * - - = ! )  -  * » ( T - P - VA H  ^
Jto v  8q dt dq J  ?

omdat | V ( T - r - V )  ry c r - P - V ) .
J t 0 Ö1 J t 0 dt

f  d(T—P—V) , ^  *« f** d d(T—P -V ) ,  .

*) J. J. Müller, Prof. te Zürich, leidde de vergelijking ^  — d (6 + P) _  ̂
at dt

af uit de karakteristieke functie. Zie „Ueber ein aus der Hamilton’schen
Theorie der Bewegung hervorgehendes mechanisches Princip” in „Annalen
der Physik und Chemie von Poggendorff’ (1874). Bij hem bevat de
krachtfunctie de snelheden niet en evenmin behandelt hij het geval der
relatieve beweging.
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Voor t0 en t, verdwijnen echter Sq en daarom is

Voor de werkelijke beweging is bovendien volgens (27)

*(T—P—V) d ó(T—P—V)__
dq dt dq'

Bijgevolg is voor haar ook

[ti
<W (T—P—V) d t = 0 . ................... (30)

J  to

De karakteristieke functie van Hamilton wordt voorgesteld door:

W =  [  (T—P—V) dt,
J t o

waarin t0 het oogenblik van den beginstand en t een willekeurig
oogenblik aangeeft. W is een functie van q, q en t. Wij zullen
een partiëele differentiaalvergelijking afleiden, die haar bepaalt.
Is zij uit die vergelijking bepaald, dan geven differentiaties de
betrekkingen tusschen de coördinaten en den tijd.

Evenals bij h e t beginsel van H amilton is

,w=(* ,5V + f ' * w .v ■>t. j t .  1 ■>? *  ‘i  I
Nu is voor de bovenste grens (t) Sq niet gelijk aan 0 en

daarom wordt

=0dW — ( £ d(T—P—V ) ,
¥ — 1 ) X ^ o : = ( - o ;

- I  £
to

— £rdq
¥

2r0Sq„,

waarbij t0 en q0 de waarden van r en q voorstellen op het tijdstip t0.
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In W komen de grootheden q' ten getale van 3n-k voor; wij
kunnen ze geëlimineerd denken door de grootheden q en qa
en t en dus W als een functie van q, q0 en t beschouwen. Dan is

Uit de twee waarden van <JW volgt:

r m
dq en • • ( 31)

De eerste leden dezer vergelijkingen zijn functies van q, q'
en t, de tweede van q, q0 en t.

q0 bevat t niet, q wel, en daarom is

of

of

d W
dt

dW
dt
dW

—  T- j - la  "W  . Ï W j  iW
v- p = T r + i -5f

• L + P = 0

+  d + P  — Q. . ( 32)

In deze vergelijking vervangen wij r door dan volgt een

partiëele differentiaalvergelijking van de eerste orde ter bepaling
van W als een functie van t, q en constanten, q' moet namelijk door

middel van —
dq' —  r geëlimineerd worden.

Wij zullen nu bewijzen, dat de verkregen waarde van W,
naar elk der constanten gedifferentiëerd, tweede integralen der
bewegingsvergelijkingen geven, of, m. a. w., wij zullen bewijzen,
dat uit

dW
t— =  constantda
dWen -—  ~  rdq

de canonische vergelijkingen van Hamilton volgen, wanneer a
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een der in W voorkomende constanten (zij zijn 3n—k in getal) is.
Er komt nl.

Over het algemeen is het opstellen der vergelijking (32) niet
moeilijk; meer moeite veroorzaakt het integreeren van (32) en in de
meeste gevallen is dit nog niet mogelijk. De vergelijking (32)
is zeer algemeen; in haar liggen verscheidene bijzondere gevallen
opgesloten. Wij zullen er eenige van nagaan.

d_ dW _
dt da
d m  dq
dq da dt (A )

Maar (32) geeft

dt da dr da
, y d ( d + P ) d r _ Q

of v d (0 +  P )<>2W
dt da "  dr dq da U= 0 ................... (B )

Uit (A) en (B) volgt

dg __ d (° H- P)
dt dr (C)

Ook is

__■ £  '  ______ '  _____  ____ \  • *  /  _____ «

<>t dq, dr dqs dq, U
')2W +  ^  d (6 +  P) dr d (d +  P)

,dW
O ---

(C) en (D) zijn de canonische vergelijkingen.
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Bijzondere gevallen. 1°. De bewegelijke oorsprong en de be
wegelijke assen zijn vast. Zij vallen op t0 met den vasten oorsprong
en de vaste assen samen. De relatieve beweging gaat dan over
in de absolute beweging. Men heeft dan P = 0  en S = 0  (zie blz. 11)5
£ =  u', n — v', i  =  w', T =  2  Sm (u 2 -+■ v'2 w'2) en (32) wordt

dW
dt

+  6= 0.

De canonische vergelijkingen zijn in dit geval:

dq dd dr dd— — — en — — ____
dt dr dt dq

en de karakteristieke functie is:

W — (T—V) dt.

/72«y. /72*
2°. P verdwijnt ook in het geval van

dus wanneer de bewegelijke oorsprong een eenparige rechtlijnige
beweging heeft; hiertoe behoort ook het geval, dat deze oor
sprong met den vasten oorsprong blijft samenvallen. De bewege
lijke assen veranderen echter doorloopend van richting.

3°. De voorwaarden vergelijkingen F  =  0 bevatten den tijd niet
expliciet; dan bevatten evenmin u=>i>i (q. . , t ) ,v =  i//2 (q. . .t)
en w =  y 3 (g . . . t) (zie blz. 12) den tijd expliciet, u', v ’ en w'
zijn dan homogene lineaire functies van q' ; veranderen dan
bovendien de bewegelijke assen niet van richting, dan is
q>j = 0 ,  — 0 , 9>3— 0 en £ = u', r/=v' e n i— w'; waaruit volgt, dat
in dat geval T een homogene quadratische functie van q' is.
Wij kunnen dan schrijven

dT2 T =  2 - —q’ =  2pq' en öj = 2 p q — T =  T.
dq

4°. Ons puntenstelsel zij onveranderlijk en wij kiezen zijn



massamiddelpunt: tot bewegelijken oorsprong; dan is —mu =  0,
2m v = 0  en Sm w — 0, dus P =  0. Omdat nu S in de vergelijkingen
van L agrange, de canonische vergelijkingen en de partiëele
differentiaalvergelijking voor W niet voorkomt, bevatten dan
al deze vergelijkingen de grootheden, die de draaiingen der
bewegelijke assen aangeven, slechts voor zoover zij in I, ? en f
voorkomen.

27



HOOFDSTUK III.

P artiëele differentiaalvergelijkingen van de eerste orde.

Gevraagd wordt een functie (W) van n onafhankelijk ver
anderlijke (3, . . . qn) zoodanig te bepalen, dat haar differen-
tiaalquotiënten voldoen aan

F = C .............................. \  .CD,
. r, . . dWwaarin F  een functie is van 3; en - (i loopende van 1 tot n)

OQi

en G een constante is.
Hebben wij n vergelijkingen van den vorm (1) bepaald, die

. dW
ten opzichte der grootheden van elkaar onafhankelijk zijn,

dan zijn uit haar deze differentiaalquotiënten op te lossen en de
dWvoor haar verkregen waarden in -ï—— do te zetten.dq

dW ,2  -— aq moet dan een volkomen differentiaal worden en daaromdq
moeten de n functies F  aan eenige voorwaarden voldoen.

Sophus Lie heeft een stelling gevonden, die bij de oplossing
van part. diff. verg. van de eerste orde van veel nut kan zijn *).

Zij luidt
„Moet een functie W van n onafhankelijk veranderlijken 3 ge-

') Mayer „Die Lie'sche Integrationsmethode” in Math. Ann. VI.
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vonden worden, die bepaald is door rn n) gegeven, van elkaar

onafhankelijke vergelijkingen tnsschen deze veranderlijken en
de partiëele differentiaalquotiënten

dW

dan bestaat (mits de gegeven vergelijkingen aan eenige voor
waarden voldoen) een enkele partiëele differentiaalvergelijking
van de eerste orde met n—m + 1  onafhankelijk veranderlijken,
die W volkomen bepaalt”.

Deze voorwaarden zijn dezelfde als die, welke Spdq tot een
volkomen differentiaal maken.

Wij zullen daarom eerst deze voorwaarden afleiden.
Laten F, — C,, Ft —  C„ Ft =  C3. . . Fm —  Cw, waarin

C,, C2 . . . Cm constanten zijn, de gegeven differentiaal-ver-
gelijkingen zijn met de n onafhankelijk veranderlijken ©. Uit

d W  dVfpr= — e n p . = —  volgt

dpr _  02W _  Ó»W __dp,
<>q* ~  dqr dqa dq, dqr dqr

of
dqa dqr

2 dergelijke voorwaarden bestaan en deze zijn noodig en

voldoende, opdat Spdq een volkomen differentiaal zij.
Uit haar zullen wij de voorwaarden afleiden, aan welke de

functies F  moeten voldoen. Nemen wij twee willekeurige dier
functies, F, en F,, dan is, voor alle waarden van i van 1 tot n,

d F r
— ----

d F r d p , d F r d p i dFr dp„
dq{ dp, dqt dp x dqi~ ■ * d p n dqi

<>F,
\ —f “

d F , d p t d F ,  d p t d F , dpn
dq{ dP i ö1i d p a d% ' ' dpn dqt
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OT):
Uit elk paar dezer vergelijkingen elimineeren wij ; dan

ontstaan de volgende n vergelijkingen:
1 =( dF f  dF, dF,

\ d q i  d p r  dqi dpi J
n ( d F \  d F , _ d F  d F r \d p r— n r

dpi dpi dpi dpi J  dqi

Tellen wij deze voor i  van 1 tot n samen, dan volgt

i  =  n s dFr dF, dF, d J A  , i  =  n l  =  n  ( ö F r dF, dF, óF'r\  óp, _  Q

, =  1 V d2* dP> dQi dQi )  i  =  \ l  =  \  \}P t dP' dPi dP‘ )  d9i

Hierin is de coëfficiënt van dpm
dqi

gelijk aan

dFr <>FS
dpm dpk

en die van dpi
dqm gelijk aan

dFr dFs
dpic dpm

djFdF.
dpm dpir

dF, dFr
dpic dpm

Omdat nu moet zijn, is de som der termen met de
dqtc dqm

genoemde coëfficiënten = 0  en herleidt zich de bovengenoemde
vergelijking tot

* =  n (d F r  dF, __ dF, d F r\
j - 1  V  dqi dpi dqi d p i )

gewoonlijk geschreven
(Fr, F ,)=  0,

voor alle waarden van r en s van 1 tot m.
Is omgekeerd dit laatste waar, dan volgt uit deze vergelijking

en uit de vergelijkingen op blz. 29

i  =  n l ^ n  ( d F ^ d F _ d F d F r \ d p L __0
i  __ l  l —  1 \d p t dpi dpi dpi )  dqi
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Het geheele getal dezer vergelijkingen bedraagt { m(m — 1);
bovendien zijn zij lineair t. o. v.

dpi dpi
dqi dqi ’

gevende j n (n 1) grootheden. Omdat nu n  ̂  m is, voldoen aan

haar alleen
d p i _ d p i _  ^
dqi dqi

Opdat derhalve S p d q  een totale differentiaal zij, is noodig
en voldoende

(Fr,F ,) =  0,
waarin r en 8 loopen van 1 tot m.

L ie noemt de functies F\ die zoodanig zijn, dat voor elk paar
(Fr,F ,)  =  0

is, in involutie.

Keereu wij nu terug tot de gegeven differentiaalvergelijking
F t =  C

en trachten wij n—1 andere functies F  te vinden, die met F,
in involutie zijn, dan moeten die functies voldoen aan de
l i n e a i r e  partiëele differentiaal-verg.

(F u F ) =  0.

Is Ft een functie, die aan deze voldoet, dan moet F a bepaald
worden uit

(Fu F )= zO  (Ft,F )= zO .
Voldoet aan deze twee Ft, dan moet F, bepaald worden uit

(■*1» F )  .=='0, {F l F )  == 0, (F3, F ) =  0.
Zoo voortgaande, komen wij tot n functies F . Elk dezer stelt

men gelijk aan een constante en uit de komende vergelijkingen
|  , dW  AT«T
lost men —  op om met de verkregen waarden s  —  do, tot een

dqi



32

volkomen differentiaal te maken (dW ), van welke men door
integraties tot W opklimt.

Past men op de n vergelijkingen F —  C het theorema van
Lie toe, dan komt men terstond tot één quadratuur. Voor dit
bijzondere geval (m =  n) zullen wij genoemd theorema bewijzen,
omdat er bij de volgende vraagstukken in dezen vorm ge
bruik van gemaakt wordt.

Denken wij namelijk dW
dg; = p i  uitgedrukt in de g_i en zij dan

p i= f i  (t loopende van 1 tot n),
dan zijn de functies pi—f i  even goed in involutie als de functies Fi.

Nemen wij namelijk twee dier functies, pr—fr enp,—f*, dan wordt

( p r — f r ,
dft_
dg/

Denken wij ons de waarden ƒ; voor pi gesubstitueerd in Fi,
dan volgt uit

(Fr,Fa) = 0
evenals op blz. 30

* — n I  =  " SdFr ÓF, __ d F . d F r \  df l  _
i  =  \  l = l  v dpi dpi dpi dpi )  dg;

Die vergelijkingen zijn £ n (n—1) in aantal en lineair t. o. v.
de § n (m—1) grootheden

d/i_d£,
dg; dg;
dft dfrwaaruit ■£------ r— — 0. q. e. d.
oqr uQs

Nu voeren wij de volgende substututies in :

q, =  ut
qi =  cn +  (u, —  « ,)  Ui,

waarbij i loopt van 2 tot n en waarin o, en en onbepaalde in
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de gegeven differentiaal-vergelijkingen niet voorkomende con
stanten zijn. Wij zullen dus W bepalen als een functie van
ut en Ui, Dan is:

dW  dW  * — n dW
dut dg, j- __ g U' dg, ’

dW dW
dll; dqi ’

* loopende van 2 tot n.
Hieruit volgt:

<>W i — n

dW ,
d ^  =  ^ 1- a x ) f i  =  S i,

* loopende van 2 tot n,
waarin ff, en f f  functies zijn van de grootheden w. Deze zijn
zoodanig, dat ff, — on tt d W . .

8 dM, H r ~ d ^  noS in lnv°lutie zijn.
Wij verkrijgen namelijk

( b , -  ™  H, -
V "M, óm, óm.

Nu volgt uit

dW
Om,

W — ■ff, du, -+- <P (M;),

i loopende van 2 tot n.
3
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dW  . • •
Leiden wii hieruit -— af en substitueeren wij de waardeJ oiti

daarvan in de vergelijking
dW

dan volgt
dm

d W _  f ui dHt

=  H;.

dui = / :
A . è<fdu, +  — i

ÖUi du{

hetgeen volgens de gegeven differentiaalvergelijking voor u, —  a,
gelijk aan 0 moet worden; stellen wij w, = a , ,  dan wordt

(gr\ =(a' ^ d„,+(tL) =(pt) =».
VdM* J u l =  al Ja , du' y.duiJu , =  a, —a,

dg „ _
Maar <p bevat u, niet; derhalve moet steeds ^ -  —  0 zijn of g>

moet een constante zijn, die 0 is, als voor u ,= a ,W  =  0 ge
nomen wordt.

De eenige quadratuur is dus
Cu,

W =  /  H , du„
J  aj

waarin m2, ms . . . .  un bij de integratie constant genomen worden.
Om F t te bepalen uit (F„ F) =  0 moet men een integraal

bepalen van
d p , _______dpi _
W , ~ W , ~
dq, dqt

dg ,__ d q i __
d F ~  d F ,~  ’

_dp„__
• • - d F , ~

dq„
’ ~ ~ ö F , '

dp, öpi dpn

die een of meer der grootheden p  bevat. Is F t —  0 zoo’n inte
graal, dan is (F„ jP2) =  0.
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Om F3 te bepalen uit

(Fu F ) =  O en (F t, F )  =  O

bepaalt men een andere integraal van A. Is <*>, =  0 zulk een
integraal en is

{Fit <Pi)=0 en (F t , <?t) =  O,

dan is F3 =  <pu indien <pt een of meer der grootheden p  bevat.
Bevat <pt geen der differentiaalquotiënten p, dan is zij ons van
geen nut. Is <p, echter zoodanig, dat (Ft, <pt) =  is i), dan is ook

Om dit te bewijzen merken wij op, dat voor drie functies,
A, B en C, steeds is

( (A, B), C) +  ( (B, C), A) +  ( (C, A), B) =  0.

Hierin nemende F t =  A, Fi =  B en V i— Q, verkrijgt men:
( (F„ F 3), ?>,) -+- ( (i^, <*>,), Ft) 4- ( (<fu Ft), F t) =  0,

waarin is

(F1,F i) =  0, {F„ <pt) =  0 en (FirVl) =  Vt.
Derhalve

( F u 9 x) — 0.

De weg, die gevolgd moet worden, is nu deze:
Men bepaalt achtereenvolgens

(Ft, Vi)=<pt
(Fit <fx) =  <ps

(-fj, 9>3) =  Vt

=  enz.;
dan komt men eindelijk tot een functie Vi, die afhangt van de
vorige, want alle vergelijkingen <p; =  0 zijn integralen van (A)
op blz. 34 en het aantal dezer integralen is eindig (2 n—1 hoogstens).

‘) 111 welk Beval Vi niet noodzakelp een der grootheden p  moet bevatten.
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«Pi + l hangt dan ook van Ft, Ft, <pt, <Pz---- <pi—, af, want

dop dop _ d<p
9>i+l =  (Ft, Vi) =  !, -F) TËi +  (•#!, -f») TËT +  (^2, Vl) T— +

+ . . . • +  ( - f a ,  Vi—i)
dtp

dF„ ' "  "*P,
r = i—1

d<pi—x 9* — 1

ÖFX
r = i —1 d® r = i—i d(p

(F* i  <Pr)— =  S  <Pr+t— v
dqpr

Dit is een functie van Z1,, <p,---- W-i>
i^3 mag dan ook beschouwd worden als een functie van deze.
Dan moet zijn

(F ,,F 3) =  (Ft,F t)
dF3
*Ft

(Fï, Fï)
d j \
dF,

• =  i—1 dF
+  ^  X F ^ t P r =

r —  1  0<pr

r =  i—1
: S

r —  1
dFt _ n

Vr+t V —  =  0 .dtpr (B )

Dit is weer een lineaire partiëele differentiaalvergelijking, met
welke nu verder gewerkt moet worden.

Is <fi identiek 0, dan is voor F3 te nemen q»i-„ mits deze
een of meer der grootheden p  bevat.

Is tpi —  constant, dan is steeds een functie te bepalen, die aan
(B) voldoet en deze functie is voor F 3 te nemen, mits i > 2 zij.

Om F k te vinden moet eerst een tweede functie bepaald
worden, voldoende aan

(F „F ) =  0 en (F3,F )  =  0.

Met deze pn met F 3 gaat men daarna op dezelfde wijze te
werk als met de <p en F3 bij de bepaling van F3.



HOOFDSTUK IV.

T o e p a s s i n g e n .

V raagstuk I.

Gevraagd de karakteristieke functie te bepalen bij de beweging
van twee punten, die elkaar aantrekken met een kracht, die
een functie van hun afstand is, terwijl op ieder van deze een
kracht werkt, die naar een vast punt is gericht en evenredig
is met den afstand tot dat vaste punt.

Zij het vaste punt de oorsprong van een vast rechthoekig
coördinatenstelsel. De punten hebben respectievelijk tot massa’s
mi en m1 en tot coördinaten (m1 y t zt) en (<r2 y% «j).

De karakteristieke functie (W) moet nu voldoen aan de part.
difl'. verg.

^ + T + V  =  0, \
waarin

T =  É mt +  yt'* -+• z'ï') +  i (*»'* +  y i '  +  ***),
V =  — [£ £ m, g,2 -h i k «ij (>2J -+- m, m1f  (?) ],

waarbij gt en <?2 de afstanden der punten tot den oorsprong zijn
en g hun onderlinge afstand is.
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W moet dus bepaald worden uit
dW
"TT -f“ ; »i +  y i11 -+- z t'2) +  |  m t («j'J +  y i l +  z t !)

— (i *»»i 9i2 -+
Bekend is, dat

dW
da:,
dW
tyi
dW
dar,
dW
dxi
dW

|  Amj §2* +  m, m2 ƒ§) =  0.

waaruit

dT
da:,'
dT_

’ tyi' ’
dT

: m ix 1 ,

dT_
’ da;,'

dT

: vn^Xi,

» y ^ Ü = n h y "
dW dT
- — pst ——7 =  rn1z l ,

^  m, da:,1
, 1 dW

y, —----r— »
m , 0yt
1 dW

m, dar, ’
, 1 dW--  v 1m* ox*

1 dW
y% — ■— t— i«Ij d ĵ

1 dW
«i, dar.

Onze part. diff. verg. is derhalve
dW
dt —  \ C2wi, L v

d W V  f d W V
da:, 7  " v t y i /

■+C£n ± [ r ™ y
2m1 L \d x zJ

+
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Om haar op te lossen schrijven wij

-^r =  [2 M i 9i2 4- i  kmt qS  +  m, mtf  (9) ] —

1 r /J W Y  /"BW\> / W V l  _
2 m, LV ^i /  +  U i V  +  V?*i )  -1

1 r/B W Y  /3 W \ï , /OW\2-j _  ,
- 2 ^ 1 K m J  U J r “ A’

waarbij /t een constante is.
Dan is

W =  — Af 4 - W
en

1
2 m, L V^i J 4-

V *. y
/ bw 'Y i

+ Gi t )  J
1 r / W V

4-

/ bw'y  , /W 'Y i  r

' . . .  .. BW' BW'of, indien wij ~ = p ,

2mt Lv^i J
2 Am, 9,2+   ̂Amj Qil -\-m 1m if(g)^= = h

q en BW' : r stellen,

—  (p,2 +  9i2+ Y )  +  ö^T (P S +  VS +  V )  -

— Am, 9,* 4- 2 Amj 9,1 4 - m, m, ƒ  (9)] =  h.

Stellen wij het eerste lid dezer vergelijking Fu dan is ons
doel vijf functies, Ft . . . Ftl te bepalen, die met F , in invo
lu te  zijn en uit welke in verbinding met F, de grootheden p ,q en r
kunnen opgelost worden.

Daartoe beginnen wij met het eenvoudige geval, dat de aan-
vangssnelheden der punten met die punten en den coördinaten
oorsprong in één plat vlak liggen. Wij kunnen dan met vlak-
cöordinaten werken en hebben

Ft =  ̂ — (p,2 4- 2,1) +  s — (Pi* +  f t2) — [2 Am,9,24 - 1 kmiQi1 4- m, m , / (9)].
u fïl\ u 771̂

Fi moet nu bepaald worden uit
{F» F) =  0 .
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Een functie, die hieraan voldoet, is gemakkelijk te bepalen
uit de omstandigheid, dat voor de beweging der twee punten
de wet der sectoren moet gelden, d. w. z., dat
m1 (yt x t' —x t y i)  -f- m, (yt x-ï — x3 yt') =  constant =  C moet zijn.

De functie, in het eerste lid dezer vergelijking, die men ook
aldus kan schrijven:

V\ P i  ~ ^ i Q i +  y i  P i  —  2»,

voldoet aan de vergelijking
(Fu F) =  0,

d. i. aan .
dp\ 1>F DF, 7>F ~d£_ ÏF ^F
dp, dxt dx, dpt dpt dx3 ?xt
dF,dF ?F, ?F ï F \ ï F _  Q
M i  Mi Mi M, Mi Mi Mi Ml ~~

Voeren wij namelijk de aangegeven bewerkingen uit, dan volgt

P ih  , 1f i  mi x t ■+■ mm1 1 ***«,,
Pi , / miX1-\- mt

m,
\Pi<h j m, y t -+- m1 | x l “b1 m1 ^ 'M o

PiQi
m2

f i  m iy1 -r m,
' ^ W i ,

Wij kunnen dus schrijven

Fi = y iP i — * i  2 i  -+ - yi Pi —  32 .

Nu moeten wij F 3 zoeken, welke functie voldoen moet aan
(FUF ) =  0 en (F„ F) =  0.

Daartoe bepalen wij eerst een functie, voldoende aan

(-Fj, <p ) =  0,
M M M M

d.i. aan * +  qt - P 'M r ° -
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Om zulk een functie te verkrijgen moet een integraal bepaald
worden van het volgend stel totale diff. verg.:

dxx_dpt __ dyt _ dqx__dx3__d p t__ dyt __ dq3
i h ~  g. i — — —Pt ~~ yi ~~ 2s —*ï —Pi

waaruit wij afleiden

d (mt x l m3 x3) _d {ml y i 4- mï y3)
m, x t 4- m1 xt —(m, x t +  m2

derhalve

(m, x t -+- m3 x3y  4- (m1 y t 4- m2 y^f —  constant
en

(m, 4- m1 X , ) 2 4- (m, 4- m, z/j)2

is een functie, voldoende aan (F2, <p) —  0.
Zij voldoet echter niet aan (Fu <p) =  0 en bovendien, al voldeed

zij wel aan deze vergelijking, zij kan ons niet voor F 3 dienen,
omdat zij niet een der diff. quot. p  of q bevat. Voor de bepaling
van Fs is zij ons echter wel van nut. Stellen wij haar namelijk
voor door <pu dan is ( i j ,  <Pi) =  0 en

(Fu <h) —  2 [(pj +  p t) (m, x t 4- mt x3) 4- (2, 4- 2s) 4-m 2«/i)]=2,2.

Uit de bovenstaande lineaire totale diff. verg. leiden wij
verder af:

d (pi + P t) _  d (g, 4- g2)
2i 4- q3 ~ ' — (p i+ p ty

waaruit
(Pi 4- Pt)2 4- (qt 4- qt)2 =  constant.

Stellen wij nu (p, 4- PtY 4- (2i 4- 22)2 — ft ,  dan is

(Ft, if,) = 0
en

(Fu «p,) =  2* [(p, 4- Pt) (»n, Xj 4- m2 xt) 4- (2! 4- q3) K  ?/, 4- m2 y3) =  «Pa-
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Uit de functies <pt en </<2 leidt men gemakkelijk af, dat voor
F3 genomen kan worden

(Pi +  Pi)1 +  (?i 4- 2»)1 — & (m, xt 4- m1 xt) ‘ — k (m, y x 4- m, y3)2.

Voor Ft  moet nu genomen worden een functie, voldoende aan:

{Ft, F) =  0, (F1,F ) =  0 en (F„ F) — 0.

De laatste is, voluit geschreven,

ml k (m, x,
1F 7>F *Fm, xt) y  +  (p, + p 3) ^ + m t k (m, ar, 4- m2 -

, .})F  ïF
4- (ƒ>! +  .Pi) ̂  4- m, k (m, y x 4- * n ,y , ) ^ +  (2i 4* 2i) 'd#2

• »Wj A (m, ?/,
ojp . .o r!yi)_ _ + (? +  ?ï) - =  0.

Een functie, die hieraan voldoet, moet het eerste lid van een
tot 0 herleide integraal zijn van het volgend stel vergelijkingen:

dp1 __ dx j   dpt _ dx2 _
ml k (ml x1 -+- W!2 ar2) p t + p 3 m1k (m, .z, -t- m% x3) ~~ Pi 4- Pi

dq, _ dyt  ______ ________ __ dy3
m, &(wï, ?/, 4 - y 3) g, 4-<?2 m2 4 - wi2 */i) <7i 4-22

Hieruit leidt men af:

d ^ p t+ p t)  __ d (ml Xi 4- m2 x,)
(m1 -1- mt) k («i, xt 4- mt x̂ ) (ml 4- m2) (/>, -+- p t)

en
(p t 4- ̂ j)1 — k ( m t xt -\- mt x3)2 =  constant.

Stellen wij dus qs, =  (/>, 4 -p 2)1 — k(ml x t + m x 2)i, dan is

(F3, 9>i) =  0

en (i^j, <?>i) =  2 [— (p, 4- p2) (?i 4- ?2) 4- k (m, 4- m2 *2) (m, p, 4- *»2 y2) =  <f3,
(Ft,<p1) = 2 l ( q 1-\-qt)1 — {pi-hpi)1-i-ki{mtxl +  mt xt)2 — A (wi,?/, +  m $  2)] =  <p s,
(i^2, <J03)= 8 [0», 4 -Pt) (?! 4- ?2) — * (*n, *14- mt xt) (m, y t 4-m2«/2) =  gp4 =  — 4q»2.
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V o lg en s  B  v an  b lz . 36 is  n u , om  Fk t e  b e p a le n , een  in te g ra a l

te  n em en  v an  .

cfat________ fat
<Pt <Ps <Pl

d. i. van

d<p1 d<pt d<(3
<Pt 9>3 — 4 : <Pt

w a a ru it

|<P32 4 -  2  9>,s =  c o n s ta n t.

D e rh a lv e  is  de  fu n c tie , d ie  v o ld o e t zoow el a a n  (Ft,F ) =  0

a ls  a a n  ( F „  F) — 0
V» = i  «Pa2 4- 2?’,2.

O p d a t deze vo o r Ft g en o m en  k a n  w o rd en , m o e t zij (FrF)  —  0

m ak en . B e p a le n  w ij (.F ,, </'), d an  v in d en  w ij:

<P 3 |^ m , lexl 4- ml mï¥
¥

J  4 (p, -4- p,) —p, 4 A (m, a;, 4- m, *,) 4-

^ to, 4- m, wij 4 (p, 4- p,) — pi 4 A (m,#, 4- m  ,■»,)-

, 4 -  m , to,

’,  4 -  TO, TO,

4-4<*>i TO, TO,

TO, TO,

¥

¥

¥
. ¥
3x ,

J  4  (?, 4- 2i) 4 -  ? ,  4 A (to, ^ ,  4- m,p,) -

J  4 (9 ,4 -9 ,) -I-9i 4 £ (to, p , 4 - to,« /,)J4-
' \  jp
- ) 2 (9, 4- 9a) — — 2 &m, (rn1y l 4- to, p,) 4-
i /  “ »

) 2 (9, 4-9 ,)—— 2£to,(to,#, 4- »n,p,)4-

t ky

Q n 1ky.

j^TO, k x 1

yrn^ k x x 4-

Cto, k y l 4~ to, to, 4 ^ - )  2 (p ,4 -p ,)— — 2fai, (to,#, 4-to,# ,) 4-
V  ¥1 ®*i

■^TO2 A p, rat ra2¥
¥ s

) 2 (p, 4-pi) — — 2 km,
y  to. = 0.

W ij k u n n e n  dus voor F ,  n em en  ^ qo32 4- 2  9»,2 en  h e b b e n  d a n

de v o lg en d e  v ie r  v an  e lk a a r  o n a fh a n k e lijk e  v e rg e lijk in g e n , u i t
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welke p u qu p 3 en g2 als functies van xu y u x3 en y3 bepaald moeten
worden.

2 ^  (Pi1 Hf- qi1) +  2^- (Pi2 +  ?i2) — [2 *»»i V  -1- 2 Am2 ?j2 +  mi »»,/(?)] -= A.

DiPi *®i 2i “I” y%Pi *®ï 2j — Ci

(Pt +  Pt)' +  (2i +  ?j)2 — A (m, x t 4 - wij x ty  — k (wi, «/, 4- m21/2)5 =  C2.

[(?i +  ?j)2 — (Pi +  Pi)2 +  A (m, «j 4- wi2 #2)* — & (m, 4- wi2 i/2)2] 4-
4- 4 [A (m, x, 4- m1 x3) (m, 4- wi2 .y2) — Qoj 4- p 2) (?i 4- ?2)]2 =  C3.

Ten einde deze vergelijkingen op te lossen stellen wij ter
bekorting

Pi 4 -p 2 —P, <?,4 -?2 =  Q, mix i +  mJ ^  en mt y i + nh Vi =  Y.

Dan worden de laatste twee

p» 4. Q» _  * (X* 4- Y2) =  O»,
[Q2 -  PJ 4- k (X2 -  Y2)]2 4- 4 [£XY -  PQ]‘ =  C3.

Ontwikkelen wij de laatste, dan komt er na eenige herleiding

[Q2 4- P  — k (X2 4- Y1)]2 4- 4 k (XQ — YP)2 =  C3.

of (in verband met de functie F3)

4 A (X Q—Y P)! =  C3—C2J,
d. i. X Q -Y P  =  Ct.

De vierde vergelijking is dus te vervangen door

(wi, xt 4- wi2 x3) (<?, 4- J2) — (»*i Pi -H »it y3) (pt 4- p 2) =  C3.

Uit de verkregen vier vergelijkingen kunnen wij bepalen

P i=  ƒ11 Pi — ƒ212 1— ƒ3 en 2i —ƒ*•

Maken wij nu gebruik van het op blz. 32 genoemde theorema
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van Lie, dan moeten wij beginnen met in bovengenoemde ver
gelijkingen te stellen

•Z/j ■ |

xt —  a2 +  (ut—aj) Mj,
yi =  t>i +  (»i—<*i) ®1,
yi  =  b1-+ ( « ,— a ,)

Hierdoor worden en g2 als functies van m„ !)„M2enti,
verkregen. Zij

P i =  V i ,P i  =  V i ,q t  —  9» en 2i =  9>4,
dan volgt

f u  t
W =  (<J0, -b u i <pi +  vt q>3 +  » ,<fk)duu

J at

bij welke integratie vu v3 en ih als constanten beschouwd worden.
Het terugbrengen van W' tot deze quadratuur is mogelijk,

indien de vier vergelijkingen, die p  en q bepalen, op te lossen
zijn. De mogelijkheid van dit blijkt al spoedig. Uit de 8® en de
4® vergelijking zijn namelijk p t -hp% en qt +  q3 te bepalen. Men
heeft dan 3 verg., die t. o. v. p  en q lineair zijn, en 1 quadra-
tische vergelijking. Met de oplossing van deze en met het nagaan
der integraal heb ik mij nog niet beziggehouden. De vormen
zullen zeer samengesteld worden en vermoedelijk zal men tot
andere coördinaten moeten overgaan. In elk geval kunnen hierbij
de verkregen vergelijkingen van dienst zijn.

Na de integratie komt W' (en dus ook W) te voorschijn als
een functie van «lt v„ u2, v3, at, bu a2, è2, k, C,, C2 en C3; zij zal dus
8 constanten bevatten, van welke vier als functies der overige
moeten beschouwd worden bij de differentiaties, die ten doel
hebben de vier betrekkingen tusschen de coördinaten en den
tijd te leeren kennen. Is de integraal bepaald, dan moeten in
plaats van uu vu u2 en v2 de veranderlijken ■*,, y{, en y3 weer
ingevoerd worden.
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Is u, =  at, dan behoeft niet steeds teven x% =  a2, yx — bt en
y-i =  f>2 te zijn. Wij nemen aan, dat voor t =  0 te gelijker tijd
x\ — ai> x i — ai, yx =  b, en y2 —  bt is. Wordt gedurende de be
weging x, =  a„ dan moet, zal x2 bijv. dan niet =  a2 zijn,
Mj=oo worden. Hetzelfde geldt voor v, en De mogelijkheid
bestaat echter, dat op een ander tijdstip weer te gelijker tijd

— et,, x* — y i — btiy2 — dit moet dan na de integratie
blijken. Zal voor t =  0 en ut =  a, W ' =  0 worden, dan moet
W -t- h t  door Ui — a, deelbaar zijn, d. i. door x t — at. Omdat
ons vraagstuk t. o. v. xu x2, y t en y2 een volkomen symmetrisch
vraagstuk is, moet W  -f- At ook deelbaar zijn door x2 — at, y x — bx
en yt — b2 en kan geschreven worden.

W =  — ht 4- (,xx—ax){yx—bx){x1—a1)(y2—b1)F(jcu y x, x2, y2).

Liggen de aanvangssnelheden en het vaste punt niet in één
plat vlak, dan moeten voor elk der bewegelijke punten drie
rechthoekige coördinaten aangenomen worden. De partiëele diffe
rentiaalvergelijking, die W' bepaalt, is dan:

2 ^  +  +  r '*>  +  2 ^  W  +  * * +  ' * ’>  “

— [ |  km1 qx2+  £ km2 g f  -|- m1 m2 ƒ(<?)] =  h.
(Zie blz. 39).

Zij is slechts een schrijfwijze voor het behoud der levendige
kracht en haar eerste lid moet genomen worden voor Ft.

Het beginsel der sectoren geeft nu drie functies, namelijk:

9>i =  «i ?i — yx rt +  «j q2 — yt r2,
<Pt — x t r, — zx p x + x 1r1 — zt p lx
9>a = y iP i  — 9i +y%Pi —  ï j ,



47

Elk dezer voldoet aan {Fu <p) —  0, maar

(«Ps, <Pi) =  — 9>j en (<*>3, <pj) =  qo„

waaruit volgt, dat om een functie te verkrijgen, die behalve Ft
aan (<p3, <p) =  0 voldoet, een integraal genomen moet worden van

d<p1 —dq>2
—<Pi —<Pi

Hieruit volgt q>,2 4- =  constant.
Yoor de symmetrie nemen wij echter

F i =  q>3
F 3 =  q> ,2 4- (JPj2 4- 9>32.

Nu moeten nog 3 functies met p, q en r bepaald worden.
Ten einde Fk te vinden beginnen wij met een functie van
(9)3, F) —  0, d. i. met een integraal van

dx 1 d£±  dyx  dqx dxx dp^  dyt   dq3
Pt <h —x ~ —p ~  yx ~  qx

of van
d (m, xy -h m1 xx)  d (mx yx 4- mx yx)

rriy y t 4- m, yx — (mt xx 4- mx xx)’
d. i. met

(mi Xy -I- mt Xyy)1 4- (wi, y t 4- m% yxy  —  constant.

Nagaande, of het eerste lid hiervan aan (FlxF) =  0 voldoet
vindt men

— 2 \ j p i y  Xy -t- m t  Xy) ( ,̂ +  />j) +  («l, Jf, +  Kly  ̂ ,) (j, +  £3)].
Dit brengt ons ertoe ook de volgende functie te nemen:

(Pi +Pi)*  +  (?, 4- qx)\
Deze geeft met (Fu F)

— 2/e [(«ij Xy 4- mx xt) (p x 4- p x) -f- (mt yx 4- mx yx) (qt 4- y,)].
Hieruit volgt, dat aan (Fy, F ) =  0 voldoet

(P i4-^j)J4- +  — k(miX1-\-m2X1)i — k(m1y1-\-mt yiy=iiJ.
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Dit kan echter nog niet voor F k genomen worden, omdat

(Fs, >p) =  4 <f>! [(r, 4- rt) (p, -\-p t) — k (mt x, + m i xt) (m, z t 4- m% 22)]
— 4 <pt [(r, 4- r 2) (qt +  q3) — k (m, y, +  mt yt) (m, z t 4- ml «*)].

Wel is (F '3, -F4) =  0, indien genomen wordt

F„ =  (p, +  Pt)* 4- (?, 4- gj)14- (r, 4- r s)2 —
— A (m, a:, 4- mi — k (m, y, 4- »ït y2)2 — A (m, zt 4- ^s)2*

B e p a l i n g  van  Fs. Op blz. 44 vonden wij, dat aan

(Fu F) =  0, (F3lF) =  0 en (Fk,F )  =  0

voldoen

ipt =  (m, y, 4- mt yt) (rt 4- r3) — (m, s, 4- »»j «s) (?i 4- q3),
«y* — (m, z3 4- mt z3) (/?, 4- Pi) — (»*i *i 4- m3 *,) (r, 4- r2),
<y3 — (wj atj 4- *2) (?i +  <h) — ("*i yi +  ”h 2/t) (P 1 + P ï)-

Deze voldoen niet aan (.F3, F ) =  0. Stellen wij namelijk op

s s S dF3 dtpt dF, dip,
\  da dp , dp da )

dan volgt <Pi V s  —  <P3 'P t-

Nemen wij dus in plaats van ip t  < p , \  dan is

s  s
n>p\ dip ,2
\  da dp

dA d- ï i ')
dp da J =  2 i p t (<Pi >p3 — <P3 'P i ) -

Doet men hetzelfde met ipj en «ys*, dan is de som der 3
dubbelsommen =  0. Derhalve mag men nemen:

Ft =  1Pt14 -  YV -+- <P3*.
De som der 3 dubbelsommen wordt ook 0, wanneer men

neemt ip 3 4- <Pt 'P ï  4- <P3 <p3,  want dan komt

<Pi (<p3 ip3 —  <P3 <p3) ■+-<P3 ( v 3 'Pi —  % >P3) +  <P3 ( f t  'Pt —  f t  ‘Pi' —  0 ,

in aanmerking nemende, dat

(-P'3, <ft) =  0, (.Fs, <Pi) =  0 en (F3, <ps) =  0 is.
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Wij kunnen nu stellen -P6 =  <p, 4- ?>j 4- <*>3 y3) indien
{Fu Fe) — O en (Fs, Fe) — O is.

(-Pj, F e) =  (q>3, <Pi>Pt) 4- (g>3, <ft ip3) +(qo3, qr>3y/3) =
—  fas» V'i "+" fasi V'i) <Pi +  (9>3i Vï) V ï  +  (<P3, f i )  <Pi ~H < P 3, <p3) gi3 4-

+  (v>3, Vs) Vs =  — Vi Vi — V's Vi - F V i V t - h  Vi Vs =  0.

(-̂ si Fg) =  2 y 1 (Vi, F e) 4- 2 <i>3 (fs, F e) 4-2 y3 (y<3, F6) =
— 2 (m, 4 - m3) <p3 y, i/<3 — 2 (wi, 4- wi2) <p3 \/», i//2 4-
4- 2 (wi, 4- wi2) g>3 yi2 1//, — 2 (m, 4- wi2) <p3 y>2 y/3 4.
-I- 2 (wij 4 - wi2) «ju, «̂3 i//2 — 2 (wi, 4- wi2) g)2 tp3 ipt =  0.

Wij hebben derhalve:

F' =  2m~, r <2) +  2 ^ (P>* +  9ï* +  r !i) —
— [è fe )  (<jJ 4- i  km3 q32 4- m, m3 f  (p)J.

■P» =  V\ Pi — xi +  Vi Pi — qt-
F3— (zi q, — y x r , 4- ^  q3 —y i ,r$ L-\-(xl ri —z lp l -\-x3r3 — z3 p 2)2 4-

(Pi Pi — *1 ?i +  Pi Pi — ajj jj)*.
•̂ 4 =  (Pi + P i ) ’ -f- (qt 4- ?i)* 4- (r t 4- r3)2 — k (wi, x i +  m3x3)i —

— k (mi Pi +  rn3 y3)2 — k (m, z t 4- m3 z3) \
Fs =  [(m, y, 4- mt y3) (r, 4- r2) — (wi, .e, 4- m1 z3) {ql 4- g2)]* +

■+" [(mi +  m3 zt) (Pi +Ps) — (wi, x t 4- m3 x3) {r3 4- r 2) ]J 4-
4- [(»ï, x3 4- m1 x3) (qt 4- q3) — (m, y l 4- m1 y3) (pt 4 - jo2)]2.

Fg —  («j q, y t r, 4- z3 q3 — y3 r2) [(m, y t 4- mï y^j (r, 4- r3) —
(wi| 4- wij ^j) (jj 4~ 4~

-1- (aij r, z t p t 4- x2 r3 — z3 p2) [(»w, 4- wi2 «,) (̂ 9, 4- p3) —
— (wij x, 4- wij Sj) (r2 4- r2)] 4-

+  (Pi Pi — *1 ?i -f - Pi pi — *2 ?s) [(wij *, 4- Wij x3) ( j, 4- Jj) —
— (mi 2̂1 -1- wij i/j) (joj 4 - pj)].

is nog te herleiden. Schrijven wij namelijk ter bekorting

Pi + P j =  P) qt +  ?i =  Q, r  4- j-j =  R,
wij x t +  «1, ï j  — X, wij y t -+-m3y 3 =  Y, wi, z l mï z3 —  / ,

dan is
4
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F, =  P2 Q2 +  R2 — k (X2 +  T2 +  Z‘),
F, =  (R Y -  Q Z)2 -4- (P Z — R X)1 +  (Q X — P Y)2 =

=  (X1 +  Y2 +  Z2) (P2 +  Q2 -+- R2) -  (P X +  Q Y +  R Z)2 =
=t (X! -+• Y2 +  Z2) F, -+- k ( X2 +  Y2+ Z 2)2 —(PX +  Q Y +R Z)2.

Deze zes functies moeten weer elk gelijk aan een constante
(de eerste gelijk aan h) gesteld worden. Men verkrijgt dan 6
vergelijkingen om p, q en r in functie van x, y  en z  uit te
drukken. Evenals op blz. 45 stellen wij weer

x, == uu
xt — at 4- («i — «i) Mj,

=  + (m, — a,)®„
yt — bt - (Wj a,) »j,
z1— cl +  (m, — fl,) w „

z1 =  ci -+- ( m ,  — a,) mi2,

in de voor p, q en r verkregen waarden.
Te integreeren blijft dan nog

W' =  (pi -\-u1p i +  vt qt -h v 1q1 +  wl rt +  wx r 2) dul}

waarin voor p, q en r de verkregen waarden moeten gesteld en
Mj, v„ »2, wt en «ij als constanten beschouwd worden.

De karakteristieke functie is dan weer

Gevraagd de karakteristieke functie bij de relatieve beweging
van twee punten, met de massa’s mt en m2, die elkaar aantrek

worden bovendien elk aangetrokken door een kracht, die naar

W  =  — h t+ W '.

V baagstuk II.

ken met een kracht, die een functie is van hun afstand. Zij



een derde punt gericht is en evenredig is met den afstand tot
dat punt. D it punt behoort tot een onveranderlijk puntenstelsel,
dat een gegeven beweging heeft.

Om dit vraagstuk op te lossen moeten wij de vergelijking (32)
van blz. 24 nemen:

SW
^ + ö  +  P =  0.

Hierin is 6 =  S rq ' —  T  +  V

V  is de krachtfunctie,

P =  +  ‘  H

+  (  d' l F + b " w + ^  ) * " " ’

e du
S —  ö j -  +  <t>lW— <f>3 V ,

dv
r‘ ~ d t + < f
‘ dw
4 —  +  Vi v— <Pt u.

Zijn en 9 2 de afstanden van de eerste twee punten tot het
derde en is q de onderlinge afstand, dan is

^  —  ~  Cé êmi 9i2 +  i  9j3 -+- m, ƒ  (9)J.

De grootheden q zijn ut,v t,w t (voor het punt wij) en
(voor het punt m2).

3 W _  _  c»L BT
'èq ~ r ~ ^ ~  (want V  han^t niet van q' af) =  mï, mv of m i.

6 =  Sm ( Im' +  9 »' +  f«/) — |  ( f ï _j_ yi y

De karakteristieke functie is dus bepaald door

51
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Sm (?m' -t- rjv' +  fw;') — ij -ïm (“  +  i?s +  fs) +  V +  P — O
ot

of -+- h 2m  (I* -+- )?J +  fs) — -Sm [£ (qpjiu — <p3«) -+- <? (<P3U — Vi"’) +

-+- ? (<JDjV -- «JDjlt)] +  V -4- P =  0.
„ , 1 BW

Hierin moet nu nog 5 door —m ou
A 1 *Wi? door — ——

. m ov
1 BW

? door — —m ow

vervangen worden, gevende
1_
m

r / ?W\2  /BW\2 / d W \ ni W )  +  U " )  J
rB w ,

y —  (<J<>2 w  —  9>3 ®) -+- —  (<p3M —<»>,«>) +  — —«Pi m)J + V  +  P — 0.

Dit is een partiëele differentiaal-vergelijking met 7 onafhanke
lijk veranderlijken (uu wu ut, v% w2, t) • t komt ook voor in

<ru <p3, «?3, — Wi j  moeten hierbij nog 6 functies zoeken,
L I L  La -L La. L

die met het eerste lid der diff. verg. in involutie zijn. Ter be
korting stellen wij weer

Ï»W BW BW
=  p, -w- — 1 en T "  — r*Bu r ^v ow

Laat bovendien het genoemde derde punt de oorsprong der
bewegelijke coördinaten zijn.

E e r s t e  b i j z o n d e r  geva l .  Het onver anderlijke punten stelsel
heeft een translatie-beweging en de punten trekken elkaar aan
met een kracht, die evenredig is met hun afstand, fj, Vi un <p3
zijn dan nul en

1T +  è  +  +  +  2 ^  9 *  +  q ' +  r,1) .“
— |  [Am, -4- &m2 o,2 -+- i'm , r»2 ?2] -4- P  =  0
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Wij zullen nu het geval behandelen, dat de translatiebeweging
(rechtlijnig) eenparig versneld is, en de bewegelijke coördinaat-
assen evenwijdig aan de vaste nemen. Dan is

d1x02  mu ■ ó}y0 diz0
--df 2m v +  d F 2  mw —  « 2mu 4- @ 2mv +  y 2mw.

Dan is te schrijven
dW___
7>t ~

W  —  —  M +  W',

F' = +  +  ^  +  èn,{p' + ̂  t -  r * 2 )  -
— 2  [bm t y,2 4- lemï y22 4- k' m l m 1 g2] 4-

4- « ()»j m, 4- wï2 Ma) 4- @ (wij ü, 4- wij Uj) 4  ̂y («*t 4- wt2 w?2) ■=. h.

Hierin is W' slechts een functie van w„ vu wu m2, w2 en w1 en

ÖW' dW' ÏW '
^ ^ 7 = ^  enz-

Wij moeten bij F t nog 5 functies bepalen. Om tot deze te
geraken stellen wij

<t>i =  »1 Pi — «1 ?1 +  ®i P2 — Mi 2»,

het beginsel der sectoren bij een vast derde punt uitdrukkende.
Verder wordt:

(Fu i — a (»», vt 4- m2 vt) — § (m, w, 4- m2 w2) =
(Fu yt) =  P(pt 4- Pi) — « (g, 4- 2i) == <p3,
(-̂ ij 3̂) =  A [o (th, «j 4- m2 w2) —• (? («ï, Mj 4- ?w2 m2)] =  k i//2.

Hieruit volgt:

di//,__3<Jf dips
V'i kip t

kip2* — i//32 — constant.

Wij nemen nu aan, dat de initiale snelheden in één plat vlak
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met de punten liggen en dat hét derde punt zich ook in dit
vlak beweegt. Dan kunnen wij met vlakcoördinaten werken en is

Fi ® + *,S)+i  (p‘1 + -
— £ \km, 9,* 4- km2 §24 4- k'm, m1 ?s] 4- a (m1ut 4- m2it2) 4- (9(m, Vj4- m1 vt)'
F , = k  [« (m,v,4- wïjüj) — (9 {m,u, 4- «i2w2)]J — [/? (p, + P i )  — <* (q, 4- ?2)]J.

Hierbij moeten nu nog F3 en F i bepaald worden. Om F-s te
krijgen bepalen wij een functie, die voldoet aan

(Ft, <p) =  0,
d. i. aan:

2k [a (w, «j 4- wij ws) — (9 (wij tij 4- mi t<2)] (—

4- 2k [<* ( m , 4- m2 vz) — § (m, m, 4- m2 t*2)] (— (9m2)

*Pi
dip

V*
4- 2& [<* (m, v, 4- m2 u2) — (? (m, «, 4- wi2 ?«2) J (««»,)

4- 2k [a (m1 vt 4- wi2 v2) — (9 (m, u, 4- mi w2)] (am2)

dg,
dip
dg2 4-

4- 2 L(? (/>! +  />,) -  “ (e. +  2S)] (? ( J ^  +  | ) -

— 2 [(? (p, 4 -p 2) — « (Si +  2j)] “ =  0.

Een integraal moet dus bepaald worden van:
dp, _ dp3 _ dqt _ dqt _du,__dut_ dv, _ dvt

— Wij(9ip — w iï(9i/i m,ai\) m,nip 8% @x — a X  — aX '

waarbij 2k [« (m, v, 4- m2 «2) — (9 (m, u, 4- m2 mj)] =  ip,
en 2(9 (jo2 4- p3) — 2« (g, 4- qi) =  x.

Wij nemen hiervan de volgende integraal:

dan is
Mj — m2 =  q>i;

(*D = 9>j,

(î i, <P2) = (w,—u2) [4- A 4- A' («ij 4«ij)]=:[t4 (n»! 4- f»2)] 9>j.
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Hieruit volgt:
d<pt d<Pz

. <Pi [A 4- k' (m, -+- wij)] q>'
<ft [A 4- k' (wï, +  wij)] — <p22 =  constant.

F3z= (m, —lij)2 \k  -+- k' (wi, 4- w ij)]— ---- — 1 .
Lwij wij J

Evenzoo wordt gevonden:

Fk =  (vt—Wj)! [A -f- A' (wi, 4 -  wij)] — ( —---- Q -) .
\W l,  Wl, /

Bovendien blijkt (F 3, Ft) =  0.
Stelt men elk der functies F,, F 3, F3 en Fk gelijk aan een

constante, dan heeft men vier vergelijkingen, door middel van
welke p u <?,, p t en q3 als functies van uu vu u3 en v3 bepaald
moeten worden. Stelt men ter bekorting:

A 4 -  A' (wij 4- wij) =  A
• en bovendien F t —  A, F, —  C2, Fa —  C3 en Fk —  C4, dan is

| ; - |  =  | / A S = Ï S i = ^

(.Pi-t-Pi) — “ ( ? i4 - ? 2) = l /  k [o (wi, v, wij Wj) — (? (wijii14~wij Mj)]2 —  C2.

Hieruit en uit F t —  A, zijn dan p u p-i, qt en q3 op te lossen.
Zij nu P t — f u  p 3= f 3, qt = f 3 en q3= U

Dan stellen wij weer:

»i =  0 i 4 - ( $ i  —  “i) 7i,
Mj —  ®j 4~ (?i ■ <*i) £j,
®j =  f t  4 -  (I , — «j) Vt-

Evenals in vraagstuk II verkrijgt men dan:
BW'
■jg"—ƒ» 4- l j / 2 4- Vif3 4- v3f k —  q>x.
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en

- ^ - = ( « > - « 1  >ƒ. =  *»

7)W'
-gr- =  («i — “i) /2  =  <Pi,

PW
<ty2 =  (.*!— al) A  =  <Pi

waarin bij het integreeren weer !„ 7, en 72 als constanten moe
ten beschouwd worden.

Liggen de initiale snelheden niet in één plat vlak, dan is

Pt 2F\ — —---- 1- ------- |  [Am, m,2 Am2 w2* -f- A'm, m2 (w,—«2)J] -f-

-1- <* (m, m, -f- m2 Wj),

Ft =  ——I-  ̂ [Am, v , 2 -+- Amj i>22 A'm, m, (0,—»2)J] -f-
2m, 2m2

H-1? (wa, «1 +  »w2 V2),

[Am, w,2 -f- Am2 w22 -f- A'm, m, (10,—w2)J] -

Pt'

F , = r\ ri
2m, 2m2

_i

F

4- 1 (»», w, -f- m2 w2),

: ( u , — Mj)2 [A  +  A' (m, +  m2)] — \ —  — —1 ,
Lm, m2J

F  =  ( » i — e 2) ’  [A  +  A' ( m ,  +  m 2) ] Lm, ma J

— («c, — Wj)2 [A  -+- A' (m, -f- m2)] — —--- —1 .
—ï f b i  T Y h n —■

Uit -f1, — C, en Fi C4 kunnen dan jo, en />2, uit i^2 =  C2
en F S =  CS qt en q% en uit F3 =  C3 en F6== C6 r, en r2 be
rekend worden. De substitutie

w2 —
*>1 = P t  +  (ïi — “ 1)

=  yi 4- 0>i **i) ?u
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^ 2  •—  a 2 “ t "  O h  a l )  ^2 3
*̂2 ---- f i t  “ i™ (^1 ® t) V u

Wt -- fi 4“ (Ij Bj) fj

herleidt het vraagstuk dan tot een quadratuur, waarbij | 2, g,
en Ij als constanten beschouwd worden.

T w e e d e  b i j zonde r  geva l .  Het overanderlijkepuntenstelsel
roteert om het genoemde derde punt. P is dan =  0 en
BW . 1
■ j j j f " P  i  s  ~(P2 + 12 +  ri) — Y\krrii Qi1 +  g^  +  mlm1f{g)~] —

— 2  [P (Vt w — <P3 v) +  2 (?>3 u — 9>i «0 4- r (<f>t v — <jd2 m)] =  0.
Noemen wij het eerste lid hiervan Fu dan zijn nog 6 functies

te bepalen, die met Fx in involutie zijn.

Is nu y, =  vtp t — it, qt +  vt p t — u2 qv
Vi =  »i *Y— W\ Pi +  Mj rt —  wt p„
V'i =  wl qi — vt r, 4- Wj qt — vt r„

dan is in ’t algemeen ‘(Fu y) niet 0.
Werken wij echter met vlak-coördinaten en is dus

>W 1
ïjjr + é s  ~ (p2+  q'-) — U kmt km1 g,*4- m1 msƒ(g)] — 2 <p (qu-pv)=0,

dan is voor F't te nemen
>l> =  v ,p 1 — u1ql -\- vt p t — Mj qt.

In plaats van Ft is nu ook te nemen
F t — <pFt

en daaruit blijkt, dat overeenkomstig vraagstuk I
Fi — (Pi *+■ P%)2 -+- (?i +  2i)J — k (m, it, +  wij u,)1 — k (ml vt 4- mt u,)*,
Fu — (»»! Uj 4-  mï ttj) (g, 4- g2) — (wi, vt 4- m% vt) (pl 4-  p,).

Hierbij moet nu nog Fs bepaald worden. Daartoe zoeken wij
de waarde van

i v  *F -als Aj =  5— is.

CF„Xj),
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X] is dan in involutie met Fu F3 en F t.

(F,u Xj) = .  <p>  — X j,
<*i, X, ) =  — <p"ifi=X3,
(Fu X,) — «*> == X*,

waaruit volgt
dX[  d {<f' ip) d (— <p" ip)

<f ~ ~ — <p" q>'"

De eerste en de tweede vorm geven

IBif i 1R1—7- =  — <p a t---- r,« V'-<jf q>‘

De eerste en de derde vorm geven

d- ^ l = - i p d t  -  ^ ,d ip .
V ' <P'

Na eliminatie van dip uit (1) en (2) volgt

V
v
— +</> =  constant.
>P

Derhalve is te nemen Ft =  X, +  ip<p of

9W
= •-jT- +  <P (ö| P l—«1 +  ®1 P i—Ml 9»)*

( 1 )

(^ )

Voor .F, is dan ook te nemen

— -(Pi2 +  ?i2) H- ;r-— (p f  -+- ft1) — [$ ?i2-+- 2 *»*i§22+  m, m2/ (?) ].
2 m 1 2 «ï2

Bepaal W' in het geval, dat de assen vast zijn. Schrijf dan

dW mdW  =  ^ r-d t +  dW 1ot

en neem voor de waarde C<p — h, waarbijot
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vt Pi — ui 1\ 4- vi Pi — «i ?i =  — G en h een constante is.
Dan is

Nu kan het vraagstuk ook met ruimte-coördinaten behandeld
worden. In overeenstemming met vraagstuk 1 verkrijgt men:

— S  \jp (<pi w — q>3 ») 4- q (<P3 M — <pt w) 4- r ( q>t v — <p3 «)],
F1 =  cp1 Vj 4- <pt V'j q>3 >p3 (zie blz. 57),

=  V'i* 4- VV 4 -  V s*,
■̂ V — (Pi 4 -  Pi)* -I- (j, -+- }j)* +  (r, 4  r2)? —

— k (mt m, -(-wïj Mj)! — A (rw, v, 4- »i2 u2)2 — & («», io, 4-w2 w2)2,
A  — [(mi ®i 4- v3) (r, -+- r2) — (m, w, 4  jn2 w2) (g, 4  g’j)]2 4-

H- [(m, «»ƒ +  m2 ws) (p, 4 p 2) — (»ij Mj 4  m2 m2) (r, 4  r2)]2 4

•+■ L(mi ui +  mi ui) (?t 4- ?ï) — (»»i «, 4  m2 üj) (p, 4-Pj)]2,
-̂ 6 — [(™> «i + M j v2) (r-j -t-r-j) — (m, Wj m 2 w3) (q, 4- g2)] 4-

4- <p3 L(mi wi 4- m i Wt) (Pi 4 -p2) — (mt m2 4- m3 u3) (r, 4- r2)] 4-
4- y 3 [(wïj wf 4- m 1 w,) (g, 4- g2) — (mj ®, 4- »2 »2) (p2 4-Pï)],

— ~Yt (»i 4- <P2 i/<2 4- 9>3

Deze functies gelden echter alleen als qt>l2 <jt>2 en <p3 constant
zijn. De eerste wordt vervolgens gelijk 0 en dè andere
worden gelijk aan constanten gesteld. Uit de verkregen verge

lijkingen lost men p, q, r en op en men verkrijgt dan weer

waarbij W' op dezelfde wijze uit Ft, F3, Fh, Fr„ Ft en F t—F,
bepaald wo rdt als in vraagstuk I.

dW  — (C<p — h) dt 4 dW'

W  =  C <pdt — ht +  W'.

(p2 4  q2 4- r2) — kmt g f  4- i km3 §2S 4- m1 m.

f d t  +  W ,
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V raagstuk III.

Gevraagd de karakteristieke functie te bepalen bij de bewe
ging van drie punten (massa’s: m u m3 en wi3), die elkaar aan
trekken met krachten, welke evenredig zijn aan de afstanden.

De- coördinaten der punten zijn (#„ y t, z t), (wt, y t, z3) en (x3, y3, z3).
De vergelijking der karakteristieke functie is dan:

BW 4- k 2m  (p 2 4- q1 4- r2) — £ A [m, m3 §, 32 +  m1 m3 gi3* -|- m3 m, g3 ,*] = 0 .

n , g33 en g3i zijn de afstanden der punten.
BW BW BW

P =  Bar ’ i = ï y  en r= l T
BWStellen wij weer =  — h, dan is

k 2  —(®2 4- o2 4- r2) — AA [w, m3 j , 32 4- mt m3 g3 32 4- m3 mt g3 t2] =  h.m  1
Uit het eerste lid dezer vergelijking zijn 3 functies F  af te

leiden. Ook geeft de beweging van het massa-middelpunt
3 functies. Derhalve

p i
F . =  k 2 —----k k —ar2)2 4- m3m3(x3—£CS)2 4- m3m l(x3—as,)1],

m

F 3 —  k — i  k \m lm3 (y, — y t)14- m3m3(y3—y3)2 4- y t )2] ,

F 3 —  k 2------k k (zt — z3y  4- m3m3(z3—z3f  4- m3m t(z3—2 ,)2],
m

Fx =  2p,
F , — 2q,
F j — 2r.

Om F ,  te vinden zoeken wij een functie, voldoende aan
(Fi , f )  =  0,

, . Byd. 1. aan r̂— ■
d * i

of een integraal van dx1 —  dx3 — dx3.

B̂
BaSj Bas3 ’
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Nemen wi] xs—x3, dan is
(Fs, y) =  O en (Ft, y) =  0.

Bovendien is

(2̂ ) = ^
(F t, ipt) =  AM (xt — x3) =  AM f .

F. moet dus bepaald worden uit
dy dyt
i//, — AMV'

■ 7ï i % +  m s ) .(M =  mt -
Dit geeft

i//,s — AM y1 — constant.

* = (
'Pl__  h .

m3.

*i=Hrii _ 2 l ̂«i,
F , = ( < r, _Ü L

m3y
- AM (yi — y*)*,

- AM («, — z*)*.

Uit F t =  C„ F,t =  C4 en F7 =  C7 kunnen dan jos en p 3, uit
F3 =  Cj, F, =  C5 en F a =  C8 qt, <h en q3 en uit F 3 =  C3, F% =  C6
en Fa =  C9 ru r3 en r3 bepaald worden. De bekende substitutie

X l —  r

x3 ~  a2 -+- (tij—a,ï Mj enz.
herleidt het vraagstuk ten slotte tot een quadratuur.
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S T E L L I N G E N .

i .

Zijn F t en F 2 twee functies van n onafhankelijk veranderlijken
x en de n partiëele differentiaal-quotiënten van z  naar x, dan
kan, als (Fu F2) = 0 ,  een functie F, voldoende aan

(Ft, F ) = 0,
op dezelfde wijze bepaald worden als een functie F, voldoende aan

(Fu F ) =  0 en (F2, F) =  0.

II.

De uitspraak van S ophus L ie (over de methode van J acobi

ter oplossing van een partiëele differentiaal-vergelijking van de
1® orde sprekende')

„Ich glaube, dass die zur Begründung dieser Methode entwic-
kelten grossartigen Hülfstheorien in noch höheren Grade als
die Methoden selbst einen bleibenden Werth behalten werden”
is niet voldoende gemotiveerd.

') Math. Ann. XI, biz. 531.
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III.

Een partiëelè diff. verg. van de 1® orde met n onafhankelijk
veranderlijken, die de afhankelijk veranderlijke expliciet bevat,
beschouwt L ie als opgelost, zoodra n functies gevonden zijn, die
met het eerste lid van de tot 0 herleide gegeven diff. verg. in
involutie zijn. Dit doet een middel aan de hand om in sommige
gevallen het oplossen van een part. diff. verg., die de afhan
kelijk veranderlijke niet expliciet bevat, te vereenvoudigen.

IY .

Een willekeurig krachtenstelsel is in ’t algemeen aequivalent
met twee elkaar kruisende krachten, van welke een in richting en
ligging willekeurig gekozen kan worden, mits men niet een rechte
lijn (dubbellijn) kieze, loodrecht op het moment, dat ontstaat, als
men het krachtenstelsel herleidt tot een resultante en een koppel.

De belangrijkste eigenschappen dezer dubbellijnen kunnen
langs zeer eenvoudigen weg gevonden worden.

V.

Behalve de zwaartepunts- en de vlakken-integralen kunnen
geen integralen bestaan, die onafhankelijk zijn van de wet van
aantrekking tusschen de punten van een beweeglijk stelsel.

VI.

Kent men alle functies op één na, die voldoen aan (Fu F)  =  0
(stelling I), dan is de laatste door quadraturen alleen te vinden.

VII.

Het aannemen van spanningen langs en van drukkingen lood
recht op de krachtlijnen van een electrisch veld van de door
Maxwell aangenomen grootte leidt tot tegenstrijdigheden.
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VIII.

Alleen een definitie, die uitgaat van J  T  ’

kan een helder be

grip van entropy geven.

IX.

De in verscheidene leerboeken voorkomende definitie „Elke
oorzaak, die een lichaam een beweging geeft of een reeds be
staande beweging in snelheid of richting wijzigt, wordt kracht
genoemd” mag niet als definitie beschouwd worden.

X.

Het door S chell in zijn „Theorie der Bewegung und der
Krafte” gegeven bewijs van de gelijkheid van twee evenwijdige
koppels met gelijke momenten en gelijke draaiingsrichtingen ver
dient geen aanbeveling.

XI.

Het invoeren van het begrip „arbeid der versnelling” (.Schell

„Theorie der Bew. u. Kr.” I, 826) heeft geen nut.

XII.

Het beginsel der traagheid en dat der gelijkheid van actie en
reactie kunnen geen grondstellingen der mechanica genoemd
worden.

XIII.

Ten behoeve van een juist begrip van snelheid en versnelling
is het noodig, dat reeds bij het elementaire onderwijs in de
mechanica het begrip vector ingevoerd worde.



De begrippen „ruimte”, „tijd” en „stof” zijn niet te definiëeren.
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XIV.

XV.

Wenschelijk is het tabellen te maken van de reeds opgeloste
differentiaal-vergelijkingen.

XVI.

Het populariseeren der wetenschap is in het belang der
Wetenschap.
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C O R R I G E N D A .

biz. 3 regel 19 . .

biz. 41 regel 5 . .

biz. 44 regel 6 . .

staat :

. . 1866

d(ml x x -+- m% *j)
m i x{ +  m1 xt

• • [  ]

lees:

1862.

d(mt x t +  jwj xt)
m, y l + m 1 y t

r ? .
biz. 49 regel 20 . . m, x2 m j x t.
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