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I N L E I D I N G .

Door het beschouwen van vloeistofbewegingen zonder
snelheidspotentiaal heeft de hydrodynamica in de laatste
40 jaren eene groote uitbreiding verkregen. Hierin ligt de
aanleiding, dat ik getracht heb in dit proefschrift een
overzicht te geven, van hetgeen tot nu toe op dit gebied
bekend is.

Wel zag eenige maanden geleden reeds het proefschrift
van den Heer Qüint over dit onderwerp het licht '), en
vreesde ik, dat mijn arbeid daardoor geheel overbodig zou
zijn; na kennismaking echter met bovengenoemd werk, be
sloot ik mijn proefschrift, waaraan ik reeds langen tijd
bezig was, af te maken, daar het in verschillende opzichten
van dat van Dr. Q üint afweek.

In de eerste plaats toch is getracht de wervel beweging
af te leiden zoowel uit de formules van E uler als uit die
van L agrange, om daarna het verband aan te toonen, dat
er tusschen die uitkomsten bestaat. Beperkt Dr. Q üint zich

1) N. Quint, De wervelbeweging. Amsterdam, van Heteren, 1888.
1
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vervolgens tot het geval, dat de vloeistof zich oneindig ver
uitstrekt, naar aanleiding van het werk van Beltrami

vond ik het belangrijk ook na te gaan, welken vorm de
formules voor de snelheid zouden verkrijgen, wanneer de
werveldraden aan het oppervlak niet eindigen, en wat
dan zou zijn de beteekenis der grootheden, die in de for
mules voorkomen.

Ook het hoofdstuk over de beweging van rechtlijnige
werveldraden wijkt voor een groot deel van dat van Dr. Quint

af, omdat hij m. i. zeer ten onrechte de methode der beel
den van wervels in sommige gevallen afkeurt. Zijn op
merking, dat in het algemeen de baan van een wervel-
draad niet verkregen mag worden door de stroomfunctie
constant te nemen, is, geloof ik, volkomen juist; maar
wat doet men bij de theorie der beelden om de snelheid
van een werveldraad te verkrijgen ? Men bepaalt ter plaatse,
waar zich de wervel bevindt, de waarde van de stroom
functie, geleverd door al de beelden en door al de wervel
draden, behalve die, waarvan men de baan zoekt, omdat de
werveldraad zich zelf geen voortgaande snelheid mededeelt.
Dientengevolge is het alleen dan mogelijk zoo de stroom
functie op te stellen, als men werkelijk van beelden kan
spreken, zoodat deze methode ook niet mag gebruikt wor
den, wanneer zich bijv. een wervel bevindt in een ruimte
begrensd door twee platte vlakken, die een hoek van

— maken, waarbij n geen geheel getal is; in dit geval

toch zijn er geen beelden.
Bij den wervelcylinder is behalve de snelheid binnen

den cylinder ook die er buiten gegeven, door gebruik te
maken van een geheel andere methode dan men o. a. bij
Kirchhoff vindt; daardoor verkrijgt men een andere, en
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naar ik meen, ook duidelijker voorstelling van de geheele
beweging.

Van den wervelring met kleine cirkelvormige doorsnede
heb ik trachten aan te toonen, dat hij niet stabiel is, zoo-
dat zijn voortgaande beweging slechts bij benadering kan
worden aangegeven. Daarom oordeel ik het onnoodig meer
dan één term voor die snelheid te geven, zoodat de om
slachtige berekeningen van H icks door middel van de
toroïdaal functies, die ook door Dr. Quint zijn overgenomen,
hier zeer goed kunnen gemist worden. Yerder meen ik
den invloed der wrijving op de wervelbeweging te mogen
achterwege laten, daar het belangrijkste, wat daarvan be
kend is, in het proefschrift van Dr. Quint voorkomt.

Bij de door Dr. Q uint opgegeven litteratuur wensch ik
nog het volgende te voegen:

Bertrand, Théorème relatif au mouvement le plus géné-
ral d’un fluide. Comptes Ren dus 1868.

Naar aanleiding hiervan zijn nog in diezelfde C. R. eenige
opmerkingen van H elmholtz en Bertrand verschenen.

T rowbridge, On liquid Yortex Rings. Phil. Mag. III.
H icks, Quaternion investigations on stream and fluid

motion. Quart. Journ. of Math. 1877.
F errers, Solution of certain questions in potentials and

motion of liquid. Quart. Journ. of Math. 1878.
H ill, Some properties of the equations of hydrodynamics.

Quart. Journ. of Math. 1880.
Stearn, On some cases of the varying motion of a vis

cous fluid. Quart. Journ. of Math. 1880.
L amb, Note on a theorem in the hydrodynamics. Messenger 7.
N anson, Note on hydrodynamics. Messenger 7.
J. J. T homson, Yortex motion in a viscous incompres

sible fluid. Messenger 8.



4

Lewis, Some cases of Vortex Motion. Messenger 9.
R owland, On the motion of a perfect incompressible

fluid, when no solid bodies are present. American Journ.
of Math. 3.

Craig, On some possible cases of steady motion in a
viscous fluid. American Journ. of Math. 3.

Margules, Ueber discrete Wirbelfaden. Anzeige der Kais.
Akad. der Wissensch. zu Wien. 1880.

Margules, Notiz iiber die Rotation einer Fliissigkeit in
einem rechtwinkligen vierseitigen Prisma. Anz. der Kais.
Akad. der Wissensch. zu Wien. 1880.

Alvorens tot het eigenlijke onderwerp over te gaan,
moge nog iets over vloeistof en vloeistofbeweging ver
meld worden.

Spreekt men in de mechanica van vloeistof, dan bedoelt
men daarmede een doorloopende massa, waarvan de deeltjes
zich volkomen vrij van elkander kunnen bewegen. Aan
deze bepaling voldoet, zooals uit verschillende verschijnse
len bekend is, geen der ons bekende vloeistoffen of gassen,
die volgens de bepaling ook tot de vloeistoffen gerekend
moeten worden; de continuïteit der massa toch is in strijd
met de moleculaire opvatting der stof.

Daar de moleculen niet direct kunnen worden waarge
nomen, is men geheel onbekend met hare natuur en met
de wijze, waarop zij op elkaar werken; evenwel begint
men in den laatsten tijd te beproeven om de verschillende
verschijnselen, die men kan waarnemen, te verklaren door
het een en ander omtrent de moleculen aan te nemen.
Voor een der nieuwste theorieën, de vortex-atoomtheorie
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van Thomson, is de wervelbeweging de grondslag, daar zij
op de onderstelling rust, dat elk atoom een wervelring is,
terwijl de moleculen uit een vereeniging van wervelrin-
gen bestaan.

Daar het noodzakelijk is de grondvergelijkingen der be
weging op te stellen onafhankelijk van eenige hypothese,
gaat men niet de beweging van afzonderlijke moleculen
na, maar beschouwt men liever kleine massa’s, die nog
verscheidene moleculen bevatten en wier afmetingen zeer
groot zijn ten opzichte van de gemiddelde afstanden der
moleculen en van den afstand, waarop de afzonderlijke
moleculen op elkaar werken. Dit laatste is noodig, omdat
wij anders genoodzaakt waren de onderlinge werking van
naast elkaar gelegen deeltjes na te gaan. Zulke kleine
massa’s, waaruit wij dus de vloeistof opgebouwd denken,
noemen wij elementen.

Onder de snelheid in een bepaald punt der vloeistof
verstaan wij de snelheid van het zwaartepunt van het
element, dat zich daar bevindt; onder dichtheid in een
bepaald punt de verhouding van de massa en het volume
van dat element. De genoemde snelheid is dus iets ge
heel anders dan de snelheid van het molecuul. Daar de
moleculen zich zeer onregelmatig bewegen, is het niet aan
te nemen, dat een element steeds uit dezelfde moleculen
blijft bestaan, iets wat ook door de diffusie blijkt in wer
kelijkheid niet het geval te zijn. Men kan echter aan
nemen, dat de eigenschappen van een element niet ver
anderen, doordat eenige moleculen het element verlaten
en vervangen worden door andere, die een oogenblik vroe
ger tot een ander element behoorden. Een element kan
dus beschouwd worden als een geheel.

Beweegt zich een vloeistof, dan zal die beweging afhan-
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gen van de verschillende invloeden, die hun werking op
de vloeistof doen gevoelen, en eerst dan zal het bepalen
der beweging mogelijk zijn, wanneer die invloeden in for
mule gebracht kunnen worden; dit kan altijd, wanneer
zij d i r e c t  haar werking uitoefenen op het inwendige,
want in dat geval zijn zij niets anders dan wat men ge
woonlijk k r a c h t e n  noemt. Doen zij zich alleen aan de
grens gevoelen en dientengevolge eerst in het inwendige,
dan bepalen zij de voorwaarden, waaraan de grensbewe-
ging moet voldoen, zoodat zij ook in dit geval als krach
ten kunnen beschouwd worden, die echter alleen op de
oppervlakte werken; hierdoor ontstaan de grensvoorwaar-
den, die in bijna elk bijzonder geval verschillend zijn en
voornamelijk de beweging bepalen.

Een kracht, die bij vloeistofbeweging optreedt, behalve
als de geheele vloeistof zich gedraagt als een vast lichaam,
is de druk. Ook bij een in rust zijnde vloeistof zal er
druk bestaan, echter alleen dan, wanneer op de vloei
stof uitwendige krachten werken; in dit geval zal het
juist de druk zijn, die de werking der uitwendige krach
ten opheft en zoodoende de vloeistof in rust houdt.

De eigenschap, waarop de geheele hydrostatica steunt,
is dat een vloeistof niet in evenwicht kan zijn, wanneer
de druk van twee naast elkander gelegen elementen schuin
staat op hun. grensvlak. Ook bij een in beweging zijnde
ideale vloeistof neemt men aan dat er tusschen de deeltjes
onderling geen tangentiëele kracht werkt; deze bestaat
wel bij de werkelijke vloeistof en openbaart zich als in
wendige wrijving. Wij zullen van deze evenwel afzien en
ons tot de beschouwing van ideale vloeistoffen bepalen.
Uit het normaal zijn van den druk volgt, dat hij in alle
richtingen dezelfde is.
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Om de beweging in ’t inwendige op te maken kan
men twee wegen inslaan, die beide aan E u ler  te danken
zijn. De eerste methode, de Eulersche genoemd, gaat na
wat er op een bepaalde plaats geschiedt en bepaalt de
snelheid in elk punt der vloeistof als functie van plaats
en tijd.

De bewegingsvergelijkingen zijn:

d2x bu - - f -  U b U b U b 11
X  —

1  bp
dP ~~ bt b X ■ f  U

ïy b 0 p bx’
cP y b V

■ -\-u ■
S  V■ - ( -  V b V è  V

Y  —
1  bp

dP bt bx by b 0 p >>y’
d*0 bw ■ -f-u- è W

+  ®-
b W -\-w- b W— 7a — i  >>p

dP bt b X by b 0 p b0
Zie o. a. Kirchhoff, Vorlesungen über Math. Physik.

( 1 )

Hierbij behoort de continuïteitsvergelijking

- # -  +  P« =  0 , ' .  . . . .  (2)d t

die voor onsamendrukbare vloeistoffen wordt

6 —  0 . . . . . . . . (2 a)

In deze vergelijkingen stellen «, v, w de snelheidscompo-
nenten voor, uitgedrukt als functies van x, y, 0 en t ; X, T, Z
zijn de componenten der uitwendige krachten, p is de

. . .  b u b v . bw , .druk, p de dichtheid, terwijl 6 =  ----- f- s---- f- -—devolume-
, r  J b x b y  b e

vermeerdering per eenheid van volume aangeeft.
"Verder bestaat er nog een betrekking tusschen p  en p

afhangende van den aard der vloeistof; deze kan alleen
door proefneming worden bepaald.

Wegens haar beteekenis moeten u, v, w zijn éénwaardig



en eindig, p bovendien continu en positief; p moet zijn
eenwaardig, eindig en positief.

De tweede methode, om de beweging in *t inwendige
te bepalen, ten onrechte naar L agrange genoemd x), volgt
een vloeistofdeeltje op zijn weg en bepaalt zijn plaats als
functie van den tijd en van de plaats, die het oorspron
kelijk innam.

De snelheidscomponenten hier beschouwd als functies
van den tijd en van de coördinaten a, b, c, die het deeltje
op een tijd t =  0 bezat, zullen wij nu voorstellen door
u, v, w, de snelheid zelve door V.

De vergelijkingen worden dan:

Verg. Kirchhoff, L c.

(M n + G ?-* )i5 + G f-* )
G^+Gt-̂ +G-T-*)
f f l - x )  - t )
\b t J bc r \ b t  J bc \ b t  J

1) Deze methode komt het eerst voor bij Edler : De principiis motus
fluidorum (Novi comm. acad. sc. imp. Petropolitanae. Bd. XIV, deel I, pro
anno 1759) in het 64e hoofdstuk: De motu fluidorum ex statu initiali defi-
niendo, pag 358. Men vindt haar 29 jaar later, echter in eenigszins fraaie-
ren vorm zonder aangifte van herkomst bij Lagrange in zijn Mécanique
analytique, éd III, par Bertrand, T. II, pag. 250—251. (De eerste uitgave
is van 1788).

Deze historische opmerking is men verschuldigd aan R iemann. Verg.
Hankee, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Flüssigkeiten. Gottin
gen, 1861, pag. 3.



EERSTE HOOFDSTUK.

Ontleding der vloeistofbeweging volgens HELMHOLTZ.

Zooals uit de elasticiteitsleer bekend is, kan de ver
plaatsing van de deeltjes van vaste elastische lichamen
veroorzaakt zijn door een translatie of een verschuiving
van het zwaartepunt, drie dilataties of contracties volgens
drie onderling loodrecht staande richtingen en een rotatie
om een as.

Evenzoo kan men de verplaatsing van een deel van
een vloeistofelement denken te bestaan uit die deelen, als
men het element als volkomen elastisch beschouwt. Noe
men wij daartoe in het punt (x ', y', s') de snelheidscom-
ponenten, dat zijn de verplaatsingen in de eenheid van
tijd, volgens drie loodrecht op elkaar staande assen,
u', v', w', dan zijn die van een ander punt van het
element (x, y, z), dat dus oneindig dicht bij het eerste
gelegen is:
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“  =  “ '  +  - 5 > - * ' > + 4 f  ( ' — '>• I

w = w ' + i ^ ( x —x,)-\-— r {y—y,) - \ - ^ r { B  — s'). J
De differentiaalquotienten zijn voor het beschouwde

element constanten; noemen wij deze an , «12, enz., dan
worden bovenstaande vergelijkingen:

# = # ' + «u (*— x')+«12 ( y — y ')+ «is (2 — e ' ) > )

vz= v' +  a21( x - x ') - \ - a 22{y —  y') +  a2S {e — e1), ? (4a)
w =  w'+  a81 {x — x') +  aS2 {y — y') +  a3g {z — e'). )

De grootheden «, v, w kunnen beschouwd worden als
de verplaatsingen in de eenheid van tijd. Wanneer er
geen rotatie plaats heeft, dan zijn, volgens de elasticiteits-
leer, de coëfficiënten a13 =  a21, a13 — a31, a2s =  a32.
Voor dit geval ter onderscheiding van het algemeene
schrijven wij a'J2 enz.

De verplaatsing van het punt (x, y, z) blijkt nu te
bestaan uit twee deelen: 1°. de verplaatsing, waarvan de
componenten volgens de aangenomen coördinaatassen zijn
v!, v', w' en die voor alle punten dezelfde is, en 2°. de
verplaatsing, die het gevolg is van de overige termen;
deze heeft plaats in de richting van den normaal tot het
oppervlak

<P =  *  «11 ( *  —  x 'Y  +  *  «22  ( y  —  +  T  «33  («  —  e 'Y  +

+  «'28 (y — y') {*> — *') +  «'is — *') [e — z') +
+  «'12 (®— *') (y — y') =  °»

terwijl hare componenten zijn -  ̂^  ̂^  ̂^ .
b X by  b 8
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Door verplaatsing van den oorsprong naar het punt
v'} z', en draaiing der coördinaatassen (de nieuwe

coördinaten weder x, y, z noemende), kan men de verge
lijking van dat oppervlak terug brengen tot

<p =  \  an x3 +  4- an y3 +  * a3S z3 =  0,

terwijl de verplaatsingen (snelheden) volgens de nieuwe
assen dan worden an x, a32 y, a88 z.

Dientengevolge wordt
u — u' - f  an x, v = v '  -{■ a23 y, w =  w' -f- a88 z,

waarin u, v, w, u v ' ,  w' de snelheidscomponenten volgens
de nieuwe coördinaatassen voorstellen.

Alle deeltjes met dezelfde x hebben gedurende den tijd
dt  dezelfde snelheid volgens de X-as, zoodat een plat vlak
loodrecht op de X-as zich gedurende dien tijd dt  in zijn
geheel verplaatst. Hetzelfde heeft plaats met vlakken
loodrecht op de beide andere assen, en daar vlakken lood
recht op een der coördinaatassen zich meer verplaatsen,
naarmate zij verder van den oorsprong verwijderd zijn,
zal een parallelopipedum met oneindig dicht bij elkaar
gelegen zijvlakken, die loodrecht staan op de assen, gedu
rende dien tijd dt  behalve de translatie nog een uitzetting
of inkrimping in drie richtingen volgens de coördinaatassen
(hier hoofdrichtingen genoemd) ondergaan. Hieruit blijkt,
dat, bij afwezigheid van rotatie, de meest algemeene be
weging van een vloeistofelement is een translatie, gepaard
met dilatatie of contractie, terwijl de snelheidscomponen
ten zijn:

u =  v! •+ an (* — x') +  a\ 3 (y — y') +  a'18 (z — z'),

v =  v' +  a '12 (* — *') +  «22 (y — ƒ) +  «'2s (* — *')>
w =  w'-\- a'u (x — x') +  a'3S (y — y') +  ass (z — z').
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Had het punt x, y, s bovendien nog een rotatie om
het punt x', y', z', met rotatiecoraponenten ?, >j, £, dan
zouden de snelheidscomponenten volgens de assen achter
eenvolgens zijn:
tengevolge van £ :  0, - { z — z') £, (y— y')

„ „ ti : (« — e')ti, 0 - ( x - x ') t i ,

„ ,j Z : - ( y - y ’)Z, (*— *')?» o,

zoodat de totale snelheidscomponenten dan worden:

u — u '-f  an (x — x') +  (a'u  — Z)(y — y') +  (a'ls +  ti)(z — z'),)

v =  v '+  (a'12 +  Z) (x —  «•') +  «« (y — y') +  (a'ss — 5) {»— A  X46)
w =  w' +  (a'ls — t!) (* —  x') +  (a'gs +  Z){y — y') + a 3s(« — A )

Toen wij de rotatiebeweging van het element ter zijde
lieten, bleek het dat de snelheden de gedeeltelijke diflfe-
rentiaalquotienten waren van een zelfde functie (p. (Had
men namelijk bij (p nog gevoegd

u' (x — x') -f-v' (y — y') -j- w' (z — z'),

dan zou men door differentiatie van cp naar x, y, z niet
alleen de laatste termen van u, v, w, maar ook de eerste
verkregen hebben). Die grootheid <p, die in het algemeen
naar de een of andere richting gedifferentiëerd de snelheid
in die richting aangeeft, noemt men in overeenstemming
met een dergelijke functie bij de theorie der krachten,
de  s n e l h e i d s p o t e n t i a a l .

1) De stand der coördinaatassen is hier aangenomen als volgt: de posi
tieve X-as valt door een wenteling van 90" in de richting van beweging
van een rechts draaiende schroef samen met de positieve Y-as, terwijl de
positieve Z-as dan de richting van de voortgaande beweging der schroef aan
geeft. Deze stand van coördinaatassen wordt ook in ’t  vervolg aangenomen.
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Bestond deze, dan was overal

bv bu  _q  bw bv  __ _ q  — 0 . . (5)

bx by  5 by  be bz  bx

(Dat dit waar was voor het punt x', y', / ,  volgde
. bu'  bv'

dadelijk uit a^ — an of — ------enz.)

Heeft echter het vloeistofelement de meest algemeene
beweging, zoodat het ook in zijn geheel om een as draait,
dan volgt uit (4) en (46), in aanmerking nemende dat de
tweede leden dier vergelijkingen identiek zijn,

b V ^ u b v' bu'
b  X by è X 1 by'
b  W ^ V i  w ’ b  V 1 J

by b  Z b y ' bz'
b U è W bu' b  W 1

b z b  X ' bz' è x'

! rotatie in dei punten x, y , z en

=  4 4 -----4 4 - = * ? .

=  2 y.

( 6) J)

is, kan ons niet verwonderen, als wij slechts bedenken,
dat wij het vloeistofelement als een geheel beschouwd
hebben.

Wij zien uit het bovenstaande dat, zoodra er in een
punt van de vloeistof een rotatiebeweging is, de vergelij
kingen (5) daar niet meer gelden, terwijl ook tevens daar
geen snelheidspotentiaal bestaat. Zulk een beweging noe
men wij niet Helmholtz w e r v e l b e w e g i n g 2).

1) Oorspronkelijk zijn deze formules van Cauchy, voorkomende in eene
verhandeling „ Mémoire sur la théorie de la propagation des Ondes a la sur
face d’un üuide pesant d’une profondeur infinie.” (Mem. sav. Etrang. T. I.)

2) Hoofdzakelijk is het bovenstaande te vinden in de beroemde verhande
ling van Helmholtz „ Ueber die Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen.” Borchardt's Journal, Bd. 55.
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Het woord rotatie heeft bij vloeistoffen meermalen tot
verwarring aanleiding gegeven 1), zoodat het niet ondien
stig zal zijn daarbij nog even stil te staan.

Het begrip rotatie is synoniem met het begrip draaiing,
evenwel wordt bij de vloeistof beweging tevens het woord
rotatie voornamelijk gebruikt om meer bepaaldelijk de
grootte der draaiing of de grootte der hoeksnelheid aan te
geven; zooals wij hierboven zagen, stelden dan £, y, £
niets anders voor dan de componenten der hoeksnelheid
volgens drie onderling loodrechte assen, waarmede een
vloeistofelement draaide om een as, die door het element
zelf ging.

De snelheid evenwel, waarmede een element zich beweegt,
kan geacht worden te bestaan uit twee deelen Vj en V2,
waarvan het eene V2 samenhangt met de rotatie; maar
de grootte van Y x, en dientengevolge ook die van Y2,
omdat zij samen de totale snelheid moeten vormen, hangt
af van de plaats van de rotatie-as, zoodat de verdeeling
van de beweging in deze beide deelen geheel onbepaald
is, daar men een deel van Vj bij Y2 kan voegen door het
verplaatsen der rotatie-as. Hieruit volgt echter niet, zooals
Veltmann meent2), dat bovenstaande ontleding der vloei-
stofbeweging volgens H elmholtz onjuist is, daar deze alleen
aantoont dat de beweging in genoemde deelen gesplitst
k a n  worden en de grootte dier deelen aangeeft als de
rotatie-as door het beschouwde element gaat. De grootte
der rotatie zelf is echter volkomen bepaald door de formu
les (6) en onafhankelijk van de plaats der rotatie-as.

Uit de beteekenis, die wij aan £, >?, £ gehecht hebben,

1) Zie o.a. de stukken van Bertrand in de Comptes Rendus, 1868.
2) W. Veltmann, Die Helmholtz’sche Theorie der Flüssigkeitswirbel.

Schlömilch, Zeitschr. t. Math, und Phys. Bd. 15, pag. 451.
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volgt dat men haar waarden ook kan verkrijgen op de
volgende wijze, die wij verschuldigd zijn aan Stokes *) en
die door T homson is overgenomen in zijn verhandeling 1 2)
„On Yortex Motion”.

Denkt men zich om een willekeurig punt van de vloei
stof een bol beschreven met oneindig kleinen straal, en zijn
u0, vQ, w0 de snelheidscomponenten van het middelpunt van
den bol volgens drie loodrecht op elkander staande assen.

Zijn van een ander punt van den bol de snelheidscom
ponenten u, v, w, dan moet men dat punt een hoeveelheid
van beweging mededeelen, waarvan de componenten vol
gens de drie assen zijn u d  V\ v d V, w d V, als d V een
volume-element voorstelt en de densiteit 1 is, om het de
genoemde beweging te geven. De componenten van het
moment van de hoeveelheid van beweging volgens de drie
assen zijn (w y  — v z )d V , (u z — w x )d V , (v x — u y )d V .
Doet men dit voor alle punten van den bol en integreert
men dan over de ruimte, die de bol inneemt, dan vindt
men voor de componenten van het moment der hoeveel
heid van beweging, dat de bol om zijn middelpunt doet
draaien:

L =J'[wy-vz)dF, M =  J"(uz—wx)dP, N — J ‘{vx—uy)dV. (7)

Substitueert men hierin

U  —— Wq Gf)o *+(4t ‘)0 :y+(4t")0z enz., ( 8)

waarbij de index 0 aangeeft, dat men de waarde van de
grootheden, waarbij zij behoort, in het middelpunt van
den bol moet nemen, dan verkrijgt men:

1) Camb. Phil. Transact. Vol. VIII, 1845.
2) Edinb. Transact. Vol. XXV, 1869.



16

y s \d Fzy-vtf-

z*\dF.

De eerste integraal is O als zijnde een oneven functie
ten opzichte van een der coördinaten.

Verder is /  y* dF  =  f  z* d F =  { I ,  waarbij I voor
stelt het traagheidsmoinent van den bol ten opzichte van
een as die door het middelpunt gaat. Wij verkrijgen dus

L =  H /  \  i  t >  \  1

- \  d y  J 0 /„  J ' (9)

en daar, zooals men weet, —  de rotatiesnelheid voorstelt,

waarmede de bol door het moment der hoeveelheid van
beweging L om de #-as draait, verkrijgt men

I ( f \
I '  ï y  ' 0 v è 2 / 0

Daar men elk willekeurig punt als middelpunt van den
bol kan gebruiken, heeft men in ’t algemeen

2£ =  _ i!L  _  i v
'by è z

Hetzelfde geldt voor y en £.
Zijn L, M en N en dus de hoeksnelheden nul, dan zijn

u, v, w de differentiaalquotienten naar x, y, z, van een
zelfde functie <p (desnelheidspotentiaal) of udx-\-vdy-\-w dz
is een volledige differentiaal.



TWEEDE HOOFDSTUK.

Eigenschappen van de wervelbeweging.

Een van de voornaamste eigenschappen bij de vloeistof-
beweging is, d a t  e e n  v l o e i s t o f d e e l t j e ,  d a t  op
e e n  z e k e r  o o g e n b l i k  g e e n e  r o t a t i e - b e w e g i n g
h e e f t ,  o o k  n o o i t  e e n e  r o t a t i e - b e w e g i n g  z a l
v e r k r i j g e n  o n d e r  de w e r k i n g  v a n  d e z e l f d e
k r a c h t e n ;  m. a. w. bestaat er eens eene snelheidspoten-
tiaal, dan is zij er altijd.

Deze stelling is het eerst door L ageange gegeven, hoe
wel onder een minder volmaakten vorm. Verscheidene
bewijzen bestaan er voor, waarvan de voornaamste zijn
die van Stokes en H elmholtz.

Stokes bewijst, dat, wanneer de grootheden (7) eens nul
zijn, zij op een volgend oogenblik nog nul zijn.

Die grootheden kunnen door twee oorzaken veranderen:
1°. door de drukking, die er door de omringende vloeistof
op wordt uitgeoefend, en 2°. doordat deeltjes den bol ver
laten en andere er in stroomen; door de reeds bestaande
beweging zal het koppel niet veranderen.

2
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De drukking geeft geen verandering, daar zij normaal
op het oppervlak en dus naar het middelpunt van den
bol gericht is. Wij hebben dus slechts het moment van de
hoeveelheid van beweging te zoeken, dat den bol wordt
medegedeeld door de in- en uitstrooinende deeltjes.

De projectie van de snelheid in het punt (x y z ) van het
bolvlak op den straal naar dat punt is :

u x -j- v y  -j- w z--- -------------- ------ f
r

dus is het volume van de hoeveelheid vloeistof, die in den
tijd d t door het element d S in dat punt naar binnen
stroomt:

r

Het moment van de hoeveelheid van beweging is :

—  (» z — w y) (te x -(- v y  +  w z) dS dt.

Wij vinden dus:

d l  j  d t r
- j j d t -------J  (v z — wy) (ü x -|- v y -j- w z) d S,

welke integraal over den bol uitgestrekt, nul moet zijn,
wanneer er oorspronkelijk eene snelheidspotentiaal bestaat.

Voor bovenstaande integraal verkrijgen wij:

J~(v2 w2) y z  d S + <y’(2 2 — y2) v w d S J"(vz  — toy) uxdS.

Substitueert men hierin de waarden van u, v, w uit (8),
dan verkrijgt men, in aanmerking nemende dat alle inte
gralen, waarin een oneven macht van een der coördinaten
voorkomt, nul zijn:
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f b v \  f b v \
\ b y J 0\b z ) o

+ / H +Gt)0Gt):2+& )M Y f 67)067)? r ^ w
/[|(By,T)+(̂ K̂ )H(̂ fe1+C7K̂)jJ  •-> O O O O ’ O •' O « ' o ' o '

dS.

Neemt men verder nog in aanmerking:
J"x2dS — J 'y2dS — J"z2dS, J'x2yadS =  J~x2z2d S =  J" y2z2d S,

J x * d S  =  J y * d S  =  J z * d S ,
terwijl tevens op het beschouwde oogenblik:

b
o

J r \
bx) t1

b U
bz

b aA
bx J n

'b V)b
\by J

dan worden bovenstaande integralen herleid tot:

Volgens bovenstaande opmerking zijn beide integralen gelijk.
Zoo hebben wij dus nog slechts aan te toonen dat

ƒ  x2 (z2 — 3 y2) dS  =  0.
Door overgang op poolcoördinaten door middel van de

substituties :
x  —  r cosb simp, y —  r sin b sin p, z — r cos p,

dus d S — r2 sin p  db d p ,
wordt laatstgenoemde integraal

f j r *  (cos* p  sin p  — 3 cos2 p  sin3 p  sin2 b) d p  db
— t2 J"(cos*p sin p—3 cos2p  sin p  sin2b-j- 3 cos*p sinp sin2b)dpdb

T 2 7T
=  re f  sin2bdb f  (3 cos* p  sin p  — 3 cos2 p  sin p) d p  4-

b *a
2 7T

-f-%7r r6 J*cos4 ^  sin \p d \p.
o
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En daar
2 t  2 st

tf  (cos4 \p sin — cos2 \p sin ip) d\p =  ( — |  cos6 \p -f- £ cos3 — 0,
’o o
heeft men dus bewezen dat het moment der hoeveelheid
van beweging L, als het eens nul is, met den tijd niet
verandert; hetzelfde geldt van de grootheden M en N.

Helmholtz vindt de stelling van Lageange bij het zoeken
van de veranderingen der rotatiesnelheid ten opzichte
van den tijd.

Uit de vergelijkingen (6) volgt terstond:

8i ld t
è2 wb*w ,

— \— Tb y b t  b y b x

-  d If b w \  d  /' è V \
d t  '\ b  y )  d t  \v b z  )
b3 w , . i  w è2 V
b y3 b y o z b z b t

i 2 V è2»
b Z b .

b*V
( 10)

b z b y
Door in de vergelijkingen (1) voor de uitwendige krach

ten eene potentiaal aan te nemen, vinden wij, als wij de
tweede dier vergelijkingen naar z en de derde naar y dif-
ferentiëeren en de uitkomsten van elkaar aftrekken:

b3 v
b z b t

b 10

i 2 V è u
b x b z  b Z

+ b V

b v ,  è>2 V----- (_ p ------
b x by bz

è2 10

+

b Z b Z
(  b3w

— ( ;--------r  »

, b V b 10 ,
“r  t— r---- r  wb y  by  b y bZ

. b U
b x by by

è2 io

b V
b Z

b 10
b X

b V . b3V----+ 10----—
by bz2, b3W

+  »3—T +èy2
, b 10 b io\

 ̂4/  ̂ )by b Z .
Door voor het tweede lid van (10) in de plaats te stel

len, wat uit deze laatste vergelijking volgt, verkrijgen wij :
d s   b u bv  bw
d t  b z b x by

b 10 /  b V

bw  . b V
i) ,i’ b z

b V
by~ +

b W

b y  \  by +
b 10
b Z
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en door gebruikmaking van (2 a):
dl- bu b V bu bw bv bu

by bx2 —r-T— = b z  bx by  bx bz  bx'
b U (bw bv\  . b U (bu b w\  .

= T - V ï - ~ ^ z ) + T z \ ^ - r z  +

=  21

b x \ b y
b U

è z)

+ 2 vi
b y \ b  z b xJ

b 11 . ~ c b U

b W bu
by b X

è  U ffb V b U
bz ' X by.

* z
b x 1 by

Iets dergelijks vinden wij voor 2

hebben dus:

b z
d vi

of:

d l
d t =  1-

b U
b X

+  *>
b U
by

d tl
d t =  1

b V
b X ■ + *

b V
b y +«Sr

dZ
d t

- = l
è W
b X ■ +*l

b W
b y +‘4r

d l
d t

- - 1
b U
b X - +  *

b V
b X ■+fTF

d yi
d t

dZ

f. bu
= 5TjT

_ bu

b V
b y
& V

b Z b Z

' + ?

+ z

è W
by
b W
b Z

dZ Wij

(11)

(11a)

zooals blijkt uit de transformatie van de waarde van
d l b U

door in plaats van —— -r—by b z
b U bu
~b y b z

er bij te voe

gen bw bv
b X b X

bw b V
b X bx

Hieruit volgt direct de stelling van L agrange, want is
voor een vloeistofdeeltje op een zeker oogenblik l  =  »f =  Z —
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dan is dit ook het geval op het volgend oogenblik, daar
d%   dvi   d  £dan

d t' 0 is.

Daar ?, n, £ de hoeksnelheden om de coördinaatassen
voorstellen, is t/ £2+><8+  ?8 =  u de hoeksnelheid om de

oogenblikkelijke as van wenteling, en zijn — , — ,
CO co co

de cosinussen van de hoeken, welke die oogenblikkelijke
as van wenteling met de coördinaatassen maakt.

Geven wij met H elmholtz aan de lijnen, wier richting in
elk' punt met de oogenblikkelijke as van wenteling van
het zich in dat punt bevindende deeltje samenvalt, den naam
van wervellijnen, dan zullen wij nu in de eerste plaats
aantoonen, dat elke wervellijn voortdurend uit dezelfde
deeltjes blijft bestaan, zoodat zij zich met de deeltjes als
't  ware voortbeweegt.

Neem op de oogenblikkelijke as van wenteling een
stuk eu (s stelt een coëfficiënt voor), dan is de projectie
daarvan op de drie coördinaatassen s%, ey, Terwijl de
snelheidscomponenten in het punt \x , y, z) zijn u, v, w,
zijn zij in het punt, dat op een afstand ea van dat eerste
punt verwijderd is:

____ i * b u bil
w\ =  « +  e 5 -r-------(- e >*

vi =  » +  *£

wx — io-\- e %

b V

b X

b w

+  «>f

b y
b V

b U
1 ----,o Z

f  11

by
b W

b V

b z  ’

b 10

bx  '  '  '  by ' b z  *
waaruit in verband met de vergelijkingen (11) volgt:

! — ux— £ d j_
d t  '

dvi
-, 10 —  10
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De punten, wier afstand oorspronkelijk was «>f, e%,
hebben dus na een tijd d t  een afstand

,({+4r'")' e(?+4f'“)i
hierin stellen ? +  j -— dt, vt +  —dt, ? +  y — d t  ded t  cl t etc
nieuwe hoeksnelheden voor van het verplaatste punt
(x, y, z).

De richting, waarin de beide punten na een tijd d t
ten opzichte van elkander geplaatst zijn, valt dus evenals
aan ’t begin van den tijd d t weder samen met de richting
van de nieuwe oogenblikkelijke as van wenteling. Volgens
de bepaling van wervellijn liggen dus beide punten zoowel
aan het begin als aan het eind van den tijd d t op eene
wervellijn, waaruit volgt: E l k e  w e r v e l l i j n  b l i j f t
v o o r t d u r e n d  u i t  d e z e l f d e  d e e l t j e s  b e 
s t a a n .

Verder volgt uit deze beschouwing: d e  g r o o t t e
d e r  r e s u 1t e e r e n d e  h o e k s n e l h e i d  v a n  e e n
b e p a a l d  d e e l t j e  v e r a n d e r t  i n  d e z e l f d e  v e r 
h o u d i n g ,  a l s  de  a f s t a n d  v a n  d a t  d e e l t j e  t o t
h e t  v o l g e n d e  op de  w e r v e l l i j n  g e l e g e n .

Uit de bepaling van wervellijnen volgt dadelijk hare
differentiaalvergelijking:

dx  _ dy  _  dz
~T~ ï  gg K '

Door integratie hiervan verkrijgt men:

% — Gi, $ =  C» >

waar x en ip als functies van x, y, z, en ook van t kunnen be
schouwd worden, terwijl Cj en Cj willekeurige constanten zijn.
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Nu is

4*. d  X + 4*. d y  + 4*_ d z  =  O,
d® dy * 1 d« ’

4 ^ * + 4 i ^ + _ | i _ rff= = o,o* dy dz
waaruit in verband met de vergelijkingen (12) volgt:

d x
d x -5 +

d x
dy -*» +

d x
d z

HK
r

d'P
d x -?  +

d 'f'
dy ■» +

d 'f'
d z -C =  o.

( 13)

(14)

In aanmerking nemende dat -̂ -1— —I—ÏLL_ identiek 0
dx  dy  dz

moet zijn, zooals gemakkelijk uit de vergelijkingen (6) volgt, blijkt
dat aan (14) voldaan wordt door

d x  d X d x  d x dar d x
d y  d z d z  d x d x  d y

, 2 ij = , *C =
d ü  d + d t  d d t  d +
dy d * d z  d x d x  d y

zoodat men heeft:

di e  d v  _  d x  dd' d x  d'l' .  d f  dA  d f  d 4 \
d y  d z  d y  d* d z  d y  °  d y \  X d z )  d * V  * d y /

d « _ ö w __d_X d_£__  d x  _d_4 f _ d /  d A _ _ d /  d ï \
d z  d x  d z  d* d x  d* d * \  X d x J  d z \  X d z ) ’

d v ___d_u__d X  _ d ü _ d_X d ï _  .  d _ f  _ d 4 \ __ _d_ f  d j> \
d x  d y  d x  d y  d y  d x . °  d x \  X d y )  d y \  X d x ) '

Hieruit vindt men, daar het blijkt dat

d ifr
v  —  X d* d <f»

d a ’ " ~ dy ’ ~ "  dz

de differentiaalquotienten naar x, y  en z zijn van eenzelfde functie F :

(15)dF , ■d +
-5 ® =d x  dx

i Ü L  i v j L i  tg _  d *1 I y  ?J/
dy ^r X  dy  - d z '  dz
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waarbij F is eene functie van x, y, s en t. Daar de wervellijnen met
de vloeistof mede bewegen, is

= ^± — 0 ,
dt dt

of

dt ' dx dy dz
d <1* i 3 + I _ d + I 9- — t- «=-----f- v - ---- t-u>—— 0,
d l ‘ dx  dy dz

waarin men de waarde van «, v, w uit de verg. (15) kan substi-
tueeren.

Deze vergelijkingen zijn door Clbbsch  *) gevonden bij eene transfor
matie van de hydrodynamische vergelijkingen, waarbij echter de be-
teekenis van % en *p niet blijkt. Zij zijn van veel belang, omdat zij
op de natuurlijkste wijze tot de theorie der wervelbeweging voeren,
daar het slechts van y  afhangt of er eene snelheidspotentiaal bestaat of
n ie t; is namelijk % eene functie van x, y, z dan is er geen snelheids
potentiaal, terwijl deze wel bestaat, wanneer % onafhankelijk van
x, y, z i s ; zij is dan o =  F -J- y  \p.

Brengen wij wervellijnen door de verschillende punten
van een gesloten kromme lijn, door B e l t k a m i 1 2 3) d i r e c t r i x
genoemd, dan noemen wij de ruimte daardoor ingesloten
eene w e r v e l b u i s ;  is de doorsnede van eene wervelbuis
oneindig klein, dan spreken wij van eene elementaire wer
velbuis of liever van een w e r v e l d r a a d .  Daar eene wer-
vellijn, zooals wij zagen, steeds uit dezelfde deeltjes bestaat,
zal de werveldraad tusschen twee bepaalde doorsneden
ook steeds door dezelfde deeltjes opgevuld blijven; zijne
lengte moet dus in omgekeerde reden met de doorsnede
veranderen. Men kan dientengevolge de laatste eigenschap

1) Crelle’s Journal, Bd. 56.
2) Memorie dell’ Academia delle scienze dell’ Istituto di Bologna. Ser.

I ll, T. 2, pag. 382.
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ook aldus formuleeren: H e t p r o d u c t  v a n  d e r o t a t i e -
s n e l h e i d  en de d o o r s n e d e  v a n  een  w e r v e l d r a a d
bl i j f t  bij de b e w e g i n g  s t a n d v a s t i g .

Daar, zooals wij reeds opgemerkt hebben,
 ̂  ̂>1 b £

J x by   ̂ *

in elk punt identiek nul is, zal ook

d x d y  dz  — O

zijn, waarbij de integratie over een willekeurig deel van
de ruimte kan worden uitgestrekt. Hieruit leiden wij af

J" £ dy dz-\- J" J" yj d xd z-\-  J"J~ £ d x d y  =  0.

Beschouwen wij als vlakte-element d S, waarvan de naar
buiten gerichte normaal de hoeken x, (3, y  maakt met de
coördinaatassen, dan wordt bovenstaande som

f  (§ cos x -}- >j cos (3 -j- £ cos y) d S =  J" u cos S d S,

waarbij u de totale hoeksnelheid en 5 den hoek, dien de
rotatieas met den normaal maakt, voorstellen, terwijl de
integratie moet plaats hebben over het gesloten oppervlak
van het genoemde willekeurige deel der ruimte. Had de
oorspronkelijke ruimte-integraal betrekking op een deel van
een werveldraad begrepen tusschen twee doorsneden, die
loodrecht op de as van den draad staan, dan is cos 5 overal
aan het oppervlak nul, behalve in die beide doorsneden, waar
zij _|_ 1 en — 1 is; is de grootte van die beide doorsneden
Sj en S3, zijn de rotatie-snelheden respectievelijk «j en «3,
dan wordt

J" u cos 5 d S — «! Sj — S2 =  0
Sj — Wj S3.of



H e t  p r o d u c t  van  de r o t a t i e - s n e l h e i d  en de
l o o d r e c h t e  d o o r s n e d e  van  e e n  w e r v e l d r a a d  is
o v e r a l  in  den d r a a d  he t ze l fde .  Dit geldt niet alleen
voor loodrechte maar voor alle evenwijdige doorsneden.

Een werveldraad moet dus óf gesloten zijn, óf aan de
grens der vloeistof eindigen; evenwel kan hij nooit bin
nen de vloeistof ophouden.

Dat product van rotatie-snelheid en loodrechte doorsnede
zullen wij met de Engelschen noemen de s t e r k t e  van den
werveldraad; de Duitschers noemen het rotatie-intensiteit.
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DERDE HOOFDSTUK.

Beschouwingen van HANKEL en THOMSON.

Terwijl het voorgaande volgens de methode van H elm 

holtzs afgeleid is uit de vergelijkingen van E u l e e , heeft
H ankel in zijn bekroond antwoord *) op eene prijsvraag,
die door de philosophische Faculteit te Gottingen in 1860
was uitgeschreven, de formules voor de wervelbeweging
verkregen uit de vergelijkingen van L agrange. Hij is daar
toe uitgegaan van de vergelijkingen (8) en onderstelt dat
de uitwendige krachten eene potentiaal F  hebben. Deze
worden, als wij bovendien nog nemen

f  dp
P~QlP)  en f (P )~ J ö ö j ’

terwijl wij verder voor F — ƒ (p) de grootheid f l  invoeren,

1) Hankel, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Flüssigkeiten,
Göttingen, 1861.
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du  b x . dv_ by_ , dŵ   ̂x
d t  ba d t  ba d t b a

du  b x du by_ . dw bx
d t b b d t  bb d t  bb

d u  b x  dv^ by_ . dw b z
d t  b c d t b c  d t  b c

i£ =  o,
b a

b a
~bb

i n
d c

=  0,

=  0.

Uit deze vergelijkingen kunnen wij gemakkelijk a  eli-
mineeren; bijv. door de l ste naar b en de 2de naar c te
differentiëeren en de uitkomsten van elkander af te trek
ken. Zoodoende kan men het volgende stel vergelijkingen
verkrijgen:

d2u bx P u bx j_ Pv by Pv by j Pw bz Pw bx
dt bb bc dtbc bb dt bb bc dt bc bb dtbb bc dtbc bb

P u bx Pu bx . Pv by Pv by _ Pw bx Pw bx

dtbc ba dt ba bc dt bc ba dt ba bc dtbc ba dt ba bc

(Pu bx Pv, bx | Pv by d?v by , d2w bx Pw bz
dt ba bb dtbb ba dt ba bb dt bb ba dt ba bb dtbb ba

Daar elk van de 8 verschillen, die in deze vergelijkin
gen voorkomen, eene volledige differentiaal naar t is, kan
men ze naar t integreeren.

d3u bx d3u bx\
dt bb be dt bc bb)

dt
bu bx bu bx_ p  .
bb bc bc bb

Men verkrijgt dan, als men de integratie-constanten
(d. w. z. constant ten opzichte van den tijd) voorstelt door
2 A, 2 B en 2 C :
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bu bx du bx , bv by
bb de bc bb bb bc

bu bx bu bx bv by
bc ba ba bc bc ba

bv by __
bcYb^ïb

bw bx
bc

bw bx _ . ,
>7 » = 2A|

bv by bw bz bw ^ 2

ba bc ' bc ba ba bc
=  2B(16).

bu bx bu bx , bv by bv by . bw bx bw bx
--------------------------1------------------- _£ _|____________—   —  9
ba bb bb ba ba bb bb ba ba bb bb ba

De eerste leden dezer vergelijkingen kunnen als het
verschil van twee differentiaalquotienten worden opgevat,
zoodat men heeft:

bb
waarin:

by b ( 3 _ 9 . ba
bc ~  A’ èc

£  =  2B, ^ - * = S C ,ba
-  b X

: u ■

0 =  i

b a
b X

YY
b X
b  i

+  »

+ V

+  <

by_
è a
by
bb
b y

ba bb
b x

- |-  w ■

w

-f- w ■

b a
b X
Yb
b X
YY

(17)

(18).

De vergelijkingen (17) komen niet alleen in vorm met
de vergelijkingen (6) overeen, maar ook, zooals wij zullen
aantoonen, in beteekenis, daar A, B en C voorstellen de
componenten der rotatiesnelheid op een tijd t =  0 van een
deeltje a, b, c ten opzichte van assen, die door het punt
a, b, c gaan en evenwijdig met de coördinaatassen loopen.

Hiertoe maakt H a n k e l  gebruik van de volgende verge
lijking, die hij eerst bewijst.

-  ^AcOSl/|dS
oor oy J+ (19) i).

1) Volgens Beltrami (Mem. di Bologna) is deze formule afkomstig van
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In deze vergelijking moet de integratie in het tweede
lid worden uitgestrekt over het oppervlak ingesloten door
de lijn, waarlangs in het eerste lid moet geïntegreerd
worden; xlf (31) stellen willekeurige functies van x, y, s
voor, terwijl A, (x, v de hoeken zijn, die de normaal aan
het oppervlak met de coördinaatassen maakt.

Wegens het groote belang van deze vergelijking is het niet on
dienstig haar ook hier te  bewijzen1).

Bepalen wij eerst f  a dx ,  wanneer de integratie zich uitstrekt

over den omtrek van een elementair driehoekje. Zijn de coördinaten
der hoekpunten x, y, z,

x  +  d x i ,  y  +  dy-y, z - \ - d z  i ,
z  +  dzg ,  y + d y 2, z - \ - d z %,

en is de waarde van a daar achtereenvolgens a ,  ay, a 2 > dan is

J a d x  =  â L d x 1 - \ - ' ^ ^ ( d x 3—  dx{) +  ̂ —  (—  d x a) ,

of

j  d x i— ^ I —  (ag —  a) d -j- (aj —  a) d x% |
= ~ 4 { +

d z y d x 2 —  d z 3dxy (  da \  d x y d y 3 —  dx^dy-yf  ^

V ö *  )  2  V ïy )  ‘

Hankel, en niet, zooals Thomson beweert in zijne verhandeling „On Vortex
Motion" (1. c ,  § 60, q), van Thomson en Tait, daar hun Natural Philo
sophy eerst in 1862 verscheen, terwijl het hiervoor genoemde werk van
Hankel reeds een jaar vroeger uitkwam. Ook Lipschitz (Annali di Brioschi
e Cremona, T. IV) schrijft haar aan Hankel toe.

1) Dit bewijs, dat m. i. niets aan duidelijkheid te wenschen overlaat,
ben ik verschuldigd aan Dr. Nieowenhuijzen Kruseman.
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Hierin hebben de partiëele differentiaalquotienten betrekking op
het punt (x, y, z). Verder stelt (dz^ dx% — dz% dx{) den inhoud
van de projectie van den driehoek op het X Z-vlak voor; dus is

ƒ * d x  =  m d 8  ( — ). -  n d S  - )  ;

m en n zijn de richtingseosinussen van dien normaal op het drie
hoekje, die de as der draaiingsrichting

x, y, z, x  -j- d Xi, y  -J- d y\, z  - \-d  Z\, x  -J- d x$, y  -j- d y%, z - \ - d  z%,

vertegenwoordigt.

Hetzelfde geldt voor C § d y  en J  y d z ,  zoodat men verkrijgt:

Denken wij ons een oppervlak door een gesloten kromme lijn
begrensd, verdeelen wij dat vlak in elementaire driehoekjes, en
tellen wij al de voor die driehoekjes overeenkomstige betrekkingen
bij elkander op, dan vinden w ij:

ƒ  (a. d x @  d y  -\-y d z) — J"  d A l
Sy

6a  V

iy ) y

waarbij de eerste integratie zich alleen over de begrenzing uitstrekt,
daar de tusschengelegen lijnintegralen paarsgewijze met tegengesteld
teeken voorkomen, terwijl de tweede integratie zich over het opper
vlak uitstrekt.

Neemt men eene richting, makende met de coördinaat-
assen de hoeken AJ( Pi, vv  zoodanig dat
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cos Aj: cos fa : cos v1 —

/  * Vi WM . ) : ( * &
\ b z  ) V b z  b X  .)  \  b x

terwijl men bovendien

( byi f j jh_±ZL\\  ( h & è*i V— 4 A2
\ è y  ^  d ® /  ' W  ® è y /

stelt, dan wordt vergelijking (19)
J~(ux d x -j- j3x d y -j- y1 d z) — 2 J" A cos 6 d S, (20)

waarbij 6 de hoek is, dien de richtingen A, {&, v en Aj, fiv vx
met elkaar maken.

Wij kunnen bovenstaande formule nog eene andere ge
daante geven. Zijn p, a, r  de hoeken, die de raaklijn aan
de kromme lijn in het punt (w, y, z) maakt met de coör-
dinaatassen, dan is

d x  — cospds, dy =  cos<r d s , dz — cos r ds.

Neemt men weder eene richting aan, die de hoeken
p ' , <r', t' met de assen maakt en bepaald is door

cosp' : cos <f' : cost ' =z x 1 : /3j  : yJf
dan wordt

J ( x 1 d x -j- j3j d y -]- y1 d z) =  J 'U co só 'd s, (21)
waarin 6' den hoek, dien de richtingen p, <r, r  en p', <r', t'
met elkaar maken, voorstelt, terwijl

U3 =  +  f t 3 +  yi3 is.
Passen wij dit toe op de waarden, die *, (3, y  in de

verg. (18) hebben, dan vinden wij:
A s= A2 + B 3 +  C3,

A =  A cos Aj, B =  A cos [tv  C =  A cos vv
J '(xd a -\-@ d b -\-yd c ) =  J" A cos 6 d S. . (22)

3



Het tweede lid van deze vergelijking hangt blijkbaar
niet af van den tijd, want zoowel A als 6 zijn ten op
zichte van dezen constant, zoodat men ook in het eerste
lid t willekeurig mag nemen. Voor t — 0 gaan x, (2, y
over in de aanvangswaarden van u, v, w, die wij door
Uq , v0, v>0 zullen aanduiden.

In dit geval wordt verg. (22):
J '(‘u0 d a -(- v0 d i  -(- w0 d c) — 2 J" A cosódS,

en in verband met (21):
f  Ü0 cos 6'0 d «o =  2 J  A cos 0 d S ,

waarbij Ü0 =  ^  «02 +  v02 +  w03 de aanvangssnelbeid, $'0
de hoek tusschen deze en het element d #0 van de gesloten
kromme lijn is.

Nemen wij nu voor die gesloten kromme lijn een cirkel
met een oneindig kleinen straal r, dan verschilt A cos 6
voor de verschillende punten van het cirkelvlak slechts
eene oneindig kleine grootheid, zoodat

f  A cos 6 d S =  T r3 A cos 6 is.
Verder stelt Üocos0'o voor de component van de aan-

vangssnelheid volgens de raaklijn aan den cirkel, eene
waarde, die voor de verschillende punten van den cirkel
verschillend is, maar die men kan beschouwen als de
som van drie snelheden T0, T0' en T0", waarbij voor
stelt : T0' de op de raaklijn geprojecteerde translatie-
beweging, T0" de component volgens de raaklijn van de
beweging, die het gevolg is van de dilatatie, T0 de
snelheid volgens de raaklijn, die het gevolg is van de
rotatie van den cirkel om zijn middelpunt. Het is duidelijk
dat J  T0'fl?s0 nul is, omdat er altijd 2 punten zijn, waar
voor T0' tegengestelde waarden heeft, terwijl iets der-

34
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gelijks voor J  T0" d  «0 geldt. De waarde van T0 zal langs
den cirkelomtrek voor de verschillende punten oneindig
weinig verschillen (als ten minste de snelheden doorloopende
functies van de plaats zijn), zoodat

J  T0 d  s0 =  2 ie r T0 is.
Wij vinden dus:

27rrTn= 2 ? r r 8A cos 6 of A cos 6 =  —O r

-5  stelt de hoeksnelheid van den cirkel voor om zijn
r

middelpunt of om den normaal van het cirkelvlak in het
middelpunt als as; hieruit volgt, dat A in een bepaald punt
de hoeksnelheid is om een as, die door dat punt gaat en de
hoeken Aj, (/,x, v1 met de coördinaatassen maakt. Dienten
gevolge zijn A, B, C de hoeksnelheden van een deeltje
a, b, c om assen evenwijdig met de coördinaatassen en
door het punt (a, b, c) gaande.

Verder volgt uit de waarden van x, (3, y, wanneer men
na de transformatie de snelheid weder beschouwt als

functie van x,. y, z en t, zoodat men u, v, w vervangen
kan door u, v, w\

J  ( x d a - \ - ( 3 d b - \ - y d c )  =  J ' { ‘u d x - \ - v d y - \ - w d e ) ,

en in verband met (19):

J  {u d x -f-» dy  - f  w d z) =  J

"b u  b W  \  | /
COS (Jt> -f- [+ b e S X

b W

>>y
i  V

b X

b V

b g
^  COS A +

COS V d s.

Door eene analoge redeneering als hiervoor, vinden wij,
b w  _  bv  b u  _  b w  b v  _  b u  yoor_

at è y  b Z ’ b 0  b X b x  b y

stellen de dubbele hoeksnelheden van het punt (x,y,z)  om



assen gaande door dat punt evenwijdig met de coördinaat-
assen. Noemen wij deze weder §, ij, £, de totale hoek-
snelheid §2 -(- »12 +  =  «, terwijl verder 5 den hoek
voorstelt, dien de rotatie-as maakt met den normaal aan
het oppervlakte-element d S, dan is:

f ( u d x - \ - v d y - \ -w d d )  =  2 J~ a cos 5 d S. . (28)

Deze lijn-integraal zullen wij in het vervolg met T homson

noemen den s t r o o m  langs die lijn en, wanneer de lijn
gesloten is, de c i r c u l a t i e 1).

Daar de leden der verg. (22) en dientengevolge ook die
der verg. (23) onafhankelijk van den tijd zijn, zal

f  cc cos 'S d S  voor een oppervlak, dat uit dezelfde deel
tjes blijft bestaan, niet met den tijd veranderen; daar
dit ook geldt voor het oppervlak van een enkel vloeistof-
deeltje en dit zich niet tot in het oneindige kan uitbreiden,
kan ook de rotatiesnelheid niet tot in het oneindige af
nemen, zoodat een deeltje, dat eenmaal eene rotatiebeweging
heeft, nooit met roteeren kan ophouden; evenmin kan
een deeltje, dat op een willekeurig oogenblik geene rotatie
beweging heeft, deze ooit verkrijgen.

Het constant zijn der circulatie is ook door T homson

in zijne reeds meer genoemde verhandeling bewezen, even
wel op andere wijze dan hierboven is geschied; hij maakt
hiervan gebruik om de vloeistofbeweging in meervoudig
samenhangende ruimten na te gaan, en de eigenschappen
van de wervelbeweging op te sporen.

1) Thomson 1. c. § 60 (a) spreekt van flow en circulation. In de Duitsche
vertaling van T homson and T a it , Natural Philosophy (§ 191 k), vindt men
in plaats van stroom „Verschiebungsfunction” ; nergens anders evenwel
heb ik dezen naam ontmoet.
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Bestaat er eene snelheidspotentiaal cp, dan wordt de
stroom

J ' ( u d x - \ - v d y - \ - w d z )  =  J" d <p,
zoodat hij tusschen twee punten langs alle lijnen, die in
elkander kunnen overgaan (Eng. mutually reconcilable lines),
dezelfde is, terwijl de circulatie nul is in elke gesloten
lijn, die tot één punt kan worden saamgetrokken, zonder
door vloeistofdeeltjes te gaan, die eene rotatiesnelheid be
zitten; in dit geval toch is de snelheidspotentiaal een-
waardig en dus het verschil in waarde van deze bij het
begin en het einde van de gesloten lijn nul.

Is de ruimte meervoudig samenhangend, dan is ook,
zooals bekend is, de snelheidspotentiaal meerwaardig, zoo
dat dan de circulatie eene bepaalde waarde kan hebben,
wat het geval zal zijn, als de lijn niet tot één punt kan
worden saamgetrokken. In dit geval zullen lijnen, die in
elkaar kunnen overgaan, dezelfde circulatie bezitten.

Verdeelt men een oppervlak in deelen, dan is de cir
culatie langs de grenslijn van het geheele oppervlak gelijk
aan de som der circulaties langs de grenzen der afzonder
lijke deelen, alle genomen in dezelfde richting. Tot deze
som leveren de aan elkander grenzende deelen bijdragen,
die elkander opheflFen, voor zoover zij betrekking hebben
op de gemeenschappelijke grens.

Uit verg. (23) volgt, dat voor een bepaalde plaats van
een oppervlak de circulatie langs de grens van een vlakte-
element met de grootte van het element evenredig is.

Laat men een deel der vloeistof als een vast lichaam
wentelen, dan is de grootte der circulatie langs de grens
van een daarmede bewegend plat vlak S gelijk aan het
dubbele product van de component der hoeksnelheid in
dat vlak en de grootte van het platte vlak. Zij de snel-



heid langs die grens V, en de genoemde component der
hoeksnelheid u,, dan is in poolcoördinaten (r, 0):

rdSV, = r w ,~|-----— ,
as

d 6dus E V* d s =  co, 2  r® —-—  d s — 2 ca, S.
as

De circulatie, gedeeld door het dubbele oppervlak van
het ingesloten platte vlak, geeft dus bij vaste lichamen
de. hoeksnelheid.

Naar analogie hiervan noemt T homson x) de grootheid,
die men op dezelfde wijze bij vloeistoffen verkrijgt, als
men een oneindig klein plat vlak beschouwt, de daar aan
wezige rotatie van de vloeistof of liever de component van
de rotatie in dat vlak of om een as loodrecht op dat vlak.

De samenstelling van rotaties in eene vloeistof volgt
geheel dezelfde wet als die bij vaste lichamen. Ook hier
is u =  1% -f- m y +  n £, als ?, >?, £ weder zijn de com
ponenten van de rotatie u volgens drie loodrechte assen
in een punt P, terwijl l, m, n voorstellen de cosinussen
der hoeken, die de rotatie-as maakt met die drie assen;
want snijdt een vlak de drie assen in de punten A, B, C,
dan is de circulatie in dat vlak langs driehoek A BC ge
lijk aan de som der circulaties langs de driehoeken P A B,
P B C  en PCA,  omdat het deel der circulatie langs B P
van driehoek P A B  wordt opgeheven door het deel PB
van driehoek PBC enz. Zijn de grootte der driehoeken ABC,
PAB,  P B C  en P C A  achtereenvolgens A, A*, A*, Ay,
dan is:
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De grootte der rotatie is:
f (udx- \ - vdy- { -wdd)

waaruit in verband met het bovenstaande volgt:

1 , / k  bv\  , (bu bw\  . (bv
r e ' i r ) + , \>7 'sJ+ ,S ')7 /|

\ , fbw b v \  , f bu  bw\ . (bv
\ l \ b ï  "  ü )  +  *  [ ü  '  b~x) +  W "  bü) \

g_ 1 / bw èï>\ __  1 (bu  è«A y __ 1 (bv
b s ) ’ * 2 b x ) ’ 2 \ b x  b y )

Hoewel schijnbaar de bepaling van rotatie volgens
T homson een andere is dan die van H elmholtz, verkrijgen
wij toch voor de rotatiecomponenten dezelfde formules;
in werkelijkheid evenwel verschillen hunne bepalingen
dan ook niet, zooals ten duidelijkste blijkt uit de beschou
wingen van pag. 35, die tot resultaat hadden dat A, B, C
waren de rotatiecomponenten.

Gaan wij de circulatie voor enkele lijnen op de wer-
velbuis na. Beschouwen wij in de eerste plaats een ge
sloten lijn op de wervelbuis, die een willekeurig deel
van het oppervlak der wervelbuis insluit; daar de rotatie-as
overal in dat vlak ligt, zoo is het duidelijk dat de circula
tie F =  J " { u d x v d y w d e )  of ~ 2  f  (^cosx- -̂i)cosl3-\-^cosy)dS
in dit geval nul is; wegens het niet veranderen van de
circulatie ten opzichte van den tijd, blijft zij nul, zoodat
dat vlak steeds de rotatie-as zal blijven bevatten. Ten dui
delijkste blijkt hieruit, dat eene wervellijn, die eenmaal in
een vlak ligt, er in blijft liggen bij de beweging van dat
vlakje, zoodat met andere woorden de wervellijnen zich
met de vloeistof bewegen.
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Beschouwen wij vervolgens op eene wervelbuis twee ge
sloten lijnen A B C A en A' B' C' A' (fig. 1), die alle wervel-
lijnen snijden, dus als het ware transversale doorsneden, en
de verbindingslijn A A', dan is A A' B' C' A' A C B A een
gesloten lijn, die een deel van het oppervlak der buis
omvat, zoodat de circulatie daarlangs nul is. Daar echter
het deel der circulatie langs de verbindingslijn in beide
richtingen hierin voorkomt, is dit deel nul, zoodat de cir
culatie langs A' B' C' A' en A C B A te zamen nul is of
die langs A' B' C' A' gelijk aan die langs A B C A. De cir
culatie langs elke transversale doorsnede van eene wervel
buis is dezelfde. Deze noemt B e l t r a m i *) de transversale
circulatie van de wervelbuis; zij is bij werveldraden het
dubbele van wat wij vroeger de sterkte van den wervel-
draad genoemd hebben. Ook deze blijft met den tijd con
stant, maar hare waarde is voor verschillende wervelbui-
zen verschillend. Hetzelfde geldt voor de longitudinale
circulatie van de wervelbuis, waaronder wij naar analogie
van het bovenstaande verstaan de circulatie langs een ge
sloten wervellijn of eene andere lijn, die op het vlak van
de wervelbuis gelegen, daarin kan overgaan.

Bij werveldraden is de waarde der transversale circula
tie 2 S a cos S gemakkelijk te vinden; daarbij stelt voor:
S de oneindig kleine vlakke transversale doorsnede, u de
resulteerende rotatie, § den hoek van deze met den normaal
op het vlak; de grootte van de normale doorsnede is
S cos $. Uit het constant zijn van 2 S cos 5 X  a ten opzichte
den tijd, volgt, dat de rotatie omgekeerd evenredig is met de
grootte van de normale doorsnede, en bij eene onsamen-

1) 1. c. T. II. pag. 391. Thomson, 1. c. § 60 (m) noemt haar de rotatie
van de wervelbuis; verg. pag. 27.
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drukbare vloeistof dus evenredig met de lengte van een
bepaald oneindig klein deel van de wervellijn.

Wij zien uit het bovenstaande, dat de eigenschappen der
wervelbeweging, die Helmholtz uit de vergelijkingen (11)
verkreeg, door Thomson afgeleid worden uit het feit, dat
de circulatie constant is ten opzichte van den tijd. Hieruit
blijkt, dat er verband moet bestaan tusschen de vergelij
kingen (11) en de vergelijking

d_
d t ./(u d x - \ - v d y  - \-wdz) =  0 .

Lamb *) heeft ook bewezen, dat in werkelijkheid de ver
gelijkingen (11) uit de laatste vergelijking kunnen wor
den afgeleid en wel op de volgende wijze:

~~dt J J ^ cos*' “I” itcosfi  “H &osv)dS =

=  — J J  fêdyds +  vidxds +  i^dxdy) =

ff ^-dycb - f  —cfotfe+ ^j-dxdy)
dt 9 ^  dt ^  dt dit

^ didxdz) j,d{dxdy)~

Nu is f f « f *  =  f (vd e - Wdy).

Stellen wij in formule (19)
* i= 0 , @i =  — *>i 7\ =  v,

dan wordt

COSV }<1S:

1) Lamb, Note on a theorem in Hydrodynamics. Messenger 7.



Evenzoo vinden wij:

J — J (u d y — vela) = J J \ — dyde -  ^-dzds-)-8 dxdy— ^ ilx d y

Wij verkrijgen dus ten slotte:

+  6 (? dydz +  v) dsdx -f- £ dxdy) |  =  0.

<£)**+(£-<
S*^jdxdy +

Daar deze vergelijking voor elk oppervlak geldt, kun
nen wij de coëfficiënten van d y d z ,  d z d x ,  d x d y ,  elk afzon
derlijk gelijk aan nul stellen; nemen wij bovendien nog
j — 0, d. w. z. beschouwen wij onsamendrukbare vloeistof
fen, dan verkrijgen wij de hierboven genoemde formules
(11) van H elmholtz.



V IERD E HOOFDSTUK.

Bepaling der snelheid uit de rotatiebeweging.

Hiervoor zagen wij, dat de rotatiebeweging volkomen
bepaald is, als wij in elk punt de snelheid kennen; nu
zullen wij trachten aan te toonen, dat in een enkelvoudig
samenhangende ruimte de vloeistofbeweging volkomen be
paald is, wanneer de componenten der hoeksnelheid §, v\, £
en de ruimtedilatatie 6 overal gegeven zijn, als bovendien
nog bekend is de normale snelheid van de verschillende
vloeistofdeeltjes, die de grens vormen.

Onderstellen wij, dat er twee stel waarden voor u, v, w
bestonden, die aan al de voorwaarden, waaraan zij moeten
voldoen, in werkelijkheid voldeden, en noemen wij deze
beide stellen

Mj, vl fW 1 en u3, v3, w2;
zij verder

Mj — =  u', v1 — va =  v', w1 — w3 — w'.

Uit de vergelijkingen (6) volgt nu zoowel
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b Wx - 2 , b Mj
by b 0 — * s? b 0 b X J’ bx ï y

als

b w2 bv  a
—  2 è b W3 - 2 v ,  hV* b U2

by b 0 b 0 b X fg bx by

=2?,

terwijl uit de beteekenis van 6 volgt:

b w n
6 = b I ^  ®1

b x by +
b Mo b V2 è  W2
b X by b 0

Dientengevolge is nu

b w' b v' „  b u'
by b 0

=  0 ,
b 0

bu'  b V1
- —j— ------------------

b x  by

=  o,
è X

=  0,

zoodat de grootheden u’, v', w' kunnen beschouwd worden
als de snelheidscomponenten in eene onsamendrukbare vloei
stof, terwijl er eene snelheidspotentiaal bestaat. Is verder
overal aan de grenzen der vloeistof de normale snelheid
V», dan is V» =  l ux +  m vx +  n wx =  l u2 -|- m v2 +  n
(l, m, n zijn de cosinussen der hoeken, die de normaal
met de coördinaatassen maakt), en dientengevolge

l u '  —

De vloeistof met de snelheidscomponenten u', v', w' kan
dus beschouwd worden als te zijn ingesloten door vaste
wanden. In dit geval weten wij, is er geene beweging in
de vloeistof mogelijk, want is n de naar buiten gerichte
normaal op het oppervlak, dan moet de snelheidscompo-

nent loodrecht op den vasten wand — overal 0 zijn (<Jb n
snelheidspotentiaal). Volgens het theorema van Green is
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J[(4f)'+(4f)*+(4f)
O dan moet

i<p   iep _  iep _ 0
iX iy is

zijn, zoodat in dit geval de geheele vloeistof in rust is.
Wij vinden dus u' =  v' =  w' =  0, zoodat de beide onder
stelde bewegingen blijken slechts één beweging te zijn.
Hetzelfde geldt, wanneer de vloeistof zich oneindig ver uit
strekt, terwijl zij aan de grenzen in rust is.

Het is nu de vraag de waarden van u, v, w te bepalen
als functies van §, 11, £, ó, terwijl ook de snelheden V»
volgens den normaal aan het oppervlak gegeven zijn. De
grootheden £, *i, £ behoeven slechts te voldoen aan de
vergelijking

-  + b V) =  ü. (24).
i  X i y  i s

De waarden van u, v, w moeten voldoen aan de verge
lijkingen (6) en aan de betrekking

i  u + i  V + è W
=  6 (25).

i  X  " i y  '  i s

Zooals wij hierboven zagen, is het slechts noodig één
stel waarden van u, v, w te vinden, die aan de gegeven
voorwaarden voldoen; dit zijn dan de eenig mogelijke.

zijn de volgende:Zulke waarden van u, v, w
èPu =

V  — :  ■

W  =

i  X

èP
i y
b P
i S

+

+

+

c> N
i y
i L •
i S
b M
i  X

i  M
i  s
i ü
è X

iL
i y

( 26) .
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Willen deze vergelijkingen aan (25) voldoen, dan moet
, è2 P  , . . .______ ________ ______ =  6 znn.

b x 3 ^  b y 3 ^  bz3
Uit de vergelijkingen (6) volgt:

b3M è2 L __ b3L  *8N _  a e
d x b y by 3 b s3 b xb z

of
af . _  &8 L b*L è8L _ ^ b  f b L ,

b x3 b y 8 be3  ̂a; # by  b z )

Dergelijke formules vindt men voor 2 v) en 2
Voert men de bekende notatie in voor de som der tweede

dififerentiaalquotienten van een zelfde functie, dan wordt

A8P =  9, . . . . . . .  • .(27)

A8 L =  — 2 £, A8 M =  — 2 v, A2 N =  — 2 £, (28)

mits
èL  èM , è N  . . .  ,00.--------- l. -------L _ —  =  0 is. . . . (29)
b X by  o z

Uit (27) en (28) volgt nu:

d V',

=  J _ f _ £ - d F ' ,  M =  - L  (
2 i r j d  2ir Jd

N =

d r,

= * f -
v

(30)

(31)

d V',

waarbij d V' is een ruimte-element in het punt (x', y', z')
met de volume-dilatatie 0', de rotatiecomponenten u',
en dat gelegen is op eenen afstand d  van het punt (x, y, z),
waarvan wij de snelheden bepalen.
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1 I 1

Gebruik makende van è x  è i f '

eerste lid van (29) als volgt herleid worden:

1

enz., kan het

?' V +  v'm' +  n' <ZS' +

+c ‘ j :

by'

I d V'

by' . b?
bS d F

waarbij voorstellen l', m', n' de richtingscosinussen van
den naar buiten gerichten normaal aan het oppervlak d S',
u'n de component van de rotatiesnelheid volgens den nor
maal aan het oppervlak. Dat de laatste ruimte-integraal
verdwijnt, blijkt uit (24).

Wij zien dus, dat aan vergelijking (29) voldaan wordt,

wanneer d S' =  0 is, wat zal plaats hebben, wanneer

de vloeistof zich tot in 't oneindige uitstrekt, en wanneer
de wervelbuizen niet in het oppervlak S' eindigen; dit
laatste geval kan men altijd denken te bestaan, als men
dat oppervlak niet met het oppervlak van de vloeistof laat
samenvallen en men zich de wervelbuizen buiten de vloei
stof voortgezet denkt, zoodanig dat zij gesloten worden.
Alle bovenstaande integraties moeten dientengevolge over
die grootere ruimte worden uitgestrekt. De voorwaarden,
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waaraan de buiten de vloeistof moeten voldoen,
vindt men in (24), terwijl hare waarden aan de grens van
de vloeistof moeten aansluiten aan de daar aanwezige.

Splitsen wij de ruimte, waarover geïntegreerd moet wor
den, in twee deelen, de vloeistofruimte en de daarbuiten
gelegene ruimte, terwijl wij de grootheden, welke op die
verschillende ruimten betrekking hebben, onderscheiden
door de indices 1 en 2. De vergelijkingen (80) en (31)
worden dan:

p  =  - 1 j" 6\ d V 1 1 f  <>'a
4 ir J d 1 4 ir J■ d2

T ,  — 1 1r  * '1 d r \ + -
1 r  § 2

d ^ 2 ,2 TT J dx 2 7T J1 ds

M = 1 /r n \
d V \ + 1 f  *'» i f ' 2 ,

2 5T J d\ 2 % J1 <ï,

N  — 1 C ■ dV  J +
1

r  ?'s d V \.
2 % J1 d1 2 TT / ^ 2

Herleiden wij de integralen, die betrekking hebben op
de ruimte buiten de vloeistof, dan wordt:

/- d V C> vl 2 è w'a \  d V2

i i > . / . . d S's-\-v 2m s-(- w 2 n 2) —

— dV'

— -f(M>'2m'3-t>'2«'2)
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Evenzoo vindt m en:

5%dr‘= t / ' y’ ' * >  -

«'o »*',

Hierin stellen Z ,̂ fn%, n'% voor de richtingscoëfficiënten
van den naar buiten gerichten normaal aan het oppervlak
der bijgevoegde ruimte.

Noemen wij het deel van P, L, M en N, dat betrekking
heeft op de vloeistofruimte zelf, P j ,  L j ,  M j en N 1; de
integralen, die betrekking hebben op het oppervlak der bij
gevoegde ruimte, P2, L 2, M 2 en N 2, en eindelijk de inte.
gralen betrekking hebbende op de bijgevoegde ruimte zelf,
*̂2 > I's» ^ 2  N 2'. Voeren wij deze laatste in de formules

(26) in, dan blijkt het, dat zij elkaar opheffen; want:

^P'2 2>N'2 b M'2 1
\  * V .. \ „ — ^b X by b Z 4 5T bx'gbx

b z ' g b x

b3 —  è« —

b z '„ bz bx'gbz

b X3 " " t  by3

b3 —

4



Hetzelfde geldt bij invoering van P'2, L'2, M'2 en N'2
in v en w.

Zooals wij reeds opmerkten, moet de integratie bij P2,
La, M2 en N2 uitgestrekt worden over het oppervlak der
bijgevoegde ruimte; aan de grenzen daarvan kunnen wij
evenwel de snelheden nul nemen, behalve aan dat deel
van het oppervlak, dat met het oppervlak der vloeistof
samenvalt, en waar de snelheden aan de daar aanwezige
moeten aansluiten; de «2, »2, to2 komen daar dus overeen
met de u\ , v\ , w \ , terwijl l \  —  — 1 \, g == m \>
n \  =  —  n \ ,  daar l \ , , n'2 de cosinussen waren, die de
naar buiten gerichte normaal aan het oppervlak der bijge
voegde ruimte, dus die de naar binnen gerichte normaal aan
het oppervlak der vloeistof met de coördinaatassen maakt.

Wij hebben dus de indices 1 en 2 niet meernoodigom
de grootheden van de vloeistof en der bijgevoegde ruimte te
onderscheiden, en laten hen daarom vervallen, terwijl wij
Pj, L i, Mj, Nj en P2, L2, M2, N2 behouden om achter
eenvolgens de integraties over de ruimte en het oppervlak
aan te geven. Wij vinden dus :

a ( P i + P 2) , & (Nj +  N2) MMï +  Mj) \
K = ---- ^ -----+  Vy è |;  ’

)> (Pi +  P2) , & (Lt +  L2) _  ^(N| -f.Ng)  ̂ f ^
i y  ' i t  Ï X ’ (

è (P, +  P2) , è (Mj -f- Ms) h (Lj -(- Ls)
w = — ï 7 ~  +  — ï i  ~*y  * )

P i= -

p 2 =
i  /* r l S '

-----  I («' V +  v' m' +  w' n') —-—.
J  d

(83)

(34)
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L l =  ~
1 2 z - J

I l 2 =
4srJ

j (w'm'—v'n')

Mj =  —
2 a - j f T * r i |

' ( 35 )  M 2= - l j f  (n' n'—w'l')

N i =  —2?r Jf ^ r , , ! n 2= - l j
4  7TJ

f (v'l' -u'm') -

dS'
~d~
dS'
~d~
dS'
~d~

( 36)

Het blijkt dus dat de grootheden Px, Ln  Mj, Nj
P«i Lo M2, N2 volkomen bepaald zijn.

Deze bepaling van u, v, w is voornamelijk ontleend aan
de reeds genoemde verhandeling van H elmholtz, echter
met dit verschil, dat daarin niet voorkomen de grootheden
P2, L2, M2, N2, daar hij slechts het geval beschouwt, dat
de wervelbuizen gesloten zijn, of dat de vloeistof zich on
eindig ver uitstrekt, terwijl dan aan hare grenzen de
snelheid nul is.

De waarden der verschillende grootheden Pj, P2, Lj, L2,.
Mj, M2, Nj, N2 zijn, zooals uit het bovenstaande blijkt,
volkomen bepaald, en de onbepaaldheid, die het gevolg
was van het voortgezet zijn der wervelbuizen buiten de
vloeistof, is van zelf weder verdwenen. Natuurlijk hadden
ook buiten de vloeistof willekeurige gesloten wervelbuizen
kunnen bijgevoegd worden.

Tot dezelfde waarden van u, v, w komt ook Beltrami

door middel van het theorema van G reen . Hij gaat uit van
v. 1

t =  -  1 f  H  d F  -  —  f f —
4 7Tj d 4 ir J  \  d

b u ’
bn ■ u b n <fS',

waarin de verschillende grootheden dezelfde beteekenis
hebben als hierboven; alleen is n de naar binnen gerichte

1) Mem. di Bologna. Ser. III. T. 2, p. 394 e. v.
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normaal. Is het punt, waarop u betrekking heeft, buiten
de vloeistof gelegen, dan is u =: 0.

Na verschillende partiëele integraties en herleidingen,
komt hij ten slotte tot de formules (32) tot (36).

De componenten der snelheid bestaan uit twee zeer
verschillende deelen; het eerste daarvan, afhangende van
p  P2, heeft eene snelheidspotentiaal. De snelheid,
die hiervan het gevolg is, is gelijk aan de kracht,
die, volgens de wet van N ewton, op een deeltje met eene
eenheid van massa wordt uitgeoefend: a. door de massa,

0
die zich in de ruimte V  met een dichtheid ——  bevindt

4 ff

(6 veranderlijk van punt tot punt) en b. door eene hoe
veelheid stof, die op het oppervlak dier ruimte met een

dichtheid -i- {ul + v m + w n) is uitgespreid. De cubieke
4 ff

dilatatie (of condensatie), die in een punt ontstaat, ver
oorzaakt dus in elk ander punt van de vloeistof eene
snelheid volgens hunne verbindingslijn, die evenredig met
de dilatatie (of condensatie) en omgekeerd evenredig
met het vierkant van hun afstand is. Denkt men
zich verder om een punt in de vloeistof een oppervlak,
dan heeft de hoeveelheid vloeistof, die in de eenheid van
tijd door een oppervlakte-element stroomt, in elk punt
eene snelheid ten gevolge evenredig met die hoeveelheid
vloeistof en omgekeerd evenredig met het vierkant van
den afstand; de snelheid is gericht volgens de verbindings
lijn tegengesteld aan die van de vloeistof, die door het
vlakte-element gaat.

Is de vloeistof onsamendrukbaar (dus i — 0) en het
grensoppervlak de meetkundige plaats van een serie be-
wegingslijnen (lijnen, waarvan de richting in elk punt
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wordt aangegeven door de richting der snelheid in dat
punt) of op oneindigen afstand gelegen, terwijl dan tevens
de snelheid daar nul is, dan is zoowel Pj als P2 gelijk 0,
zoodat een deel der snelheid, dat eene snelheidspotentiaal
bezit, verdwijnt.

Gaan wij nu het andere deel der snelheidscomponenten
na, en beschouwen wij daarvan in de eerste plaats de
snelheid, die afhangt van Lj, Mu  Nx:

I d V .

Noemen wij de componenten van dit deel der snelheid
voor het punt (x, y, z) uitgeoefend door het deeltje x', y’, z',
ult v1} k>j , dan is:

«1 =  —
1 1O

vJ>

"SS*1 — *0«f'
2 7T ds
1 (z — z') ?' — {x -

2 7T ds
l (x — x)  — (y  ■-  y') ?'

2 7T iP

d V ,

d V ,

d V .

Hieruit volgt:

»i (* — **) +  »i (y — y') +  (*'— z') =  o,
wat aanduidt, dat de resulteerende snelheid door het deeltje,
dat zich in x', y', z' bevindt, in het punt (x, y, z) teweeg-
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gebracht, loodrecht staat op de verbindingslijn dier punten.
Eveneens i s :

«i ?' + »! *l' + K' = 0;
die resulteerende snelheid maakt dus ook met de resul-
teerende rotatie-as in x', y', z’ eenen rechten hoek.

Verder is die resulteerende snelheid:
V =  + «j® -(- Vjs -j- w-f —

d V  r=  ± ^  I f  * { Cy - f?  +  [z-z'f}+y' 8 { W +  M 2 } +
+ r 8{(* -  x ' f  +  ( y -y')2} — 2 n ' ? (y-yO (*- * )  -

—  i ? ?  (z-z' )(x-x')  —  2?*' {x -x ') (y-y ') \  =

=  ±  A Z -  j / i  f t 'W —  $,8(* -  *')3-  »'2(y -y ')2—
I

_  (2-2')® O-/) (W) - 2 ?' (2-2') (*-*») —

— 2 ?' »#' (® -  «') (y -  y') ƒ =

=  ± ƒ  — («' rf)2 —

=  ±

2 ?r^8 l 'M + f 'O ' - y O + C 'M

d V1/1 («' ^)2 — («' co« v)a I =  + a' sin v.

Hierin stelt v voor den hoek tusschen de hoeksnelheid
u' en de verbindingslijn der punten (x, y, z) en (x1, y', z‘).

Vatten wij deze resultaten te samen, dan verkrijgen wij :
E lk  r o t e e r e n d  v l o e i s t o f d e e l t j e  q b r e n g t  in

een  a n d e r  d e e l t j e  p d i e r z e l f d e  v l o e i s t o f m a s s a
e e n e  s n e l h e i d  t e w e e g ,  d i e  l o o d r e c h t  s t a a t  op
h e t  v l a k  g a a n d e  d o o r  de r o t a t i e - a s  v a n  q en de
v e r b i n d i n g s l i j n  p q . De g r o o t t e  d i e r  s n e l h e i d
is r e c h t  e v e n r e d i g  me t  he t  v o l u m e  v a n  q, de
h o e k s n e l h e i d  van  q en de s i n u s  v a n  den  h oe k
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t u s s c h e n  de l i jn p q  en de r o t a t i e - a s ,  en omg e 
k e e r d  e v e n r e d i g  m e t  he t  v i e r k a n t  v a n  den
a f s t a n d  de r  be i de  dee l t j e s .

De richting van beweging is, zooals uit het teeken van
wv »!, ivl blijkt door het beschouwen van bijzondere ge
vallen, volkomen dezelfde, alsof de deeltjes p en q vast
met elkander waren verbonden.

Deze werking herinnert ons aan de electro-magnetische
kracht.

Noemt men d S' de normale doorsnede van eenen wervel-
draad, k' zijne sterkte, ds' den afstand van twee deeltjes,
die op de as naast elkaar gelegen zijn, dan is d V  =  dS'. ds',
dus «' d V  =  k' d s ,
en ^ d Y  — k'dx', y , 'd Y  — k' d j', ? d Y  =  k 'd z

Hieruit volgt:

v,' d V

f  ) d V

Integreert men de tweede leden dezer vergelijking langs
een gesloten lijn, dan stellen zij voor de componenten van
de kracht, die een electrische stroom met eene intensiteit
k', gaande langs die lijn, uitoefent op eene eenheid posi
tieve magnetische vloeistof in het punt (x, y, z). Onderstelt
men, dat een stroomelement volgens dezelfde wet werkt
als een gesloten stroom, dan heeft men: Elk deel van
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een werveldraad met een sterkte k' veroorzaakt in elk
punt er buiten eene snelheid, die in grootte en rich
ting gelijk is aan de electro-magnetische kracht, welke

k'door een electrischen stroom van eene intensiteit — on
2 7T

dat punt zou worden uitgeoefend.
De componenten der rotatie, veroorzaakt door het deel

der snelheid, dat afhangt van Lx> Mx, Nlf zijn, zooals
gemakkelijk blijkt,

Is de ruimte, die wij beschouwen en waarover dus alle
noodige integraties zich moeten uitstrekken, eene wervelbuis,
zoodat de wervellijnen niet aan het grensvlak eindigen,
dan is in elk punt van het grensvlak de rotatiesnelheid
volgens den normaal nul en dientengevolge ook A — 0
(zie pag. 47). De grootheden A2 L j, A2 Mj, A2N j zijn dan
achtereenvolgens -  2 £, -  2 11 , -2%,  of nul, naarmate het
punt (x, y, z) binnen of buiten de beschouwde ruimte ligt.
Wij zien dus, dat in dit geval de gedeeltelijke beweging
in het punt (x, y, z) teweeggebracht door de rotatiebeweging
van alle deeltjes, die eene wervelbuis vormen, is eene be
weging zonder rotatie, dus met eene snelheidspotentiaal,
als het punt ligt buiten de wervelbuis; ligt het punt daar
entegen binnen de wervelbuis, dan is het eene beweging
zonder snelheidspotentiaal en de rotatiesnelheid is de totale
rotatie, die het deeltje heeft.

Is de beschouwde ruimte geen wervelbuis, dan zijn de
componenten der rotatie voor een punt der wervelbuis:

1 /  b A 1 / b A 1 /  b A
2 \  b X 2 \  by 2 \  bz
waarbij A gebruikt wordt in de plaats van

bhy b N j
b x by b z
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1 è A I £ 1 è A
'2 Y x  Y T y " ^ ' 1’

voor een punt buiten de wervelbuis

1 * A
2 *:■« T V

1  Ü
2 y » - ’

De componenten der
N3 zijn :

J_ ^A_ 1 b.A.
2 i y  ’ T  T T  '

rotatie voortvloeiende uit L3, M*

J_ b_A 1 b A 1 i  A
2 bx  2 by ’ ÏT be ’

iets wat gemakkelijk is af te leiden uit de snelheids-
componenten

*N g _ b Mg è Lg d Ng b Mg b Lg
by b e ’ be bx  ’ bx  by *

zoodat, wanneer aan het beschouwde oppervlak weder geene
wervelbuizen eindigen, ook dit deel der snelheid eene snel-
heidspotentiaal bezit. Ligt het oppervlak op oneindigen
afstand van het beschouwde punt en zijn de snelheden daar
nul, dan is ook het deel der snelheid, dat van Lg, M3, N3
afhangt, nul, omdat dan L3, M3, N3 zelf nul zijn.

In dit laatste geval worden dus de componenten der
totale snelheid in een punt (x, y, z), als wij ons bovendien
de vloeistof onsamendrukbaar denken :

iN ,u — 1
b e

b Lj
b e

èN j
i  X

_ b Mj b Lx
.(37)by b e '  i e  i x  i  x i y

welke formules ook gelden voor het geval, dat de wervel
buizen binnen de vloeistof gesloten zijn, zooals uit pag.
46 en 47 volgt. Van deze formules maakt H elmholtz

voortdurend gebruik.
Zooals wij hierboven zagen, heeft het deel der snelheid

afhankelijk van de rotatie der deeltjes in punten der vloei-
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stofmassa buiten de wervelbuizen eene snelheidspotentiaal
cp Denken wij ons de wervelbuizen gesloten, dan is de
ruimte, waarin die snelheidspotentiaal bestaat, eene meer
voudig samenhangende; in dit geval is <pj meerwaardig,
want daar de snelheden gelijk zijn aan de differentiaal-
quotienten van <pv moet men, als men de vloeistofbeweging
volgt, tot steeds grootere waarden van <p1 geraken j men
vindt dus bij het volgen der vloeistofbeweging, als men op
eene zelfde plaats terug komt, daar eene grootere waarde
van Cp1 dan toen men daar voor het eerst kwam. Gaat
men zoo door, dan vindt men voor <pl op diezelfde plaats
terugkomende, telkens grootere waarden. Tot ditzelfde
resultaat komen wij, door in punten buiten de wervelbui
zen de snelheden uit de rotatie der deeltjes te bepalen,
welke snelheden zullen blijken de differentiaalquotienten
van eene meerwaardige functie te zijn.

Beschouwen wij hiertoe kortheidshalve een enkelen ge
sloten werveldraad. Stellen wij voor het vloeistofelement
d V  in de plaats <r' d a', waarbij a’ de doorsnede en d a
een lengte-element van den werveldraad voorstelt, dan is :

u'dx' , u' dy' y, _u'd z
f  =  ï 7 - -  K ~ ~ d T '

en volgens (87):

u =

want

1 ( i  J ( £

1
“'I

v
ÏS

i 
1 O

o^

2 TC J 1 by \ d j

1 /V d z ' *1 da' byl 7 T  J \ d  )  d a ’ bz \ d  ,
u '  <t '  I1 * CM

d * ' ~  T i  ( 7 ) " ^ . .2ir J ) b z' \ d  )

h | f en «' <r', de
b  Z \ d  J bz' \ d  )

|  a' d a’

sterkte van
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den werveldraad, is voor alle deelen van den werveldraad
dezelfde.

Herleiden wij volgens (19) deze lijn-integraal tot eene

oppervlakte-integraal. Neem daartoe »1 =  0, @1 = b
b z '

b (  1
7x by' \ d
nussen zijn l, m,

J ,  dan verkrijgen wij als de richtingscosi-

n :

by' bx' \  d bx' bz'

bx' by' \  d bx'bz'\d

 ̂z’J d

Men vindt dus u

<Pi =  - b bm    +  n —r
by b z

u' x' r  cos i
2 ir J d* d S ',

—  d S'
d

waarin 6 den hoek tusschen d en den normaal l, m, n

voorstelt. Daar -°* d S' den lichaamshoek van d S' in hetcP
punt {x, y, z) voorstelt, zoo blijkt, dat de snelheidspotentiaal
in eenig punt ten opzichte van een gesloten werveldraad

gelijk is aan het product van - -- - en den lichaamshoek
2 x

van eenig oppervlak door den werveldraad begrensd. Daar
die hoek met 4 x  toeneemt, telkens als het punt («, y, z) een
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gesloten kromme lijn rond den werveldraad beschreven
heeft, is ook <p1 eene cyclische functie met eene periode gelijk
aan het dubbele van de sterkte van den werveldraad.

Wij vinden dus, dat de totale snelheid van een vloei-
stofdeeltje gesplitst kan worden in twee deelen; een deel,
dat afhankelijk is van de dilatatie en altijd eene snelheids-
potentiaal bezit, terwijl het andere deel, dat afhankelijk
is van de rotatie der verschillende deeltjes, voor sommige
punten eene snelheidspotentiaal heeft en voor andere niet,
al naarmate het punt ligt buiten of binnen eene wervel-
buis. Heeft het punt dus eene rotatiebeweging, dan is deze
begrepen in het tweede deel der snelheid, evenwel is dat
deel der snelheid niet alleen het gevolg der rotatie. Deze
verdeeling der snelheid is dus, zooals Veltmann *) terecht
opmerkt eene andere dan die van hoofdstuk I, maar des
niettegenstaande volkomen bepaald.

De vergelijkingen (32) blijven doorgaan, wanneer 6, ?,)*,£
ondoorloopend zijn, mits u, v, w slechts doorloopend zijn;
de ondoorloopendheid van 0 geeft geene verandering in
ons betoog. Eene ondoorloopendheid van ?, ij, £ zal ech
ter eene verandering geven in het bewijs, dat aan de

voorwaarde-------- f- —------ (- —r— -=  0 voldaan wordt, daar
bx by b z

in dit geval

'1% Af-mvi' nZ,'bZ' \ d V '

Vu) "t~ n (?:I (?i — ?s) +  m [*i

1) l . c .
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hierin stelt d S' weder een element van het grensvlak
van de vloeistof voor, d 2  een element van het oppervlak,
waar de waarden van v\, £ plotseling veranderen, ter
wijl , Jjj, en , )j2, £2 de componenten van de ro
tatie aan beide zijden van dat vlak voorstellen. Daar
(/ -f- m -f- n £t) d 2  de sterkte van den werveldraad
aangeeft en deze overal in den draad dezelfde is, zal

(/ l-j -f  m ^  -f- n d 2  =  (£ §2 -f  m *i3 +  » £a) 2

zijn, als ten minste £j, itlt ^  en §a, i*2, £a de hoeksnelheden
van een zelfden werveldraad zijn, m. a. w. als de wervel
draad door het vlak 2 gaat. Hierdoor verdwijnt de laatste
oppervlakte-integraal en verkrijgen wij hetzelfde resultaat
als vroeger. Hetzelfde is het geval, als de werveldraden het
vlak 2 niet snijden, maar er aan beide zijden rakend
langs loopen; want dan is

l +  m ifj +  * £1 =  l -f  » *lt +  » ?s =  0.

Terwijl wij nu nog aangenomen hebben, dat u, v, w
doorloopend waren, zullen wij ten slotte ook. nagaan, in
hoeverre eene discontinuïteit dezer grootheden binnen het
bereik onzer theorema’s valt.

Onderstel dat wij hebben eene dunne laag, geheel be
staande uit werveldraden, en zij in een punt daarvan de
hoeksnelheid « en de dikte s; wanneer nu u toeneemt en
tegelijkertijd s afneemt zonder grens, terwijl co s eindig blijft,
dan verkrijgen wij een w e r v e l v l a k  (Eng. Vortex-sheet).
Uit de potentiaaltheorie weten wij, dat de grootheden L,
M, N bij het gaan door dat vlak doorloopend blijven, ter
wijl daarentegen het differentiaalquotient volgens den nor
maal aan beide zijden verschilt. Nemen wij in een punt
van het wervelvlak den normaal tot Z-as en de rotatie-as tot



X-as, dan is daar n =  ? =  O; tegelijkertijd zijn dan M en
N en hare differentiaalquotienten doorloopend; hetzelfde

<>L  ̂L i  L . .
is het geval met L, —---- en -r— , maar ——  is daar-

° d x o y o z

en tegen ondoorloopend. Hierbij is L = J  J  ^  ̂
en ^0 sprong van ------  is volgens de potentiaaltheorie

r  h z

* e x  4 «■ =  2 %' s, zoodat in dat punt de snelheid, lood-
2 7T

recht op de wervellijnen en in het wervelvlak gelegen,
ondoorloopend is. De snelheid, die loodrecht op de wer
vellijnen staat en het wervelvlak aanraakt, heeft aan beide
zijden van dat vlak dus verschillende waarden. In het
wervelvlak moet men zich die snelheid denken gelijkma
tig over te gaan van de waarde, die zij aan de eene zijde
heeft, tot die, welke zij aan de andere zijde bezit.

Zulk een wervelvlak zal bijv. ontstaan als twee be
wegende vloeistofmassa’s, die oorspronkelijk gescheiden
waren, met elkander in aanraking komen. Bij het aanra-
kingsvlak moeten noodzakelijk de daarop loodrecht staande
snelheden gelijk zijn; echter zullen in het algemeen de
snelheden in het aanrakingsvlak ongelijk zijn. Dat vlak
zal dus de eigenschappen van een wervelvlak hebben.

Onderstellen wij, dat in eene oneindig dunne laag 6 e
eene eindige waarde heeft, dan maakt ook de normale snel
heid een sprong, die nu ie  is.

De in dit hoofdstuk gevonden waarden van u, v, w kun
nen wij gebruiken om de energie uit te drukken als func
tie van £, >j, £.
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Bepalen wij ons tot onsamendrukbare vloeistoffen met
eene dichtheid p, dan i s :

! =  p f  («2 -}- r* -(- w2) d V.

Vervangen wij hierin gedeeltelijk v, w door hare
waarden (26), dan verkrijgen w ij:

E= i'J
A P  , iNu - ■ +. \bx by bzJ

b L b N \
by bz b X  J +
A P  , *M  ̂LY

+  W\ b 7 +  ï ^ ' V y ) d V,

~  — p J  ^ uV cos A-j- u N cos (i — u M cos v vV cosfz -\-vTicosv —

— v N cos A - |-  w P cos v - |-  w M cos A — w L cos pc) J d S —

- l p  f f  p f - ^ -  +  l L  +  ^ N\ + L f ^ - - d̂  +2PJ L /'T \ b z  b y )  '

4 '/

b Z
, „  W b w \  , - T /  b u b V

+ M^ - T 7 ) + NU f “ ^ d F

P (u cos A v cos (z -(- io cos v) -(- L (v cos v — w cos pc) -j-

-|- M [w cos A — u cos v) -j- N (u cos fn — n cos A)

+  pf  ( L H M i  +  N O r fF 1),

rfS -f

(A, pc, v stellen de hoeken voor, die de naar buiten ge
richte normaal met het oppervlak maakt).

Strekt de vloeistof zich oneindig ver uit, terwijl aan
het oppervlak de normale snelheden nul zijn, en zijn ver
der de wervelbuizen op eindigen afstand van den oorsprong

1) In deze formule is P niet gelijk aan nul, omdat 0 z£ 0 is. P toch be
staat, zooals wij gezien hebben, uit eene ruimte-integraal en eene oppervlakte-
integraal; alleen de eerste is in dit geval nul.
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gelegen, dan behoeven van L, M en N de oppervlakte-
integralen niet beschouwd te worden. Tevens zijn dan L, M
en N in een punt van het zich op oneindigen afstand R

bevindend oppervlak hoogstens van de orde — , en u, v, w,

als zijnde de differentiaalquotienten van L, M en N, hoog

stens van de orde — . De oppervlakte-integraal in E is dus
R2

hoogstens van de orde i -  en verdwijnt dientengevolge ten
Kt

opzichte van de ruimte-integraal bij de grens R =  o°. Men
verkrijgt dan

E = p  ƒ  (LS +  Mtj +  N ? ) ^  . . . (88)
Vervangen wij hierin L, M, N door hare waarden (35),

dan heeft men
E =  p -  f f * P +  * *' + ?.L d Vd  F', . (89)

2 ir J  J  d
waarbij elk der volume-integraties over al de wervelbuizen
moet worden uitgestrekt.

Eene andere waarde voor E is
E =  lHpJ'{u(y%-z>i) +  v ( z ! ; - z Z ) - \ - w( x i i - y Z) } d  V. (40)

Dat het tweede lid werkelijk gelijk is aan

—  (5 f  (u3 -f- t>2 -)- w2) d V,
2

blijkt uit de volgende transformatie:

2 P j  *(y d V  — p

r  f  hu ï
- pJ

h V 'h u ?)\dr
h Z h XJ I

1 h u 3

ï y ï y '

u3

1 hu3 , hw
—  z —------------ h  z u - —
2 h z  h x

d V

1 „ ,— u3 z w ----
2 . hx

d V,
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(daar de oppervlakte-integraal weder ten opzichte van de
ruimte-integraal om dezelfde reden als hierboven verdwijnt).

Voor de laatste integraal kan men schrijven :

— 9 J H v y - ^ w z  +  u x ' j —  — w x \ ^ -  ;— u3\ d  V.
b x

Evenzoo wordt:

2 p J~ v(z% — x£) d F =

=  — p j  X V  y w  z)

l p  J  w{xy — y g ) d V  =

=  — p J  ■

Het tweede lid van (40) wordt dus:

— 9 fhw x  +  vy  +  »«) +  +  —J |  \o »  b y  b z /
b w  . i  V , è 20 \  -  Ir——* -1- v y ------ \ -wz----  ) — (u3 +  v2 +  w3) \d V
b x  > «  \  *  J  '  I

b V b V
b y — v y --------by

b W b w .— w z --- — vr
b z b Z

= 9 ƒ  |  (ws+»2+ k>3) +  |

b z
d u 3 1 è V3 1 b W3 . T.

* “------r  2 y Ty~  *” 5 * “—  *® *è a: è 2

Door partiëele integratie der drie laatste termen verkrijgt
men hieruit, in aanmerking nemende, dat de oppervlakte-
integraal nul is:

9 S i  (“2 "i"“I- w8) — ö “2 — \  »2 — \  w3} d V

■— ö p S  (*2+ »2 +  *>*) ^ f ,

wat, zooals wij weten, de uitdrukking is voor de bewe-
gings-energie.

5
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Voor de toeneming der energie vindt men in het alge
meen bij toepassing der formules (1):

=  P

=  P

bx

FJ  ̂  F ---- —J (w cos A -j- v cos jtt -(- w cos v) d S (i

| d V  =

=  0)

=  J ( F p — p ) V nd S,

waarbij V„ is de normale snelheid aan het oppervlak,
terwijl F de potentiaal der kracht voorstelt.

Is de vloeistof door vaste wanden ingesloten of strekt
zij zich oneindig ver uit, terwijl de normale snelheid aan
het oppervlak nul is, dan verandert dus de energie niet
met den tijd.



VIJFDE HOOFDSTUK.

Algemeene eigenschappen van evenwijdige,
rechtlijnige werveldraden; toepassingen op één en op

twee werveldraden.

Passen wij nu onze vroeger gevonden formules op eenige
eenvoudige gevallen toe. Onderstellen wij daartoe, dat de
vloeistofdeeltjes zich bewegen in evenwijdige platte vlakken,
terwijl bovendien de beweging in elk dier vlakken de
zelfde is. Zij de beweging evenwijdig aan het X Y-vlak,

dan is: w =  0, - llL . =  _liL =  o, dus ook £ =  0, j* =  0:
O z d 2

zoo bestaat alleen eene hoeksnelheid om eene as evenwijdig
met de Z-as, welke dus onafhankelijk is van z. Alle wer-
velbuizen loopen nu evenwijdig met de Z-as. Uit de ver

gelijkingen (11) volgt - ^  ■ — 0, zoodat elk vloeistofdeeltje
Cl V

steeds dezelfde hoeksnelheid behoudt, terwijl dientenge
volge de doorsnede der wervelbuis ook niet van grootte
verandert.
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Is de vloeistof onsamendrukbaar en naar alle kanten
oneindig ver uitgestrekt, dan behoeven de integraties in
(30) en (31) volgens pag. 47 slechts over de vloeistof-
ruimte te worden uitgestrekt, en is

P — 0, L — M =  Ó, N  =  -̂ rfJ f - j - ' t * '  dy 'dz'.

Integreert men dezen vorm langs de Z-as tusschen de
grenzen — a en + « ,  terwijl men <P vervangt door »* +  <**,
waarbij weder d voorstelt den afstand van het beschouwde
punt tot het punt, dat met het eerste in hetzelfde vlak
evenwijdig aan het X T -vlak gelegen is en de rotatie-
snelheid heeft. Men verkrijgt dan :J  J V  log { a -j-1 /  (a2 +  d3) }s d x' d g'

_  j  J  Q log d d x ' d y '.

Wel is de waarde van N voor a — co ook zelf on -
eindig groot, maar daar wij slechts met de differentiaal-
quotiënten van N te maken hebben en het eerste deel
daarvan voor a oneindig groot tot de grens nul nadert,
zullen wij dat deel van N in het vervolg mogen verwaar*
loozen, en houden dus over:

N

"Verder is dan :

U -

v —

__ L f j z ' l o g  ddx' dg'. . . .

_ _  _L f ' f t ' ï . __^-dx'dy',
Y y  w J  Ji jij d*

I N
x n

dx' dy'.

(41)

Uit de differentiaalvergelijking der bewegingslijnen (zie
a„ 5 2 ) dy  - — —  , volgt terstond X =  const, voor de ver*

p d x  «



gelijking dier lijnen. De grootheid N, die men aan eene
constante gelijk moet stellen, om de vergelijking der be-
wegingslijnen te verkrijgen, en die men altijd bij de vloei-
stofbeweging aantreft, als deze in evenwijdige platte vlakken
dezelfde is, noemt men de s t r o o m f u n c t i e 1).

Uit de waarden van u en v volgt, dat de snelheids-
potentiaal in de punten der vloeistof buiten de wervel-
buizen gelegen, is:

Een werveldraad met de coördinaten x', y ' en eene sterkte
m! geeft dus aan het deeltje x, y  eene snelheid, waarvan

resulteerende snelheid, die dat deeltje door den wervel
draad ontvangt, staat dus loodrecht op de verbindingslijn

1) Onder stroomlijn verstaat men de lijn, die een bepaald deeltje door
loopt; terwijl dus de stroomlijn betrekking heeft op één deeltje gedurende
het geheele tijdsverloop der beweging, heeft de bewegingslijn betrekking op
verschillende deeltjes gedurende één bepaald oogenblik. Is de beweging station-
nair, dan gaan evenwel de bewegingslijnen over in stroomlijnen. In eene ver
handeling, getiteld „ Vortex Statics”, voorkomende in de Proc. of the R.
Soc. of Edinb. Vol. IX, heeft W. Thomson de bepaling van stationnaire
beweging uitgebreid tot een bewegingstoestand, die zich in zijn geheel ver
plaatst. Laten wij dus in dit geval het coördinatenstelsel in de beweging
deelen, dan is in de verschillende punten, die achtereenvolgens ten opzichte
van dat stelsel op dezelfde plaats liggen, de snelheid in richting en grootte
steeds dezelfde. Ten opzichte van het bewegelijke stelsel zal dus de verge
lijking der stroomlijnen dezelfde zijn als die der bewegingslijnen ten op
zichte van het vaste stelsel.

dx' d y',

tyn ___  n j

de componenten z ijn ---------- - ---- — en m x  — x! _-----------— . De

en is
m

TT d
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Noemen wij het punt, welks coördinaten x0, y0 bepaald
worden door de vergelijkingen:

«o ƒ  ƒ  ? dx d y = J  J x  dy, yüJ  f ö x d y  —JJy^dxdy, (43)

of door ï ( i 2 »  =  2 a ,ji» i, y0T m  —  'S.yi mi, (44)

waarbij de sommatie moet worden uitgestrekt over alle
wervelbuizen, het z w a a r t e p u n t  der wervelbuizen naar
analogie van de leer van het zwaartepunt der massa.

Zooals wij reeds zagen, blijven £ en d x d y  ten opzichte
van den tijd constant, zoodat

of bij substitutie der waarden van w en v:

4f
Elk der beide integraties moet plaats hébben over alle

wervelbuizen, zoodat elk paar vlakte-elementen tweemaal
voorkomt; de term met d S zal bij integratie over d S'
echter het tegengestelde zijn van dien met d S' bij inte
gratie over d S, zooals terstond blijkt bij verwisseling der
letters met en zonder accenten, zoodat deze beide termen
elkander opheffen. Wij vinden dus:

of

=  0,

(45)

wanneer ten minste niet J" £ d S =  0 is, in welk geval
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het zwaartepunt der wervelbuizen op oneindigen afstand
gelegen is.

De wervelbuizen bewegen zich dus zoodanig om elkaar, dat
haar gemeenschappelijk zwaartepunt op zijne plaats blijft.

Bestaat er slechts één enkele werveldraad, dan zal
zijn zwaartepunt liggen binnen of in elk geval oneindig
dicht bij den werveldraad. Wij zullen in het vervolg dan
ook spreken van het zwaartepunt van één werveldraad.
Dat zwaartepunt zal dus, zooals uit het bovenstaande blijkt,
niet van plaats veranderen door de beweging van den
werveldraad.

Zijn van de verschillende werveldraden de sterkten
mi, mi > *»j, • • • •, de coördinaten van de zwaartepunten dier
verschillende draden op een tijd t : xv yl , xa, ya, xS) ya, . . . . ,
en hunne afstanden tot een punt (x, y) ■ dlt da, ds>. . .
dan is voor alle punten, die op eindigen afstand van al
de werveldraden gelegen zijn:

N = -------- 2  uif log dif
TT

i N è N
b y b x

waarbij de sommatie over al de werveldraden moet plaats
hebben. Daar verder de doorsneden der werveldraden on
eindig klein zijn, moeten, als mlt m2, ms, . . . .  eindig zijn,
?i> ? s ,-----oneindig groot zijn.

De zwaartepunten jder verschillende werveldraden be
wegen zich; echter zal dat deel der snelheid van het
zwaartepunt, dat het gevolg is van de beweging van den
draad zelf, nul zijn, zoodat de snelheid ux, vi van het
zwaartepunt van den werveldraad wï; zal gevonden wor-

b U>i b W{
-v— , = -----r—« Vi è Xt

den door Ui = (46)

1) In het vervolg zullen wij spreken van den werveldraad i in plaats
van den werveldraad met de sterkte m;.
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als
w% = -------2  wij log dij, . . (47)

mits de afstand van de werveldraden tot den draad i
eindig is. De sommatie moet plaats hebben over alle
waarden van j ,  terwijl d,j beteekent den afstand van
i tot j .

Nemen wij

------ 2  wij log d,j =  P, . . . . (48)

te sommeeren over alle mogelijke ongelijke waarden van
i en j ,  dan is

m.i d x i
d t

èJP
è Vi

en dVi
m i~ d T =

Zijn er dus in de vloeistof n werveldraden, dan hebben
wij in (49) een stel van 2 n differentiaal-vergelijkingen,
die geïntegreerd de plaats der draden aangeven als functies
van den tijd. Het is echter niet altijd mogelijk de inte
graties uit te voeren.

Eenige integralen van (49) zijn evenwel gemakkelijk
te bepalen. De waarde van P verandert niet, wanneer al
de abscissen of al de ordinaten der werveldraden met
eene zelfde grootheid toenemen. Daaruit volgt:

0 en 2
\  P
ïVi

=  0,

d. w. z. ‘Z,miyi =  const, en 'Lmixi =  const.,

welke integralen niets nieuws opleveren, daar zij slechts
te kennen geven, dat het gemeenschappelijk zwaartepunt
bij de beweging op zijne plaats blijft.



78

Eene andere integraal geeft het stel vergelijkingen (49)
door de gedeeltelijke differentiaal-quotiënten van P naar
yi en achtereenvolgens te vermenigvuldigen met dyl en
dx i, en de uitkomsten voor de verschillende waarden van
i op te tellen; men verkrijgt dan:

d P =  0 , dus P =  const. . . . . (50)
Een vierde integraal vindt men door het invoeren van

poolcoördinaten
xi =  pi cos6i , yi — p. sin 6.,

De differentiaalvergelijkingen worden dan door substitutie:

mpi dpi
d t
U i

m' » - d t

è p
“  ~ d T ’

bP
*Pi

. . (51)

. . (52)

Daar P niet verandert als al de 0’s met eene zelfde
waarde toenemen, vindt m en:

2   ̂  ̂ =  0, dus 2  m. p.2 =  const. . . (53)

Worden, terwijl al de i’s constant blijven, de p’s n maal
grooter, zoodat log pi met log n toeneemt, dan wordt ook
dij n maal grooter, terwijl dan tevens, zooals uit de waarde
van P blijkt, deze met

1 ,------ log süffij ntj
7T

toeneemt. Dientengevolge is :

of

2 b P
è log p‘

1
—  —2 miUj,

2 pi b P
b pi 2 mi mj, . . (54)

7T



74

waaruit in verband met de waarden van ------  volgt:
b Pi

2 m‘Pi* ~ d ï  =  ~  2  mi mj- • • • (55)

Passen wij het gevondene nu toe op eenige bijzondere
gevallen.

Bevindt er zich in de vloeistof slechts één wervel-
draad, dan ligt, zooals wij hierboven zagen, het zwaarte
punt in of oneindig dicht bij den werveldraad. Daar dat
punt niet van plaats verandert, zal ook de werveldraad
zich niet verplaatsen; de afzonderlijke deeltjes echter zul
len zich wel ten opzichte van elkander kunnen bewegen,
terwijl ook de plaats van het zwaartepunt niet altijd door
hetzelfde deeltje zal worden ingenomen.

Elk punt, dat op eindigen afstand van den'werveldraad
gelegen is, zoodat de afstand d er van tot elk willekeurig
punt der doorsnede van den draad dezelfde is als die tot
het zwaartepunt, beweegt zich volgens (42) om dat zwaarte
punt in een cirkel met eene tangentiëele snelheid -———■.

w d
Hoe wordt de beweging, wanneer in de vloeistof

twee werveldraden aanwezig zijn, wier sterkten m1 en m3
zijn? Nemen wij tot oorsprong O van coördinaten het
zwaartepunt.

Volgens (44) is nu mx -}-m3x3 — 0, m1 yl -f- mz y3 — 0,
zoodat het zwaartepunt ligt op de verbindingslijn der dra
den; volgens (48) en (50) is P = -------% m3 log du =  const.,

ir
waaruit volgt, dat de afstand der werveldraden niet ver
andert; tevens blijkt nu, dat hunne afstanden tot O ook

. . . .  . m3 di3 d}2constant zijn en wel — - — 1 1 .
m-i -j-

Daar het zwaartepunt niet van plaats verandert, en de
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werveldraden op standvastigen afstand van het zwaartepunt
gelegen blijven, kunnen zij niet anders dan zich in een
cirkel daaromheen bewegen, hetgeen ook terstond blijkt,
als men de waarden der snelheidscomponenten uit (49)
bepaalt; deze zijn

m a Vi —  Va _ _ ™ a  * i  —

1C (P  J 2 ’ 1 7C (P

* S =  -
Va — Vi

x  <tf212
« 3 ---- X 1

~ d \ T ’

waaruit voor de snelheden zelf volgt:

ma
x d 12

en
x d 12

De hoeksnelheid der werveldraden is - 1 mz.
x  d?i 3

Is de richting van wenteling in de twee werveldraden
dezelfde, zoodat ml en m2 hetzelfde teeken hebben, dan
ligt O tusschen hen in; hebben zij evenwel tegengesteld
teeken, dan ligt O op het verlengde der verbindingslijn.

Is in de eerste plaats m1 — m2 — m, dan ligt het zwaarte
punt O in het midden tusschen de beide werveldraden, die
zich nu met gelijke snelheid ——— (2 a hun afstand) om O

2 it a
draaien; de hoeksnelheid is u = ------ -

2 iccP
De stroomfunctie is

N —— £-log |(*-:r1)* - f  (y -yi)*j_ |(«+ ^)a +  (y+^i)2J,

want, daar de coördinaten van den eenen werveldraad zijn
xi> Vu zijn die van den anderen — xlt  — yv  Verder zijn
*i — a cos u t en y1~ a  sin u t, als de assen zoo gekozen
zijn, dat voor t =  0 de werveldraden op de X-as gelegen
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zijn. Men vindt nu voor de vergelijking der bewegings-
lijnen:

{(%-acosut)2 -j- (ya-sinut)3 j \(x-\-aco8uty~\-{y-\-asinuf)~\ — const.

Op elk oogenblik zijn dus de bewegingslijnen lemniscaten.
Laten wij het coördinatenstelsel met de werveldraden

meedraaien, zoodat xx — a en y1 =  0 blijft, dan zal, wan
neer ii} v, x, y op het nieuwe coördinatenstelsel betrek
king hebben,

d x  b N
u  -  =  V a  +  - r - — >

a t  d y

v = dy
d t

èN— - x u —   .
b X

Hieruit volgt door deeling voor de vergelijking der
stroomlijnen ten opzichte van het bewegelijke stelsel:

d x
dy

yu-
ï y

; ( x go -j- è N
b X

x u d x - j— — dx  -f-y u dy  -------- d y  —  0,b x

N -(- —  u (x* -|- yz) =  const.
2

—  — %|(* — «)2 + y211(* + «)2 + ?*} + 1 u (**+ v2) = const-

Is m1 — — mi — m, dan ligt het zwaartepunt O op onein-
digen afstand, en de werveldraden bewegen zich met gelijke

THsnelheid ------  (2 a afstand der werveldraden) loodrecht op
2 it a

hunne verbindingslijn, die zich dus verplaatst evenwijdig
met zich zelve.

N =  const. geeft de vergelijking der bewegingslijnen op
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ieder oogenblik. Zijn weder d1 en d2 de afstanden van
een punt tot de beide werveldraden, dan is:

7fl> VU ( lN = -------log d, -|-------log d3 -= const, of —  =  const.
5T 7T d3

Neemt men de X-as evenwijdig met de verbindingslijn
en de Y-as loodrecht op het midden daarvan, dan bewegen
de werveldraden zich in de richting der negatieve Y-as,
als de werveldraad met de sterkte m1 ligt aan den posi
tieven kant der X-as. Dientengevolge wordt de vergelijking
der bewegingslijnen :

(x —  d)* +  [y p y
(tf +  a) 8 + . (y  +  p) 2

of bij uitwerking:
L — a iJl®  Y+ ( _|_ )3_ 4 2 _G---
\  1 — C /  r  (l _  C)2

. . .  m
waarbij p =  ——-— t,  als voor t =  0 de werveldraden op2 t  a r
de X-as gelegen zijn, terwijl C eene onbepaalde constante
voorstelt.

De bewegingslijnen zijn dus cirkels, waarvan het mid
delpunt ligt op het verlengde der verbindingslijn van de
werveldraden en wel het dichtst bij dien draad, welke
het dichtst gelegen is bij de punten van de bewegingslijn.
Voor C =  1 wordt x =  0, zoodat de Y as eene bewegingslijn
is en blijft; dit is dus tevens eene stroomlijn. Alle deeltjes
gelegen in het vlak, dat loodrecht op het midden der
verbindingslijn staat, blijven zich dus in dat vlak bewegen
en wel in dezelfde richting als de werveldraden. Wij kun
nen nu dat vlak beschouwen als een grensvlak der vloei
stof, zoodat wij hier gevonden hebben de beweging der
vloeistof begrensd door een plat vlak evenwijdig aan een
zich bewegenden werveldraad; deze beweegt zich met eene
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snelheid —----  evenwijdig aan het grensvlak (a afstand
Zie a

van den draad tot het grensvlak), terwijl de bewegings-
lijnen cirkels zijn.

De vergelijking der stroomlijnen ten opzichte van een
coördinatenstelsel, welks X-as blijft samenvallen met de
verbindingslijn der werveldraden, verkrijgt men weder als
volgt:

_  dx    è N
d t è y ’
d y  è N , mv =  — ~ ------------ -----— ,
d t  b x  Z ir a

dus:

dy
iN

b y
b y

i  N , m \
b x Zir aJ

d y + ^ - d x
b X

m
Zir a

d x =  0 ,

XT mxJN-----------=  const.
Zir a

m . (x — a)2 -|- yi
Zir ^ [x -j- «)2 -j- ys

mx
—------ =  const.
Zir a

Wij vonden zoo even, dat de beweging van een wervel-
draad in eene vloeistof begrensd door een plat vlak, dezelfde
is als die, welke de werveldraad in eene onbegrensde
vloeistof verkrijgt door een anderen, die het beeld is van
den eersten. Deze methode kan nu ook uitgebreid worden
en dienen ter bepaling van de beweging van een paar
werveldraden, die zich symmetrisch bewegen in een hoek
van — of ter bepaling van de beweging van een

enkelen werveldraad in een hoek van — , waarbij n
n
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een geheel getal is 1). In het eenvoudigst geval heeft men
een paar tegengestelde werveldraden (werveldraden met
gelijke sterkte, terwijl de rotatiebeweging in beide tegen
gestelde richtingen heeft), die zich bewegen in de richting
loodrecht op het grensvlak.

Zij de lijn, die de werveldraden verbindt, X-as, de lijn
loodrecht op het midden der verbindingslijn opgericht,
X-as, dan zijn de coördinaten der beide wervelbuizen
x> y, en - x ,  y, die der beide beelden x, - y, en - x ,  - y .
De snelheid van den eersten werveldraad is een gevolg van
de aanwezigheid van den anderen draad en van den vasten
wand, welks werking door die van de beide beelden
vervangen wordt; zij bestaat dus uit de drie volgende dee-

len : a. eene snelheid volgens de T-as, groot----—  , ver-
2 7T x

oorzaakt door den tweeden werveldraad; 6. eene snelheid
f it

volgens de X-as, groot -g-̂ — - ,  veroorzaakt door zijn

eigen beeld, en c. eene hoeksnelheid in positieve richting,
fft

gr°ot ~2 T ^ , veroorzaakt door het beeld van den

tweeden werveldraad. De snelheids-componenten zijn :
d x  _ m m y m x*
d t  2Try 2w ' *8-j-y* "2w"' y(x3-\-y*)’

= ------^ -  +
O ____ I

dy  __
d t  2 7t x

Hieruit volgt:
d x '  dy

a;8 ' +

m
2 7T x2-j-y3

m
2 TC ]{x*+y3)

d t
=  0 , r 1 . 1

° f  - ^  +  ^  =  c o n s t ’

1) Zie Greenhill, Plane Vortex Motion. Quart. Journ. of Math. XV.
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voor de vergelijking der kromme lijn door dien werveldraad
beschreven.

Zijn baan kan men ook rechtstreeks uit de stroomfunctie
verkrijgen, door op te merken, dat de werveldraad eene
stroomlijn volgt, die haar ontstaan te danken heeft aan
den anderen werveldraad en aan de beide beelden; voor
een punt dier baan wordt dus de stroomfunctie:

N =  — — log 4 a:2------  log 4 y2 +  log 4 (*2+ y s).
2  TT Z 7T ‘i  7T

Stelt men dit gelijk aan eene constante, dan vindt men
voor de vergelijking van de baan door den werveldraad
doorloopen:

x3 4 -y2 1 1— —-z— =  const, of —v 4— r  =  const.,x2 y2 x2 y2
waarbij de constante bepaald wordt door de plaats, die de
draad op een zeker oogenblik inneemt. Bij overgang tot
poolcoördinaten wordt de vergelijking die der spiraal van
Cotes, r sin 26 =  2 a, een kromme lijn, die symmetrisch
is ten opzichte van de lijn, die een hóek van 45° met
de X-as maakt, die verder de X-as en de T-as tot asymp
toten heeft, maar deze niet zoo sterk nadert als het geval
is bij de gelijkzijdige hyperbool.

Daar alle punten op de Y-as zich bewegen in de rich
ting van die as zelve, kan deze tot grens genomen
worden; wij verkrijgen dan het geval, dat een wer
veldraad in de ruimte tusschen twee onderling loodrechte
vlakken zich beweegt langs eene spiraal van Cotes. Dit
blijft waar, als de hoek, dien de beide vlakken met elkan
der maken, is het ni<s deel (n een geheel getal) van 2 ic,
of als men een paar symmetrisch geplaatste tegengestelde
wervels heeft in een hoek van Bij gebruik van pool-

n
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coördinaten vindt men voor de coördinaten van den wer-
veldraad en zijne opvolgende beelden:

. . . .  2 sr . 2 ie , . . . .  2 n rr .(1) r, ö, (2) r, -------6, (8) r , -------(- 6 (2 n) r , ---------6,
n n n

waarbij tot as is genomen de lijn, die den hoek — -  mid-
n

dendoor deelt.
De sterkten van den werveldraad en van zijne beelden

zijn natuurlijk gelijk, maar achtereenvolgens tegengesteld
in teeken.

In dit geval is de stroomfunctie in een punt

_ rn » d̂  d$ d$. . . .  d%n—i
5T d3di d6 . . . .  dan

als dl , d2. . . .  de afstanden van dat punt tot den wervel
draad en zijne beelden voorstellen. De snelheid in een punt
vindt men in poolcoördinaten uitgedrukt:

d 6   è N dr    1 i N
d t  b r ’ d t  r 'b 6

De snelheid van den werveldraad kan 'men, evenals
hierboven, verkrijgen uit de stroomfunctie door alleen uit
deze weg te laten het deel, dat van den werveldraad zelf
afkomstig is, omdat hij zich zelf geen beweging mededeelt.
Voor den werveldraad is :

waarbij:

___ — log — d&' ' 11 ^2n~ 1
TT d3dt . . . .  d 2 h

2 k :d?n =r r3 -J- r’s — 2rr' cos ^----- —-----6 — 0'J,

+  i -j- r'2 — 2 rr' cos _J_ j  —

6



hierin zijn r en 6 de coördinaten van den werveldraad,
terwijl r' en ó' betrekking hebben op de beelden. Hoewel
de r' en 6' gelijk zijn aan r en 6 moeten wij haar bij de
differentiatie toch van elkander onderscheiden, omdat men
voor de bepaling der snelheid van den werveldraad de
coördinaten der beelden constant moet houden; na de dif
ferentiatie moet men echter r' — r en ó' =  0 nemen. Wij
verkrijgen nu:

dó
d t

è N _ m
~br 2 % r

m rn
2 irr  2 irr

m _ m
2 irr 2 irr '

d r

-------  cotg I —
2 irr \  n

m
2 irr

cotg fn  ir Y ïl: ------ . n cotg n ó
2 irr

k  — n — \
1) 2  cotg * % — 0 want cotg +  cotg (* *1 _ z z 0.

i  =  1 »  n n

Volgens Schlömilch, Analysis, is:

tin n « — 2n~ * sin u s in f  ——(-«'l tin f^ !L  +  » \  • •• s in f^ ----- ;

hieruit volgt: i  “ # -1
log sin n u zn (n — 1) log 2 -f- ^  log sin ^  +  u

Door differentiatie verkrijgt men:
Tc =  n - l

n cotg n u zz ̂  cotg -f-» \k~ 0 \
waaruit men gemakkelijk aüeidt:

J
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voor de snelheidscomponenten, terwijl uit

—  — — - n  cotq n 6
r d ó  ™

volgt voor de vergelijking van de baan door den wervel-
draad doorloopen r sin n 6 =  a; dit is eene spiraal van Cotes.

Deze laatste uitkomst had men dadelijk kunnen ver
krijgen door de stroomfunctie voor de plaats van den
werveldraad gelijk aan eene constante te stellen. Men ver
krijgt dan:

Zrsm (—  -ó )  sin f — - A  —  sin ( A
\ n  )  \ n  J \ n  )

Hierboveh zagen wij, dat de bewegingslijnen, als er zich
in de vloeistof twee tegengestelde werveldraden bevinden,
cirkels zijn; wij komen hierdoor tot de oplossing van het
geval, waarbij de vloeistof in- of uitwendig begrensd wordt
door eenen cylinder, terwijl in de vloeistof slechts één wer
veldraad aanwezig is.

Zij (fig. 2) de cirkel de doorsnede van den cylinder
en A de plaats van den werveldraad, zoodat in dit geval
de vloeistof inwendig door den cylinder wordt begrensd.
Is B het beeld van A ten opzichte van den cirkel, waarvan
het middelpunt M is, dan is M B X M A  =  R! (R straal

. 7C . 2 w . n — 1sin — s in -----. . . .  sin —-----—  ----------• .  • • a v n ----------n n n
N =  — —  log

m log !
n Zr sin nó

2»-i 2“—1

of r sin n ó =  a.
(Zie Schlömilch, Analysis.)

const, is.van den cirkel), terwijl
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Zal de beweging mogelijk zijn, dan moet de cirkel de
plaats innemen van eene stroomlijn in eenè onbegrensde
vloeistof. Dit zal het geval zijn, als wij ons eenen wervel-
draad van gelijke sterkte, doch met tegengesteld teeken
op elk oogenblik denken in het beeldpunt van den zich
bewegenden werveldraad. Daar in dit geval de richting van
beweging van den draad A loodrecht staat op A B, zoo is het
duidelijk, dat aan alle voorwaarden voldaan wordt door A
eenen cirkel te laten beschrijven om het punt M met de

m rn MAconstante snelheid Evenzoo zal
ï . A B  7 r ' M A 3- R 3'

een werveldraad, binnen den cylinder gelegen, b.v. in B, eenen
m M B

cirkel beschrijven met de constante snelheid —J tt R3-MB3
Noemen wij den afstand van den werveldraad tot het

middelpunt van den cylinder c, dan is in deze beide ge
vallen de hoeksnelheid a achtereenvolgens:

m m-----------  en ----------—.
ir (c3 -  R3) 7r (R2—c3)

Wij zien dus, dat in dit geval de hoeksnelheid van wer-
veldraden, die in elkanders beeldpunt gelegen zijn, niet
dezelfde is, zoodat de beweging binnen en buiten den
cylinder onafhankelijk van elkander is.

Om de stroomlijnen te vinden, als bijv. de draad in
den cylinder ligt, laten wij de assen weder met den wer
veldraad mededraaien. Men heeft dan:

N m , 1 , .
— — %  \y- +  (x —* 7T (

d x  . è N .
- j r =!,"+TF'

iw [»* + (*-A) |
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door integratie van
. & N,. y u H-------d x  by

d y  a N
- X U - - ------

è>' x

vindt men voor de vergelijking der stroomlijnen:

N +  i  « (a:8 +  ̂ 2) =  C,

welke vergelijking voor eene bepaalde waarde van C
x2 -\-y2 =  Rs wordt.

Wij kunnen nu ook bepalen binnen of buiten eenen cy
linder de beweging, veroorzaakt door twee gelijke wervel-
draden, die op gelijke afstanden van de as gelegen zijn in
een vlak, dat door de as gaat, door toevoeging van twee
werveldraden in de beeldpunten; door gebruik te maken
van dezelfde notatie als hierboven, vinden wij nu voor de
snelheid der werveldraden:

Verder is

m R4 -f  3 c*
% TV c2 R4 — c4

N =  — 5—  log \y2 - f  [x -  c)8j -  log \y2 -f- [x - f  c)8 } - f
i i r  I

Evenals hierboven vindt men voor de vergelijking der
stroomlijnen
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N + l  « (**+ **) =  &

Zijn de werveldraden slechts gelegen op gelijke afstan
den van de as en niet in een vlak, dat door de as gaat,
en hebben zij bovendien tegengestelde sterkte, dan is hunne
snelheid in poolcoördinaten op de volgende wijze uit te
drukken. Gebruiken wij als as de lijn, die hunne verbin
dingslijn loodrecht middendoor deelt, en noemen wij de
coördinaten van de beide werveldraden en hunne beelden

T3 2 m
r, 6, r, — é, ------ , é, -------, — é; zijn (fig. 8) P e n P j  detp ¥
werveldraden en Q en Qx hunne beelden of omgekeerd, dan

m  , P Qj 2is N = ------ log ■ __
2 ?r y P Q2 ,

pag. 82 volgt:
P p !2’

waaruit weder evenals op

i N
T F

d r

d r
d t

dé

m
= Trzrr 6 —2 7T r

m
— nrzr +2 ie r  ' ie (R2—r2)

R2m —  sin 2 6
r
arPQ'2

+m r

+
m
2 7T

R22 r -  2 —  cos 2 6r m r + m
r2-? L1*2

PQ'2 ie (R2 -  r2) 1 2 ie r PQ'2
Vermenigvuldigt men de eerste dezer vergelijkingen met

d & d ¥r ___ , de tweede met —— , trekt men ze vervolgens van
d t d t

elkander af, en deelt men door — , dan verkrijgt men:
• ie

d t
R2- r 2 + 2

( r -i V
R4\
r3 )

2 R2 sin 2 ó

r2 -I--------2 R2 cos 2 6
r3

• cotg 6 dé =  0.
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Na vermenigvuldiging met 4 geeft de integratie:

2 R2 cos 2 i'j -  log sini2 6 =  Clog (R2 -  r 2)2 -f- log (r* +

of
r* — 2 R2 r2 cos 2 $ -J- R4

r% sin2 6 (r2 -  R2)2 I0
=  0 i

voor de vergelijking van de kromme lijn door eiken wer-
veldraad beschreven.

Direct was deze vergelijking ook te verkrijgen uit N =  C.
Men kan haar ook brengen in den volgenden vorm :

(y* -  ¥) («2 -\-y 2 -  R2)2 =  4 R2 ¥  y*,

eene kromme lijn van den 6den graad met de asymptoten
y — + b, die de X-as en Y-as tot assen van symmetrie heeft.
De kromme lijn bestaat uit twee takken buiten den cy
linder, die zich oneindig ver uitstrekken, en uit twee ge
sloten kromme lijntjes binnen den cylinder. De eerste
worden doorloopen door een paar tegengestelde werveldra-
den buiten den cylinder, de laatste door een paar derge
lijke werveldraden binnen den cylinder geplaatst.

Om na te gaan, wanneer de gesloten takken overgaan

Men vindt dan :

(r2 sin3 ê -  62) (r3 -  R2)2 =  4 R2 62 r2 sin2 6
of

m m m
2 c "^R  2

c —  c -------- (- C
c

of
c* +  4 R3 c2 — R* =  0,
2

=  1 /5  — 2 =  0,236068,
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— =  0,486 of bijna =  - •
R 2

In dit geval verkrijgt men door gelijktijdig ® =  0 en
y  =  c te stellen :

(R* — c2)2 (c2 — b*) —  4 R2 62 c2
of

» = * r v - * y 5v - 6 - i i  =
R? R’ \R» +  e>/ 2

dus —  ongeveer 0,8.
R

Boren wij dus in den bodem van een verticalen met
water gevulden cylinder twee openingen, die op eene
zelfde middellijn eenen afstand 2 c van elkander hebben, dan
zullen er bij het uitstroomen van het water twee verticale
stationnaire werveldraden boven die openingen trachten te
ontstaan. Theoretisch kan dit echter nooit plaats hebben,
daar een oppervlak van gelijke druk nooit kan samen
vallen met een vlak, dat uit bewegingslijnen is op
gebouwd.

Wij kunnen nu ook in het algemeen de beweging van
een werveldraad en van een paar tegengestelde wervel
draden bepalen in eene vloeistof, die begrensd is binnen of
buiten door een cylinder en verder door twee vlakken,
gaande door de as van dien cylinder en makende bij één

7Twerveldraad een hoek van —  en bij twee werveldraden
n

een hoek van ; zijn er twee werveldraden, dan moe-
n

ten zij bovendien nog symmetrisch gelegen zijn ten
opzichte van een vlak, dat genoemden hoek midden
door deelt.
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d en  en  v a n  h u n n e  b e e ld e n :

r, 6, R 2
>r 6,

r , n
R2
r 9

2 ie .
---------ê ,n

r , 2 ie
—  +o,n

R 2
---- tr *i+>,n

enz.

r , 2 tl7C
-----------* ,n

R 2
---->r

2n sr  . .
---------h i jn

m en  heeft dan in  het p u n t r, 6:
foa d* d * d * d / . • • • 4 n  -  4 d? 4 h  — 1

2 7T '  d *  d 2 d 2 d f . • • • # 4 - 8  d?4n-2
waarbij :

da, . 2 =  1r sin Ti ie
n

K *

f t i - i  = r 2 —  — 2 R2 cos
r i

- > ) ■

/  iT tIC

\  n - i l l ,

dik =  Z rsin — , d2«+i =  ^ +  —  — 2 R2 cos ——» r2 n

Stelt men dit gelijk aan eene constante, dan verkrijgt
men den weg door den eenen werveldraad {r, d) door-
loopen; deze is dus

(TilC \  * = * - i  f

W~V'  TT r + 2 R2 cos

Ti 7C * - »
2 R2 cos
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waarbij beteekent, dat men het product moet nemen
<t=i

van de factoren, die men verkrijgt door k de waarden te
geven van 1 tot n. Nu is volgens pag. 88:

i  = *

»

W sin
*= ï

A=r » - l

: sin
* = i

k 7T
n

sin n  6
--------

n

zoodat men verkrijgt, door weg te laten de constante facto-
2  1c TT

ren, als men in aanmerking neemt, dat cos------  voor k —  0

en k =  n dezelfde waarde heeft:

r 4 i R 4 _  2  R 2  f »  c o s

* ~,n n
C =  r* sin3 n 6 -------- xr;

* = i r* +  R 4 -  2 R 2 r s cos - ----- 26)

door middel van het theorema van Cotes wordt dit her
leid tot

r3 sin3 n 6 (r3n—a 3*)3 __v,
r in- 2  a 3nr 3ncos 2n6  +  a 4“ ' (Zie pag. 91.)

Uit den aard van het vraagstuk blijkt, dat deze kromme
lijn bestaat uit 2 n symmetrische deelen; verder dat een
stel takken ligt buiten, een ander stel binnen den cylin
der, terwijl slechts een der takken door den werveldraad
wordt doorloopen; eindelijk zijn de lijnen door het mid

delpunt gaande en met de as hoeken makende — , asymp

toten aan twee takken, terwijl de werveldraad den cylin
der het meest genaderd is, wanneer hij gelegen is in het
vlak, dat den hoek tusschen de grensvlakken midden
door deelt.



De herleiding van

k - n

TT
r* +  R1 -  2 R2 r2 cos ■

r4 - f  R4 -  2 R V  cos 2 & TC
-2 6

geschiedt als volgt:

, B.  r * - 2 R ar3co s^-^ - 4 -R4
TT — -- - - - - - - — - - - - - - - - - -
* =1 (■‘ - Z R V  cos — 2 6 T -|-R4

k — n

TT -
i  = l it!8

a? — 2 x cos  ̂  ̂^ -]- 1

— 2 x cos ? *  — 2 6 T -(-1

waarbij — x is.
R2

De noemer wordt':

voor n even («2+  2a:co*26 +  1)(x*-2rcos26 - f 1) X

*=**•!( „ /Q/Jjr \  1 ( f21enc
TT f*8-2*ca»(------- 2 d ) + l  TT \x3-2xcos(------+ 2  6
* = .  v  , '  *  '  • J  i » i  l  '  M

voor n oneven (<r2 -  2 x cos 2 6 +  1) X
if —-*(*•!)( f  21c TT \  \

pj- I x2 -  2 x  --------2 0 J + 1 1 X

*=ic«-iw f21cic \  , )
| |  ^x*-2xcos(—  +  26)  +  l \ ;

k

x*-2  xcos - 2 f l^  +  l J j ï * - 2 *  cos + 2 ^  + 1
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\^ x -co s(— - 2 6 )  —  i s i n ( ^ - - 2  6 ) ^ X

j a. _ cos^ lA ü  +  2 d ) + *  sin ( ~ ~  4" 2 ^  | X

L -c o s  ( 1 ^  +  2 6 ) — i sin ( - ^ + 2 * ) J  =

[ x — (cos 2 k~  — i sin (cos 2 6 +  isin 2 X

^ — ( c o s l l l  +  isin ? -^ ) (c o s 2 é  — i s in 2 ó ) i x

j x — (cos _  i sin * A l )  (cos 2 6 — i sin 2 6) J X

| x — (cos ——■— (- i sin------)  (cos 2 6 -j- i sin 2 6) | —

/ Jc TT , )
lx3-  2 X (cos 2 6+ i  sin 2 6) cos------ +(cos 2 6+ i sin 2 d)2 J X

/ i  ^  (  \

ar*-2x [cos 2 6 -  is in2  6) cos— ---- \-{cos26-isin2 6)a .

Verder is:

(*2 +  2 x cos 2 6 +  1) (*s — 2 xcos 2 0 +  1) =
(* -(-* cos 26 +  i sin 2 6) (x +  cos 2 6 — i sin 2 6) X

(x — cos 2 6 +  i sin 2 6) (x — cos 2 6 — i sin 2 6) =
{ x2— (cos2 6 +  i sin 2 6 )2} { o? — (cos 2 6 —i sin 2 6)3} •
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Dientengevolge wordt:

U  | x? ~2xco8 ^  ^ * — 2 0^-f-1| =  | x3-  (cos 2 0-|- i sin 20)2j X
I s l

k zs i«-l I Je 7T
~p|" )x2 -  2 x {cos 2 0 -}- i  sin 20) cos-------- (- (cos20 -f- i sin 20)2| X
* = 1 ' /

x2— (cos 2 0 — i sin 2 0)2j X

2 x (cos 2 0 - j« w2  6)cos ——-  4-(cosZ6 -  i sin 20)2
n

{*"- (cos 2 0 -f- i sin 2 0)” } {af- (cos 2 0 -  i sin 2 0)"}=:

(af — cos 2 n S — i sin 2nd)  (af — cos 2 n 0 -|- i sin 2 w 0) =
=  x2n — 2 af cos 2 n 0 -|- Lr {n even)

Voor n oneven wordt de noetner:
[ x -  cos 2 0 -j- i sin 2 0) X

* = «»-!>( a i ,  \
Tj" x3- 2 x  {cos 2 0 — i «i», 2 0) co*-------- |-(co« 20 -  i m20)2 X
* = i  '  n . '

{x —cos 2 0 - i m  2 0)

| ( x3-  2 x (cos 2 0 -isin2  0) cos ---------\-(cos2$-\-isin 20)2 =
* = i  '  *  )

{ xn-(cos 2 6- i s in  2 0) " } { {cos 2 0 - f  isin 2 0)*} =

x3n — 2 x* cos 2nd  -|- 1.

De teller verkrijgt men door 0 =  0 te nemen.

TT *3-

Op dezelfde wijze door gebruik te maken van de theorie
der beelden gaat G bbenhill ■*) ook na de beweging van een

1) Quart. Journ. of Math. XV.



werveldraad binnen een rechthoek en binnen een vlak
begrensd door bogen van twee concentrische cirkels en
twee stralen; voor deze gevallen verkrijgt hij zeer samen
gestelde formules met elliptische integralen. Evenzoo gaat
ook C oates x) te werk bij de beweging van eenen wervel
draad binnen en buiten een elliptischen cylinder; boven
dien maakt hij gebruik van de geconjugeerde functies,
terwijl het hem gelukt is de transformatie-formules te
vinden om den cirkel om te zetten in de ellips.
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1) Quart. Joum. of Math. XVI.



ZESDE HOOFDSTUK.

Beweging van drie en meer evenwijdige, rechtlijnige
werveldraden.

De beweging van drie en meer werveldraden is uitvoe
rig behandeld door Gböbli j), aan wien dit hoofdstuk dan
ook voor het grootste gedeelte ontleend is. De bewegingen
schenen mij evenwel zoo merkwaardig toe, dat ik gemeend
heb hiervan het een en ander te moeten mededeelen.

De vergelijkingen (49) geven de zfes differentiaalvergelij
kingen, die de plaats der werveldraden bepalen; zij zijn:

5T

•7T

ie

d x 1
d t
d x 3
d t
dxg

=  —  m,

=  —  m*

- =  — m,

+  m8

+  »*i

+  »»s

(56)

4) W. Gröbli. Specie] le Probleme über die Bewegung geradliniger paral-
leler Wirbelfaden. Zürich, 1877.
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7T

7T

7T

dyi
d t
d y 2
d t

dy%
d t

• • (57)

of in poolcoördinaten:

dPi _  ma pi sin(61 — 63) tns pa sin (fl8—  6y) .
X d t  s88 s28 ’ 1

d p2 ____ma p8 sin (02 ia) . My py sin (ty êa) f /gg\
% d t  s^8 ss8 ’ (

dpa _  myPySm (^3 —  óy) ma p2 sin {ê2 —  6S) 1
* d t  s38 Sj8 '  /

d6\ ___ h — p»oos (0, — êj  Py— pscos(6s — 6y)x
*■h  ~ d t~ ~  3 ---------V  + W 8  i ?  7 j

^  0g ... P3 —  Pg cos (0, —  0g) , Pa —  Pi COS (0J —  0a) ( , KQ,x * d*-= Ws — +1”1 —v r9)
d 0g Pg —  Pi cos (03 — 0i) -__p3 Pa cos (02 0g).]

X'« T T ~ mi sa8--------- + a  i ?

hierin stellen Sj, s2, s8 achtereenvolgens voor den afstand
van (ar3, ys) en (#8, ys), van (xlt y,) en (ar8, ya), en van (xv yx)
en {xa, y2).

Yan deze vergelijkingen zijn reeds vier integralen ge
vonden, nam. de vergelijkingen (44), (50) en (53). Deze
worden achtereenvolgens, als men het zwaartepunt der
werveldraden tot oorsprong van coördinaten neemt:

myXy-\-m2xa-jrmsxs= 0  , '»i’yyy-\-mi ya-\-mzyz =  0, (44a)

of in poolcoördinaten:
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m 1 pl cos 61 -(- m a pa cos óa -}- ms Ps cos ö3 ~  O, )
( (44 6)

mx /ij sin ma pa sin 6a -|- m3 p3 sin ós =  O; l

------(»«j ma log sg -f- ma ms l°9 si H- mz m\ ï°9 sa) — const.

of k $  + ! m + > % h ± . . . ( u . )
pl |§| m s

m 1 p j*  +  m a pa* +  m z  p82 =  Ca. . . . (58)

Vermenigvuldigt men de eerste vergelijking van (44 i)
achtereenvolgens met sin 01, sin ó2, sin ê3 en de tweede
met cos dl , cos 6a > cos ê3 en telt men ze dan twee aan twee
op, dan verkrijgt men:

sin (êa — 4g) _  sin {ó3 — _  sin (^ — 6a) ^
m i  p 1 m a pa m 3 p3

Brengt men verder in de beide vergelijkingen (44 b)
den eersten term in het tweede lid, telt men de beide
eerste en tweede leden op, na ze in het kwadraat ver
heven te hebben, dan verkrijgt men:

cos (óa — êa) - -

cos (ê3 — 0j) =

cos (dj — óa) =

m \ ,  P \  —  P i  —  OTs2 P i  j

2  ma m3 pa pg
” s8 paz — m3a p_£ — P!2 ^

% m 3 m i P s P i

p32 — p f  — mal pa2

2  wzj ma p1 pa

Substitueeren 'wij deze uitdrukkingen in :

®i2 •— P2 “I- P32 2 pa pg cos (6a ê3) ,

«22 =  Ps2 +  Pi2 — 2  Ps Pl cos (ó3 — ij) ,

ss2 =  Pl2 +  P22 — 2  Pl Pi cos («! — 6a) ,

(61)

7
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met inachtneming van (53), dan verkrijgt men:

m2 ma Sj2 =  (m2 +  ms) C2 — ml {mx +  m2 +  ms) p,3, \
ms m1 s22 =  (ms +  %) C9 — m2 (im1 +  m2 +  ma) p22, I (62).
mx m2 «32 =  («*, +  m3) C2 — ma {>mx +  m.3 +  m3) ps2. ]

Voeren wij eene nieuwe constante C8 in, die van C2 op
de volgende wijze afhangt: mx ma ms C3 — (mx +  m2 +  ms) C2.

Deelt men elk der verg. (62) door m1 m2 m3, en telt men
ze dan op, gebruik makende van (53), dan verkrijgt men:

sl  +  sJL +  sl  =  Cs .................... (63).mx m2 ms

Wij hebben nu twee vergelijkingen verkregen, waarin
voorkomen de zijden van den driehoek* waarvan de wer-
veldraden de hoekpunten zijn. Kan men nu nog eene inte
graalvergelijking vinden, waarin die drie zijden voor
komen, dan kan men op elk oogenblik de gedaante van
dien driehoek bepalen. Eene differentiaalvergelijking, waarin
alleen die drie zijden voorkomen, vindt men als volgt:

Trekt men de derde verg. van (56) en (57) telkens van
de tweede af, vermenigvuldigt men de eerste uitkomst met
x2 — xs , de tweede met y2 — ys en telt men ze dan op,
zoo verkrijgt men:

m l j^i (*2 ~  *1) + y 8(^i —

De vorm tusschen accolades stelt den dubbelen inhoud
van den driehoek voor met positief of negatief teeken, al
naarmate de wervelbuizen 1, 2, 3 in den driehoek op
elkander volgen in dezelfde of in tegengestelde richting,
als waarin de positieve T-as moet draaien om met de
positieve X-as samen te vallen. De inhoud van den drie-
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hoek kunnen wij, zooals bekend is, in zijne drie zijden
uitdrukken:
16 P  =  2 s28 s33 +  2 Sj3 s23 -f- 2 s,3 ss3 — Sj4 —s24

Wij vinden dus:

d  (V) s23 — s83

d t Tt S23 Sg3 ’

en door verwisseling der indices:

d (V) _  m2 ss2 — V  • '
d t ir Sg3 Sj3

- V  (64).

• (65).

d (sg8) __ ms sia — V
d t ir s\ si

Eigenlijk moesten de tweede leden dezer vergelijkingen
voorzien zijn van het teeken + , waaruit dus zou blijken,
dat de zijden met den tijd toenamen of afnamen, al naar
mate het tweede lid positief of negatief was; daar wij
echter toch de maximum en minimum waarden der zijden
zullen nagaan, is het onverschillig welk teeken men neemt.

Wij hebben hier dus drie differentiaalvergelijkingen,
waarin slechts de zijden van den driehoek voorkomen, en
waarvan (50 a) en (63) twee integraalvergelijkingen zijn,
die hieruit gemakkelijk zijn af te leiden; (50 a) door de
vergelijkingen achtereenvolgens te deelen door m1 Sj8, m2 s28,
ms V  en dan op te tellen; (63) door ze te deelen door
mlt m2, ms en ook vervolgens op te tellen.

Door in een der vergelijkingen (65) twee zijden te eli-
mineeren met behulp van (50 a) en (63), verkrijgt men na
eene quadratuur van de verkregen differentiaalvergelijking
de derde zijde als functie van den tijd, zoodat men dan
door middel van (50 a) en (63) ook de beide andere zijden
kan uitdrukken als functies van den tijd; vervolgens kan
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men in de tweede leden van (59) met behulp van (61) en
(62) de 0’s en p’s door de zijden van den driehoek vervan
gen. Men verkrijgt dan:

2 ?r | (»»2 +  «*s) C2 — 0 *2 S]2 J s22 o 2
S S

dó,
d t

—  »*2«*81(«22 — O 2---s,2 (s22- f  ss2)J+ 2*b1(*»2+  »Zg)2 s22 Sg8 (66)

en nog twee vergelijkingen, die men hieruit verkrijgt door
eene cyclische verwisseling der indices. Door eene quadra-
tuur van deze vergelijkingen verkrijgt men dus ook de d’s
als functie van den tijd, zoodat dan de plaats der wervel-
draden volkomen bepaald is.

Bovengenoemde eliminaties en quadraturen zijn even
wel niet in alle gevallen uit te voeren.

Vergelijking (50 a) is in het algemeen transcendent en
slechts algebraïsch als de verhouding der grootheden m
door geheele getallen kan worden uitgedrukt. Zij zal de
eenvoudigste gedaante verkrijgen, wanneer de volgende
betrekkingen tusschen de grootheden m bestaan. Naast
elk geval vindt men de gedaante, die de vergelijkingen
(50 a) en (63) aannemen.

0*i =  0*2 =  mS) s1 s2 ss =  Cj, s,2 - f  s22 +  ss8 =  C22, (a)
=  -  ms, Sj s2 : s8 =  Cj, Sj2 -f  s32 -  s32 =  C22, (6)

m1 =  ma=  2 0*g, si s2 sg2 — Cj, sj2 +  s22+ 2*s2 — C22, (c)
«! — -  »*2 — 2 0*8, «j Sg2: s2 — Cj, sj2 -  s32 -f- 2ss2 =  C22, (d)
0*J =  0*2 = -  2 0*8, Sj s2 : Sg2 =  C„ s,2 - f -  S32 -  2s82 =  C22, ( e )

0*j =20*2— 2 0*3, sj s22 ss2 =  Cj, sj2+ 2s22+2sg2 — C22, (f)
m1 — 20*2=  -20*3, Sj S32: ss2=  Cj, Sj2-|-2s22 _ 2ss2 — C22, {g)
0*j =  —20*2=  —20*g, S j: S32 ss2=  Cj ( h )

of s23 s82: Sj =  Cj.
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De waarde van Cx en C3 is natuurlijk niet dezelfde als
die van Cj en C3 in (50 a) en (63); het stellen slechts
constante grootheden voor.

Op het laatste geval echter mogen wij niet al onze ge
vonden formules toepassen, daar zij opgesteld zijn in de
onderstelling, dat het zwaartepunt der werveldraden in
den oorsprong valt, terwijl in het geval (h) — Q
is, zoodat het zwaartepunt op oneindigen afstand gelegen
is. De vergelijkingen (63) en (65) blijven in dit geval toch
doorgaan, evenwel niet de vergelijking (50 a). Geeft men
de X-as de richting, waarin het zwaartepunt is verdwe
nen, dan worden de vergelijkingen (44a) in dit geval:

— 2 +  «3 +  3*3 =  c 3, — 2 y1 + y 2 - fy 8 =  0 , (67)

welke vergelijkingen men ook kan schrijven:

(•» — +  (*, — * i ) C 2, ( j r 3 — yi) +  (ys — yi) =  0.

Door den bijzonderen vorm, dien deze vergelijkingen
hebben, kan men met behulp van haar uit:

si3 — (*2~ *s)2+  (ys — ys)3> ss2 =  (*s— «i)2- f  (ys— yj*,
sg2 == (ai a3) 2 -f- — _y3)2,

de grootheden:

*l — xs> xa — *s> xs — *ij yj — y2, ys — ys, ys — yx
elimineeren, waardoor men vindt:

2 s s * +  2 s 32 — S l 2 =  C 32.

Toevallig is deze vergelijking dezelfde, die men uit (5 0a)
zou verkrijgen, door de aangenomen betrekkingen tusschen
de grootheden m daarin te substitueeren; alleen dus in het
bijzondere geval m1=  — 2m2 =  — 2ms blijft (50a) doorgaan,
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niettegenstaande -j- m2 -f- ms — 0 is j in elk ander geval
geldt (50a) niet, zoodra m.\ -f % +  % =  0 is.

Daar de beide betrekkingen tusschen Sj, s2 en sg nu
eene zeer eenvoudige gedaante hebben, kunnen twee van
deze gemakkelijk in de derde worden uitgedrukt en de
verkregen waarden in een der vergelijkingen (65) wor
den gesubstitueerd. Evenwel zullen alle gevallen niet tot
even eenvoudige formules aanleiding geven; de meest
eenvoudige formules verkrijgt men bij de gevallen (5) en
(e), die tot elliptische integralen voeren, en bij de gevallen
(a) en [g), die tot hyperelliptische integralen leiden. In
bijzondere gevallen verdwijnen zelfs de elliptische en hyper
elliptische integralen, zooals wij zullen zien. Wij gaan
daartoe de beide eerste gevallen wat uitvoeriger na.

ml =  — ms =  m.
De oorsprong zal nu samenvallen met het zwaartepunt

van den driehoek.
De vergelijkingen (50 a) en (68) worden nu, zooals wij

zagen:
C»

«j s3 ss =  Cj3 of Sj =  — , en
ss

V  +  «s8 +  V  =  <V of v +  V  =  c 2s - S32,
dus:

, ,  =  |t  (9» * -  a2f* -+8Ci'1 ,

|||M  (C»‘ O,- .
V sg

Elimineert men met behulp hiervan sj en s2 uit (64),
dan vindt m en:

161  =  +
V
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Verder is:

*1S -  «** =  ~ J  W  -  2 Ss4 <V> +  S33 C34 -  4 Cfl,
®s v

zoodat men vindt uit (65):

* W )
d t —  yJi'S ~  2 «s4 C33 + Ss2 <V -  4 CV)

( _  4 s3« +  4 s3* C3S -  s8* C24 +  4 Cj«), (68)

d (53̂ ) wi
V  (s38-2 s34C32-4-s32C24-4C i6) (-4s36-(-4s34C22-s 32Ca4+ 4 C 16) =  t C ? *’

Evenzoo vindt men uit (66) ö3 als functie van den tijd
(in aanmerking nemende, dat de daar gebruikte C2 gelijk

Tih
staat met — X  het vierkant van de hier gebruikte C3,Ü
zooals blijkt uit het verband van (63) en s f  +  s22 — C22— s32):

d&3 _  6 s3« — 9 C32 s34 +  3 Ca4 S32 +  12 C,6
d t  2?z<V 2 C2* — 8 s32 ' '

Door eliminatie van t uit (68) en (69) vindt men ook
het verband tusschen s3 en ós; eene quadratuur geeft dan
ós evenals hierboven t, door hyperelliptische integralen als
functie van s32. Vervangt men s3 door middel van (52)
door p3, dan geeft de betrekking tusschen ês en ps de baan
aan van den werveldraad 3. Dezelfde vergelijkingen gelden
voor de beide andere werveldraden, alleen heeft men dan
slechts de indices te veranderen.

Voor de snelheid der werveldraden verkrijgt men eene
zeer eenvoudige formule. Noemen wij V3 die voor wer
veldraad 3, dan is:

d Ó3

d t
2
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Uit (62) volgt in verband met de voor dit geval aan
genomen constante:

zoodat
d t

Men verkrijgt dus:

d(ss*) dp3
=  — o P3 -

86P3S V
d(*3*)\ '
d t  J

d t

+  Pss
dê3
d t

Substitueert men hierin de waarden van -■-**  ̂en
d t  d t

uit (68) en (69), dan verkrijgt m en:
v  3 m p3 s3 3 m p, s,V,, = ----- i-— - ; evenzoo Vx — 3 m. p2 s3

a-Cj8 srCV

Stellen wij den noemer in (68 a) voor door f  (s33). De
vergelijking ƒ(«s2) — 0 heeft twee gelijke wortels voor
Cj2 =  0, C22 == 3 Cx2 en C22 =  3 Cx2 2. Uit Cx2 =  0 volgt
«i s3 s3 =  0, wat niet anders mogelijk is, dan wanneer
«i, s2 of «3 nul is; dit geval is gemakkelijk te herleiden
tot dat, waarin slechts twee werveldraden aanwezig zijn.
Is C22 =  3 Cj2, dan wordt:

®i “1”  s a —

« i —  Sg —

/ »  < v  -  “l  „ + 8 = t c . + o j / 0 - .

Daar noch Cx, noch ss negatief kan zijn, zou de waarde
van Sj — s2 imaginair zijn, iets wat evenmin mogelijk is.
Alleen kan dus bovenstaand verband tusschen C2 en Cx
bestaan, als s3 =  C1 is; in dit geval is ook «1 =  s2 =  C1,
zoodat de werveldraden op gelijke afstanden van elkander
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gelegen zijn en op denzelfden gelijken afstand van elkander

gelegen blijven; tevens is dan -  ^  ^ m
d t  d t  d t  “ i C /

zoodat de door de werveldraden gevormde driehoek met
constante snelheid om zijn middelpunt draait.

Is C32 =  3 Cj2 2, dan wordt:

/

4 ss«+ 4 ss* C32- s32 C34+  4 Cr*:= -  4 s3«-f 12 »34Cj*lK2- 9 s32 C14l^ '4 -f4  Cj8.
Deze vorm kan ontbonden worden in:

- (Cj21^ 2 - 2  s32)2 (s32-  2 Cj2 V '  2),
zoodat (68 a) wordt:

d x  m
(+2s82±C12lK2)(2C12lK 2 ^ 32)1 ^^ 4 :-4 C 1V lK 2 -C J4lK4

t. (70)

m
irCj6

Integreert men dit, dan verkrijgt m en :
* —  + 1 7 — ( < V ^ 2 . T^34-l^'-g!!4+ 4 (j i23q2lK 2 -0 .41K 4 )  ,

3 < V l^ 4 .V '8 ^ [  2C12lK2-s32 ) -

± 2 ?1T(8321 ^ 3 + l^ - ^ + 4 C 1i!s.2lK 2 -ü .4lK4) |r i
. 1 / 3 ^  ( ±Cj2l^ 2+ 2ss2 j

Uit (68) en (69) volgt:

(71)

^(838)_ 2(6C12lK2-3gsi!)(+2g32+C,8i?^2)(2C,21^2-s32lV^-s34+4C12s„2i»x2-UI4lK4
6s38-27C112ss4lK2-|-27C, V l ^ 4 + 1 20^

_ 2(+2g32±C12t^2) (2C12]K2- s38) l^ '-ss44-4C12s32lK2-Ci41^4
-2 s34+ 5 s32C121K2+C141?/ 4

De laatste noemer is (+ 2ss2 ±  C,21^2) (±»ss + 2C12lK2) +  3C14lK4, zoo
dat men verkrijgt in verband met (70):

t ,  _-T r ________________________w  ,  3t̂ 4  ^

J  2 l^ -s34-f  4C12s33lK 2-C14lK4 2Cj2 V ’

Ó3=+-bgcos 2Ci21^2 -s32 1 , i C12lK2.tx' 3+ 1/ '-s34+4C1 2ss2l?/ '2-C141^4)
C121 ^ 2 . l / 3 + 2^-3 ~  2C12lK2-ss2 “ )

+ 1 |«s8t / 3 + l / _ ^ + 4 U 1V l ^ 2 - C 14lK4) i r ,
~ l / 3 ^ (  ± 0 ^ 2 + 8 » * *  j +C4‘ ( 72)
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Willen de wortelgrootheden, voorkomende in (71) en (72)
reëel zijn, dan moet s32 gelegen zijn tusschen de grenzen
(2 — 1 /3 ) Cj3 IK 2 en (2 +  1/  3) O,* lK 2. Verder gelden
in die formules de bovenste teekens voor s82 I ( V lK 2 ,

de onderste voor S32 >  —  Ĉ 2 lK 2.
2

Heeft s3 zijn minimumwaarde, dan wordt (71) en (72):

— t — Gi en ós =  C4.
7T vyj

Begint men dus op dat oogenblik den tijd te rekenen,
en geeft men de X-as de richting, die op dat oogenblik
de lijn heeft, die uit het zwaartepunt van den driehoek
naar den werveldraad 3 getrokken is, dan zijnÜ3 —C4 =  0.

Op dat oogenblik vindt men sx2 =  s22 — —----1/  3) Ct 2^

zoodat dan de driehoek, door de werveldraden gevormd,
gelijkbeenig is. Het blijkt nu uit het positief zijn van

- f a   ̂ voor S32 (2 — 1 /3 ) Cj21?'" 2, dat sg2 met den tijd

toeneemt; verder volgt uit de beide eerste formules van
(65), dat ook Sj2 of s32 met den tijd klimt, terwijl de ander
met den tijd daalt, als s82 =  (2 — ] /  3) Cj2 l i /  2, omdat dan
een van de grootheden s22 — s82 en s82 — Sj2 negatief en
de ander positief is wegens het gelijk zijn van Sj2 en s22.
Na oneindigen tijd zal, als wij onderstellen dat Sj2 ge

klommen is, S32 z=sa3 =  — Cj2 f /  2 en Sj2 =  2 C121/  2
2

geworden zijn, zoodat dan de drie werveldraden in eene
rechte lijn gelegen zijn en wel de werveldraad 1 in het
midden van de beide andere.

Wij merken op, dat s32 bij deze redeneering ligt tusschen
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de grenzen, (2 — yy 3) C /  iK  2 en —  lK  2, «,* tusschen
A

— Cj2 F  2 en Y*  ̂ Cx2 1^ 2, terwijl Sj2 ligt tusschen
<v <0

— — Cx3 ^ 2  en 2 Cj2 1^  2. Evenwel kan s33 ook groo-

ter zijn dan —  Cj* 2, maar dan zal s32 of Sj2 tusschen

de beide eerstgenoemde grenzen komen te liggen. In het
algemeen kan elk der drie grootheden s12, s 22, s 32 tusschen
elk der drie genoemde grenzen begrepen zijn, maar zoo,
dat nooit twee van haar tusschen dezelfde grenzen gelegen
zijn. Dit is duidelijk, daar er oorspronkelijk tusschen de
drie werveldraden geen verschil bestaat.

Substitueert men in (72) s32 =  2 C 12l K 2  — 3 p32, dan
verkrijgt men de vergelijking van de baan van wervel-
draad 3. Deze baan is eene spiraal, die tot asymptoot

heeft den cirkel met een straal Cj — , terwijl dan
2

s3a =  —— C12^ ' 2  is; zooals wij zagen, is voor
A

o
s3s =  ( 2 — l / 3 ) C 12 l K 2  of ps* =  Cj3

\y  3
^3 —— O; verder kan 03 nooit negatief zijn. De uiterste

12 1  12 4f
grenzen van ps zijn Cj \y  —-  en Cj \y  — , zoodat wervel-

XO A l
draad 3 dus bijna voortdurend in een cirkel loopt. De
werveldraad 2 heeft denzelfden cirkel tot asymptoot,
maar ligt in tegenstelling van werveldraad 3 er steeds
binnen; werveldraad 1 heeft tot asymptoot den oorsprong.
Zoodra t dus eene vrij groote waarde heeft, bewegen 3
en 2 zich bijna langs den asymptotencirkel aan de uit
einden van eene middellijn, terwijl 1 ongeveer in het
middelpunt gelegen is. De snelheid der werveldraden is
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dan ook ongeveer gelijk, daar zij hare grens nadert, te
weten:

„  _ 3 « * ( J 3 S3
r —  —

TT Cj8 TT Cj
1 3 m

— — ------ lK 2.
4 ZarCj

(Verg. pag. 103).

Gaan wij nu het algemeene geval na, dat de noemer
van (68 a) geen gelijke wortels heeft; noem deze ƒ(«) en
«3S =  <*, dan wordt die Vergelijking:

da mC d *  _
J  A*)

t ,
f{«) TT C,'

terwijl uit (68) en (69) volgt:

3 (2 at» — 3 «2 C / +  * C34 +  4 Cf)  da  _r
Daar sx — sa

2 (2 C32 — 3 *) f(a)

(Caa - s s2) s 3 - 2 C 18

«8

(73)

*3. (74)

reëel moet

zijn, en, zooals wij zagen, deze vorm voor C32 =  3 Cj2
imaginair is, moet 3 Cj2 kleiner zijn dan C22, omdat de
vorm onder het wortelteeken rijst tegelijk met C32.

De maximum- en minimumwaarde van s82 vindt men
d (sJ)door — =  0 te stellen; in dat geval moet, zooals uit

d t
(65) blijkt, «j =  a3 zijn, terwijl tevens de maximumwaarde
van ss kleiner is dan Sj -f- sz of hoogstens gelijk aan
®i 4* Is «3 =  «! +  «2, dan gaat de vergelijking #j* s32 -|-
4“ *3* —  C32 over in ^ s32: : C22 of in sg =  C3 De ver

gelijking Sj Sg S3 — Cj8 wordt dan — s38 =  Cj8, zoodat dan4
C, =  =  C31̂  —  of C32 =  3 Cl3 lK 2 moet zijn,

1 * 3 4 2 54
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welk geval wij kunnen laten rusten, daar wij het hier-
2

boven besproken hebben. Wij zien dus s32 ■ < - C22, zoodat
3

de factor 2 C33 — 3 « in (74) de integraal nooit oneindig
groot kan maken.

Onderscheiden wij nu de gevallen C22 <( 3 C /  1 ^ 2  en
C22 >  3 c y  ^  2.

10. C22 <  3 C,2 IK 2.

De vergelijking f  (x) =  0 kan men splitsen in twee ver
gelijkingen. De eene

*8 — 2 as3 C23 - f  * C2* — 4 Cj6 =  0
heeft 3 reëele wortels, x lt  x it x%, gelegen tusschen de
volgende grenzen:

l  (2 ~ l / 3 ) C 22< * 1< i c 23,

l  C22 <  *2 <  |  C23, i  (2 +  1/3) C22 <  <  -  C22;

terwijl — 4 *8 - f  4 <*2 C23 — * C24 - f  4 C /  =  0
slechts één reëele wortel *4 heeft, tusschen de grenzen

-  C22 en C22. Daar, zooals wij hierboven opmerkten,

* <  |  C32 moet zijn, behoeven wij ons met xs en x4 niet
bezig te houden.

Neemt men in aanmerking dat
xs —  2 * 2 C32 +  *  C / —  4 Cj6 =  s»2 (», —  s2)2 (Sj - f  s3)2 !)

is, en dat, wanneer x  zijn maximum- of minimumwaarde
heeft, s1 =  s2 moet zijn, d. w. z.

« i— s2 =  0 of — SgS +  C /sg  — 2 C 1» =  0,  i)

1) Zie pag. 102.
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en bleef, en steeds dezelfde grootte behield, zoodat dan
0  =  0 was, terwijl wij voor C32 =  8 Cj2 1^ 2 vonden
0  =  ao . Er zullen dus oneindig veel waarden voor C3 zijn,

2 5T -|- 0
waarbij een veelvoud van 2 te wordt, in welk

geval de drie werveldraden zich in een zelfde baan zullen
bewegen.

r I ------ I V  U o 2 ------ IUit V»2 =  X  9 Ss2jrKy

dat Y8 met s3 klimt, zoolang

vH y
d V,,
d s3

(2 C22 ssa — 8 s8*) volgt,

positief is, dus voor

c y  3 Ss3, terwijl Vs een maximumwaarde heeft voor
CS2 =  3 Sga. Wij zien dus, dat Ys een minimum is, als ss
haar minimumwaarde bereikt, d.w.z. op een tijd £ =  0; dat

• 1
verder Y8 grooter wordt, totdat s32 =  —  C22 of totdat

. «5
v __ m C22 3

S ~  8  TT C j 2
waarde van V,

geworden is; dit is dus de maximum-

vervolgens gaat Ys dalen, totdat s3 haar

maximumwaarde bereikt heeft; dit geschiedt voor t ~  -  T 

eindelijk stijgt die snelheid weder tot haar vorige maximum
waarde en daalt ten slotte weder, zoodat voor t =  T zij
weder haar oorspronkelijke waarde bereikt heeft.

Fig. 4 geeft eene voorstelling van de baan door de wer
veldraden doorloopen.

2°. c 22 >  3  cy V '  2.
De vergelijking «8 — 2 x3 C22 -|- x C24 — 4 ( y  — 0 heeft

drie reëele wortels x1, x2> «8 tusschen de volgende grenzen:

0 < « 1< j ( 2 - ^ 8 ) C82.O

—  c22 < * 2 < c 22< * 8<  i - ( 2  +  1/3)C 22.O O
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De wortel x1 is de minimumwaarde, die x in verband
met het vraagstuk kan verkrijgen, terwijl x2 en x$ aan ss
waarden geven, die, zooals wij boven zagen, niet voldoen.

De vergelijking — 4 xs 4 « 3 C32 — x C34 -j- 4 C, 6 = : 0
bezit drie reëele wortels x', x", x"1, als volgt begrensd:

Deze drie waarden van x kunnen alle voldoen.

Ontbinden wij ƒ («), dan verkrijgt m en:

f  (x) =  1/  {—4 (x—«]) (x—x') (x—x") (x—x"') (x—x2)(x—#8)},

welke vorm positief is als x gelegen is tusschen x1 en x',
tusschen x" en x'" of tusschen x2 en <*8. Daar x'" de groot
ste waarde is, die x kan verkrijgen, vindt men xx ^  x <  x' of

^ <  x!". Yan deze twee gevallen behoeft er slechts
één te worden nagegaan, daar bij eene verwisseling van
den werveldraad 3 met een der beide andere het eene
geval in het andere overgaat. Ligt x bijv. tusschen x1 en
x', dan is de tijd, dien de werveldraden noodig hebben om
weder in hun oorspronkelijken stand ten opzichte van
elkander te kom en:

terwijl gedurende dezen tijd de ê’a toenemen met
cc'

Hierbij ligt s32 tusschen de grenzen xx en x', terwijl Sj3 en
S32 tusschen de grenzen x" en x'" gelegen zijn. Beginnen

0 <  «' <  - 1  (V  <  x" <  i. C,3 <  x" '< A c3*.

(2 xs -  8  * 3 Cs3+  « C34+  4 C /) d x
(2 C33 — 3 x)f(x)

8
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wij den tijd te rekenen op het oogenblik, dat de driehoek
gelijkbeenig is, werveldraad 3 zich in den top bevindt en

s3 een minimum is; tot het oogenblik t — —  T zullen
4

s3 en s2 toenemen, Sj afnemen, terwijl juist dan de drie
werveldraden op eene rechte lijn zullen komen met wervel
draad 2 tusschen de beide andere, evenwel het dichtst bij 1.

Bij verdere beweging verkrijgt voor t =  —  T de driehoek
2

weder zijne oorspronkelijke gedaante, en voor t —

gen de werveldraden ten opzichte van elkander evenals

voor t =  —  T, alleen met dit verschil, dat 2 en 3 ver-
4

wisseld zijn.
Na de vrij uitvoerige behandeling van het geval

mi =  mn =  ms, zullen wij alleen het merkwaardigste aan
geven, als — — — m3 — m is.

De formules betrekking hebbende op de werveldraden
1 en 2 zijn dezelfde.

Hier is
s i s 2 __n

— 01
(75)

en s 1a +  s2a — s3z =  C2a (Ca2 kan ook negatief zijn). (76)

Lettende op het verschil tusschen de constanten in het
algemeene geval en de hier gebezigde, vindt men uit (62):

Sia =  ?1a, s2a =  p8a, Ssa =  />32 - 2 C 2a. . (77)

Uit (65) volgt dat, zoodra de driehoek door de wervel
draden gevormd, gelijkbeenig is, de ongelijke zijde een
maximum of minimum is; verder is ook de afstand van
twee draden een maximum of minimum, wanneer de drie

j

■



] 15

werveldraden op eene rechte lijn gelegen zijn; tegelijk met
sn  s2 > *3 is ook pl , p2 en p3 een maximum of minimum.

Uit (65) vindt men met behulp van de vergg. (75) en
(76) door integratie sx en s3 als functie van den tijd, in
den vorm van elliptische integralen; met behulp van (54)
kan men vervolgens de baan der werveldraden verkrijgen.
De elliptische integralen gaan over in algebraïsche en
logarithmische voor het geval, dat

C ^ C ! ,  C3 =  0, C38 =  — 8 Cj8 is.

1°. "Voor C3 =  0 gaat (76) over in Sj2 -f- s32 =s s32, zoo-
dat de driehoek der werveldraden rechthoekig is en blijft.
Bepaalt men, zooals hierboven is aangegeven, de baan der
werveldraden, dan vindt men, dat de werveldraad 8 zich
beweegt langs eene lijn evenwijdig aan de Y-as en op een
afstand 2 Cj daarvan verwijderd. Uit de eigenschap, dat
het zwaartepunt der werveldraden bij de beweging op zijne
plaats blijft, volgt x1+ x a =  x3 en yx -f«/3 =  y3, zoodat de
drie werveldraden met den oorsprong de hoekpunten vor
men van een parallelogram, waarvan dus p3 en s3 de
diagonalen zijn; uit de gelijkheid van s3 en p3 volgt ver
der, dat genoemd parallelogram een rechthoek is. Daar
verder Sj s3 den dubbelen inhoud van den driehoek door
de werveldraden gevormd voorstelt, moet, daar s3 de derde
zijde van dien driehoek en sx s3 =  Cj s3 is, Cj de lengte
van de loodlijn zijn uit den werveldraad 8 op s3 neerge
laten; daar de lengte van deze loodlijn constant is en de
werveldraad 3 zich beweegt langs eene lijn evenwijdig aan
de Y-as op een afstand 2 Cj, zullen de werveldraden 1
en 2 zich bewegen op eene andere lijn evenwijdig aan de
Y-as, zoodat x1 =  x2 =  Cj is. Yerder is het duidelijk, dat een
van de werveldraden 1 en 3 ligt in het eerste quadrant,
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terwijl de andere zich in het vierde quadrant bevindt,
en dat de een meer en ineer de X-as nadert en de andere
er zich van verwijdert.

Bepaalt men de snelheid der werveldraden, dan vindt
mmen Vs = z-<V terwijl die van den werveldraad, welke

zich van de X-as verwijdert, tot diezelfde waarde nadert
en die van den anderen nul tot grens heeft. Ligt wervel
draad 3 op de X-as, dan zijn de snelheden van de beide

mandere werveldraden en gelijk gericht.

2°. C2 — Cr  In dit geval is sx s2 =  Cx s$, Sj8 -f- s28 =  ss8 -f- C /,
waaruit volgt Sj of s2 =  Cj en s2 of Sj =  s8. De driehoek
is dus steeds gelijkbeenig en heeft eene constante basis.
Nemen wij s2 =  Ci dan is ook p g =  G i ,  zoodat de wer
veldraad 2 zich in een cirkel beweegt, die het zwaarte
punt der werveldraden tot middelpunt heeft. Bepaalt men

dp \ a . „ /  dóiv i uit +  Ps dan verkrijgt men

Wluo\ — ------ , zoodat werveldraad 1 zich met eene constante
1T Cj

snelheid beweegt.
Is s3 =  Ci dus ook sx — Ci, dan is het duidelijk, dat aan

(65) voldaan wordt; in dit geval is de driehoek, waarvan
de werveldraden de hoekpunten zijn, gelijkzijdig, en zijne
zijden blijven bij de beweging constant; hij draait met
eene constante snelheid — om zijn zwaartepunt.

TT C l
Is s * > C i ,  dan blijkt het uit (65), dat s8 en Sj voort

durend afnemen; ól t  02, ó3 nemen voortdurend toe met
den tijd.

Bepaalt men de baan van den werveldraad 1, dan
vindt men:
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+ 1C

T — ty  tg Ci
4 Pi3 -  Cia

J _  1^ 4p1a-C i2 +  C1i ^ 3
3 ^  1/  4 ft»_ Cj3 -  Ci V- 8 *

Neemt men px zeer groot en ontwikkelt men het tweede lid
in eene reeks, waarbij men slechts de eerste macht van
Q
—  behoudt, dan verkrijgt men :
Pi

De rechte lijn Xy —  —  Ci is dus een asymptoot der baan

door werveldraad 1 beschreven; evenzoo volgt uit de waarde
g

van 03, dat xs =  — Cy een asymptoot is der baan door 3té
doorloopen. De baan der werveldraden 1 en 3 zijn spira
len, waarvan de eerste een cirkel met straal Cx, de ander
een cirkel met straal C j ] / 3 tot asymptoot heeft. Beide
spiralen naderen zeer snel tot hunne asymptotische cirkels.

Voor t — — oc is

Py=CX, êy— - — , djj =  0, p3 =<X,  ÓS = - — ,

en voor t  =  ~|- c»,

Pi — Ci, $1 =  —— -f-^2, =  oc, ps =  Cj \ y  3, $s = — -— 1-03.
3 6

Zijn de werveldraden 1 en 3 bij het begin van de be
weging nog zeer ver van het zwaartepunt verwijderd, dan
bevindt 2 zich ongeveer in het punt x2 =  Cy ,  y2 =  0; zijne
snelheid is zeer klein, terwijl Ws bijna gelijk is aan

m
— TT—: beide snelheden nemen snel toe en naderen totic Cj

m en m — . Heeft de werveldraad 2 eens zijn cirkel
ie Cx ic C,
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doorloopen, dan is bijna pl =  Cj en ps =  C1l^  3, zoodat
de werveldraden 1 en 2 beide den cirkel met een straal

mC| doorloopen met eene snelheid
5T Cj , terwijl 3 zich met

eene snelheid ——  langs een cirkel met een straal C il^  3
7T Ci

beweegt. De driehoek door de werveldraden gevormd is
dan gelijkzijdig en wentelt met eene constante snelheid om
het zwaartepunt.

Figuur 5 geeft eenigszins eene voorstelling van de be
weging.

Ligt sg tusschen Cx en — Cj (uit de waarde van Ss
2 d t

blijkt, dat s3 niet kleiner kan zijn dan —  CJ, dan hebben
2

Si en pl dezelfde grenzen als sg, terwijl ps tot grenzen heeft
— en Ci 1 /  3.
O

De baan, die werveldraad 1 doorloopt, is eene spiraal,
wier kleinste radiusvector is —  C,, en die een cirkel met

2 1
een straal Cj tot asymptoot en de X-as tot as van sym
metrie heeft. Werveldraad 2 beweegt zich steeds in een
cirkel met een straal Ci en werveldraad 3 langs eene
spiraal, die eveneens de X-as tot as van symmetrie heeft,
maar waarvan de asymptotencirkel een straal Cj 3
bezit; het punt, dat van deze spiraal het dichtst bij des oor-

2
sprong ligt, is er —- Ci van verwijderd. Beide spiralen

O

naderen snel tot hare asymptoten (zie fig. 6). Op het oogen-
blik t =  0 liggen de 3 werveldraden op de X-as op af-

1 3standen — Cu C,, —  Ci van den oorsprong, hunne snel-
U  L i

heden .. , mzijn dan —^ ,
7T O i

4 m 3 m .——— en —— 9i neemt eerst
TC Cl 'K Ci
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af, bereikt een minimum voor pi =  — Ci 1 /  3, en gaat

dan verder toenemen; 6a en ös nemen steeds toe; wervel-
Yïb

draad 1 beweegt zich steeds met de snelheid terwijl

de snelheid der andere werveldraden steeds afneemt en tot

de erenzen ------  en ——— nadert. Heeft werveldraad 2
°  f f C i  srCi

eenmaal zijn cirkel doorloopen, wat na eindigen tijd plaats
heeft, dan is de driehoek door de werveldraden gevormd,
bijna gelijkzijdig; deze beweegt zich bijna met de hoek-

snelheid m
% Ci2

om den oorsprong.

Worden de algemeene vergelijkingen voor de beweging
van 3 werveldraden eenvoudiger door het maken van
bijzondere onderstellingen, wat betreft de sterkte, Gröbli

heeft ook nagegaan, of de beweging mogelijk is, en zoo
ja, hoe zij dan plaats heeft, als hij de grootte en den vorm
van de driehoeken aan banden legt.

Hij gaat daartoe de volgende gevallen na:
1°. de driehoek verandert noch van grootte, noch van

vorm;
2°. de driehoek verandert alleen van vorm, maar be

houdt zijn grootte;
3°. de driehoek blijft gelijkbeenig.

Het blijkt, dat deze gevallen dan mogelijk zijn, als er
tevens eene betrekking tusschen de sterkte der wervel
draden bestaat.

Wat de beweging van meer dan drie werveldraden aan
gaat, in het algemeen is deze niet te bepalen; een bij
zonder geval daarvan hebben wij in het vorige hoofdstuk
nagegaan, toen wij bepaalden de beweging van één wer
veldraad tusschen twee vlakken, die een hoek met elkander



maakten gelijk aan het wde deel van 2 tt; vervangen wij
namelijk de beelden door werveldraden, dan verkrijgen
wij eene mogelijke beweging.

Voor vier werveldraden kunnen wij ook het geval be
spreken, dat er niet twee maar slechts één vlak van
symmetrie is; deze beweging is slechts mogelijk, wanneer
de werveldraden 1 en 3 en evenzoo 2 en 4 elkanders
spiegelbeelden zijn. Het beschouwen van al deze bijzon
dere gevallen zou ons echter te ver voeren.



ZEVENDE HOOFDSTUK.

W e rv e lc y l in d e r .

Hebben wij ons tot hiertoe bezig gehouden met afzon
derlijke rechtlijnige werveldraden, wij zullen nu het geval
nagaan, dat de werveldraden een aaneengesloten geheel
vormen, dat de gedaante heeft van een oneindig langen
cylinder met eindige doorsnede, waarvan de vorm eene
ellips is.

Is £ voor alle punten , van eene doorsnede constant, dan
zou men volgens K irchhoit 1) kunnen aantoonen, dat aan
alle voorwaarden voor de beweging voldaan wordt door
aan te nemen, dat de doorsnede eene ellips blijft met ge
lijke assen, die evenwel met constante snelheid om het
middelpunt draaien. K ibchhoff vindt dan de snelheden
binnen den cylinder, maar spreekt niet over die daar bui
ten. Evenwel kan men beide op een zeker oogenblik ver
krijgen door u en v te bepalen als twee functies van x
en y, die aan de volgende voorwaarden moeten voldoen 2) :

1) Kirchhoff, VorleSungen über M ath. Physik, 3e Aufl., Leipzig, 1883,

pag. 262.
2) Deze methode ben ik verschuldigd aan Dr. Nieuwenhuyzen Kruseman.
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1°. Overal moet + b V =  0 zijn.bx ' by
2°. Voor oneindig ver gelegen punten zijn w e  n v nul.

X3 . W2 >  ,  . bv bu-------L_
a* É  6 2

3°. Voor < 1  is

en voor
x8
a? +  —  >  1' l p  '

b x
b V

by
b u

=  2 ?.

b x by
4°. u en v zijn doorloopende functies, ook aan de grens

van den cylinder.

Hierbij is ondersteld, dat
aP

• f
+  =  1 op het bepaalde

oogenblik de vergelijking is van de grens der doorsnede.
Zijn A en B de halve assen van eene door x ,y  gaande,

a? rmet — =  1 homofocale ellips, dan is identiekar er

£  + £ - 1  = 0, . . . . . (78)

terwijl A2 — B2 =  a2 — 1P — c2 is; hierbij zijn dan A en
B functies van x en y.

Aan alle gestelde voorwaarden wordt voldaan door:

2 £ a y  2 tb x
»==------v— , « =  • ■ , -a +  o a +  o

voor inwendige punten,

c2 \B  )  c2 \  A /
voor uitwendige punten.

Dat aan 4 voldaan wordt, blijkt dadelijk, als men c2
door A2 — B2 vervangt, want voor de grensellips wordt
A — a, B — 6.

Uit (78) in verband met A2 — B2 =  c2 volgt:
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 ̂A x b B __ x
TaT =  PA3 ’ bx  ~  P A 2 B’
b A _ y  èB  __ y

~by~ ~  P ABa’ by  “  PB 5 ’

aj2 y2
waarbij ter bekorting genomen is P =  —  +  g ï"

Verder is:

voor inwendige punten
bu bv  _^ bu  __ 2 £ a bv _ 2£6
bx by ’ by  a -f- 6 bx a-\-b

voor uitwendige punten
bu   2%abxy bu  2 £ a 5 j A  2%aby*
bx  ~  P A3BS ’ by ~  c2 -  ( b"“  I P AB6 '
bv 2 %ab ( , B ) 2%abx* bv _  2%abxy

T a T ~  c2 ( ” ï |  P A ' B ’ by ~ ~  P A 8B8’

waaruit volgt, dat aan de voorwaarden 1 en 3 voldaan is.
Dat » en v voor oneindig ver gelegen punten verdwij

nen, volgt uit:

u =  — 2 %ab . y
(A +  B) B

— 0 voor A = B =  oo, y =  oo.

Hetzelfde geldt voor v.
De geschetste bewegingstoestand geldt natuurlijk slechts

voor een enkel tijdstip, daar de werveldraden, waaruit de
cylinder bestaat, zich met de snelheidscomponenten « e n «
verplaatsen.

Kiezen wij evenwel zulk een werveldraad uit, waarvan
de coördinaten zijn Xacostp en A b sin cp; a en A b zijn
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dan de halve assen van een met de gegeven grensellips
gelijkvormige concentrische ellips, waarop de gekozen draad
gelegen is, terwijl <p den excentrischen hoek voorstelt.

Na een tijd d t  zijn de coördinaten van den werveldraad
geworden:

, . 2%absin<p , ,x — Xa cos <p----------- —-—  A d t ,a +  b
. 2 %ab cos<p ,y' =  xb sin (p -|---------- :— ------A d t.

Stellen wij

dan is :

2 £ a b
a-\-b

a +  b

— (a+ b)h,

x' +  hb  A sin <p d t =  Aa (cos cp —  usinCpdt),
y' — ha kco s(p d t =  ?i.b (sin <p +  u cos <p dt),

waaruit volgt bij verwaarloozing van d&\

(x ' +  h y ' d t y  | f y '  —  h x 'd t y _  ,
V A a / \  Aft /  ■

wat de vergelijking van de ellips -j---- — 1 =  0

is, nadat zij in positieve zin met eene hoeksnelheid h
gedurende den tijd d t gedraaid is. Daar h onafhankelijk
van A is, draait zich de wervelcylinder of liever de assen
van de doorsnede, terwijl deze haar vorm behoudt, met
eene constante hoeksnelheid

_ 2%ab
~ ( a  +  b)* ‘

De totale snelheid van een werveldraad is
uterwijl hare richting bepaald is door — — =

2 £ « & a

“  a +  b ’
— tgcp. Wij
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zien dus, dat alle inwendige punten, die op een met de
grensellips gelijkvormige ellips gelegen zijn, dezelfde snel
heid hebben, terwijl hunne bewegingsrichting loodrecht op
het bewegelijke been van den excentrischen hoek staat.

Voor alle uitwendige punten, die op een met de grens
ellips homofocale ellips gelegen zijn, is de snelheid

2 %ab ( A - B )
2 £ a b

c* A +  B
dus ook constant, terwijl ook hier door x  =  A cos (p,
y — B sin (p te stellen, blijkt d a t------ =  — tg (p is, zoodat

de bewegingsrichting ook buiten den cylinder loodrecht
staat op het bewegelijke been van den excentrischen hoek.

Evenals wij hierboven aantoonden, dat punten binnen
den cylinder, die op eene met de grensellips gelijkvormige
ellips gelegen waren, na een tijd d t, op dezelfde ellips
lagen, waarvan evenwel de assen met eene hoeksnelheid h
gedraaid waren, kan men bewijzen, dat punten buiten den
cylinder, die oorspronkelijk op eene ellips lagen, homofocaal
met de grensellips, na een tijd d t ook nog op dezelfde
ellips gelegen zijn, terwijl hare assen met eene hoeksnelheid

H =  gewenteld zijn.

Terwijl dus voor alle gelijk vormige ellipsen binnen den
cylinder de hoeksnelheid der assen dezelfde is, verschilt
deze voor alle homofocale ellipsen buiten den cylinder.

Behalve de draaiing der assen verplaatsen de deeltjes
zich ook nog met eene zekere snelheid langs hunne ellips;
stellen wij van

x' -j- h i  l sin (p d t  — ha  (cos Cp — » sin Cpdf),
y' — h a l c o s ( p d t = h b  (sin <p-\- u cos (p dt),

de laatste leden achtereenvolgens gelijk aan A a cos (^ -f  <Z<p)
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en A 6 sin d tp), dan is d ip blijkbaar de verandering
van den excentrischen hoek van het beschouwde punt;
deze verandering is weder voor alle punten van de ellips
standvastig en wel is ^  — h. Hetzelfde geldt ook voor

Cv v

punten buiten den cylinder, weder met dit verschil, dat
de verandering van den excentrischen hoek binnen den
cylinder voor alle punten dezelfde is, terwijl zij voor pun
ten buiten dezen van de eene homofocale ellips tot de
andere verandert.

De beweging van ieder punt wordt dus bepaald door
de hoeksnelheid h of H van de ellips, (gelijkvormig of
homofocaal met de grensellips) waarop het ligt, vereenigd
met eene even groote hoeksnelheid van den radiusvector
van den excentrischen hoek.

Hieruit blijkt tevens, dat alle werveldraden, die op een
gemeenschappelijken voerstraal gelegen zijn, steeds op een
gemeenschappelijken voerstraal zullen blijven liggen; de
lengte van den voerstraal blijft evenwel niet dezelfde.

Bij een cirkelvormigen cylinder met een straal r is de
snelheid van een punt op den cylinder £ r, terwijl elk der
beide genoemde hoeksnelheden zijn — £. De cylinder zal
zich dus als een vast lichaam draaien; de snelheid van
een punt buiten den cylinder op een afstand R van de as
is =  2 R H.

Jtv

Het bovenstaande kan ook toegepast worden voor het
geval 6 =  0, waarbij dus de wervelcylinder overgaat in
een wervelvlak. Stellen wij dan 5r£a6 =  2 S a  of 6 £ =  —,

ic
dan kan men 5 de sterkte van het wervelvlak noemen
voor de lengte-eenheid.
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Wij vinden dan voor de snelheid buiten het vlak:

4 5 y
M — ir a B — 1 v =

u — — Ti y A — B
B ' v =  h x

ir a

A-

0-4 )

daar de hoeksnelheid op het vlak h = w a wordt omdat
dan c =  a is.

Voor een punt op het oppervlak van de plaat wordt
A — a, B =  h, terwijl men y vervangen kan door

± - A ■ 1 /  A2 — a:* =  ± —  a2 — **,

zoodat men heeft:

u — +  h ~ ^ a 3a ■ x 3 .
a — V — + Ti 1̂  a* — x3, v — Tnx,

waarbij het bovenste teeken moet gebruikt worden voor
de positieve zijde van het wervelvlak. Het blijkt dus, dat
het wervelvlak kan vervangen worden door eene vaste
plaat, die met eene hoeksnelheid Ti draait. De normale
snelheidscomponent aan het oppervlak is dan gegeven hx,

i  u , b vdie met de voorwaarden, dat in de ruimte
 ̂x

en 'ó v b U
b y

— 0 de snelheden u en v volkomen bepaalt.
b x  by

Het is duidelijk, dat bovenstaande functies aan alle voor
waarden voldoen.

De waarde van u aan het oppervlak van de plaat wijst
op eene eenvoudige periodieke beweging der deeltjes of
evenals hierboven op eene beweging van den excentrischen
straal met eene eenparige hoeksnelheid h; daarmede is nog



vereenigd de draaiing van het geheel met eene hoeksnel-
heid h.

W. T hom son  heeft de beweging nagegaan J) bij een bijna
cirkelvormigen wervelcylinder, waarbij evenwel ook de
beweging in verschillende vlakken loodrecht op de as van
den cylinder niet dezelfde is, terwijl de snelheid in eene
richting evenwijdig met die as oneindig klein is. Hij vindt
dan eene trillende beweging langs het oppervlak zoowel
longitudinaal als transversaal. Zijne verschillende formules
leidt hij af uit de grondformules (1), die hij op cylindrische
coördinaten overbrengt.
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1) Proc. Royal Soc. of Edinb. Vol. X, 1880.



ACHTSTE HOOFDSTUK.

Ci r k e l v o r mi g e  we r v e l d r a d e n .

Beschouwen wij vervolgens het geval dat alle wervel-
lijnen cirkels zijn, waarvan de gemeenschappelijke as de
Z-as is. Hebben de vloeistofdeeltjes geen andere beweging
dan die, welke het gevolg is van de rotatie van eenige
deeltjes, dan zal de Z-as steeds de gemeenschappelijke as
der wervellijnen blijven.

Denken wij ons de vloeistof onsamendrukbaar en naar
alle kanten oneindig ver uitgestrekt, terwijl de snelheid
aan de grenzen nul is, dan is P1 =  P2= L 2 =  M2= N g =  0
(formules 33, 34, 36).

De grootte en stand van elke wervellijn op elk oogen-
blik wordt gegeven door de grootte van haar straal (/•')
en door haar afstand tot het X Y-vlak (2'). De baan van
een vloeistofdeeltje ligt in een vlak, dat door de Z-as gaat,
en is eene functie van de coördinaten van dat deeltje.

Zijn van een punt op eene wervellijn de poolcoördinaten
9
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r' en ê', dan is x1— r'cosi', y' — r'siné'; is verder de
rotatiesnelheid van dat deeltje co', dan is

sin 6', v' =  u' cos 6', £' =  0, (79)
waarbij a' onafhankelijk is van ö', terwijl de snelheids-
componenten in een punt r, 6, z dientengevolge zijn

è M b h  b h
b Z b Z b X

(91)

omdat volgens (31) N =  0 is. Hierin zijn

, =  - -1  f2* J
u' sin 6' d r ',  M — hl u' cos 6' dr', (81)

d ’ 2 ie J  d
waarin voorstelt dr' een volume-element, dat eene rotatie
snelheid u' heeft, en d den afstand van dat element tot het
deeltje met de coördinaten r, i, z; nu is
d r ' =  r' dr' dó' dz', d2 =  («'- z)2 +  +  r3 -  2 r' r cos (6‘-  6).

Nemen wij

fff
2  7T - f -  ê

u' cos (6' — 0)
~d~

d t',

waarbij 2 ie -)- 6 en 6 de grenzen zijn van 6', dan is
S =  M cos ê — L sin 6.

Daar verder
2 5T +  0

co' sin (6' — 6)I I I d t' =  0

is, heeft men
L cos 6 -j- M sin 6 =  0,

dus L — — S sin i , M ~  S cos d.
Vervangt men 6' — 6 door (p, dan wordt

2  7T

u' cos Q dep

(82)

= M I1 /  [(«'— z)*-\- r 3-\- r2—2 r' r cos cp]- r' dr' dz'; (83)



181

vervangt men vervolgens <p door ie—• 2 \fs, dan verkrijgt m en:

’s' u' (1 — 2 sin3
= - ! ƒ / ƒ 1 (r-f- / ) 3— 4r' rsin3\f/\

r'dr'dz'. (84)

Neemt men k3 —

_ _  2_ r  f  r*_____**
ir J J J V i (d1 —

4 r r1
(s '— s f  -j- (r' -)- r)2’

»' r' d r ' d  e'

dan verkrijgt m en:

\ ______
V"{ (s' —  s f  +  {r‘ +  r f  } ( l ^ l  —  k3 sin3

(2 — 2 k3 sin3 $) — 2 ^  |+^  1 — &2 siw2ij.

= - - ƒ ƒ

=4//v
. u'r'dr'ds'f K +  —  E -  K

2 1 /- r r' \  &2 &2

----ü i j K - y E  Jw'eZr'efe' (85)

=  — ƒ  j \ J  ^ - M u ' d r '  ds', (86)

waarbij K en E zijn de volledige elliptische integralen van
/  2 \  2

de eerste en tweede soort, terwijl ( —---- k ) K ------ r  E
_ k J k

vervangen wordt door IL
Substitueert men de gevonden waarden van M en L in

u, v, w, dan vindt m en:

b S . è S . . , d ru — ---------cos 9, v =  — - —  stn 9, dus
bs >>e

- — ,(87)
d t  b s

en

w
è (S cos 9) | è (S sin 9) S è S

— v .. I TT — I \ZT~è v b y
1 a (Sr)

b r  r  br
(88)
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Voor de vergelijking der bewegingslijnen verkrijgt men:

1 d (8 r )) j 1 j(8r) ) d r
r de  ) '  \ r  I r  j de of S r  =  Cj

S r  is dus de stroomfunctie.
Noemen wij de grootte der snelheid in de richting van

den voerstraal s dan is u =  s cos 6, v =  ssind.

Eenige vergelijkingen analoog met die op pag. 78 vin-
den wij, door in aanmerking te nemen, dat

è ’r cos Q dep
d e J  1 /  [(#' — e)3 -J- r3 -j- r'3 — 2 r r' cos <J>]

alleen van teeken verandert, door verwisseling van de
letters met en zonder accenten. Dientengevolge is

cos $  d $  )JJrrhJ  ̂ - , ).+r.+X.2̂ ] )-w=»»
d f  en d f '  stellen de doorsneden van de werveldraden
voor. Hieruit volgt volgens (88):

zoodat
J~ r3 a d f =  c o n s t . .....................(89)

is, daar u d f  voor eiken werveldraad constant is ten op
zichte van den tijd.

De energie wordt volgens (38) bij eene dichtheid =  1
^  =  S  (s “ sm30-|-Sc<; cos3 6) dT =  j 8 u d r  of

cosQdQE = 2 tt Srciidf—J J J
U'[(e'-e)3-\-r'3-\~r3-2rr'cos(p]uu'rr'dfdf'. (90)
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Uit (40) vindt men:

E = 2  J  J ’ J'[scos6(sucos6)-\-ssinê{r zwsin(l)-\-w(rucosi6-\-rwsiniê)~\&r
=2 f  J~ J~ (wm-seu)dr=2 J '  J '  J '  u(wr-se)rdedidr.

Integreert men dit
df, w door ■ . ~ ■ en

naar 6 en
, d ri door ——

d t

vervangt men drde  door
dan heeft m en:

E=iTII“r( '4r-"4f)df- ■ (91)
Zij weder de sterkte m —  J" u d f ,  dan is volgens (89):

2  m ra =  const............................. (92)
2  |M  *̂2

Wordt verder r0 bepaald door r02 = -------- , dan kan
2  m

men dit den m i d d e l b a r e n  s t r a a l  der werveldraden
noemen; deze blijft gedurende de beweging constant.

Voeren wij ook in de grootheid s 0 , zoodanig dat

z o E m r s =  2 m r * 0 .....................(98)

is, dan blijkt het duidelijk, dat de plaats, die de cirkel met
coördinaten r0, Zo inneemt, alleen afhangt van de sterkte
en de onderlinge ligging der werveldraden en niet van
de plaats van den oorsprong van coördinaten. Dezen cirkel
zouden wij kunnen noemen de c i r c u l a i r e  as van het
stelsel werveldraden; zijn grootte blijft constant, maar hij
beweegt zich in de richting van de Z-as met eene snelheid
de  o
d t
deo

-, te vinden door differentiatie van (98):

2 nt ra =  2 m r2 - 2 2 m r e d r (94)

deo 2 » f s ^ 2  » r ! d r  \  , „ _  d r
■mre — —  J 4 -  S 2 ,m r e — —d t  ) ^  d t
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In verband met (91) volgt hieruit, in aanmerking
nemende S w 0r  — =  0, omdat S w r 1 =  const, is,d t

4 - 2 m r ! =  - ^ -  +  S 2 » i ( j i - 2 o ) r — • (95)a t 4s 7T a t

Nemen wij nu het geval, dat er zich in de vloeistof een
cirkelvormigen werveldraad bevindt met eene eindige sterkte
m, terwijl de lengte-afmetingen van de doorsnede zijn van
de orde e; de hoeksnelheid u is dus van de orde In

£2
dit geval wordt

waarbij R den straal van den werveldraad voorstelt, ter
wijl de snelheidscomponenten in het punt r, g zijn:
d r  _  _  èS _  _  m / RT d ü  bk _
d t  bg 7r V r dk  hg

m t /  R  dü  7 Z — g /n£jx
a- V r ' d k '  (R -f- r)* -(- (Z — g)* ’ ^

m . / I  j D 4 * 5  k (R8- r2)+(z - g)8) n n
d t  r b r 2 wr' r ( ' d k  ' (R-j-r)s+ (Z -s)3j* '  ’
(Z is de afstand van den werveldraad tot het XY-vlak).

Verder i s :
\  2 E ,  / 2  \  dK 2 dE

d k  K \k* +  k* +  [ k /  dk  k dk’

dK_ p ksin*ipd\p
d  ̂ o ^  1 —  k?sin24>S

7T

ƒ2 1— k*sm*4>— 1
k \ s \ — k*sin*$s

d ip =

K +  p  1 — lc*
* J  kk'* l / l — k* sin*

d 4* (waarbij ld* — 1 — k*),
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'1' dK.dus —  r= +

+ ƒ
d k  k

(1 — 2k?sin3ip -f- k*sin4ip) +  (2k3sin3ip — k4sin4\p — k3) .

K E k r
—  T  +  m * ~ Y 3 J

kk '3 l / l — k3 sim3 ip

7C
2 1 — 2 sin3 ip —|— k3 sin4 ip

E
T

E_
kk'3

k_
k'3

l / l  — k3 sin3 \p

%
sin ip cos \p

dip

y \  — k3 sin3 ip-
K E
F  +  k ¥ 3’

«ZE 2 — k sin3 ip
d k

f 2 — k
Ji/T= k3 sin3 \p

dip ■

/*2 1 — k3 si
J  k l / T Z Z :

k^sm3ip — 1 , , E —
7. —  ■ dip —  — —
k V /  i  — k3 sin ip3 k

d\JSubstitueert men deze waarden in dan vindt men:
d k

d U 2K
~ W '

2 E — E k3
d k  k3 1 k3k13

Om de snelheidscomponenten in de nabijheid van den
werveldraad te vinden, stellen wij (R — r)3 -f- (Z — e)3 =  s3,
waarbij dus e zeer klein is ten opzichte van R; dienten

gevolge is k3 — —=— :—x — 1 —
«8

4 R r  4- e2 4 R r + « 2
s3 £3zoodat k13 =  ——— ;—7 of bij benadering ——. In dit geval

4R r- ) - f8 4 Ka
verschilt dus k weinig van de eenheid.

Volgens Legendbe j) i s :

d) Zie Schlömilch, Compendium der höheren Analysis. Bd. 2.
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v — i 4 , 4 2\,  l*-3* 4 2 2.K — %  — +  — — 7 ^ ) +  n9 , , fc4( % 77 _ - n : - r 7 )»4 \
1 / 4E =  l  +  — le'*[log—

2 2 . 4 2

ia. 3
H----- — &'41 22. 4

1.2 3.4

wanneer de hoogere machten van &' dan de vierde wor
den verwaarloosd.

Substitueert men deze waarden in ---- , dan vindt men :
d Je

~ = = i  +  l  — +  1 — &'2 — — A/4 —
die &'2 4 64 32

—Y l — +  1 — + 1 S log—. (98)V 2 16 128 )  ^  Jd’ ’

terwijl men bij substitutie in U verkrijgt :

U =  — 2 — — Je'3 ■
4 128 *'4 + ( 1 +  j * ' 2 +  — Je'* jtog —. (99)

Wij zien nu, dat U is van de orde log—, terwijl ——
Te' d Te

is van de orde — ; verder zijn, daar e en Te' van dezelfdeTc2
orde ziin ook met R — r en Z — e, - --■ - en ^ 8 , zoo-

d t  d t
als uit (96) en (97) blijkt, oneindig groot van de orde —.

Echter is overal in het vlak van den werveldraad 0;.

voor deeltjes boven den werveldraad heeft deze snelheids-
component eene positieve of negatieve waarde, al naarmate
m positief of negatief is, zooals ook opgemaakt kan wor
den, uit hetgeen op pag. 54 gebleken is. Volkomen in
overeenstemming met het daar gevondene blijkt ook uit
(97), dat in het vlak van den werveldraad de deeltjes, die
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dichter bij de as liggen dan de werveldraad zelf, eene snel-
heidscomponent hebben in de richting van de Z-as, waar
van het teeken overeenkomt met dat van de roteerende
deeltjes. De snelheid der deeltjes in het vlak van den wer-

AM

veldraad op de Z-as gelegen is —, zooals direct uit pag.rt
54 volgt.

Uit de formules (92) en (95) vindt men de snelheden
van den werveldraad zelf; daaruit blijkt, dat de straal van
den werveldraad steeds dezelfde blijft, terwijl hij zich langs
de Z-as voortbeweegt met eene snelheid:

d Z
d t

S _ m
2 R  2 7T 11

(100)

waarbij de machten van h' verwaarloosd worden. De snel
heid van den werveldraad komt dus in teeken overeen
met m, evenals de snelheid van alle deeltjes in het vlak,
dat door den werveldraad begrensd wordt.

Beschouwen wij nu eene niet elementaire cirkelvormige
wervelbuis, die wij w e r v e l r i n g  zullen noemen, en wier
doorsnede een cirkel of liever het oppervlak tusschen twee
concentrische cirkels is, waarvan de stralen zeer klein zijn ten
opzichte van den straal R van den cirkel, die de middelpunten
van de doorsneden van den wervelring verbindt. Deze cirkel
zal dus bijna met de circulaire as samenvallen, zoodat wij
hem dien naam zullen kunnen geven. Zijn de stralen van
den binnensten en den buitensten cirkel achtereenvolgens b
en a, dan verkrijgt men door b — 0 te nemen een massieven
wervelring; de straal van een werveldraad wordt dan
R -(- p cos 6, wanneer p voorstelt den afstand van dien wer
veldraad tot de circulaire as van den wervelring en 6 den
hoek, dien p maakt met het verlengde van R ; de afstand
van den werveldraad tot het XY-vlak wordt vervolgens
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Z -J- p sin 9, waarbij Z is de afstand van de circulaire as
van den ring tot het X Y -vlak; verder is m =  updp d 9 .
Voor een punt binnen den wervelring op een afstand
R +  <* van de Z-as, en een afstand Z -|- /3 van het X-Y-vlak
wordt dan volgens (96) en (97), als wij u overal in den
ring constant nemen :

2 %

4 ïT=t /

X

/ R +  p cos 9 d U .
7 " R + *  ' ~ d V '  k X

p sin 9 — (3
(2 R -f- x  -f- p cos 9)a -f- (p sin 9 — /3)3 ’

2 7F ________
d z
d t  2 ie (R -f- x)

R p cos 9
U +

. «f ü  .+ ----- ,  k .
• d k

R +  «
i  0

(pacos2 9~\-2R pcos9-2xïl — x 2) -)-(psin9 — (3)*)

waarbij k =

k' =

(2 R -|- x p  cos 9)a (p sin 9 — /3)a
/  4 (R -f- p cos 9) (R -f- <*)

V (2 R -(- x  +  p cos 9)3 -|- (p sin 9 — (3)3 ’
/

V
(jo cos 9 -  «)3 +  (p sin 9 -  (3)a

(2 R +  x  +  p cos 9)a -j- (p sin 9 — /3)2

Gebruiken wij bij onze integraties van — -— alleen den
d k

1 4
term —  en bij die van U alleen log —— 2, terwijl wij de

andere termen verwaarloozen, dan verkrijgen w ij:

w = - ^  ^  <5 + 7^ i x
4 0

(2R-(-«-f-p cos 9 )2—(—(p sin9—(3f j  4 (R -f- p cos 9) (R -(- x)
(p cos 9 — «)s-f- (psin 9-(3)* » (2K-\-x-\-pcos9)a-\-{psin9-(3)3

* ________p sin 9 -  /3_______
(2R-j-i*-(-() cos 0)2-|-(p sin 9—(3)a ’
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d z  a f  , [" __________
~ d ï  -  2 ^ f t + » •  J  " 1r J  ^ ( R +  p m '*  X

« o
V  I loq 4 ̂ (ZR+K+pcosQf+ipsmó-P)* g ,

I l^  (p cos 6—#)3-f- (p «»« 0—j5)2
(2 ,̂-\-x-{-pcos6)a-\-(psind—̂ )i J  4 (R-f-p co» 6) (R-(-«)

(p cos 0-«)3-f-(p sin ê-(3)2 ’ V (2R-f-i*-j-pco«0)3-|-(pm0-/3)3 ̂
/32 -(- p3 -  «3-  2#R-|-2Rp eos 0-2/3p sin 6)

(2 R-}-«-t-p cos ö)3+(p *m* 0-/3)3 . )

Voor V ( I R to de p l“ te ! ,e l '
lende - - - - -— T l -------£0S?  ^ , wordt

2 R - f  * \  2 R - j - a /
ö? r _ 2 ai
d t 5t(2R-|-<j!)

a 2 77

C C (R+pcos6)(psini-l3) ( , _  p cos ê ) JA_*  J  P .) p3+ « !-(-/32-2« pcosó-2fipsinó \ 2R-j -«j

2 " w
7T(2R+«)2 ^

a 2 77
'V f  de f  (.*R+ x )RPsinH 2R+*)RP+Rp2s™ëcosê-R(3pcosÓ „J  ̂ J  pa-\-x3-\-(3a—2xpcosó—2(3psin6

waarbij in den teller de derde machten van <*, j3 en p en pro
ducten uit drie van die factoren bestaande verwaarloosd zijn.

Evenzoo vindt men bij gelijke benadering:
d z  _ « 1 /  R ^
d t  ~  2% l /R + a ; 3

^ 2 TT

x  ƒ  P̂ P |'|(%4.-2) +  i%[(2R+fl!)2+p2-(-/33+2(2R+«)pco^-2/3p«M^]—

---- — /o<7 (*2+/33-)-p3-2«pco4 -̂2/3piiM )̂ j d 6 -\-
2 1
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2 « R 2
X1 !t(R +  *)(2R  +  *)2

a 2 ff

\s  f  j  f  2«R-(-j02-{“2R/9eo«ö— 2Ppsinê-(-p2cos26)J ̂ J pi-\-ot?-\-(&—Zxpcos6-%(ipgmd
b O

Ter bepaling van deze integralen heeft men de volgende
integralen noodig:

2 T
f  d  cp 2 je „I ----- — - ------ —  ■ öü <  p2,

J  p-qco8<p l ^ p * - q 2
f*ff
I log(p-cos<p)d(p =  — 2srlog(y^jo+1—W'p-1) p a 1,

° *).r% J
I log(p-\-co8$)d<p =  — 2x^ (l^ ^ 4'l—1 /p - l)  ^2>  1.

Neem ** +  /3*+  |»2 =  1®, 2 xp =  qcosCp,
2 P p =  q sin <p, ó —  <p =  x,

dan wordt:
2 ff

l sin 6 d i
p*-\-xa-\-(33—2xpcosó—2l3psinó ^

2 ff
C {sin(pin x cos $ - f -  cos x  sin Cp)dO

p  — qco8x

2*-<P 2 t

(pin x cosCp - ( -  cosxsinQ) d x   C (pinxcos^>-\-cosxsin0) d x  f
- 4

p —q cos x p —qcosx

___^  ^  f  cos x d x ____  sin <p f
J  p  — qcosx q J

2 n
p  — qcosx — p

p — q cos x
d x  =

1) Zie Bierens de Haan , Tables dTntégrales Dé fi nies, achtereenvolgens
Table 88 N°. 11 en Table 853 N°. 11 en 18.
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2 7F 2 :
sin cp f  p  sin Cp

' ■ ( * . +  , * “ t  f —
d x

p  —q cos cp

2 7T sin cp
+

2 5T p  sin Cp
c jy ' p 2 — q2

Op dergelijke wijze vindt m en:

ƒsin ê cos ê dó _ 4> ttp sinQcosCp 2ir(2p2— q2)sin (p cos Cp
p — q cos x q3 l/p*-q*

Berekent men de verschillende integralen, dan moet men
in het oog houden, dat \^p 2-q2 uit den aard der zaak
positief moet zijn; 1y'p2 -  q2 — (a? /32 -  p2)2 — x2-j- /32-  p2,
zoolang x2 -j- (3? ]>• p2 en 1 /p2—q2 — p2—x —(i2 voo r x2-\-(32 p2.
Dit in aanmerking nemende, vindt m en:

d r    2 u
d t  f ( 2 R  +  «)8 ^

[p I (2R+X)Rp — '2irpsin(p \  _ (2R+x)R(S2n ,
Jb PV  V q T  q(x2+(22- p 2)J x2+(32-p2 ^

\ t> i f  4irpsinCpcosCp t 2?r( 2p2—q 2)sinCpcos(p \
+  r  V q2 h 2 V H -/3 V )  )

- W -  *™ S<P +  ^ ) dp +
V 2 ~  2 («2+/32-p2 )  )

+  L I (2R+*)r / _ ? ^ +  +
J F\ \  q ~q(p2-x2-0 2)J p2-x 2-(?

+  R ,2( - -

—R Pp(-

QnrpsinCpcoscp t 2ir(2p2—q2)sin<J)cosCp \
~~q2 1 q2(p2- x 2-P*) )

27rcosCp 2 irpcosCp \ .) '
q q{p2-x 2- $ 2) )  | J



142

Bij substitutie van p, q, cos (p en sin <p wordt de vorm
achter het tweede integraalteeken nul, en men verkrijgt:

/.K V +ps
_  4wR/3 ƒ j 2R-f <* ( xp* )

dt ~  (2R+*)2 /  ( «2+/32 I &  =
2«R/3 «2+/32-&2 «R/3* (*2-f/32)2- ^

(2R+«) ' *2+j32 + (2R+*)s>‘ (*2+ /32)2 •

Neemt men voor de bepaling van — —
d t

(2R+«)2-(-/)2-f/32—s, 2(2R+as )p=tcosty, 2(3p=tsin\p,

d zdan wordt het eerste deel van

u l /R

Verder is:

a  25 %

 ̂ I PdP I M flog iU ' - —  2 ) + ~ % ( --fcos(^+^)') —
* 0 "  2 '  * J

—if hg (y }•
2 ?r

2 T

« « 7 f

^log(p±cos<p)dcp= Clog{p±cos(p)dcp-\-
O  7T %  %

+ ,ƒ% ( P±cos<p)dcp=J'log(p±cos<p)dcp-\- fbg(p+co&p)dfy
n 0 ö

(waarbij (p vervangen is door

= - 4  7T log (}^ p + 1  -  V'p -1),

waardoor het eerste deel van ------  overgaat in :

» l /R
MÉT. ƒ?* j 2)-!<«(v/ 7+1-y/1- 1)+

6

+  log f+1V f - i)j=
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tól/R
1 /R +

* r*  ,
=-s J  pdp*y log J .  l ^ 'p + q - ^ 'p ~ q \  o)

q ïs' s -j- t —i/ ' s —t '  I
Daar 1 / p - q  positief moet zijn, zoodat V ^ p - q ~ ^ x 2- \ - ^ - p

is voor p20 2+/32, en \ / j j I q = p - v -^ + jö 2 voor p2> « 2-f/32,
gaat deze vorm over in

«1 /R

^ k + ï y  (

c

■<ƒ ■fo»(*l-''(2R+«)’+/3’-2 j flif- l to?l ' ' i i+/3’ . pii,-ƒ
ƒ% ,  Ra2 ( 7 41/(2 R+*)2+/3!

_  J  p fo g p d p = — = F-  s I %  1
„  2 1 /R + *l/a 3+/3J '

ft)l/R.(d!2+/32) «1/R&2 (
4 1 /R + ^ 8 2 l / R + ^ s (

* 8
2"

% 4 ^ /(2R+*)2+/32
«2+/32

- 2

Voor de bepaling van het andere deel van

men nog weten:

moet

Alt i

f «** a=f'
J  p-qcos(0-cp) J

(cosxcos<p-sinxsin(p)2
p -qcosx •=ƒ(cos2cp-sin!i0)cosax -\-s in !>(p

p -q co sx
d x - \-

4g p-qcosx

2jr
s in 3<p

-dx=-  T  I -t-  t  " " "  ~  ^  _ j_

J  p-qcosx

 ̂ J "  s in 3(p ^ _sin2<f—cos2cp ^ ^ j ) 2(cos20 - s in 2<p)-\-q2sin2(p
p-qcosx l / p 2—q2

Weder in aanmerking nemende dat l / p 2- j 2 positief moet
zijn, verkrijgt men:
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2wRs
t (R + * )(2 R + * )2 X

X f af -/32—2«3—2<»R-)-p2-(-2R/5cos^-2Rp«iM^-(-p2cos2̂

b o p2-hxa-j-/32—2xpcosó-2/3psinó
dó —

4 u R2
(R-j-aï)(2R4”#)3 /(-

2*R +2 «2-/33
«2+ /3 2

p2(«2- ^ 2)
2(*2+ /32)2, + / ; 3 } ---

l / a 5+(3'-

4«R2
(R + «)(2R + «)2

- * R - 2 - * 2- - / 3 2 +  -  as +

i 2(2*R +2*2-/32)
r t /  9  I /»«H2(*2+/32)

<fr

54(«2-/33)
8 (*2+/32)2

d z
Brengt men nu de formules voor -----  en -----  in de

volgende gedaante:

d r
d t

d z

—  co (3 (  1 —

=  — w x \  1

«2+/^  /
i 2

*2+/32

+

) ■J

+

u x(3 f  1
2 R

a  x 2

d t

b 3

d t

2 R

u
2 R

2 *2+/32

i_ a2
2 *3+/32

8 R

+

+

2(*3+i32)
b * \

2(«2+/32)2/

>

+

«2 £o<7 4- a»\ _

9 u  oo b*_ _  /-2 ________" v
8 R l 8 R (*3 -f  j33)

8 Ru b 2
2Rr j1 «* -f- jS2 ’

dan blijkt het, dat een punt x, (3 zich met eene hoek-
sn el heid

(1  _  &3 * / 1  &s - &4 \  )
“ ( *2 +  /33 2 R \  2 * 2 4 .  ̂  ~ r  2 («* 4 .  /32)2 ;  j
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om de circulaire as van den wervelring draait, en boven
dien alleen eene beweging heeft in de richting der Z-as;
deze laatste bestaat uit twee verschillende deelen, een deel
onafhankelijk van <*, j3, terwijl het andere daarvan afhan
kelijk is; het laatste deel heeft ten gevolge, dat de ver
schillende deeltjes van den wervelring uit elkander gaan,
zoodat deze niet stabiel is. Is de ring niet hol, zoodat
men b =  0 moet nemen, dan is de hoeksnelheid om de

circulaire as gelijk aan a  ^1-----J, terwijl de voort

gaande beweging van den wervelring wordt

a a3
2~R

W. T homson, C oates, L ewis, J. J. T homson en H icks,
3 CO

geven voor iets anders; dit deel is echter voor ver-
o K

schillende punten binnen den wervelring verschillend, daar
9 (x3 -L B 3)hiervan moet worden afgetrokken —-— —— -, eene grootheid

8 u  Ri
3 co o?

van dezelfde orde als . De eenige term, die de voort-
8 R

gaande beweging van den wervelring bepaalt, is slechts
« a s .  8 R

- lo g -------. JSIeemt men a  met overal in den ring con-
Z R a

stant, maar gelijk aan — u 0l
B>

waarbij u 0 de hoeksnelheid

in punten van de circulaire as voorstelt, dan verandert
slechts de term, waarin de tweede macht van den straal
der doorsnede voorkomt, en de termen van dezelfde orde,
wier grootte, zooals wij hierboven zagen, voor verschillende
punten verschillend is en die dientengevolge ook van geen
belang zijn.

Bevinden zich in de vloeistof meerdere cirkelvormige
10
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wervelringen l), hetzij met dezelfde as, hetzij met verschil
lende assen, dan kan de beweging van elk hunner be
schouwd worden als te bestaan uit twee deelen, nam. eene
beweging, die het gevolg is van den ring zelf, en eene
beweging, die het gevolg is van al de overige wervelrin
gen. Tengevolge van de eerste blijft zijn straal dezelfde,
maar beweegt hij zich in de richting van zijne as met eene
zeer groote constante snelheid; de werking van de andere
wervelringen zal zijn straal doen veranderen en hem eene
beweging mededeelen, die echter niet zeer groot is, wan
neer ten minste niet een dier wervelringen hem oneindig
dicht nadert. De resulteerende beweging zal dus zijn, dat
elk der wervelringen zich met eene zeer groote snelheid
voortbeweegt in de richting van zijne as. Hebben zij ver
schillend gerichte assen, dan zullen zij spoedig zeer ver
van elkander verwijderd zijn en dus geen invloed meer
op elkander uitoefenen, zoodat in dit geval de verschil
lende wervelringen zonder merkbare verandering van grootte
of vorm zich met constante snelheid blijven bewegen. Zijn
echter eenige assen gelijk gericht, dan is het mogelijk dat
eenige wervelringen in elkanders nabijheid blijven en dus
werkelijk invloed op elkanders stralen uitoefenen. Gaan
wij daartoe nog even na den invloed, dien twee wervel
ringen op elkander kunnen uitoefenen, als zij dezelfde
as hebben. Wij zagen hiervoor, dat 2  m r2 =  const, is.
Hieruit blijkt dus dat, terwijl de straal van den eenen
ring grooter wordt, de andere ring nauwer wordt als ten
minste zijne rotatierichting dezelfde is en beide zich dus in
dezelfde richting voortbewegen. Daar verder de voortgaande
beweging van den ring ongeveer omgekeerd evenredig is

1) Zie hierover J. J. Thomson, Motion of Vortex Rings. London 1883.
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met zijn straal, zal tegelijk met het nauwer worden van
den ring zijne snelheid grooter worden. Daar, zooals wij
vroeger (zie pag. 54) opmerkten, een roteerend deeltje op
een ander deeltje werkt, alsof het er vast mede verbon
den is, zoo zal de eerste ring wijder, de volgende nau
wer worden, terwijl de eerste zich langzamer en de tweede
zich sneller zal gaan bewegen. Het zal dus kunnen ge
beuren, dat de tweede ring den eersten inhaalt en er door
heen gaat; dan zal echter de tweede ring de eerste wor
den, zoodat de andere ring hem zal verwijden en dienten
gevolge zijne snelheid verkleinen, terwijl hij zelf nauwer
wordt met toenemende snelheid, waardoor hij weder door
den hem voorgaanden zal gaan. Dit zal zich zoo telkens
kunnen herhalen, zoodat de ringen beurtelings door elkan
der heengaan.

Is de bewegingsrichting en dus de rotatierichting der
twee ringen tegengesteld, dan zullen zij beide wijder wor
den, als zij elkander naderen; het zal dan weder kunnen
gebeuren, dat de kleinste ring door den grootsten gaat;
daarna zal de straal van beide kleiner worden en hunne
snelheid dientengevolge grooter, maar weldra zullen zij
zoover van elkander verwijderd zijn, dat zij geen invloed
meer op elkander uitoefenen. Waren oorspronkelijk de
sterkte en grootte der wervelringen dezelfde, dan zal bij
het naderen hunne grootte dezelfde blijven; spoedig zul
len zij oneindig dicht bij elkander zijn, maar dan zullen
hunne stralen ook oneindig groot zijn en hunne voortgaande
snelheid oneindig klein; de wervelringen zullen meer en
meer het vlak naderen, dat hun afstand middendoor deelt.
Alle deeltjes in dat vlak zullen zich in dat vlak blijven
bewegen; wij zouden dit vlak dus als een vasten wand
kunnen beschouwen en verkrijgen dan de beweging van
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een cirkel vormigen werveldraad, wiens vlak evenwijdig met
een plat vlak is, en wiens bewegingsrichting loodrecht op
dat vlak staat.

Gaan wij nu nog eens na, evenals vroeger bij recht
lijnige werveldraden geschied is, de beweging van cirkel
vormige werveldraden in begrensde ruimten.

Zij bijv. een werveldraad symmetrisch geplaatst in een
bol; dit vraagstuk is opgelost door Lewis 1), door aan te
toonen, dat een andere cirkelvormige werveldraad, die met
den eersten dezelfde as heeft, zoo buiten den bol geplaatst
kan worden, dat de vloeistof op het oppervlak van dien
bol geen normale snelheid bezit. Zijn de coördinaten van
den nieuwen draad Rj en Zj, zoodat

k*=______i*l______ = _______ __________  (101)
(R +  r)‘ +  ( Z - * ) s (R1 +  r)3 +  (Z1- ^  1 '

is voor alle punten van den bol, welks straal is a. De voor
waarde, waaraan r en 2  hebben te voldoen, is r2-f- z3, —  a®.

Aan vergelijking (101) wordt voldaan, wanneer
R Zj =  Rj Z en \

RR1 +  ZZJ =  as | ' ' *
is, waaruit men kan afleiden:

(R2 -f Z2) (Rj2 +  Z,2) =  a*.
De beide werveldraden zijn dus gelegen op denzelfden

rechten cirkelvormigen kegel op zulke afstanden van den
top, dat hun product gelijk is aan het vierkant op den
straal van den bol, m. a. w. de eene werveldraad is het
beeld van den anderen. Verder zijn nu de grootheden U

1) Lewis, On the images of vortices in a spherical vessel. Quart. Journ.
of Math. XVI.
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en — op het oppervlak van den bol voor elk der beide
d k

werveldraden even groot. Wil bovendien de normale snel
heid op den bol nul zijn, dan moeten natuurlijk de wer
veldraden tegengestelde sterkte hebben; hieraan wordt
voldaan voor

m  R =  —  m 1 i /  R j ,
want:

d r rfü, ( / I  Z — z . /TT Z, — z )
dt____~ d k T V  ~V ( R - b f +  (Z-s)2^ 1 V r (Rj-h-^-HZt-^3 * * * * j
dz  — „  j «  /~K , ml . rfU l m /TT” R2-r3+(Z-^)8
d t  ( 2 r \  r 2 r V r j dik I 2 r v r (R+r)2+(Z—2)2 '

R^-r2 +  (Zj-s)2 )
2 rV  r (R1-f-r)2+(Z1-^)2 j

wordt dan:
d r  l j  Z - 2  Z1 — z )
dt  _  _  V"r ( (R+r)2 +  (Z-s)2 ~  (Rj+r)2 +  (Zj-z)2 j

1 j R2-r2 +  (Z-«)2 R^-r3 +  (Zj -«)* | ’
d t  t r i / r  [ (R+r)2 +  ( M 8 +  (Rq+r)2 +  (Zj-s)2 )

waaruit men door gebruik te maken van (101) afleidt:
dr
dt    2

dz  r
d t

Het beeld van den gegeven werveldraad ten opzichte
van den bol is dus geplaatst buiten den bol, terwijl de
sterkte der beide draden omgekeerd evenredig is met den
vierkantswortel uit hunne afstanden tot het middelpunt
van den bol.

Van zelf komt men nu tot de vraag, of elke schikking
van werveldraden binnen den vasten bol een daarmede
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correspondeerend stelsel van beelden heeft, zoodanig dat
vloeistofdeeltjes aan het oppervlak van den bol slechts eene
tangen tiëele beweging hebben.

Zij A (fig. 7) het middelpunt van den bol, BB' een
element (ds) van een werveldraad en CC' zijn beeld{dsy),
O het snijpunt van ds en ds1-, verder is

OB =  OC en ds : ds1 =  A B : A C.
Neemt men O aan als oorsprong van coördinaten, OC tot

Y-as en de X-as in het vlak O B C ; zijn de coördinaten van
A a, b, 0,
B xi> V\>
O o, o.

De snelheidscomponenten van een punt P (x, y, z) zijn
door de werking van ds en ds1 (zie pag. 54):

u m ds
2 it r3
m ds

' 2 itr*'

sin O B P .«  -)-

Vs*
+ m1 ds1

2

mï ds1
2  TT V sin O C P . =

v _ m d s  s .n o B p  £  _|_
2 ) r r

m-y dSy
2 it r-f sin O C P . (3y =

2 ir r3 y% r ’ 1

n d s  * 0 B P . y + ? i 4 » . 0 0 P . r i;2 it r-f 1
w — ------

2 7TT3

m d s x y x — Xy y
2 T tl* Vs*

m-y d sx
2 1t Ty

X

als x, (3, y  zijn de richtingscosinussen van den normaal
op vlak O B P, Xy, (3y, ylt die van den normaal op vlak
O C P, terwijl r en ty achtereenvolgens de afstanden van
P tot B en C voorstellen.
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Verplaatst men den oorsprong naar A en zijn a-', y'
de coördinaten van B, x'v  y' v die van C, dan wordt:

m d s  y' 4- b
u  ~  ö----- s • i _L h ‘ 82 j r r  V\ ~r o

m-y d Sj
2 7rr,s e,

m d s  g (x1 - f  - a)
V~  2 Trr3 ’ (y i+ b ) ’
_ m ds (x-]-a)(y'-)rV)-{x'-\-a) (y-\-b)

2 7T r 8 (i/i +  b)
my d s1
2 ir r-f

{x-\-a).

Zal de normale snelheid aan het oppervlak van den
bol, veroorzaakt door deze beide deeltjes, nul zijn, dan moet

u x - \-v y - \ -w g  =  ü zijn.
Dit geeft

m d s  z{ay' — bx') m1d s , ^
2 % r8 ' (#i' +  b) 2 7T r j8

Daar verder y ' : y x' — x ': x^ en a — — x' is, wordt deze
voorwaarde

m d s  , ml ds1 ,
— ------**i 5

maar d s : d sx — x ' : xx’ — R : Rx, (R =  AB, Rj =  A C) dus

m R2 r* R8
wan‘m1 Rx2 rj8

omdat B en C wederkeerig elkanders beeldpunten zijn.
Wij vinden dus m V" R =  — ml 1 /  R t , zoodat de sterk

ten der werveldraden tegengesteld in teeken zijn en zich
verhouden omgekeerd evenredig met de vierkantswortels
uit de afstanden der elementen van het middelpunt van
den bol, evenals wij vonden voor het geval, dat de wer-
veldraad symmetrisch in den bol geplaatst was.
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Elk element van een werveldraad heeft buiten den bol
dus zijn beeld, zoodat zij te zarnen aan de vloeistofdeeltjes
aan het oppervlak van den bol eene tangentiëele snelheid
geven. De verschillende beelden van de elementen van
een werveldraad vormen echter niet altijd een mogelijken
werveldraad, daar zijne sterkte niet overal dezelfde is;
m toch is constant, wil nu m1 ook constant zijn, dan moet

yS jr— of — , d.w. z. R constant zijn.Rj a
Wij komen dus tot het besluit, dat de beelden van

werveldraden alleen dan werkelijk kunnen bestaan, als de
werveldraden symmetrisch in den bol geplaatst zijn of
m. a. w. als zij gelegen zijn op bollen concentrisch met
den vasten bol. De werveldraden behoeven in dat geval
zelfs niet cirkelvormig te zijn.

De snelheidscomponenten van den werveldraad zijn vol
gens (96), (97), (100), in aanmerking nemende, dat Uj het
deel van U aangeeft, betrekking hebbende op het beeld:
d l t
d t

d Z
d t

m i  . / 7. Zr— Z <*U,
*■ V R 1 (R +  Rj)s +  (Zj — Z)2 ’ dk j '

m
%7T R log- — *) +  -!*-

R Ü1 +

4 R Rj

Rj2 — R2 +  (Zj — Z)2
(R1 +  R)2 +  (Z1 — Z)2

terwijl fc2 = ___________________
(R1 +  R)2 +  (Z1-Z )*

(p straal doorsnede werveldraad).

en ld —
2 R is

Daar, zooals wij zagen, tnl/'R——nt1l^ R 1 is, verkrijgt men
__ m Z1 — Z d ü ,

d t  rr 1 (R +  R1)2+ (Z 1_ Z ) 2 ‘ t k ^ ’
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d Z
dt 2 sr R f  /

I d U i
d \

j V - R H t z . - z f j'
, , (R1 +  R)* +  (Z1-Z ) M '

Wanneer de werveldraad en zijn beeld betrekkelijk ver
d Zvan elkander verwijderd zijn, zal de eerste term v an ------
d t

verreweg de grootste zijn, zoodat de draad zich in posi tieve
richting zal bewegen. Daarmede zal gepaard gaan een zich
verwijden van den werveldraad, zoodat deze tegelijkertijd
dichter bij het oppervlak van den bol komt; dientenge
volge komen ook werveldraad en beeld dichter bij elkan

der en nemen Uj en d Uj

grens 1
d k]

d Z

toe. Daar cZüj
dlcl nadert tot de

eindelijk negatief worden, zoodat
1 — ftj8 * dt

de werveldraad teruggaat, terwijl hij steeds wijder wordt;
dit zal zoolang duren, totdat het vlak van den werveldraad
door het middelpunt gaat, omdat dan Z1 — Z negatief
wordt, zoodat van af dat oogenblik zijn straal kleiner

d Zwordt; vervolgens zal het deel v an —-—  tusschen de ac

colades weder kleiner worden, zoodat op een zeker oogen-
d Z

positief wordt en de werveldraad zich in poblik

sitieve richting gaat bewegen steeds nauwer en nauwer
wordende, totdat zijn vlak weder door het middelpunt gaat.

Fig. 8 geeft een beeld van de beweging; B en B' stel
len de doorsnede van den werveldraad voor op het oogen
blik, dat zijn vlak door het middelpunt gaat en hij zich
in positieve richting beweegt, terwijl A en A de door
snede vormen, als zijn vlak zich in negatieve richting door
het middelpunt beweegt.



154,
Gaat het vlak van den werveidraad door het middel

punt van den bol en is juist op dat oogenblik de voort-
d R

gaande snelheid nul, dan is ook tevens ——  =  0, want
(m  V

Zx =  Z ; de beweging binnen den bol is dan stationnair;
hoe groot zal in dit geval de straal van den wervei
draad zijn?

Het is duidelijk, dat R dan weinig van a zal verschillen,
zoodat men mag nemen R =  a — 5, Rj =  a -f- 5, waarbij
5 zeer klein is; dan is :

Ui — log —
1 ^  1/ 1 — kj*

Men vindt dan :

% — log 4 a d Uj
d kl

d Z
d t

\log

, 2R 5

8 R  4 a  ,
--------------2 —  %  —  - +  2 a

T

a?_
Sa '

=  0

=  "  0f log a
ya p d p

Is o =  10 S, dan vindt men overgaande tot Briggsche
logarithmen :

log
P

25

=  10X0,4,8429,

— 22024,

$ Q
11012 — 110120

eene uitkomst, waarvan de grootte ons blijkbaar recht geeft
tot bovenstaande benaderingen.
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STELLINGEN.





S T E L L I N G E N .

L

De bezwaren van Bertrand tegen H elmholtz zijn voor
namelijk het gevolg van de verwarring omtrent het begrip
r o t a t i e .

H.

De beschouwingen van Dr. Quint omtrent het verkrij
gen van de baan van een werveldraad uit de stroomfunc
tie zijn onjuist.

HL

De gevolgtrekking, die Kirchhoef in zijne „Vorlesungen
über Mathematische Physik”, pag. 265, uit de beweging
van den elliptischen wervelcylinder maakt, dat nl. een
wervelplaat in rust zou blijven, is onjuist.
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IV.

De benaderingen van C oates, Quart. Journ. XVI, voor
de snelheid van een punt binnen een cirkelvormigen wer-
velring, zijn onnauwkeurig.

V.

In hoofdstuk IV van L amb’s „ Motion of Fluids” moet
overal het woord „ streamlines” vervangen worden door
„lines of motion”.

VI.

Het bewijs van de reeks van F ourbier, voorkomende in
T homson and T ait (Nat. Phil. § 77), is fout.

VIL

De term „Condensor” voor verlichtings-apparaten is, in
tegenstelling, van wat Abbe meent, te verdedigen.

VIII.

Ten onrechte meenen N ageli und Schwendener (Das
Mikroskop, pag. 15), dat een dispansief systeem van reëele
voorwerpen slechts virtueele beelden kan opleveren.

IX.

De optische werking van gegolfde membranen is in
N ageli und Schwendener (Das Mikroskop, pag. 215) ver
keerd beschreven.
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X.

De verklaring van Crookes omtrent de proeven van
T orre is onvoldoende.

XL

Uit de spectroscopische onderzoekingen van de zon blijkt
het, dat ijzer niet tot de elementen behoort.

xn.

Het is wenschelijk de theorie der rekenkunde en der
algebra in de lagere klassen van Hoogere Burgerscholen
en Gymnasia zooveel mogelijk te beperken.

XIII.

Het aantal uren op de Gymnasia volgens het laatste
leerplan voor de wiskunde uitgetrokken, is voldoende.

XIV.

Het is af te keuren, dat het diploma van het eindexamen
eener Hoogere Burgerschool met öjarigen cursus wel vol
doende wordt geacht voor de verdere opleiding van aan
staande artsen, maar niet voor die van doctoren in de
medische en philosophische wetenschappen.
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