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Deze studie over het atoommo<lel van RuTIIERFORD en BOJm, 
en over de problemen van de theorie der quanta welke daarmee 
in verband staan, is oorspronkelijk geschreven als antwoord op 
een prijsvraag, uitgeschreven door Teyler's 'fweede Genootschap 
te Haarlem. Na de bekroning ervan hebben H.H. Direkteuren 
der Stichting goedgevonden dat ze tegelijkertijd voor mijn disser
tatie zou mogen dienen. 

Bij <le uitgave bleek het wenschelijk in de oorspronkelijke 
tekst eenige wijzigingen aan te brengen. Voor een deel dank ik 
deze aan opmerkingen \'an Prof. LoRE~TZ, en verder leek het ook 
mijzelf van belang op verschillende plaatsen iets in te lasschen, 
vooral in verband met nieuwere onderzoekingen. Deze verande
ringen of aanvullingen Z\jn, voor zoover het geen minder be
langrijke verbeteringen van de st\il, en dergelijke, betreft, aangeclui<l 
door ze in vierkante haken [ J in te sluiten. De voornaamste 
aanvullingen welke ik heb ingevoegd zijn: bl. ü7, noot 2); § rn, 
a), c); opmerking 4) bij § 22; noot II bij § 26; opmerking ·l) 
hij § 28; § 28*; § 30, slot; § 34, slot; in § 36 het grootste <lecl 
<ler opmerkingen 1), 5), 6); bl. 241, noot 1); bl. 243, noot 1). 
:N"aar aanleiding van de opmerkinge11 van Prof. LoRE:N'rz is 
o.a. <le inkleeding van § 16, e) 2) en van § 31 eenigermate om
gewerkt en zijn o.m. toegevoegd: noot 2), hl. 28; noot 2), bl. 3G; 
noot 3), bl. 65; noot l), hl. 233. 

Aan den algemeenen gang van het werk is echter bijna 
niets veranderd. Indien ik het geheel overnieuw had kunnen 
opstellen, zou ik het in veel meer opzichten gewijzigd hebben, 
om verschille]l(le kwesties beter uiteen te zetten dan nu is 
geschied. Zoo ha<l<len b.v. de problemen welke samenhangen 
met de kwestie <ler "ontaarde systemen" <lui<lelijker behandeld 
kunnen worden door onmiddellijk gebruik te maken van de op 
hl. 240/241 vermelde hypothese van Er . 'Tgr:N; het in § 2ö over 
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de :,;tabiliteiLskwe8Lie gezegde had meer naar voren gebracht 
kunnen worden ; en vooral behoorde de bolmmlcling van cle 
meeste der in hoofdstuk I on hoofdstuk V genoemde problemen 
minder beknopt te zijn. 

Na de inlevering in het einde van Juli 1917 zijn verder over 
het behandelde onderwerp nog zeer vele artikelen verschenen. 
Het was me echter niet mogelijk op deze alle acht te geven; 
slechts zeer weinige ervan Z\jn in de toevoegingen vermeld. 'l'ot 
de voornaamste van de nieuwere onderzoekingen schijnen me 
te behooren de studies over atomen met meerdere ringen van 
elektronen. Deze zijn begonnen met een artikel van DEBYE, 
later gevolgd door werk van VEGARD, SüMl\IERFELD, KRoo (zie 
bl. 160-162; verder heeft EPSTEIN nog eenige onderzoekingen 
gepubliceerd in Die Naturwissenschaften over het spektrum 
van Helium). Deze onderzoekingen hebben voornamelijk betrek
king op de verklaring der Röntgenspektra. - VEGARD heeft ook 
eon voorloopig schema opgesteld van de bouw van alle elementen 
van het periodiek systeem. Het is mij niet mogelijk geweest 
hierop in te gaan; alleen zijn in de ingelaschte § 28* eenige 
kwesties besproken waarop men komt bij berekeningen over 
dergelijke atoommodellen. Bij deze systemen met veel elektronen 
zal men waarschijnlijk mot groot succes gebruik kunnen maken 
van de rekenmethoden dor astronomische meclumika (reeksont
wikkelingen der storingstheorie). Bij berekeningen over de spektra 
blijken de 8toringen van de verschillende elektronen op elkaar 
een belangrijke invloed te hebben; het is wel mogelijk dat men 
elke baan numeriek z1:tl moeten uitwerken, om tot definitieve 
resultaten te komen. 

Niet vermeld is een belangrijk artikel van :N". B01rn: On the 
Quanturn 'l'heory of Line~Spectra, waarvan het eerste ge<leelte 
(algemeene theorie) in April/Mei 1918 verschenen is. Een groot 
aantal problemen van de quanten theorie wordt hierin besproken; 
enkele hiervan had ik zelf ook ree(ls nagegaan: b.v. hot verband 
tusschen de frequenties die men verwacht volgens de quanten
theorio on volgens <1e klassieke theorie (B01rn, l.c. p. 15, 30; 
zie beneden § 32), en de gewichtsfunktie die men bij statistische 
problemen moet invoeren voor ontaarde systemen (Bo1rn, l.c. 
p. 26; zie beneden § 41, C, 11). BonR geeft verder vele be
schouwingen over de ontaarde s~·:,;temen, over <le adiabatische 
beïnvloeding van een systeem, over waarschijnlijkheidspro-

IX 

blemen die optreden bij <le uitstraling van energie, 
Leidené.1e gedachte hierbij is de overweging dat de form:~ez~ 
van de quantentheorie bij groote waarden der quantengetall 

.h m 
nsymptotisc moeten naderen tot die van de klassieke theorie. 

Ik mag hier niet nalaten mijn grooten dank te betuigen aan 
de hoogleerar~n der Leidsche Universiteit bij welke ik gestudeerd 
he?: In het b1zonder geldt dit jegens de professoren EHRENFEST 
(IDlJn _Promotor), K .-UfERLrnGH ÛNXES en LüRENTz, aan welke 
allen ik zeer veel te danken heb, en met wie ik steeds aan
genaam heb mogen omgaan. De tijd gedurende welke ik op het 
!üyo?een Laboratorium gewerkt heb is voor mij een prettige her
mner~ng; en evenzoo die welke ik in Haarlem in het Natuur
kundig Laborato1:ium van 'l'eyler's Stichting heb doorgebracht. 
Doch ook de protessoren KuENEN, DE SrTTER, KLUYYER en VAN 

Dlfä W OUDJD zal ik stee(1s zeer erkentelijk blijven. -

DELFT, Oktober 1918. 



YOORREDE. 

Omtrent cle hierb~j geleverde beantwoording der prijsvraag 
door TEYLER':-; TWEEDE GE~OOT::WIL\P voor 1916 uitgeschreven: 

"De hypothese van RuTHERFORD omtrent den bouw der 
atomen" 

zou ik gaarne eenige opmerkingen willen maken. 
Getracht is een zoo duidelijk mogelijk beeld te geven van 

RuTIIERFORD's theorie over de struktuur _der atomen, en van de 
toepassing van de theorie der quanta hierop. In zeer veel punten 
zal blijken dat het werk niet is afgerond: het probleem der 
atoomstruktuur staat met zoovele andere vraagstukken der natuur
kunde in verband, en heeft in den laatsten tijd een zoo groote 
uitbreiding gekregen, dat ik me genoodzaakt zag vele kwesties 
slechts zeer onvolledig of in 't geheel niet te hespreken. Zoo er 
meer tijd beschikbaar was geweest had ik deze gaarne nader 
willen uitwerken. Ik heb gepoogcl dit gebrek eenigszins te ver
helpen door te verwijzen naar de literatuur welke op cleze punten 
betrekking heeft. 

In het bizonder is dit het geval met de theorie der radioak
tieve verschijnselen, en bij de vele kwesties waar de theorie der 
quanta in strijd is met de opvattingen der klassieke mechanika. 

Ook zijn van vele berekeningen uit de theorie der spektraal
reeksen slechts de hoofdzaken besproken; voor de nadere uit- · 
werking der formules en voor de vergelijking met de experimen
teele resultaten is dan naar de literatuur verwezen (dit is b.v. 
gedaan met de theorie van Som,JEH.FELD over de detailstruktuur 
der spektraallijnen en over de Röntgenspektra). 

Aan den andel'en kant was het noodig tamelijk ver in te 
gaan op de grondgedachten van de theorie cler quanta - waar
mee tengevolge van de onderzoekingen van Bmm, So:\IMERFELD, 
EPSTErn en vele anderen de theorie van den bouw der atomen 
ten nauwste verbonden is. Ik hoop dat hierdoor de theorie van 
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RuTI-rnRFORD niet op den achtergrond gedrongen is: overal is 
<le theorie der quanta onmiddellijk toegepast op het atoom
moclel (met uitzondering van een 'paar voorbeelden welke ter 
illustratie van enkele theorema's dienen). 

Ik heb mijn best gedaan de quantenonderstellingen zoo alge
meen mogelijk te formuleeren, en ze zooveel doenlijk tot een 
samenhangend geheel te vereenigen. Hierbij heh ik gebruik 
gemaakt van den vorm waarin K. S<'HWARZSCHILD de quanten
formules heeft uitgesproken. Het schijnt me toe dat de door 
Sci-nv ARZSCIIILD ingevoerde hoelcvariabelen en de daaraan toege
voegde kanonische momenten voor de ontwikkeling der quanten
theorie van zeer groot belang zijn. Door de invoering hiervan is 
de mogelijkheid geopend om bij zeer vele mechanische systemen 
quantenvoorwaarden in te voeren, vooral doordat men gebruik 
kan maken van de rekenmethoden der astronomische mechanika 
(behandeling der storingsproblemen volgens de methode van 
DELAU~AY en ,VnITTAKER, wat voor de studie van vele samen
gestelde problemen van groot gemak is; en verder de theorie 
der z.g. ,,periodieke soluties" en der oplossingen in de nabijheid 
ervan, welke ontwikkeld is door H. PorncARÉ). 

Bovendien kan men aantoonen dat de quantenvoorwaarden 
in den door ScnwARzscmLD gegeven vorm in het algemeen 
eenduidig zijn, dat ze m.a.w. niet afhankelijk zijn van het 
koordinatensysteem waarmee het probleem behandeld is 1). 

Aan den anderen kant doen zich echter bij deze problemen 
groote moeilijkheden van meerendeels mathematischen aard voor: 
<1e oplossingen der mechanische problemen worden · gewoonlijk 
verkregen in den vorm van trigonometrische reeksontwikkelingen 
(meervoudige FouRrnR-reeksen) naar de hoekvariabelen, en 
men komt dus voor de vraag of deze reeksen konvergeeren 
of divergeeren. Men konit hier in een gebied waarover door 

I H. PoINCARÉ vele onderzoekingen zijn verricht. Ik heb tot nog 
toe geen gelegenheid gehad mij in deze kwesties voldoende ver 
in te werken. Er blijft op dit gebied nog zeer veel te doen, 
wil men een vasten grondslag aan de "quanten-mechanika" 

1) Zie hoofdstuk II, § 12. 
Hier zij nog vermeld dat men op een eenvoudige en algemeene manier een 

verband kan aangeven tusschen de beide hypothesen der quantentheorie (de 
formules voor de quantenbewegingen, en de emissie-hypothese ). Zie hoofd
stuk V, § 32. 

XIII 

geve11. \' oorloo1Jig n10eLe1 1 . . • 
. l < w,; 8omm1ge lheurn111a'8 over de 

huekvanabelen onder voorbehoud worden aanvaard 1). 

i~1 het volgende is de 8tof ongeveer aldus verdeeld: 
l oofdstuk I geeft een algemeen overzicht van de tl1eorie v-tn 
lU'l'lIE~l<'<)R~, in verband met de verstrooiing der alpha-deeltj; 8 de rad10aktieve verschijnselen, enz. ' 

In J,I zijn de _hoofdgedachten van de theorie der quanta 
besproken. Versclullende punten waar de tl1eo ,· d , t 

T"kl d ne e1 quan a 
1~001 IJ . ie en oplevert, en kwesties die in verband staan met de 
:
11tstralrng en de absorbtie van energie zijn afzonderlijk gereleveerd 

m hoofdstuk V. · 

In hoofdstuk III is de toepassing van de quantentheorie 
O 

systemen met slechts 1 elektron (model van het waterstof-atoonf 
enz.) behandeld, en de theorie der spektra van Boi-rn Sm.nrnR~ 
l<'ELD en anderen. ' 

D: system~n met meerdere elektronen worden besproken in 
hoofcfatuk I\ · In § 26 is getracht een methode te ontwikkelen 
voo~· h~t opstellen der quantenvoorwaarden, en is een vermoeden t:mt .1~ .. verband m~t de kwestie der instabiele bewegingen. 
, e~dei z1Jn de verschillende onderzoekingen van Bmrn, NwnoL
so~, s?~fMERFl!:LD, EPSTEIN (theorie der roteerende molekulen) 
kort mteengezet. 

'l'o 1 tt .. · V 
l .. l" ns o e ZIJ n m . I eenige opmerkingen gemaakL uaar aan-
1:i.'. mg v~m de hypothese van E111tE.YVES'l' over de adialmti8che 

u~v~oedrng van een mechanisch systeem, en over enkele 
statistische problemen. 

inti)_ Over de_ reeksontwikkelingen der astronomische mechanika zie men een 
eressant artikel van K. Sc11wARzscmLn, tber Himmelsmechan1"k Ph z 't J 

4 p 76- 1903 y .. , ys. e1 se 1r. 
d; la. .J, . . -;--- er.der natuurl:gk: H. PoINCAR!i, Les Méthodes Nouvelles 
B , Mecamq ue Celeste (m liet vervolg steeds geciteerd als Méc. Cél) k. 
. r. WnrT'!'AKER, Encykl. Math Wiss Vl 2 12 . . ' en oo . 

Proc. Roy. Soc. Edin b 37 p nr, • l 1.917 ' , en eemge opmerkingen in: . , . ~,.J, vg ., . 
. ~e reeksontwikkelingen schijnen alR ze divergent zijn in het al 

l,a1akter van tt~1f111ptoti.\'che reeksen te hebben zoodat • t, h . b gemee'.1 het 
goed b · "kb ·· ' ze oc voor erekenmgen 

ILll aar z:gn (verg. H. PorNcAn1::, Méc. Cél. II, Ch. VII] ). 



Indien men vraagt een algemeen oordeel te geven over de 
hypothese van Ru'l'HERFORD, moet men naar mij dunkt erkennen 
dat ze van zeer groot nut geweest is en ook nog z~jn zal voor 
de ontwikkeling van ons inzicht in den bouw en de eigen
schappen der atomen. 

Aan de grondgedachten - dat een atoom een "planeten
stelsel" is, met een zeer kleine en zware kern als centraallichaam, 
en de elektronen als planeten; de hypothese van VAN DJ~N BROEK 

over de grootte der kernlading; de splitsing der eigenschappen 
van het atoom in eigenschappen van de kern, en eigenschappen 
van het elektronensysteem - kan bijna niet meer getwijfeld 
worden. De experimenten over de verstrooiing der alpha-deeltjes, 
de radioaktieve verschijnselen, de eigenschappen der isotope 
elementen, en vele andere kwesties zijn alle in volkomen har
monie hiermee. Ook het algemeene karakter der Röntgenspektra 
levert een groote steun voor de theorie der "atoomnummers". 

Wat de speciale modellen betreft schijnt de bouw van het 
waterstof-atoom - behalve wat de kern aangaat -- wel geheel 
vast, te staan. Men moet wel als zeker aannemen dat een water
stof-atoom bestaat uit 1 kern, waaromheen 1 elektron loopt. 

De systemen met meerdere elektronen en die met meerdere 
kernen leveren nog de grootste moeil~jkheden; vooral in verband 
met de kwestie van cle stabiliteit der systemen. Tengevolge van 
de groote moeilijkheden 'die verbonden zijn aan het berekenen 
der bewegingen in deze systemen, welke op het öogenblik bijna 
onoverkomelijk lijken, kan men voorloopig nog weinig zeggen 
over de resultaten welke de theorie van Hc'rTIERFORD in dit 
gebied zal kunnen opleveren. 

Verder is volgens de op het oogenblik geldende opvattingen 
I de theorie over de struktuur der atomen onafscheidel~jk ver

bonden met de theorie der f]Uanta (gelijk ook reeds boven ver
melcl is). Hierover durf ik zeer weinig te zeggen. Zooals bekend 
is staan cle grondgedachten van rle quantentheorie geheel buiten 
de gewone opvattingen, en zijn ze op vele punten ermee m 

1 

X\ 

~lri~d. \Vmrneer men e<:litor aan dell anderen kant Hagaat \l·el~ 

8cluUere11do rosultaten tlezo theorie in Yole opzi<:liton here~t 
heeft, wor~lt. m01: wel gedwongen aan te nemen dat ze een groote 
kern van Jlllstheid bezit. 

Over deze problemen zal de verdere ontwikkeling der Natuur
kunde moeten beslissen. 

LErni,.:x, rneclio Juli U)J 7. 
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EENHEDEN. 

In alle formules zijn de elektrische grootheden steeds uitge
<lrukt in de gewone elektrostatische eenheden; <le magnetisC'he 
in elektromagnetisrhe eenl10<len. 

VERBETERING. 

0 

Op bl. 166, bovenaan, moet Rz = 0,080 A.E. vervangen wor<len 
0 

door Rz = 0,086 A.E. - Overigens maken echter de hier opge-
geven waarden voor de stralen der banen in het koper-atoom. geen 
aanspraak op hizon<lere nauwkeurigheid; ze dienen slechts om hij 
hernulering een beel<l te geven van cle afmetingP11 van het systeem. 

INLEIDING. 

In 1911 is door Sir ER~ES'l ' Ri;THEBFORD rle hypothese opgesteld 
dat een atoom zou bestaan uit een positief elektrisch geladen 
kern, waar omheen zich negatieve elektronen in verschillende 
banen bewegen. De grootte van de kern moet zeer gering zijn 
tegenover de afmetingen die men gewoonlijk aan de atomen 
toeschrijft; de diameter van het atoom zou bepaald worden door 
de elektronenbanen. De lading van de kern is een geheel aantal 
malen de lading ván een elektron; in den normalen (neutralen) 
toestand heeft de kern juist zooveel elektronen oin zich heen, 
dat de totale lading van het systeem nul is. Dit aantal is ongeveer 
de helft van het atoomgewicht. De massa van het atoom z~telt 
b~jna uitsluitend in de kern 1). 

Deze hypothese is door RuTHERFORD oorspronkelijk ingevoer<l 
ter verklaring van de uitkomsten gevonden bij de studie van 
de verstrooiing van alpha-deeltjes, wanneer deze door metaal
laagjes en dergelijke heen gaan. In het bijzonder dwong de 
waargenomen verdeeling der Yerstrooiingshoeken tot het aan
nemen van een sterk elektrisch geladen kern van zeer kleine 
afmetingen en groote massa in het atoom. 

Later is de hypothese verder uitgewerkt en gebruikt om andere 
verschijnselen te verklaren, zooals die der radioaktieve stoffen. 
De grootste ontwikkeling heeft ze echter gekregen sinds het in 
1913 aan N. BonR gelukt is door toepassing van 0J1derstellingen 
ontleend aan de theorie der quanta op <le beweging der elek
tronen in het atoom, formules af te leiden voor de reeksen in 
de lijnen-spektra van sommige elementen. Spoedig daarna is de 
theorie van Bmm door anderen uitgebreid, en gebruikt voor de 

') E. RuTHERFORD, Phil. Mag. 21, p. 669, 1911; 27, p. 488, 1914. 
1 



I 

2 INLEIDING. 

behandeling van verschillende bijzonderheden cler spektra ( detail
struktuur der lijnen, enz.). Ofschoon het meerencleel dezer 
onderzoekingen betrekking hebben op het eenvoudigste atoom, 
nl. dàt van waterstof, is hun s~cces toch zoo buitengewoon groot 
geweest, dat men wel moet aannemen dat in deze richting nog 
zeer veel bereikt kan worden. 

Aan den ander.en kant is de ontwikkeling van de theorie der 
quanta _in de laatste jaren hand in hand gegaan met de uit
breiding van de theorie van BoHR. Men kan echter niet zeggen 
dat door deze nieuwe theorieën de bouw der atomen en de oor
sprong der spektra verklaard zijn: integendeel, de hypothesen der 
quantentheorie zijn zoozeer in strijd met de wetten der mechanika 
en der elektrodynamika, terwijl ook de verhouding dezer hypo
thesen tegenover de "klassieke" theorieën nog geheel in het 
duister ligt, dat er een groote omwenteling noodig zal wezen, 
voordat alles een harmonisch geheel kan vormen 1 ). 

1) Voor een kort overzicht van de theorie vau Ru-rtt ERrORIJ en van eeuige 
problemen die ermee in verband staan zie men ook: 

"A Discussion on the Structure of the Atom", Proc. Roy. Soc. A 90, Meeting 
of March 19, 1914. 

-

HOOFDSTUK I. 

DE THEORIE VAN RUTHERFORD. 

§ 1. OPMERKINGEN OVER HET MODEL 

Y AN HET ATOOM, VOORGESTELD DOOR W. 'I'HOMSON 

E~ J. J. 1'HOMSON. 

Ideën over den bouw der atomen zijn reeds vroeg geuit, o.a. 
in verband met de voortplanting van het licht door de materie 
( dispersietheorieën); in verband met de spektra der elementen, 
met de elektrische en magnetische eigenschappen der stof, enz. 
Vooral hebben echter de groote ontdekkingen der moderne 
natuurkunde, zooals die der kathode-stralen en der radioaktieve 
verschijnselen en al hetgeen daarmee samenhangt, een grooten 
invloed hierop gehad. De studie van de kathodestralen had het be
staan aangetoond van de z.g. elektronen, deeltjes geladen met nega
tieve elektriciteit, welke een massa hebben ca. 1850 maal kleiner 
dan die van een waterstof-atoom, terwijl hun lading dezelfde is als 
van een eenwaardig negatief ion. Men kwam er spoedig toe te 
onderstellen dat deze elektrisch geladen deeltjes, welke men in 
de kathodestralen wij waarnam, dezelfde waren als die welke 
men reeds sinds lang, ter verklaring van de elektrische en 
optische eigenschappen der materie, aangenomen had in de 
atomen aanwezig te zijn. Vele feiten hebben dit bevestigd, bv. 
de afgifte van elektronen door metalen die met ultraviolet licht 
of met Röntgenstralen bestraalcl worden, de dooi, Prof. P. ZEEMAN 

ontdekte splitsing der spektraallijnen in een magnetisch veld, 
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en tal van andere. Het lag derhalve voor de hand te onderstellen 
dat de elektronen een belangrijke rol innemen onder de bouw
steenen der atomen. 

Voordat de theorie van RuTHERFORD nader besproken wordt, 
lijkt het gewenscht een paal' woorden te zeggen over een vroeger 
model van het atoom, afkomstig van ·w. TÈ:o~n,oN 1), en uit
gewerkt door J. J. 1.'11011sox 2). 

\V. TH011sox neemt aan dat een atoom bestaat uit een bol, 
uniform geladen met positieve elektriciteit, welke binnenin een 
aantal elektronen bevat. De materie bestaat uit een verzameling 
dezer atomen, welke juist zoo veel elektronen bevatten, dat de 
elektrische kracht in' een punt op grooten afstand Yan de atomen 
gelegen, nul is. De krachten tusschen atomen en elektronen 
volgen de gewone wetten der elektrostatika. 

W. 1.'HOMSON heeft eenige problemen onderzocht over het 
evenwicht der elektronen binnen het atoom, en over de 
werking van meerdere atomen op elkaar, en heeft getracht 
aan de hand hiervan -..-ersc:hi1lende eigenschappen der stof te 
verklaren. 

Een meer gedetailleerde theorie van de struktuur der atomen 
is hieruit ontstaan door een stud ie van J. J. 1.'IIO:\ISOX over 
de rangschikking der elektronen binnen den positieven bol 3). 

J. J. Tnmn;oN gaat de stabiliteit van verschillende konfiguraties 
der elektronen na tegenoyer storingen van den evenwichts 
toestand; ter vereenyourliging wordt daarbij ondersteld dat alle 
elektronen met groote snelheid ronddraaien om een as in het 
atoom, en dat allen in één plat vlak liggen 4). 

1) W. T11ol1soN. Line jubilaire dédié à M. Bossc11A, 1901; Baltimore Lec-

tures, p. 451. 
1) J. J. T1@1sois, Phil. :i\Iag. 7, p. 237, 1904. 
3) J. J. TIIOMSON l.c. 
4) In de berekening is niet gelet op de magnetische krachten van de roncl

loopende elektronen. Evenzoo is de uitstraling van energie verwaarloosd. 
l\Iet betrekking tot dit laatste kan echter opgemerkt worden, dat indien een 

ring van elektronen met gegeYen omtrekssnelheid roteert, de sltali11,rJ pe,· elektron 
des te geriilger is, naarmate de ring uit ,,,eer elektronen bestaat. 

Zie hierover : 
,1. J. T110Msois, On the )Iagnetic Properties of Systems of Corpuscles descriçing 

, Circular Or bits, Phil. l\fag. 6, p. 6Hl, 1903; 
(-1-. A. Sc110TT, T<.:lectrornagnetic Radiation (C'ambr. 1Hl2), p. 103. 

§ l.J DE THEORIE V.-\.X RUTHERFORD. ,) 

Het statische, probleem: de evenwichtsfiguren van stilstaande 
elektronen, is behandeld door L. FöPPL 1). 

De voornaamste resultaten van dit onderzoek zijn: 
Voor 1, 2 of 3 elektronen is de rangschikking in een ylakke 

"ring" 2) steeds stabiel, onverschillig of de elektronen al of niet 
rondloopen. 

Voor n = 4, 5, is de rangschikking in een ring slechts stabiel 
indien het systeem voldoende snel roteert; is dit niet het geval, 
dan plaatsen 4 elektronen zich in de hoekpunten van een regel
matig tetraeder; ó elektronen verdeelen zich in een ring van 
3 met aan weerszijden 1 elektron. 

Vlakke ringen met meer dan ó elektronen zijn instabiel, welke 
rotatie-snelheid de ring ook heeft; zij kunnen echter stabiel 
gemaakt worden (bij voldoend snelle rotatie) indien men in het 
centrum van den bol een negatieve lading van passende grootte
plaatst. THmrsoN geeft hiervoor op: 

aantal elektronen v/d. ring: ó 6 7 8 9 10 ló 20 30 40 
neg. lading in het centrum: 0 1 1 1 2 3 15 39 101 232 3) '1) 

Aan het artikel van TuoMSON is de volgende opgave ontleend: 

aantal elektronen 
in den ring: 

il=l 
2 
5 
6 

straling per elektron: 
(omtrekssnelheid van den ring: 

". 10-1 cm.; c. 10-2 cm.) 
S = 1 genomen; S = l genomen 

9,6.10-2 9,6.10-4 
3,6.10-'• 5,6.10-13 
1,6.10-· 1,6.lQ-17 

1) L. FöPPL, Stabile Anordnungen von Elektronen im .-Hom, Diss. <+öttingen 
1912. 

~) Nauwkeurige!' uitgedrukt: 1 elektron in het centrum van het atoom; 2 elek
tronen diametraal tegenover elkaar; 3 elektronen in een gelijkzijdigen driehoek. 

3 ) Als eenheid van lading zal in het vervolg gewoonlijk gebruikt worden de 
lading van een eenwaardig ion, welke gelijk is aan de lading van het elektron. 
De grootte hiervan is volgens MrLLfKAN: 4,774.10-10 E. S. E. Zie: R. A. 
M1LL1KAN, Physik. Zeitschr. 14, p. 796, 1913 [en Phil. :Mag. 34, p. 16, 1!117]. 

•) Bij af1eezigheid van rotatie zijn volgens FöPPL (l.c.) de volgende· kon figura
ties stabiel: 

,1 = 4: tetraeder; 1t = 5: een ring van 3 elektronen met aan weerszijden 
1 elektron; 11 = 6: de elektronen plaatsen zich op de hoekpunten rnn een 
oktaeder; n = 7: 5 elektronen vormen een vlakke ring, aan weerszijden hiervan 
bevindt zich een der overblijvende elektronen; n = 8: twee ringen van 4 elek
tronen, die t.o. v. elkaar 45° verdraaid zijn; bij ;1 = 10, 12, 14 verdeelen de 
elektronen zich over twee ringen en twee .,polen". 
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'l'HOMSON leidt hieruit approximatief af de verdeeling van een 
()'root aantal elektronen over meerdere koncentrische ringen, b 

waarb~j aangenomen wordt dat de elektrostatische werking der 
binnenste ringen op een meer naar buiten gelegene berekend 
mag worden alsof de geheele lading der binnenste ringen in 
het centrum vereenigd was. Deze rangschikking der elektronen 
in verschillende ringen vertoont periodiciteitseigenschappen welke 
herinneren aan het periodiek systeem der elementen. Neemt men 
nu aan dat het atoomgewicht van een element bepaald wordt 
door het aantal elektronen in het atoom l), dan kan men met 
dit model <le chemische eigenschappen der elementen, speciaal 
wat betreft de valentie, eenigermate verklaren. 

Ter verklaring van de radioaktieve verschijnselen geeft TnoMsox 
de volgende voorstelling: de roteerencle elektronen stralen energie 
uit, waardoor hun beweging langzamerhand geremd wordt. Op 
een gegeven mom.ent is de rotatie-snelheid niet meer voldoende 
om het systeem stabiel te houden: er vindt een soort van explosie 
plaats in het atoom, de elektronen nemen nieuwe evenwichts
standen in, en het is mogelijk dat een deel van het atoom 
afgesplitst wordt, en met groote snelheid als alpha- of beta
deeltj e wegvliegt 2). 

1) J. J. THO!ISON1 1. C. p. 258. 
Oorspronkelijk nam THoMSON aan dat de geheele massa van het atoom aan de 

elektronen toegeschreven moest worden; waterstof zou dan ca. 1850 elektronen 
per atoom moeten bezitten; r ranium ca. 400000. 

Later leidde hij echter uit verschillende overwegingen af dat het aantal elek
tronen vall de orde van grootte van het atoomgewicht moest zijn (Phil. Mag. 
11, p. 769, 1906). 

2) Deze opvatting is echter in strijd met het feit dat de sterftekans van een 
individueel radioaktief atoom onafhankelijk is 1,an den ouderdom van het atooM, zooals 
blijkt uit het exakt exponentieèl verloop van de vervalkromme. Zie: RuTHERFORu, 
Radioaktive Substanzen und ihre Strahlungen (MARX' Handbuch der Radiologie 
II. Leipzig 1913), p. 368, 561. 

-

§ 2. HET ATOOMMODEL VAN RU'l'HERFORD. 

VergelUkt men het model yan het atoom van RuTHERFORD, 
zooals dat in de inleiding reeds in hoofrltrekken besproken is, 
met dat van J. J. THOMSON, clan verdienen de volgende punten 
de aandacht: 

1) In het model van RoTnERFORD is de positieve lading ge
koncentreer<l in een kern van zeer geringe afmetingen (voor 
afstan<len kleiner dan 10- 12 cm moet de kern nog zoo werken, 
alsof de geheele lading in een punt gekoncentreerd is; zie 
beneden), terwijl in het model van 'l'HmrsoN de positief geladen 
bol de diameter van het atoom bepaalt, en dus van de orde van 

grootte van een Angströrn-eenheid (10- 8 cm) is. 
2) In het moclèl van THOMSON kunnen de elektronen stabiele 

konfiguraties innemen: de onderlinge afstooting der elektronen 
neemt af met het kwadraat van den afstand, terwijl de attraktie 
door den positieven bol recht evenredig is met de le macht 
Yan den afstand tot het centrum. Bij RuTHERFORD daarentegen 
volo·en alle krachten de wet van CouLOMB, en is het systeem b 

in het algemeen niet stabiel 1), tenzij men bijzondere hypothesen 
inYoert omtrent de .beweging der elektronen. (~.B. Voorloopig 
zal op de stabiliteitsproblemen niet \\·orden ingegaan, daar deze 
behandeld moeten worden in verband met de toepassing van 
r1e theorie der quanta op het atoommoclel. Zie hoofdstuk IV, 
§ 26 en 27) 2). 

1
) Zie: J. W. N1CJIOLSON, Monthly Notices Roy. Astr. Soc. 72, p. 682 vlg. 

191:!. - Een atoom bestaande uit 1 kern met slechts 1 elektron (waterstof) is 
natuurlijk steeds stabiel. -

2
) N. Bo1rn (Phil. Mag. 26, p. ~, 1913) maakt de volgende opmerking: onder 

de grootheden die het model van TnoMSON karakteriseeren komt er een voor -
de straal van den positieven bol - die de dimensies heeft van een lengte en 
in grootte-orde overeenstemt met de afmetingen van het atoom, terwijl een 
dergelijke lengte niet voorkomt onder de grootheden die het andere atoom 
karakteriseeren (ladingen en massa's van elektronen en kern ) ; ook kan een 
lengte niet alleen door deze grootheden bepaald worden. 
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Gelijk boven reeds vermeld is heeft RuTIIERFORD zijn theorie 
ontwikkeld naar aanleiding van de resultaten gevonden omtrent 
de verstrooiing van alpha- en beta-deeltjes door metaallaagjes, e.d. 

Laat men een bundel evenwijdige alpha-stralen door een laagje 
bladgoud gaan, dan blijkt dat de deeltjes uit hun aanvankelijke 
bewegingsrichting geworpen en naar alle kanten verstrooid worden. 
Deze afwijkingen uit de oorspronkelijke baan moeten worden toe
geschreven aan de "botsingen" der deeltjes met de metaal-atomen, 
en het ligt voor de hand deze "botsingen" geheel elektrisch op 
te vatten: d.w.z. te onderstellen dat de verandering der bewegings
richting ontstaat doordat rle alpha-deeltjes door de sterke elek
trische velden binnen de atomen vliegen 1). 

De reden die RuTHERFORD geleid heeft tot het aannemen van 
een elektrisch geladen kern van zeer kleine afmetingen en groote 
massa in het atoom was het voorkomen van zeer groote afwijkings
hoeken (90° en meer), waarvan' men moet onderstellen dat ze 
door een enkele botsing veroorzaakt zijn ~). De alpha-deeltjes 
moeten dus door buitengewoon sterke velden heengaan (poten
tialen van de orde van 1000 à 2000 E. S. E.) 3). Dergelijke poten
tialen komen niet voor bij het atoommodel van Tnmrsox, tenzij 
de positieve bol of een bijzonder hooge lading heeft, of zeer 
klein is 4). RuTHERFORD heeft toen een atoom beschouwd waar 

1) Misschien moet men ook de 11ia1Jnetische velden in de atomen in rekening 
brengen (W. M. HicKs, zie literatuur-opgave aan het eind van § 3). 

:) GEIGER en MA.RSDEN (Proc. Roy. Soc. A 82, p. 495 (1909), A 83, p. 492 
(1910)) hadden bij hun proeven over de verstrooiing van alpha-deeltjes o.a. 
het volgende gevonden: gaan alpha-deeltjes door een laag.ie bladgoud van ca. 
0,00004 cm dikte, dan krijgt ongeveer 1/20000 der opvallende deeltjes een gemid
delde afwijking van 90'.), terwijl de waarschijnlijke waarde van de afwijkingshoek 
ca. 0,8P is. Indien de groote . afwijkingen ontstaan door een toevallige super
posltie van vele kleinere, zou de verdeeling der hoeken ongeveer door de fouten wet 
van GA.uss beheerscht moeten worden: 

w (D) ':!' 1,/v-:; . e- 7.-z DZ. 

Men kan gemakkel\jk inzien dat dan bij een waarschijnlijke afwijking Dw = 0,87° 
= 0,48/k, de kans op afwijkingen van 90' en meer bijna absoluut nul is. De 
waargenomen verdeelingswet der afwijkingshoeken is een geheel andere. 

J) Een schatting krtjgt men hiervan door te berekenen tegen welken potentiaal 
een alpha-deeltje met een aanvangssnelheid van b.v. :!.109 cm kan oploopen 

., (770 = .11 P/4 e = ca. 1,3.10' E. S. E.). 
' ) Het eerste is niet waarschijnlijk op grond van de ~chatting van het aantal 

elektronen in het atoom. 

§ 2.J DE 'l'HlWRrn V AX RDTHEllFORD. 9 

de massa gekoncentreerd is in een positief geladen kern van zeer 
geringe grootte 1), terwijl de elektronen op groote afstanden om 
de kern heenloopen, en heeft nagegaan ,rnt voor vercleeling van 
de afwijkingshoeken dergelijke atomen zouden teweegbrengen. 
De gevonden resultaten bleken zeer goed o,·ereen te stemmen 
met de experimenteele uitkomsten, en het was mogelijk uit de 
proeven af te leiden: 

1) een bovenste grens voor de grootte van cle kern; 
2) een approximatieve waarde voor de kernlading; 
3) vast te stellen dat de afstooting tusschen atoomkern en 

alpha-deeltje omgekeerd evenredig is met het kwadraat 
van den afstand. 

1) Indien de kern niet de massa van het atoom droeg, zou deze om zoo te 
zeggen niet vast genoeg staan om de alpha-deeltjes uit hun baan te doen 
afwrjken. 



§ 3. YER8TROOIING \'AN' ALPHA-DEELTJES. 

In het volgende zullen enkele hoofdpunten vermeld worden 
van de door RD'IIERFORD opgestelde theorie omtrent de ver
strooiing van alpha-cleeltjes door materie. \T oor verdere uit
werking der formules "·ordt verwezen naar de oorspronkelijke 
artikelen van RuTIIERFORD en DARWIX 1). 

Zoolang men groote afwijkingshoeken beschouwt, mag worden 
aangenomen dat elke waargenomen afwijking ontstaan is bij een 
enkele botsing (z.g. enkelvoudige verstrooiing); de kans dat een 
alpha-deeltje tweemaal achtereen in een dun plaatje een groote 
afwijking krijgt is zeer gering 2). Men kan dan ook volstaan met 
slechts de werking van de kern te onderzoeken, en den invloed 
der omringende elektronen verwaarloozen 3). 

1) E. Rur11ERFOR1>1 Phil. Mag. 21, p. 669, 1911; 27, p. 488, 1914. 
C. c+. DAR"1N, Phil. Mag. 27, p. Ml9, 1914. 

2 ) Om een afwijking te krijgen, grooter dan b.v. 5° moet de afstand mu de 
oorspronkelijke baan van het alpha·deeltje tot de kern (in fig. 1: p ) volgens de 
beneden gegeven formules kleiner zijn dan: 

fJ = 1/2. r1 min .. cot (5/2)0 = ca. 4.10-11 cm, 

wanneer men de aanvangssnelheid van het deeltje gelijk 2.10\l cm, en de kern
lading = 100 aanneemt. Nu liggen in een goudblaadje zooals door GEIGER en 
MARSDEN gebruikt is per cm 2 ca. 2,4.1018 atomen, zoodat de kans dat de oor· 
spronkelijke baan op minder dan_ 4.10-11 cm langs een atoomkern loopt, en dus 
de afwijking~hoek grooter is dan 5'\ kleiner is dan: 

2,4.1018. 1r (4.10-11)2 = ca. 0,012. 

De kans dat eenzelfde deeltje 2 keer achtereen een afwijking grooter dan 5° 
krijgt is kleiner dan het kwadraat hiervan. 

3) De werking van een afzonderlijk elektron is praktisch nul door de kleine 
massa (i400 maal kleiner dan die van een alpha-deeltje ). De werking van alle 
elektronen tezamen kan men schatten door ze te vervangen door een uniform 
met negatieve elektriciteit geladen bol (zie RurJJERFORn, !. c.). 

Bij kleinere afwijkingshoeken is het wel noodig rekening te houden met de 
samengestelde verstrooiing en met den invloed der elektronen. (Deze laatsten 

'veroorzaken ook een remming van de alpha-deeltjes bij hun passage uoor het 
metaal: zie hiero,·er: N. 80HR1 Phil. Mag. 25, p. 10, 1913. 

' 
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Bij de berekeningen is verder aangenomen, dat de massa van 
een deeltje als onafhankelijk van de snelheid mag worden be
schouwd, en dat geen energie of hoeveelheid van beweging ver
loren gaat door uitstraling 1). 

l) Verstrooiing door een metaallaagje. 
Ter vereenvoudiging wordt aangenomen dat de kernen der 

metaalatomen onbeweeglijk zijn. Zij de lading van een atoom
kern : Ei = Z. e; die van het al pha-deeltj e E2 = 2 . e 2); de massa 
van het alpha-deeltje is J1I2; de oorspronkelijke snelheid V. Onder 
den invloed van de afstooting door de atoomkern beschrijft het 
alpha-deeltje een hyperbool (zie fig. 1). Stelt men de loodlijn 

F, fl 
'P i\\ / 

' ' I 
1 \\ / 

,,, a \/ 0 A 
-·-·-"(- -- -~~,--·-·-·-·- ·- ·-·-·- ·-·- ·- ·-------·- ·-·-·- ·-·- ·- ·-

G ; .. a 
D .· \\ 

Fig. 1. Afstooting van een alpha·deeltje door een atoomkern. 
F 1 = atoomkern. 
OC = a = 1/2 . d min. = halve reëele as van de hyperbool. 

uit <le kern op de oorspronkel~jke baan neergelaten gelijk-p, dan 
is de hoek van afwijking D gegeven door: 

cot D/2 = 2. p dmin .. . . . . (1) 

waar dmin. = 2 E1 E2/JlI.i V2 de kleinste afstanu tot de kern 

1 ) Voor zoo ver mij bekend is heeft men den invloed van de veranderlijk
heid der massa met de snelheid op de formules voor de verstrooiing niet 
nagegaan. 

Dat de uitstraling van energie, enz., verwaarloosd wordt, vermeldt Rvrn ERfOHD 
expliciet (Phil Mag. 21, p. 675, 1911). 

2 ) Zie b.v. E. RurnERFORD, Die Radioaktiven Stibstanzen und ihre Strah· 
lungen (MAR:,..' Handbuch der Radiologie II, Leipzig 1913), p. 100. 
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is die het alpha-deeltje zou kunnen bereiken als het recht op 
de kern aanvloog 1). . 

Alle alpha-deeltjes hadden bij de proef oorspronkelijk dezelfde 
snelheid in grootte en richting . Zij Q het aantal deeltjes dat 
per sekonde door 1 cm2 vliegt, dan is het aantal deeltjes dat 
per sekonde een afwijking tusschen D en D + d D krijgt: 

9 dp _ -;r Eî. E~ cos]) /2 
~,Tp.Q.dD.dD- 111~. v-1. Q. sü13JJ/2 .dD . . (2) 

Deze vliegen binnen een ruimtehoek : 2 ;r • sin D . d D. Dus 
komen er per sekonde door een vlakje van 1 cm2 op grooten 
afstand 1· van het atoom : 

Q E"• E2 ,r - 1 • 2 4 D/· (3) 
.LV] - r3 4M~ . v-1 cosec 2 .. . . . ... . 

Heeft men te doen met een metaallaagje dat zoo dun is dat 
,le alpha -deeltjes niet merkbaar geremd worden, en dat z atomen 
per cm2 bevat, terwijl de doorsnede van den bundel O cm2 is, 
dan moet dit aantal met z . 0 vermenigvuldigd worden 2), zoodat 
men krijgt: 

N- Q.z. 0 
1 - 1'2 Eî E~ 4 D/- (4) 4.111: v-1 . cosec 2 •.••.•. 

2) Verstrooiing dooi· lichtere stoffen: invloed van de beweeglijk
heid der kernen. 

Door DARWIN 3) is nagegaan hoe groot de verstrooiing wordt, 
wanneer men rekening houdt met de beweeglijkheid van de 
atoomkernen; hij komt tot de volgende resultaten: 

a) De massa van de kern (J,/ 1 ) is grooter dan die van het 
alpha-deeltje (Jl-12 ). Dan is: 

~T-Q~ 
1 - r2 . 

EiE~ 
41}!~ fT4 

.1 D ( 1lI, ):i 
. I cosec-l 2 - 2 JI: + 

1 
1 .. (5) 

1 l Indien E 1 • .l\ negatief was (attraktie tusschen kern en alpha-deeltjes) vindt 
men dezelfde formule voor lJ; in de figuur zou dan de kern zich in /•\ moeten 
bevinden (in dit geval is tl min. slechts een rekengrootheid ). 

, 2) Bij groote afwijkingshoeken vliegen de alpha-deeltjes zoo dicht langs de 
kernen, dat elk atoom werkt alsof het alleen aanwezig was. 

3) c. G. DAR\YIN, Phil. }lag. 27, p. 499, 1914. 
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Voor metalen met atoomgewicht grooter dan b.v. 50 (Fe, Cu, 
Au, enz.) is de korrektie die bij de formule van RuTHERFORD 
komt kleiner dan 1,3 °/0 • 

b) De massa der kernen van de verstrooiende stof is gelijk 
aan, of kleiner dan die van de alpha-deeltjes (verstrooiing door 
Helium of Waterstof). In dit geval krijgen de kernen van de 
verstrooiende stof groote snelheden bij de botsingen (vergelijk
baar met, vaak zelfs grooter dan die van de alpha-deeltjes). Door 
deze groote snelheden zullen de teruggestooten He- of H-atomen 
evenals de oorspronkel\jke alpha-deeltjes ionisatie en scintillatie 
kunnen geven 1); hiermee moet rekeni~1g gehouden worden bij 
het tellen van het aantal verstrooide deeltjes ( de formules hier
voor zijn door DARWIN, 1. c. afgeleid). 

H-atomen kunnen een snelheid tot 1,6 maal die van een 
alpha -deeltje krijgen; hun draagwijdte (,,range") is dan vele 
malen grooter dan die van de laatste 2). 

!l) Invloed van de wet van ajstooting tusschen kern en alpha 
deeltjes . 

Indien men onderstelt dat de afstooting tusschen kern en alpha
deeltjes niet de wet van CouLO~m volgt, maar b.v. evenredig is 
met r-n, is het probleem in het algemeen niet meer geheel te 
berekenen. DARWIN 3) heeft echter aangetoond dat men steeds kan 
aangeven hoe de verstrooiing van de snelheid der invallende 
deeltjes afhankelijk is; hij vindt dat N evenredig is met: 

T' -4/(n-1> . . . . . . . . . . . . . . . (ü) 

(b.v.: n = 2: N evenredig met V- 4 

n= 3: v- 2, enz.) 

Vergelijking van de theorie met de experimenteele resultaten. 
In zijn eerste artikel geeft RuTHERFORD een diskussie van de 

door GEIGER & MARSDEN in 1909 en l 910 gepubliceerde resul
taten 4) 5). Voorzoover kon worden nagegaan stemden hun uit-

1 ) Deze scintillatie door de teruggestooten H-atomen is experimenteel aan-
getoond door MARSDEN (Phil. Mag. 27, p. 824, 1914). 

2) Zie hierover: E. RuT11ERFORD, Phil. Mag. 27 , p. 492, 1914. 
3) c. G. DARWIN, !. c. p. 504. 
') E. RuTHERFORn, Phil. Mag. 21, p . 680, 1911. 
5 ) GEJGER & MARSDEN, Proc. Roy . Soc. A 82 , p. 495, l!l09; A 83 , p. 492, 1910. 
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komsten bevredigend met de theorie overeen. Naderhand hebben 
GEIGER en MARSDEN uitgebreide nieuwe reeksen van metingen 
gedaan 1); hun voornaam te uitkomsten zijn: 
o) Een vrij goede bevestiging van de evenredigheid van N met 

cosec-! D/2, voor afwijkingshoeken D van ló0° tot 5°, waarbij 
~V varieerde van 1 tot 250000 (zie tabel, 1. c. p. 610). 

b) Bij dunne· blaadjes van eenzelfde metaal is de verstrooiing 
evenredig met de dikte, dus met het aantal atomen per cin2 
(1. c. p. 615). 

c) B~j blaadjes Vf!,n verschillende metalen is bij gelijk aantal 
atomen per cm2 de verstrooiing evenredig met het kwadraat 
van het atoomgewicht (1. c. p. 617). Dus moet de lading van 
de kern E1 evenredig zijn met het atoomgewicht. 

cl) De verstrooiing is omgekeerd evenredig met de vierde macht 
van de snelheid der alpha-deeltjes (1. c. p. G20). Dus is de 
afstooting tusschen kern en alpha-deeltje omgekeerd evenredig 
met de tweede macht wn den afstand. 

e) Uit een absolute bepaling van het aantal verstrooide deeltjes 
werd afgeleid dat de kernlading van een atoom met atoom
gewicht A bedraagt: 

E1 = Z. e ~ 1/2 . A . e. 

De mogel~jke fout in deze waarde is ca. 20 °/0 (1. c. p. 622). 
Verder dienen hier vermeld te worden de fotografieën van banen 

van alpha-deeltjes door gassen, welke door W1LSON en DEBENDRA 
BosE gemaakt zijn 2). WILSON heeft foto's gemaakt van de 
banen van alpha-deeltjes door lucht; deze banen zijn over groote 
afstanden rechtlijnig, doch vertoonen af en toe plotselinge om
buigingen, welke ontstaan zijn wanneer een deeltje vlak langs de 
kern van een atoom gep~sseerd is. Dit is een direkt bewijs van 
de juistheid der opvatting van RuTHERFORD, dat groote afwij
kingen bij een enkele botsing ontstaan. - D. BosE fotografeerde 
banen in waterstofgas; het gelukte haar op 1038 gefotografeerde 
banen er 7 te krijgen die aan het einde vertakkingen too!1den: 
de eene tak moet toegeschreven worden aan het alpha-deeltje 
zelf, de andere aan het teruggestooten waterstof-atoom. 

1) GEIGER & l\!ARSDEN, Phil. Mag. 25, p. 604, 1913. 
2) C. T. R. WIT,SON, Proc. Roy. Soc. A 87, p. 277, 1912. 

DEDENDRA BosE, Phys. Zeitschr. 17, p. 388, 1916. 

-
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Boven is reeds vermeld dat MARSDl!:N de scintillatie door de. 
teruggestooten H-atomen heeft kunnen aantoonen 1). 

Op de theorie van de verstrooiing door een atoom volgens 
het model van J. J. THO:\ISON, en op verdere kwesties omtrent 
de verstrooiing zal hier niet worden ingegaan. 

Slechts wordt naar de volgende literatuur verwezen: 
a) Verstrooiing door een atoom volgens het· model van J. J. 

THO:\ISON: 
J. J. THmrsoN, Cambr. Lit. & Phil. Soc. XV, pt. 5 (1910). 
E. RuTHERFORD, Phil. Mag. 21, p. 669, 1911. 

b) Verstrooiing van alpha-deeltjes door magnetische atoomkernen 
(,,magnetonen"): 

W. M. HICKS, Proc. Roy. Soc . .A 90, Meeting of March, 
19, 1914, p. 12, 16, en nader uitgewerkt: .A 90, p. 356, 
1914. 

Prof. HICKS onderzoekt de verschillende banen die een 
alpha-deeltje om of in de nabijheid van een magneton 
kan beschrijven; formules voor de verstrooiing zijn hier 
echter niet uit afgeleid. 

c) Samengestelde verstrooiing (,, compound scattering") in de 
theorie van RU'l'HERFORD: 

E. RuTHERFORD, 1. c. p. 677. 
d) Verstrooiing van beta-deeltjes: 

'l'heorie van J. J. THOMSON: Cambr. Lit. & Phil. Soc. XV, 
p. 5 (1910); 

van E. RmHERFORD: Phil. Mag. 21, p. 683, 1911; 
27, p. 491, 1914. 

Experimentef:ll onderzoek: J. ÜROW'l'HER, Proc. Roy. Soc . .A 8'1, 
p. 226, 1910. 

Banen van beta-deeltjes vlak langs een atoomkern: C. G. 
DARwrn, Phil. Mag. 25, p. 201, 1913. 

e) Absorptie van alpha-deeltjes: 
(1) C. G. DARWIN, A Theory of the Absorption and Scat

tering of the a-Rays, Phil. :Yiag. 23, p. 907, 1912. -
DARWIN gebruikt als grondslag de theorie van Ru'l'HERFORD 
over den bouw der atomen, en gaat de werking tusschen 

1) MARSDEN, Phil. :Mag. 27, p. 824, 1914. 
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alpha-deeltjes en de elektronen van het atoom na. Yoor het 
aantal elektronen per atoom worden waarden ,geYonden, 
liggende tusschen het atoomgewicht en de helft ervan. 

(2) K Borrn, On the 'I'heory of the Decrease of Velocity of 
MoYing electrified Particles on passing through l\Iatter, Phil. 
Mag. 25, p. 10, 1913. - BonR gaat eveneenf'- uit van 
de theorie van RT.:THERFORD, doch behandelt het probleem 
op eenigszi11s andere wijze. Yoor het aantal elektronen 
wordt b~j elementen van hooger atoomgewicht een waarde 
ge, ,onden, Yan dezelfde orde van grootte als te verwachten 
is naar de theorie van RuTIIERFORD. In het bizoncler komt 
BoHR tot het resultaat dat "Waterstof 1, Helium 2 elek
tronen per atoom lweft. 

~ ,( .. OROO'l'TE YA~ DE KERNLADING. 

Volgens het bovenstaande blijkt <le theorie van RuTI-IERFORn 
in goede overeenstemming te zijn met de waarnemingen, en de 
onderstelling dat in een atoom een positief geladen kern van zeer 
geringe afmetingen aanwezig is, welke kern de drager is van de 
massa van het atoom 1), heeft groote waarschijnlijkheid. Wat de 
afmetingen betreft het volgende: De formules voor de ver
strooiing zijn afgeleid in de onderstelling dat voor de kleinste 
in aanmerking komende afstanden de kernen zich gedragen alsof 
hun lading in een punt gekoncentreerd is. Berekent men wat 
<le kleinste afstanden tusschen kern en alpha-deeltje zijn die 
voorkomen, dan vindt men hieruit dat b.v . voor goud de straal 
van de kern kleiner moet zijn dan 3.10-12 cm, voor Waterstof 
en Helium kleiner dan 1,7.10-13 cm 2). 

Van groot belang is nu vooreerst de grootte van de kernlading. 
Deze moet gelijk wezen aan het aantal elektronen dat cle kern 
omgeeft, en uit de proeven van GEIC:ER en MARSDEN is afgclei<l 
<lat r,e ongeveer gelijk is aan (le helft van het atoomgewicht 3). 

1 î De elektronen om <le kern <lragen ook b\j tot de massa van het atoom, 
doch slechts voor een zeer klein bedrag. 

1) Zie E. RuT11111tFon11, Phil. Mag. 21, p. 671, 1911; 27, p. 493, 1914. 
Voor de straal van het elektron was berekend 2.10- l!l cm, op grond van de 

veronderstelling dat de geheele massa van het elektron van elektromagnetischen 
aard was, en dat het zich getlroeg volgens de tloor LonEN'l'Z gegeven formules. 

(Daar volgens tle formules der relativiteitstheorie de gewone of ware massa 
op precies dezelfde wijze van de snelheid afhankelijk is als de elektromagnetische 
massa volgens de formules van LonENTz, is men door de experimenten over <le 
massa van het elektron niet gedwongen tot deze veronderstelling). 

3) Het aantal elektronen per atoom is langs geheel anderen weg berekend uit 
de versti·ooiing der Röntgenstralen door BARKLA. Hierbij wordt verondersteld dat 
deze verstrooiing veroorzaakt wordt door de elektronen in het atoom, overeen
komstig (Ie theoriP van ,). ,T. T110M~ON (Con<luction of Electricity through C-l-ases, 

2 
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VAN Dlfä BROJCK heeft de hypothese uitgesproken dat de lading 
van de kern gelijk zou z~jn aan liet rangnumme1· van het element 
in het periodiek systeem 1). Het waterstof-atoom zon de lading 1 
hebben, en dus bestaan uit eon kom waaromheen één elektron 
loopt; Helium bezit <lo lading 2, Li lh iurn :;, enz. Dozo h)'pothese 
heeft grooton bijval gevonden. !Gr hlcef ü("hler nog con onzeker
heid in de waarde van lwL rn11gnnrn m01· , daar het mogelijk is 
dat tusschen <lo bokendo elementen nog andct·e hchoorcn te 
staan 2). Dew ouzokorhcül is gr0oternlceb overwonnen cloor 
de onderzoekingen van 1fosELJü" over do lfoutgcm:poktra der 
elementen~). MosELB ; Y vond (wat later door anderen is beves
tigd) dat de Röntgenspeklra mo11otoon van element tot element 
veranderen, en dat Je frequenties van cle sterkste l~jnen b~j 
benadering kunnen worden voorg esteld. do0r formules van den 
vorm: 

,, = .A . (Z - - h)~ . . . . . . . . . . (7) 

waar .A en b konstanten Z\jn, afhankel\ik van de beschouwde 

p. 255). Aangenomen wordt dat elk elektron met de invallende straling meetrilt 
alsof het geheel vrij was. BAR!iLA komt tot de volgende resultaten: 
(1) Uit de experimenten is gebleken dat Röntgenstralen van korte golflengte 

door gelijke massa's van verschillende stoffen bijna even sterk verstrooid 
worden (bij lichte elementen geldt dit ook voor Röntgenstralen van grootere 
golflengte). Zie C. G. BARKLA & Miss ,T. G. DuNLOP, Phil. Mag. 31, p. 222, 
1916. Het aantal elektronen is dus evenredig met het atoomgewicht. Uit de 
absolute grootte van de verstrooiing wordt gevonden dat dit aantal ongeveer 
de helft van het atoomgewicht bedraagt. (Zie C. G. BARKLA, Phil. Mag. 21, 
p. 648, 1911, en C. G. BARKLA & Miss J. G. DuNLOP, 1. c.). 

(2) Bij waterstof is naar verhouding de verstrooiing tweemaal te groot, dit 
moet derhalve 1 elektron per atoom hebben (zie U. G. BARKLA & Miss 
J. G. DuNLoP, 1. c.). 

Naar aanleiding van de th~orie van J. J. TnoMSON dient nog het volgende 
opgemerkt te worden : 

a) Hoe deze theorie te vereenigen is met de quantentheorie der lichtstraling 
is nog niet verklaard. 

b) Op grond van de radioaktieve verschtjnselen neemt men aan dat ook 
binnen in de kern elektronen kunnen zijn. Deze kern-elektronen zouden dan 
geen verstrooiing mogen veroorzaken , wat verklaard zou kunnen worden door 
te onderstellen dat ze zeer vast gebonden zijn (zie E. RuT11 llRFOHD, Phil. Mag. 
27, p. 496, 1914). 

1) A. VAN DEN BROEK, Phys. Zeitschr. 14, p. 32, 1913. 
, 2) VAN DEN BROEK geeft in zijn artikel een tabel voor het periodiek systeem 

waarin nog vele nummers tu sschen de bekende elementen ingevoegd ztj11. 
") H . G. J. MosELEv, Phil. Mag. 26, p. 1024, 1\:.113; 27, p. 703, 1914. 
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lijn, en Z het rangnummer van het atoom is 1). In de reeks 
van Aluminium tot Goud bleken slechts 3 plaatsen open te 
zijn: cle nummers 43, 61 en 75. Alle anderen zijn door bekende 
elementen ingenomen 2). Aan Aluminium heeft men hierb~j het 
nummer 13 gegeven, in cle onderstelling dat van Al naar beneden 
geen elementen ontbreken 3) 4). 

1) Later zijn door A. SomrnRFELD exaktere formtiles gegeven (Ann. d. Phys. 
51, p. 125, vgl., 1916). (Zie hoofdstuk III, § Hl). 

Het algemeene karakter der formules is . echter hetzelfde gebleven: cle frequen
ties der verschillende lijnen worden door eén getal bepaald, dat van element 
tot element met 1 opklimt. 

2) In de gevallen waarin de rangschikking der elementen in het periodiek 
systeem niet overeenstemt met de volgorde der atoomgewichten, heeft het onder
zoek der Röntgenspektra de rangschikking in het systeem bevestigd (At-li" en 
Co---Ni: zie bij Mosllr.Ev, l.c.; 'l'e-J: M. ~rncmA1rn, Verh. Deutsch. Phys. 
Ges. 18, p. 35!, 1916) . 

3 ) Zie over de numiners der lichtere elementen ook: E. Ru'l'IJERFOHll en 
.T. M. NoTTALL, Phil. Mag. 26, p. 710, 711, 1913. 

Door sommige onderzoekers wordt vermoed dat ook beneden Aluminium nog 
elementen ingevoegd moeten worden, speciaal Coronium en Nebulium. Zie hier
over: J. W. N1c1101,soN, l\fonthly Notices 72, p. 49, 139, 677, 729 (1911/12) ; 
74, p. 204, 486, 623 (1914) : verg. ook beneden, § 30, noot 1). - Hoe deze 
elementen in het periodiek systeem moeten worden ondergebracht is niet bekend. 

Ve1·der wordt nog vermoed dat een element Metaneon bestaat, dat echter isotoop 
zou zijn met Neon, en dus hetzelfde atoomnummer zou hebben. Zie hierover: 
.T. J. Tno~1soN, Rays of Positive Electricity, London 1913, p. 116 en: F. AsToN, 
Pliys. Zeitschr. 14, p. 1303, 1913. 

1 ) M. StEGBAIIN heeft de reeks uitgebreid tot Uranium (nummer 92). Verh. 
Dentsch. Phys. Ges. 18, p. 150, 1916. 

Zie voor een algemeen overzicht van de Röntgenspektra: M. Srnc:nA11N, Jahrb. 
d. Rad. u. Elektr. XIII, p. 296, 1916 (bevat uitgebreide tabellen). 



§ 5. OVERZICHT Y AN DE VOORNAAMSTE HYPOTHESEN 

OVEH DE~ BOUW EN DE EIGENSCHAPPEN DER 

ATOMEN, WELKE MET DE 'l'IIEORIE VAN RUTHERWORD 

NAMENHA NGEN 1). 

(1) Een atoom bestaat uit eon kern van zeer kleine afmetingen, 
welke positief elektrisch gela<len is. De grootte van de positieve 
lading (d.w.z. de algebraïsche som van de in de kern aanwezige 
ladingen) is oen geheel aantal malen de absolute waarde van de 
lading van het elektron. Dit aantal is hetzelfrle als het rang
nummer van het element in hot periodiek systeem, en wordt 
atoomnummer genoemd. 

De kern is omgeven door elektronen, wier aantal gelijk is 
aan het atoomnummer. De elektronen zijn vrrmoe1lelijk in kon
rentrische ringen of bollen gerangschikt; cleze r:tngscbikking is 
volkomen bepaald door cle kemlading 2). 

(2) De eigenschappen van con atoom zijn te verdeel en in· 
twee groepen: die welke bij de kern behooren, en die welke 
aan do elektronen te danken zijn. De laatste hangen af van het 
aantal en van de rangschikking cler elektronen, en zijn du8 gehed 
bepaald door het atoomnumme1· . • 

Eigenschappen welke aan de elektronen moeten worden toe
geschreven zijn: 
((,) De chemische eigenschappen, welke samenhangen met de 

buitenste elektronen. Vermoedelijk behooren tot deze buitenste 
elektronen de z.g. ,, valentie-elektronen", welke de chemische 
verbinding van verschillende elementen teweegbrengen. Het 
aantal der buitenste elektronen schijnt een eenigermate pe,rio-

1) Een samen vattende bespreking van de meeste dezer hypothesen is gegeven 
door: K. FAJ.rns, Das Periodische System der Elemente, die radioaktiven Um
wandlungen und die Struktur der Atome, Phys. Zeitschr. 16, p. 456, 1915. 

(2) li:ie hierover het in~ 28* besproken artikel van L. Vi-:t:ARD (Verh. Deut~ch. 
Pbys. (+es. 19, p. 344, l!l17. )] 
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rliek(1 fnnktie van hel atoomnnrnmer te zijn, \Yat de periodi
citeit dür chcmi,whe eigrnschappcn ten gevolge heeft 1). 

û) Het zichtbare spcklrnrn, dat VPrmorrlelijk ook met de buitenste 
elektronen samenlumgt 2). 

e) Foto-el,ektrisrhe eigensclrnppe11, ionisatie, enz., eveneens aan 
de buitenste elektronen toe te sc·hrijven. 

d) Het L1öntgenspektrum, dat aan de binnenste elektronen te 
danken is, en dat geen periodiciteit vertoont, doch monotoon 
van element tot element verandert 3). 

(3) De kern van een atoom schijnt een zeer ingewikkelde 
strnktuur to bezitten, waarover zoo goed als niets bekend is. 
Y ermoodel~jk is de kern opgebouwd uit positief geladen deeltjes 
(alpha-doeltjes -of Helium-kernen (?) ), en uit elektronen 4). 

Door de struktuur van de kern worden bepaald: 
ei) Do massa van do kern, en llus het atoomgewicht van 

het element (afgezien van de zeer kleine bijdrage der elek
tronen) 5). 

b) De radioaktieve eigenschappen, welke verklaard worden uit een 
uiteenvallen van de kern. 

Zendt de kern van een atoom een alpha-deeltjc uit, dan gaat 
het atoom over in een ander waarvan het atoomn11rmmer 2 lagm· 
is, terwijl het atoomgewicht tennuastenhij met 4 afneemt B). Bij 
uitzending van een beta-deelije ( een kern-elektron) neemt het 

[ 1) Zie hierover het in S :!8"· geciteercle artikel van V1mA1w.J 
2 ) li:ie hierover: Hoofdstuk Jll, S 17, slot [en \§ :d8"'./ 
3 ) Over de elektronen tusschen de buitenste en de allcrbiunenste is we1111g 

hekeud. Ze ztjn o.a. van belang voor de verstrooiing en de remming van alpha
eu beta-deeltj es. 

') Zie: N. Bo,m, Phil. Mag. 26, p. 500, 1913; E. RuT11ERFU1w, Phil. M,tg. 
27, p. 495, 1914; K. FAJANS, Phys. Zeitschr. 16, p. 485, 1915. 

5 ) Het atoomgewicht is bij benadering gegeven door de formule: 

A = 2. Z + Z 2 /150 pluR een grillige deviatie-funktie 

waarop ik gekomen ben door een opmerking van Prof. E1mENFJ.:ST. 
Het atoomgewicht is echter niet eenduidig door het atoomnummer bepaald 

(zie onder (4): isotopen.) - Bij de elementen Àr-K, Go-Xi, J'e-J verandert 
het atoomgewicht in tegengestelden zin als het atoomnummer. 

6) Het atoomgewicht van het element neemt af met het atoomgewicht van 
Helium, plus een bedrag dat in verband staat met de uitgezonden energie. 
Zie hierover: R. Sw1NNE, Phys. Zeitschr. 14, p. 145, 191:l; K. FAJANs, Phys. 
Zeitschr. 16, p. 459, 1915. 
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atoomnummer niet ! toe; het atoomgewicht voranderl zoo goo<l 
als niet 1). 

Op tle radioaktieve vel'schijnselen zelf kan hier niet worden 
ingegaan; ik moet mo beperken tot het vermelden van enkele 
problemen: 

(I) Zijn behalve <le elomonten met hooge atoomnummers (laatste 
afdeeling van het periodiek systeem) ook andere radioaktief'! 

B-ij Kalium en Rnbidium schijnt met groote zekerheid 
vastgesteld te zijn <lat zo beta-stralen uitzenden :l). 

(II) Er bestaat een verband tusschen de draagwijdte der rtlpha
deeltjes die een radioaktief element uitzendt, en de levcn:;
diiur van het element 3). 

Deze betrekking is van <len vorm : 

lOlog À = A + B . lOlog R, 

waarin: À -= transformatie-konstante; 
R -= draagwijdte (,,range"); 
A en B zijn konstanten 4). 

Men zie hierover: 
R. SwINNE, Phys. Zeitschr. 13, p. 14, vgl., 1Ul2. (Sw1.\'.\'.E 

stelt ook eenige andere formules voor) . 
F. A. LINriEMANN, Note on the Life of Radioactive Sub 

stances and the Range of the Rays emitted, Phil. 
Mag. 30, p. 560, 1915. 

LINDEMANN onderstelt dat m de kern N deeltjes aan
wezig zijn, welke een of andere periodieke beweging uit
voeren met de frequentie v. Passeeren alle deeltjes binneu 
een tijdsverloop T een "kritisch gebied" in de kern, dan 
wordt het atoom instabil'l, en valt uiteen . Do waarschijnlijk
heid voor het plaatsv~nclen hiervan is: ( T r)N, waaruit volgt: 

transformatie-konstante À= (T v)x . 

LINDEMANN stelt nu: 11 = E/h, waar E = energie van 

1) Cf. K. FAJANS, 1. c. p. 466 (,,Verschuivingswetten "). 
2 ) Cf. Ru 'l'IIERFORn , Die Radioaktiv en Substanzen, enz. (1 fl13), p. fi28. 
3) E. RllTIIERFORD, Die Radioaktiv en Substanzen, enz. (H.113), p. 54ï. 
\ ) F. A. LrN111rnANN - Phil. Mag. 3 0 , p . f>60, 191f> - geeft hiervoor op; 

llrr,nium-Ra1linrn-rrek R: A -= - ::li ,!l 8 =--f>3,3. 
'I'horium-reeh: :{H,4 " 
Actiu i urn-reeks ; - :l~l,li " 

~ .:5.J IJJ, TJLW>J{lg \' .\.\ J,lTJIJ t J{Fül,IJ. wJ•J 
~t) 

het deeltje, en h = konstante van PLANUK. Yoor E \\'Ordt 
genomen <le energie van het uitgezornlen alplm-deeltje, welke 
mel,...de draagwijdte verbonden is door tle empirische form ulo: 

R = 1,35 . 1os . E :312. 

Dan is: 

l!J À = N. (l!J 5,76 . 10~0 + l!J T) + 2 . N/3. l!J R. 

V orgelijkt men deze formule met <le empirische, dan blijkt 
<lat N = 3/2 . B; in verband meL de waarde van B (zie 
noot ·l), vor. blz.) volgt hieruit: 

N--= 80. 

LJNDE;'IL\NN brengt verdor de grootheid T in verband 
met den straal van de kern, enz. 

Een eenigermate analoog verband schijnt te bestaan 
tusschen de snelheid der beta-cleeltjes en de transformatie
konstanten 1). 

(III) Een radioaktief element dat beta-stralen emitteert zendt deze 
uit in homogene groepen, elk met een bepaalde snelheid 2). 

(IV) Niet opgehelderd is het verband tusschen beta- en gamma
stralen 3). 

(Y) Zeer eigenaardig zijn de splitsingen in de transformatie
reeksen der radioaktieve elementen bij RaC, AcC, '11hC, en 
misschien bij enkele andere 4); verder ook cle omzettin
gen waarb~j geen alpha - of beta-stralen worden uitge
zonden 5) (Ac; Ms'Ph 1). 

(4:) Elcrneni.Pn kunnen \·ersehillende kernsirnktunr bezitten, 
lel'wijl dt' kernPn lovh <lPzelf<k tolale ladingen hehhen, zooclat 
het atoonrnnrnrnPl' voor d(•z<· el0nwntc-n h0lzolfdc iR. Dorgel~jke 
elementen hc·hhen dan ven,d1illend atoomgowieht on ven,chillend e 
radioaktievc eigt•nRelmppe11: de rang schikking der elektronen 

1) ~:. It1 T111:1u-0H1, , l>ie Hadioaktiven Snb stauzei1, enz . ( 191:.l), p. 5411. 
R. S,1,NN1,, Phy,. Z:eitschr . 13, p. 1ï , HJ12. 

2) ~~- Rt r111 -.i:1111t11. 1. 1·. p. 20H. f>f,2 ( hier i H uuk verder e literatuur op-
gegeven \. \ '<'r!.(1•lfjk ook P.~- 'R1 ·~T1:1N 1 ,\nn. d. Phys. 50, p. 815, 1916. (Zie 

lwne<h'n. h11111',J, 1nl, !Tl,~ 2 1. 
") Zie ],;. n1 ''' lil · Hl 111111, l. , .. i'· 22.-,. 
'• ) E. 1{1'1'111-:1:101111 , 1.,~.p. <;Oï, , .~J. l,. J,' 1.1,-. ,l'h) s.Z eitschr.16,p . l:ï:-i, 41i\l. 

5) K 1t1 1'1·11>.1:i-oi : 11, 1. , .. p. urn,, ,;o~i. K. J•',.,,is~, 1. 1·. p. 4G\l. 
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om de kern is echter hetzelfde, zoodat ze ook in alle onder (2) 
genoemde eigenschappen met elkaar overeenstemmen. In het 
periodiek systeem nemen deze elementen dezelfde plaats in; 
men noemt ze isotopen 1). 

1) Isotope eteme,llen. 
Het beste bestudeerd zijn de isotopen van lood. Voor de atoomgewichten is 

gevonden: 
Radiolood (RaG), onderzocht door HöNwscm1wT: 206,06. 

(Zie K . F.,JANS, Phys. Zeitschr. l.c. p. 473.) 
Thoriumlood ('l.'hD2 ) , onderzocht door F . Son1JY: 207,70 . 

(Nature 98 , p. 46H, 1917.) 
ll-ewoon lood: 207 ,20. 

De atoomvolumina dezer loodsoorten zUn gelijk (tlus spec. gewicht evemedig 
met atoomgewicht). 

ln dezelfde groep zit ook nog ActiniLuulood (.Ac JJ2 ), dat een atoomgewicht 
ca. 207 moet hebben. Verder zijn er nog een viertal radioaktieve elementen van 
korte periode in deze groep: RalJ (vervaltijd: 18 jaar, at. gew. ca. 210); AcB 
\136 min.; at. gew. 211 '?) 'l'!t/1 (10,6 uur; 212); RaB (27 min.; 2 l4.). 

Voor de andere groepen en voor de bewljzen rler identiteit van rle chen1 i~che 
eigenschappen van isotope elementen wordt verwezen naar het 111cerrnalen geci
teerde artikel van K. FAJAN~ (p. 461, 47 J, 478). 

Overeenstemming van het garnma-stralen-spektrum van RttH en /lul) met het 
.l:töntgenspektrum van Pb en Hi: zie E. RuT11tmF01w en C.:. N. '"' C.: •• \.N11HA1JE, 
Phil. :Mag. 27 , p. 854, 1914, en .een opmerking van Dr. A.D. FoKKElt [Handel. 
XVle Natuur- en Gencesk. Congres (1917), p. 121.] 

Het verschil in de massa van de kern bij isotope elementen veroorzaakt kleine 
verschillen in sommige fysische eigenschappen; zie hierover: K. b'A.tANs, Phys. 
Zeitschr. 16 , p. 478, 1915, en: Elster u. ll-eitel-Festschrift (Braunschweig 1\115), 
p. 623. 

Opmerking. De atoomnummers der radioaktieve elementen - waarollller vele 
isotopen voorkomen - heeft men afgeleid: 

a) met behulp der vermelde ver.~clt11ivi11gst0Ptlen (zie onder (3), b )), waarLU 
men één ervan als bekend ))1oest aannemen (bv. Lood = 82) ; 

b) voor een aantal dezer elementen uit het onderzoek van J\,I. StEl:11.\IJN over 
de Röntgenspektra . 

De volgens beide methoden idgeleiile atoomnummers stemmen onderling vol
komen overeen; hierin ligt een mooie bevestiging van de hn>othesen van Rr
TUERl•'ORD en van VAN DEN BROf:K. 

HOOFDSTUK II. 

DE TOEPASSING VAN DE THEORIE DER 
QUANTA OP HET ATOOMMODEL. 

Onder den Haam "Q,uantentheorie" vat men eenige hypothesen 
samen, die betrekking hebben op de beweging en de uitstra ling 
van energie van mechanische en elektrische systemen . Derge
lijke hypothm;en zijn het eerst uitgesproken door PLANCK in zijn 
theorie der warmtestraling (1901); naderl1an<1 zijn ze gewijzig(l 
en gegeneraliseerd, en vooral toen ze door N. BoHR en anderen 
toegepast werden op het· atoornmoclel van Ru'l'JIERFORD hebben 
zo een groote uitbreiding gekregen, zoodat men zeggen kan dal 
de jongste ontwikkeling der quantentheorie en de studie van 
den bouw der atomen hand in hand zijn gegaan . 

Het is er nog verre vandaan dat deze bypothesen een eeni
germate afgeronde theorie vormen; ook is men het niet eens 
over hun exakte formuleering . Ze zijn geheel in strijd met dat
gene wat men uit de klassieke mechanika en elektrodynamika 
afleidt, en tot nu toe mist men een algemeen principe dat aan
geeft in wat voor betrekking <le klassieke theorie en de quan
tentheorie tot elkaar staan. Voorloopig is cte quantentheorie te 
beschouwen als een stel rekenregels, waarvan het gebied van 
geldigheid wel zeer alge~neen is, doch geen scherp omschreven 
begrenzing heeft . Het valt echter niet te ontkennen dat deze 
rekenregels in vele geva llen tot schitterende resu ltaten geleid 
hebben 1). 

[ 1) In verschillende gevallen naderen de formules van de q_uantentheorie voor 
groote waarden der quantengetallen asymptotisch tot de formu les van de klas
sieke theorie, zoodat het schijnt dat men de laatste op moet vatten als grens
geval van de eerste.] 
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De toepassing der quantenhypothesen op Ru•rHERFORD'8 theorie 
der atomen heeft geleid tot geheel nieuwe opvattingen omtrent 
den oorsprong van de spektra der elementen. Het eerste groote 
resultaat in deze richting werd in 1913 bereikt door N. Bomt, 
aan wien het gelukte formules voor de spektra van Waterstof 
en Helium af te leiden, welke op verrassende wijze met cle uit 
de experimenten gevondene overeenstemden. Later is dit werk 
voortgezet door SmDlERFELD, EP8'l'EIK, DEBYE, ScHWARZSCIIILD 
en anderen; deze hebben formules gevonden voor de detail
struktuur der spektraallijnen, den bouw der Röntgenspektra, den 
invloed van een elektrisch veld op het spektrum, en nog meer 
verschijnselen, welke formules zich algemeen onderscheiden door 
een bizonder goede qnantitatieve overeenstemming met de waar
nemingen. 

In het volgende zullen deze theorieën besproken worden; daarb~j 
zal niet de historische ontwikkelillg gevolgd worden, doch er zal 
getracht worden de verschillemle berekeningen zooveel mogelijk 
van uit één geziehtspunt te behandelen. 

§ ö. DE le HYPOTHE::,E DEH, QUANTENTllEOHlK 

Zooals boven reeds gezegd is hebben de hypothesen der quan
tentheorie betrekking op de beweging van mechanii;che en elek
trische systemen, speciaal op de beweging van systemen, bestaande 
uit elektrisch O'eladen deeltjes ( elektronen enz.). Volgens <lç 

b . 

klassieke theorie moet men bij de berekening van de bewegmg 
van dergelijke systemen letten op de werkingen tusschen de 
elektronen en het elektromagnetische veld. In het algemeen zal 
een zoodanig systeem energie en hoeveelheid van beweging uit
stralen, terwijl het veld een reaktie op de elektronen uitoefent 
welke hun beweging remt 1). 

Volgens de Ie hypothese der quantentheorie moet nu een der
gelijk systeem bepaalde, op nader te vermelden wijze door 
geheele getallen vastgelegde, bewegingen kunnen uitvoeren, 
waarbij deze u1tstraling van energie niet plaats vindt, welke 
bewegingen geheel volgens de vergelijkingen der klassieke me
chanika berekend kunnen worden, zonder op rle reaktie van het 
eigenveld op de elektronen te letten. ('fer afkorting zullen deze 
bewegingen aangeduid worden met den naam: qnantenbewe
gingen). 

Aangenomen wordt hierb~j dat oen in beweging zijnd elektron 
een hoeveelheid van beweging bezit, welke hij groote snelheden 

?nV k . 
gegeven is door de formule: G = v· ., , overeen omstig 

1 -- v~ 
c2 

de vergelijkingen der relativiteitstheorie. 
In formules uitgedrukt: de beweging van eon elektron wordt 

beheerscht door <le LAGRAKcm-funktie: 

•) Zie enkele oprnerki11gcn hierover: hoofdstuk \ ' , $i 31. 
l<~en aantal problemen over <le beweging van elektronen Pn 1le nitstrali11g van 

energie ztj11 nitg-rrekend tloor: (t. A. i-l1,110'1"r, Eieclromag-n. 1-tadiation, ('am
bri<lge 1 ~ll 2. 
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L = - m c'2 ( V] _ v~ _ 1) + 1. .~. a., + y. ay + z. az I 
· r2 e 1'1 - c I 

waar q, üe · elektrosLatisehe potentiaal, a.,· a11 a:; de vektorpotenti
alen van het uitwendige (d. w. z. niet door het beschouwde elektron 
zelf veroorzaakte) veld zijn 1) 2). (lading van het elektron: -- e). 

1
) Bij alle forrnuleeringen van hypothesen uit de quanten theorie denke men 

steeds: dit schijnt zoo te zijn naar de op het oogenblik geldende opvattingen. 
Bij de snelle ontwikkeling die de quantentheorie in de laatste jaren ondergaan 
heeft, is het zeer goed mogelijk dat men binnen korten tijd deze hypothesen 
anders en duidelijker kan uitspreken. 

l 2) De vergeltjkingen van LAGHAN<:E: 

cl (c)L) è)L 
. - = U, enz., 

clt è) .r il ,i; 

uit deze funktie afgeleid , leveren onmidclellijk cle gewone bewegingsvergelijkin
gen voor het elektron. 

Men heeft vooreerst: 

c1L mx e a.,· e Cl r = y., - . -

il.t 1/ 1-v'.!,/c'l. c c 

wanneer !J.,· , .'/!!, .'/= de komponenten z\jn der hoeveelheid van beweging van 
het elektron. V enler is 

cl (ilL)_d!] .,· c (ilfl., ·+ ·. ila.,+ · a. a ... . è'a.,) 
. - - ,i; !) -1 z ' 

dt è) :i; clt c ,, t è) .r il y cl z 
rl 

daar dt de verandering ller gl'uothellen aanduidt, welke men meet zoo men met 

het elektron meegaat. 
De vergelijking wordt dus: 

(l !}.r e ( ila., + ·. ria .. ,+· ria.,. + : r'n ... ) ilq: 
cl- .t !J "' - c + t c è' t il .r il y rl z è) ,i; 

+
e (. ila.,.+· aa11+· c'lci-) x - y - z - =O 
c êlx è'x · ilx · 

Derhalve: 

d ft·" = - e ( - ! : - ! \a/) - : 1 y ( ~ ~1 - a_a,·)-z c~a.,. - Ja:;)/ 
è'y c\z è\x j 

= - e ( E.r + ! ! y Bz - z I:ly l) , 
waarin: 

§ 6.1 OP HET A'l'OOMMODEL. 29 

Indien men, zooals veelal gedaan wordt, on<lerstelt dat de 
massa van een elektron van elektromagnetischen aar<l is, zou 
men <le aanwezigheid van deze massa nog als een reaktie van 
het eigenvel<l van het elektron moeten beschouwen. 

De hypothese dat het systeem geen energie uitstraalt wan
neer het een quantenbeweging uitvoert, en dat de elektronen 
geen reaktie van hun eigenveld ondervinden, terwijl de bewe
gingen toch volstrekt niet eenparig rechtlijnig zijn, is geheel in 
tegenspraak met de ideeën der klassieke elektrodynamika. Het 
schijnt niet mogelijk te z\jn haar af te leiden uit bepaalde aan
namen omtrent de beweging van het elektron; indien ze juist 
is, zou ze erop wijzen dat de grondvergelijkingen der elektro
nentheorie gewijzigd moeten worden, zoodat deze waarschijnlijk 
wel voor makroskopische systemen met groote elektrische ladin
gen, enz. gelden, doch niet voor systemen van de grootteorde 
van atomen. 

Voorloopig zal hierop niet nader worden ingegaan; versrhil
lernle kwesties die hierop betrekking hebben zullen in een later 
hoofdstuk besproken wordei;. 

Men geeft do hypothese ook wel in don vorm: het systeem 
kan slechts de quantenbewegingen uitvoeren, on geen andere. 

E,. = - a'E, _ 1 3-,.at.r' enz. 
c) x c IJ 

H, .= 
oay 
ilz , enz. 

ile elektrische en magnetische veldsterkten voorstellen, I 
Men vergelijke in verband hiermee: 
K. HcHwARzsc11c1.u, Gott. Nachr. Math. Phys. Kl. 1903, p. 127; 
c+. A. Sc110TT, Electromagnetic Radiation (Cambr. 1912), p. 284, verg. (4fi6). 
Voor snelheden klein t.o.v. 1le snelheid vau het licht wordt de funktie van 

L~GR.\NUE:: 

1. 
Indien me11 rekening wil hou1le11 met de gravitatie, zou ze 1len vorm krijgen: 

L = -·m r V L g, .. i,x1,;i:,, - e L,IJ ... i·1, 

,uv /.t 

waar l'4 = f. ; 
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Ze zou dan misschien op alle mechanische systemen moeten 
wor<1en toegepast, onverschillig of er elektrisch geladen deeltjes 
in aanwezig zijn of niet 1). 

Nog een geheel andere formuleering is de tweede quanten
theorie van PLANCK. Deze sluit echter meer direkt aan bij do 
problemen der statistische mechanika; ze zal hier voorloopig 
niet besproken worden 2). 

De quantenhypothese brengt (tenminste in haar tegenwoordige 
formuleering) geen direkte wijziging in de formules der gewone 
mechanika; de berekening der quantenbanen geschiedt geheel 
volgens de klassieke methoden (afleiding der bewegingsvergelij
kingen uit de funktie van LAGRANGE of uit die van HA1IIL'rON 

' enz.). Zijn do bewegingsvergelijkingen geïntegreerd, dan worden 
door middel van de quanten voorwaarden de integratiekonstanten 
geheel of gedeeltelijk vastgelegd. (Zie beneden.) 

De stabiliteitsproblemen hij het atoom model schijnen er echter op 
te wijzen, dat men misschien ook deze grondprincipes zal moeten 
wijzigen, b.v. in dien zin dat de door de quanten voorwaarden vast
gelegde bewegingen stabiel zijn. (Zie hierover: hoofdstuk IV, ~ 26.) 

Een moeilijke kwestie is ook de wisselwerking tnsschen ver
schillende systemen, b.v . . de molekulen of atomen van een gas. 
Indien de bewegingen van elk molekuul of van elk atoom door 
guantenvoorwaarden bepaald zijn, hoe beïnvloeden ze dan elkaar's 
beweging? 3). 

Een belangrijke hypothese die in nauw verband staat met de 
qnantentheorie is de adiabatenhypothese van EHRENFEST 4). Deze 
zal later afzonderlijk besproken worden (hoofdstuk VI, § 38). 

1) Dit komt dus neer op de vraag: is de quantenhypothese een algemeene 
mechanische hypothese, of behoort ze tot de elektrodynamika? Echter heeft 
deze opmerking meer een formeel karakter dan een fysisch, daar volgens de 
moderne opvattingen alle materie uit elektrisch geladen deeltjes bestaat. 

2 ) Zie hierover: Hoofdstuk V, § 35. 
:1) Bij een vast lichaam moet men waarschijnlijk het geheel als één systeem 

beschouwen. Hierop wijzen vele onderzoekingen, zoowel van experimenteelen aard · 
(b.v. onderzoek van de struktuur der kristallen met Röntgenstralen ), als theore
tische (speciaal die over de soorteltjke warmte ). Dan treedt deze moeilijkheid 
niet op. 

Zie over problemen die op gassen betrekking hebben: § 15, n) en § 38. 
1 ) P. E11RENFEs1 ·, Versl. Akad. Amsterdam XXV, p. 412, l!ll6. 
~ie ook: .J. :M. Bi·1w1ms, ibid em, XXV, p. 849, 918, lO!iG, lmG/17. 

§ 7. ALOEMEENE VORM YAN DE QUAN'fEN

VOORW AARDEN. 

iij gegeven een mechr,misch systeem van J graden van vr~jheid; 
àangenomon wordt dat fle tijd niet expliciet in de bewegings· 
vergelijkingen voorkomt, zoodat de totale energie van het systeem 
gedurende de beweging konstant is 1) '..!). Volgens de klassieke 
mechanika bezit een zoodanig systeem eon kontinuum van 00

2
/ 

mogelijke banen, c1aar bij de vollod ige integratie rler bewegings
vergelijkingen 2 f integratiekonstanten c1 . . . .•. C2f worden 
ingevoercl, wier waarden een kontinuum van :2 f afmetingen 
kunnen doorloopen. De Jr quantenhypothese luidt dan: 

De quantenbewegingen van het systeem zijn die bewegingen, waar
voor de integmtiekonstanten c1 .... c~.r voldoen aan k betrel..ki,igcn 
van den 'Vorm : 

1; (ei .... <!2.r) = n;. h (i = 1 ... 7~) ....... ,. (A) 

In deze formule zijn de i'i bepaalde funkties van de c's ; h is 
een door PLANCK ingevoerde universeele konstante, van clc 
<1imensies: energie maal tijd (l2mt-1); de waarde ervan is vol
gens MILT.IK AN: 

h = 6,57.10 - 2î erg. sek. 3). 

•) Deze onderstelling geldt niet indien het Rysteem ouder den invloed staat 
van met den tijd veranderlijke uitwendige krachten. Problemen waarbti derge
ltjke krachten optreden, komen o.a. voor bij de theorie van de adiahatische beïn
vloeding van een systeem (E11RENFEST, l.c. - zie § 38), en bij de theorie der 
dispersieverschijnselen. (Zie § 36.) 

1) Indien in de funktie van LAGRANGE t niet expliciet voorkomt, is een <Ier 
integralen van de bewegingsvergelijkingen: 

l . aL 
- L + L, (]; · · = a =-ko11stantr. 

r a q; 
Uitgedrukt met de funktie van HAMILTON: 

H = a = lconstante. 
De totale energie wordt gedefinieerd als de waarde dezer konstante a. 
3) R. A. M11 .1.11,AN, Phys. Review VII, p. 355, Mrt. 1916; Phys. Zeitsclir.17, 

p. 219, 1916. 
[ lu Phil. }fag. 34, p. rn , 1917 ~eeft MILI.lli \N op: /1 - (G,547 ± 0,011 ). 10 ", 

erg. sek.] 
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De getallen n; kunnen alle mogelijke positieve geheele waarden 
rloorloopen 1). 

Men kan dit met oen kleine wijziging ook aldus uitdrukken: 
voer in plaats van de konstanten c1 .... C;JJ een nieuw stel in: 
71 ... 1'!.f· Hiervan zijn 71 ... lk de boven reeds genoemde funkties 
,ler c's; 1,, + 1 ... 121 zijn op willekeurige wijze hieraan toegevoegde 
funkties ervan, echter zoo dat men ·een stel verkregen heeft, waarin 
c;. . .. C;JJ kunnen worden uitgedrukt. Dan zijn de quantenbewe
gingen van het beschouwde systeem hierdoor gekarakteriseerd: 

71, + 1 ••• 12J kunnen een kontinu gebied van waarden doorloopen; 
?, ..... i'1c kunnen slechts diskontinu verarnleren: zo kunnen 

slerhts <le waarden hebben· 

(i=l ... k) 

Do vorm en het aantal der funkties 1 zal beneden (§ 10) wor
<lon hosprokcn; hier zij slechts vermeld dat hun aantal k hoogstens 
gelijl: is aan f, het aantal graden van vrijheid van het systeem. 
Hun vorm is steeds zoo, dat indien men de totale energie a 

van het S)'Steem (welke een funktie is van do 1·'s) uitdrukt in 
de /s, <leze uitdrukking allee11 11 .... i'k bevat: 

a = a (11 · · · lk). 

De waarde van de enm·gie is dus steeds door de rpwntcngetallen 
n, . . . n,.. vastgelegd. 

Deze eigenschap is van groot belang. 

1) In sommige gevallen moet tle waarde nul worden uitgesloten; voor een 
voorbeeld zie men het volgende hoofdstuk, bl. 82. 

Aan clen anderen kant komt het ook voor dat een quantengetal alle positieve en 
11t'!Jati1,ve geheele getallen kan doorloopen; dit treedt b.v. op bti rotatieproblemen, 
waar het teeken van het quant~ngetal samenhangt met cle richting cler bewe

ging. (Zie § 16, tl.) 

§ 8. JTp IIYPO'rHESE DER QUAN'rEN'l'IIEORlE: 

EMISSIE VAN LICHTTRILLINGEN. 

Als JJP hypothese van de quantentheorie wordt aangenomen 
clat een systeem diskontinu energie kan tiitstralen. Yan tijrl to't 
tijcl kan het systeem uit een bepaalden bewegingstoestand 1 in 
een anderen toestancl 2 "overspringen'', waarb~j de quantenge
tallon van een stol gel1eele waarden n ! ... n ), overslaan op een 
ander stel geheele waarden nî ... n7.. Deze verandering; kan 
spontaan geschieden, d. w. z. zonder ,lat uitwendige oorzaken 
werkzaam zijn 1); ze verloopt in zoo,fanigc riehting dat ,le totale 
energie van het systeem afneemt 2). 

Het ove1·8clwt aan energie: 

a ( n: . . . n t) - a ( 11 f . . . n D 
wordt uitgestraald in den voi·m 1,an Zichttrillingen met een frequentie 
v1.2 bq>aald door de vergelijking: 

1 - ( 1 !) ( 2 , 2) 1,.v1, 2 -a n 1 •• • nk -a n 1 •• • fik .... (B) 

Deze betrekking is het eerst rloor BOHR opgesteld 4): met 

1) Vergeltik § 33. 
2 ) a) Het geval is denkbaar dat het systeem in twee toestanden 1 en 2 

dezeljdf' totale energie bezit. Het is mogelijk dat ook in dit geval een 
spontaan overspringen van 1 naar 2 of omgekeerd kan plaats hebben. 

b) Men voert ook wel de hypothese in: slechts die overgangen kunuen 
spontaan plaats vinden, waarbij de quantengetalten afim11en. 

• Hierbij valt op te merken: 
(1) Uit waarnemingen over de detailstruktuur der lijnen moet men 

besluiten dat er gevallen voorkomen waarin sommige der quan
tenge_tallen toenemen. Zie beneden § 16, e ). 

(2) Men kan de vraag opwerpen: gaat een afname der energie steeds 
samen met een afname der quantengetallen? Zie § 16, d), 2). 

3 ) Met de letter ,. zal steeds een aantal trillingen per tijd.•eenheid (sekomle) 

worden aangeduid; de letter w heeft betrekking op het aantal trillingen in den 
tijd 2 /(. 

'•) N. Bo11H, Phil. Mag. 26, p. 1, mm. 
3 
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behulp hiervan is het mogelijk geworden de spektra van ver
schillende systemen (b.v. R, He+) te berekenen. 

Evenals de Ie hypothese staat ook de IIe tegenovèr de elek
trodynamika 1). Ze dwingt tot geheel nieuwe ideeën over de 
emissie van licht; het mechanisme hiervan is echter geheel 
duister. Zeer merkwaardig hierbij is het volgende, <lat Prof. 
H. A. LoRENTZ opgemerkt heeft: In<lien een systeem uit meer
dere zich bewegende deelen bestaat, zooals b.v. een H-atoom, 
waar kern en elektron beide bewegen, of een roteeren<l molekuul 
,rnaromheen een elektron loopt, is de totale energie u over de 
verschillende cleelen van het systeem verdeeld. 'l'och wordt bij 
een "katastrofe" van het systeem de door het geheele systeem 
ve1·loren energie in één Zichtfrequentie uitgezonden 2). 

De berekening van de spektra yan verschillende atoornmo
dellen door middel van d'eze hypothese heeft echter een zoo groot 
succes gehad dat men haar juistheid wel moet erkennen. 

De emissie-hypothese van BonR levert ook een bizonder mooie 
en eenvoudige verklaring van het kombinatie-principe van R1Tr. 3): 

zijn u 1 u2 a3 de waarden der totale energie bij drie verschillende 
quantenbewegingen, clan moet het systeem de frequenties kunnen 
uitstralen: 

'VJ.2 = 1'1.3 = 
welke voldoen aan de betrekking: 

l'~.:l = 1'J.3 - 1'J.2· 

De z.g. ,, tel'men" welke in de spektraalformules optreden krij
gen nu de beteekenis van energie-trappen 4). 

BoHR heeft - om tot ov'ereenstemming te kom~n met de wet 

•) Ei· zijn gren,gevallen waar de hypothese van BOHR hetzelfde res11/ta11I fPlevert 

als de lc{assielcr theorie. Zie hierover § 32, 
Door Bomt is hiervan gebruik gemaakt bij het opstellen der hypothese. (l.c.) 
2) Dit wordt zeer scherp bevestigtl door den invloed die de beweging van de 

kern van het atoom heeft op het spektrum. (Zie hoofdstuk III, § 18.) 
J) W. RrTZ, Phys. Zeitschr. 9, p. 521, 1908; Oeuvres, p. 141. 
') Volgens berekeningen van SoMMERFELJJ schijnt bij de Röntgenspektra het 

konllbinatie-principe niet op te gaan (A. SofülllRFELD, Ann. d. Phys. 51, p. 159 

vgl., 1916). 
[Op111erking. Volgens later door D1rnn: e11 door VWARr, uitgewerkte theorieën 
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van Krn,cnHOPF tegelijk een aanvullernle onclerstelling inge
voenl omtrent clc absorbtie va11 licht, welke het omgekeerde is 
van bovenstaande hypothese : 

Is het systee'in in den toestand :3, en valt er l-ichtstraling op van 
de frequentie 111.2, dan kan het systeem uit die'straling een bedrag aan 
energie, gelijk cwn h 1'1.'.l, opnemen, waarbij het van rle11 toestand 2 
in den toestand 1 overspringt 1). 

Het geclrag van ePn systeem onder clen invloe<l van invallende 
trillingen r.on dus geheel arnlers moeten zijn, dan· men volgens 
<le klassieke theorie verwacht. Vooral dient hierbij in het oog 
gehouden to wonlen, clat cle freciuentie 111.2 die het systeeJ)l van 
toestand 2 naar 1 doet overspringen, in het algemeen niets te 
maken heeft met cle frequenties der bewegingen in het systeem 
in den toestand 2 of 1. 

De frequenties der bewegingen in het systPcm z1.1n gegeven 
<loor <lc forrnul<': 

1 
v;= h (0) 

in het algemeen komen ook allo "boventonen" en "kombinatie
tonen" van <lezo "grondfrequenties" voor 2). [Ze worden dus be
paald cloor de differentiaal-q,uotienten van de energie naar <lc 
quantengetallen; de frequenties der spektraallijnen worden daar
entegen door differentieformules gegeven.] 

De hypothesen over · de emissie en ,le absorbtie van straling 
zijn venlor ontwikkeld door EINSTEIX 3), die aantoonde dat men 
uit ,lezo Oll(lorstollingen met eenige ~anvullingen ovèr de waar
sch~jnl~jkhei<l van het overspringen, enz., op eenvoudige wijze cle 
formule van PLANCK voor de verdeeling der enrrgie over hot 
spektrum der zwarte straling kan afleiden 4). 

(zie de in § 28 geciteerde artikelen ) . zou echter het verban cl dat SomrnRFELn 
vermoedcle tnsschen verschillemle l1juen der Riintgenspektnt niet bestaan, zoodat 
men hieruit geen argumenten zon kunnen putten tegen het kombinatie-principe.l 

1 ) Voor een reeds door Bo11R gegeven uitbreiding van de absorbtie-hypothese 
vergelijke men ~ 34, f). 

2 ) Zie § 10, Opmerking TIL - In verband hier::1ee vergeltjke men § 32. 
3 ) A. EiNSTEtN, Verh. Deut~d1. Phys. (+es. 18, p. :318, l'.116: Phys. Zeitschr. 

18, p. 121, 1917. 
I l Zie beneilen ~ :33. 
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Erns'rEI:s' heeft er tevens op gewezen dat men moet aannemen 
dat het stralingsproces gericht is, en dat de uitwisseling van 
energie samen gaat met een uitwisseling van hoeveelhf!id van be-

. b d h 11 B. weging ten e rage van: . 1j afgifte van energie krijgt het 
c 

stralende systeem (het atoom) een impul~ h vfc in tegengestelde 
richting van de uitgezonden stralenbundel; bij opname van ener
gie krijgt ):iet een impuls h r/c in de richting der invallende 
straling. Deze impulsen veroorzaken 0en BROWN'sche beweging 
van het systeem, waarvan de grootte in overeenstemming is met 
de waarde gegeven door de klassieke theorie : 

energie per vrijheidsgmad = 1/2 . k . T 1). 

Hypothesen omtrent het verloop van het uitstraling,;proces zijn 
tot nog toe niet opgestel<l. Van groot belang z\jn hierb~j <le vol
gende kwesties: 

polarisatie-toestand van <le straling; 
richting van de uitstraling t.o v. de richtingen in het s~'steem; 
tijdsduur van het proces 2). 
Uit de polarisatie der spektraallijnen, waargenomen bij het 

ZEEMAN-effekt en het S'l'ARK-effekt hebben ErsTEIN en So1nrnH
FELD eenige voorloopige regels omtrent de polarisatie kunnen 
afleiden. Zie § 16, e ). 

In nauwe betrekking tot de theorie van de energie-uitstraling 
staan verder: 

de vraag of er workel~jk "lichtquanten" bestaan, <le theorie 
der foto-elektrische verschijnselen, en eenige andere kwesties. 

Zie hierover enkele opmerkingen in § 34. 

Op groncl van bovenstaànde hypothesen geschiedt nu de 

1) Zie in verband hiermee de opmerking in § 15, a), over translatie-bewe
ging1in. 

Over emissie van moment van ltoeveetheid van beweging vergelijke men § 16, e). 
12) Uit waarnemingen van interferentie-verschijnselen bij groote faze-verschillen 

heeft men o.a. afgeleid dat bij de groene kwikltjn in 1 emissieproces een golf
trein van minstens 2600000 golven wordt uitgezonden (tijdsduur ca. 5.10-\J sek.). 
Zie qverzicht in W1NKEI.MANN's Handbuch der Physik, Bd. VI, p. 1135. - Langs 
anderen weg heeft STARK onderzoekingen gedaan over den tijdsduur van het 
emissieproce! (Ann. d. PhyR. 49, p. 731, 1!116; zie beneden, bl. 8G, 3).) 
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berekening van het spektrum van een bepaald systeem als volgt: 
1) men tracht voor het systeem quantenvoorwaarden op te 

sporen, en de quantenbewegingen te vinden; 
2) men bepaalt de energie der quanten bewegingen, en drukt 

<loze uit als funktie der quantengetallen; 
3) uit de formule voor de energie volgt onmiddellijk do for

mule voor het spektrum <loor middel van de emissie-hypo
these van Bonn. 



§, 9. OPMERKING IN VERBA:ND MET lIE'l' VER

SCHIJNSEL VAN DOPPLER 1). 

Indien een media11isd1 systeem zid1 met een kom;lauLe trans
latie-snelheid u beweegt, zal worden aangenomen dat de lwven 
geformuleerde quantononden;tellingen betrekking hehhen op e~n 
koordinaten~telsel, ten opziehte waarvan het systeem rust :l) 3). 

De quanteubewegingeu en hun energie worden dus berekend 
ten opzichte van dit stelsel; ovonzoo geeft de emissie-hypothese 

I Uf. A. ErNSTElN, Phys. Zeitschr. 18, p. 1:l5, lfü 7. . 
1) Dit is in overeenstemming met lle gro1Hlhypothese ller speciale relativiteits

theorie, volgens welke alle koorllinatenstelsels, welke door Lorentz-trnnsfonnaties 
met elkaar verbonden zijn, gelijkwaardig zijn voor de beschrijving der verschijn

selen. 
Het moet natuurlijk mogelijk zijn de quantenformules in zoodanigen vorm 

te schrijven dat ze kovariant zijn ten opzichte van Lorentz-transformaties 
(- en evenzoo ten opzichte van willekeurige kontinue punttransformaties, 
volgens de gravitatie-theorie -) ; vermoedelijk zullen de formules dan vrij 
ingewikkeld worden. 

(Hoe men den invloed van een (Jraoitotie-velr1 op de quantenformuleH in 
rekening moet brengen (men denke b.v. aan de verschuiving ller spektraal
lijnen ) heb ik niet nagegaan.) 

3 ) Indien het systeem uit meerdere zich hewegende deelen bestaat, en men de 
formules der relativistische mechanika toepast, is er in lrnt algemeeil in het sy
steem geen punt aan te wijzen, dat een eenparige rechtlijnige beweging heeft. 

Er bestaan echter steeds de drie "integralen van de beweging van het 
zwaartepunt": · 

px = konstante; py = konstante; /ic = konstante; 

waar px, py, pz de kom pon enten der totale hoeveelheid van beweging van het 
geheele systeem zijn. Men kan nu altijd een koordinatenstelsel invoeren, dat ten 
opzichte van het oorspronkelijke een eenparige rechtlijnige beweging heeft en ten 
opzicht~ waarvan p,·,py, Pz alle drie gelijk nul zijn. 

De quantenformules worden dan op dit koordinatenstelsel betrokken. Yergelijk 
in verband hiermee § 15, a), S 1.6, a) en voor eeuige voorbeelden: hoofdstuk 111, 

S 18 lbl. 94) en ~ l!:J (bl. 103). . 
Bij het bovenstaande is stilzwijgend ondersteld dat op het spteem (Jee,i 11d-

UJenrlige lcracliten werken. 
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van Bo1 rn de frequentie der lichttrillingen met betrekking op 
dit stelsel. 

Voor een :,,tilr;taande waarnemer zal cle frequentie echter een 
andere zijn. Met benadering op termen van de eerste orde in 
u/c komt men tot de volgende formules: 1) 

(~.B. De grootheden welke betrekking hebben op het 
x' y' z'-r;telr,,el waarin de waarnemer rust, worden aangeduid 
met gea;ccentueerde letterr;; de ongeaccentueerde letters be
hooren bij het x y z-stelsel, dat met het beschouwde systeem 
meegaat.) 

In het x y z-stelsel slaat de beweging van het systeem over 
van een toestand 1 in een toer;tand 2; hierb~j komt een energie 
e = a 1 - a2 vrij, welke uitgezonden wordt als licht van do fre-

quentie v = ;i , in con richting welke een hoek cp maakt met 

de bewegingsrichting van het systeem. 

Fig. 2. Aberratie. 

Dan won1t in het .c' y' z'-stelsol waargenomen een liehttrilliug 
van de fre_quentie: 

/=11(1 + n w, q,) ........... (l) 
c 

rneL de enorgw: 

e' = li ( 1 + '2 n eos q>) • . 
c 

...... (IT) 

uitgezondt>n in een rielüing welke een hook ,,' maakt met do 
rid1ting der snt>lhoid 11,, waar: 

1) Overgeno111en van ,\. B~,N~TEIN, l.c. 
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, + 7
i · 2 (llI) cos cp -= cos l/ sm cp . . . . . . . . 
c 

Vergelijking (I) drukt het principe vcin Dol'PLJrn uit 1); verge
lijking (III) de aberratie (zie J-ig. 2). 

Analoge formules gelden voor <le absorbtie van licht. 

1) Men denke hierbij aan het DoPPLEH-effekt bij d~ kanaalstralen (i-lTAltii; zie 
ook: H. M. KONEN, Das Leuchten der (-fase nnd Dämpfe, Brau-nschweig 1913, 
p. 321-323); verder aan de z.g. ,,thermokinetische" verbreeding der spektraal
lijnen van een gas, waar de molekulen of atomen allerlei verschillende snelheden 
en richtingen hebben. 

~ 10. UITWERKING VAN DE QUANTENVOORWAARDEN. 

De in ~ 7 iu zeer algemeencu vprn1 gegeven quantenvoor
waardon moeten nog nader uitg0wcrkt wordl'n: het is noodig 
vast te stollen welke voor een bepaald ;;ysteem de funkties 
i'1 ... i'k zijn, die <le quantenbewegingen vastleggen. 

De eerste stap in deze richting is geweest PLA:-H'K's hypothese 
d.er energie-elementen, welke betrekking had op harmonisch 
tri.llende systemen van 1 graad van vrijheid 1). Naderhand is 
deze hypothese voortdurend uitgebreid e1t gegeneraliseerd, vooral 
door het werk van DEBIJE, HASENÖURL, E1rn:irnFES'r, BoHR, Smr
MERFELD, EPSTEIN, ScHWARZSCHILD en anderen. Hier zal echter 
de historische ontwikkelingsgang buiten beschouwing worden 
gelaten, en zal een meer axiomatische formuleering van de 
quantenvoorwaa en gegfven worden welke zoo goed mogelijk 
de op het oogenblik geldende opvattingen weergeeft. 

Een voor alle mechanische systemen geldende formuleering 
is nog niet gevonden; tot nu toe is ze beperkt tot een groote 
klasse van systemen met periodieke of quasi-periodiel~e bewegin
gen 2). De hier gebruikte vorm sluit zich zeer nauw aan b~j die 
welke ScUWAHZSClllLD gegeven heeft 3). 

Zij gegeven een mechanisch systeem van J vrijheidsgraden; de 
koordinaten zijn q1 ... qJ; de momenten (hoeveelheden van be
weging) P1 ... Pi· Omtrent het systeem wordt het volgende 
aangenomen : 
A) De funktio va1t HAMILTON H (<J , p) bevat t niet expliciet, 

zooclat 

][ (q , p) = kon:;tantc = u. . ...... _ (1) 

de energie-integraal van het systeem 1s. 

1) M. Pr.ANl'", Ann. d. Phys. 4, p. 553, 1901. 
Zie verder Die Theorie der 1\'ärmestrahlung. 
2) Een uitzonclering hierop iR de door EPSTE!N gebezigde quantiseering van 

hyperbolische bewegingen. Yoorloopig worden deze buiten beschouwing gelaten. 
Zie § 15, b). 

3) K. Sc11WAHZSUHlL1J, Sitz. Ber. Berl. Akad. H.116, p. 548. 
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B) Gedurenclo <le beweging kan geen der koördinaten of mo
menten tot in het oneindige aangroeien; allen blijven beneden 
zekere eindige grenswaanlen 1 ). 

C) Het systeem bezit oplossingen van Jon volgenden vorm: 

waann: 

qi= qi (J-\ · · · P1, Q1 · · · Q1) 
Pi= Pi(P1 · · · P1, Q1 · · · Q1), 

( . . . . . . . ( :l) 

Pi f integratiekonstanten zijn (de "intonsiteitskon
stanton"); 

Qf lineaire funkties z1Jn van den tijd: 

.... (3) 

(E1 ... Ef zijn de overige f integratiekonstanten, de "faze
konstanten"); 

3) De q's en p's pe'l'iodieke funktie:,, zijn van de Q's met periode 
2 Jt 2). 

De grootheden Q1 . . . Qf worden hoekvai·iabelen genoemd 
(,, \Vinkelkoordinaten", cf. ~CH\YARZSClIILD, l.c.); w1 ... wf 

zijn de middelbare bewegingen 3). 
D) Aangenomen wordt dat de P's zoo bepaald zijn dat: 

1) de transformatie van de variabelen q1 ... PJ naar de 
variabelen Q1 ... Pi een kontakt-trap.sformatie is 4), zoodat: 

I Pi. dqi = I Pi. d Qi + d W (P, Q) 
i i 

. . . ( 4) 

waar d TV de totale differentiaal van ee'n funktie 
IV (P, Q) is; 

1î Met koördinaten is hie1· bedoeld: Cartesische koördinaten der systeempunten. 
Over de reeds genoemde hyperbolische beweging en over translatie-bewegingen 

zie men ~ 15. 
i) Deze funkties zijn in het algemeen trigonometrische reeksontwikkelingen 

naar sinussen en cosinnssen van kombinaties der Q's (meervoudige Foum1rn
reeksen). Zooals bekend is, worden dergelijke reeksen zeer veel gebruikt in de 
Astronomie, vooral bij 1le behandeling van storingsproblemen. 

3) Het is niet onmogelijk dat zoodra de voorwaarde B vervuld is, het systeem 
nooclzakeltik oplossingen van den in C aangegeven vorm bçzit. Door I'o1N(' \RE 

iR aangetoond dat de beweging van een mechani~ch Rysteem dat aan B voldoet 
in het algemeen periodiek of q nasi-periodiek is (Zie l\lécan iq ue Ci·leste lll l . 

:Misl'rohien zal het gelukken aa11. te toonen dat een· systt>em dat aan U voldoet 
ook steeds oplossingen heeft die met hoekvariabelen uitgedrukt kunnen ,1 orden. 

•) Zie b.v. ,v11rTn1rnR, Analytica! Dynamics, Cambridge 1!H7, p. \!KH. 
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2) dat do in deze vergel~jking voorkomende funktie IV perio
diek is in de Q's. 

J rn1ion de q's en p's uitgedrukt kunnen worden als periodieke 
funkties van J hoekvariabelen Q1 . . . Q1 is het steeds mogelijk 
aan deze twee voorwaarden te voldoen 1). 

Do onder D 2 genoemde voorwaarde legt de waarrlen clor P's, 
welke anders slechts tot op een additieve konstante bepaald' zijn, 
geheel vast 2). 

Doordat de transformatie van de variabelen q en p naar de 
Q's en P's een konlakt-transformatio is, blijft cle kanonische vorm 
der bewegingsvergelijkingen behouden; voor Q en P geldt dus: 

d(Jt. 
dt 

== (IJk ::=: .... (5) 

waar K (CiJ, l') verkregen wordt door in H (q, p) voor q en p de 
formules (2) to substitueeren. Nu zijn do P's wat clen tijd betreft 
konslanten, dus moet 1{ onafhankelijk zijn va11 de Q's. M.a.w.: }{ 
bevat alleen de intensiteitskonstanten P 1 .. . P1 (natuurlijk tezamen 
met de parameters van het systeem, zooals massa's, elektrische 
ladingen, enz.) 3). l 

Nu hangen de P's op eenvoudige wijze samen met de boven 

1) ScHWARzsc1111.u, l.c. p. 549. Zie wat D 2 betreft: J. M. BuRGEK~, Vers!. 
Akad. Amsterdam XXV, p. 1059, 1917 en beneden, § 11 . 

!) Sc1rn·ARzsc111r,u legt de additieve konstanten der intensiteitsgrootheden P 
vast met behulp van beschouwingen over de grenzen der faze-ruimte van het 
8ysteem (Sitz. Ber. Berl. Akacl. p. 548, 1916). 

Voor de in § 14 genoemde systemen leiden, voor zoover ik beoordeelen 
kan, de methode van ScHWARzscmLn en de hier gegeven methode tot dezelfde 
resultaten. 

Ben moeiljjkheid heeft zich nog voorgedaan bjj de beweging van een elektron 
om een atoomkern, wanneer men rekening houdt met de relativiteitstermen. Deze 
kwestie schjjnt echter opgelost te zijn. Zie hierover: 

M. Pr.AN('!(, Ann. d. Phys. 50, p. 401-404, mm; 
A. SomrnRFELD, Ann. d. Phys. 51, p. 49, 57, 1916; 

Sitz. Ber. Ilayr. Akad. p. 131, 1916. 
Uit de onderzoekingen van SomIERFl!:Ln mag men met zekerheid de gevolO'

trekking maken dat btj dit probleem de methode der faze-integralen, welke vo~r 
de vastlegging van de additieve konstanten der P's op hetzelfde neerkomt als 
de voorwaarde D 2, het juiste resultaat levert. 

3 ) K. Sc11wARzs<'11r1._u, l.c. p. 549. 
P. S. EPS1'EIN 1 Ann. cl. Phys. 51, p. 178, 1916. 
E. T. W111TTAKJ,;R, Analytica! Dynamics (Cambr. 1917), p. 42:2/423. 
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ingevoerde funktics 11 ..•. i'k. Hierb~j moeten twee gevallen 
onderscheiden worden: 
1) De middelbare bewegingen wi zijn onderling onmeetbaa1·; m.a.w. 

uit de w; z~jn geen lineaire kombinatie8 met geheele koeffi
cienten te vormen, welke de waar,lc nu l hebben. Dan luiden 
de quanten voorwaarden: 

De quantenbewegingen van het systeem zij II die bewegingen 
waa"voor de I''s geheele veelvouden va11 de univcrseele kom,ta,äe 
li/2.r zU11: 

1'; = n; . ;~ .............. (G) 

II ) Tusschen de middelbare hewegi11gen w; bestaan ,. rationale 
,betrekkingen van den vorm: 

I lt = 1 ... Î, 1 ('"") >: ml' w; = 0 ' 1 1 . . . . . . . 1 
i · 1 mf = gehee geta 1 · 

Dan kan men door een lineaire transformatie met geheele koeffi-
cienten overgaan op een nieuw stel hoekvariablen 01 .... 01 
niet bijbehoorencle kanonische intcnsiteitskonstanten P1 . ... P1, 
zoodat Or- i + 1 •••• 01 de middelbare beweging mû hebben, 
terwijl de middelbare bewegingen van 01 .... 01- i onderling 
onmeetbaar zijn 1). 

De funktie [( (P 1 ... P1 ) gaat Jan over in een nieuwe funktie 

K (P1 .... PI - ;.) 

welke P f _ J. + 1 ... P f niet bevat. 
De <J.Uanlenbewegingen zijn nu hierdoor gelcaraktcriseerd, dat 

P1 .... P 1 _ i. geheele veelvouden van 11/2" moeten zijn. :!) 

1) Met betrekking tot deze substitutie zij verwezen naar: 
K. ScllWARZSClltLu, Le p. 550; , 
.P. S. EPS'fätN, Ann. der Phys . 51, p. 179, 1916; 
J. M. Btmurns, Versl. Akad. AmRterdam XXV, p. \118, Hl16. 
De substitutie is niet volkomen eenduidig bepaald (op eenigsûns analoge w[jze 

al~ men bij een dnbbelperiodieke funktie oneindig veel verschillende perioden
parallelogrammen kan a,ingeven). De verschillende systemen intensiteitskonstanten 
p1 .... p 1- i. zijn echter door lineaire substituties inet geheele koeflicienten en 
determinant + 1 met elkaar verbonden, zood11.t ze volkomen e(1 ui valent zijn; 
allen leiden z;, tot dezelfde quantenbewegingen. Deze meerduidigheid is dus niet 
vnn essentieel belang. (Cf. J . .M. BuR<: ~: Il,;, l.c.) 

1) IBij exakt periodieke systemen vindt men slechts één IJ. uantenvoorwa11.rcle, nl.: 

2 'L'f wo = n. h /2" 
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Of ook P J- J. + 1 . . . P J gequantiseercl moeten worden is on
zeker. In sommige gevallen schijnt het plausibel dit wel te doen, 
in andere niet. Zie in verband hiermee beneden § 13. 

Opme1· kingen. 

[I) Uit de gegeven formules blijkt cle in § 7 vermelde regel 
dat het aantal der quantenvoorwaarden hoogstens gelijk 
is aan ·het aantal der vrijheidsgraden. Bij een niet ontaard 
systeem, waar even zoovele onderling onmeetbare frequenties 
zijn als vrijheidsgraden, is <lit onmiddellijk duidel~jk. De 
waarden der fazekonstanten E toc-h hebben geen invloed op 
he't karakter der beweging: in den loop der beweging 
komt het systeem oneindig vele malen willekeurig dicht 
bij eiken toestand, welke bij dezelfde waarden der P's door 
gegeven waarden der Q's bepaald is. Het zou dus geen zin heb
ben deze konstanten door quantcnformules vast te leggen.] 

II) Uit het bovenst::ian<le is duidelijk dat zoowel in geva l I 
als in II cle waarde van de energie (welke gegeven worclt 
floor de funktie ]{ of K) door cle quantengetallen volkomen 
vastgeleg<l wordt, zooals in § 7 reeds vermeld was. 

III) Het bewijs der formule voor de frequenties der bewegingen 
van het systeem, vermelrl in § 8 (bl. 35), volgt onmiddel
l~jk uit formule (5), wanneer men bedenkt dat v; = o>·i/2 ,c is. 
Door een korte berekening kan men verifieeren dat ze ook 
in geval II geldig is. 

IV) În het algemeen z~jn de middelbare bewegingen w; funkties 
van <le parameters van het systeem (massa's, elektrische 
ladingen, konstanten van een krachtveld) en van de inten
siteitskonstanten P. Het kan dus gebeuren dat er voor 
speciale waarden der P's rationale betrekkingen optreden 
tusschen <le waarden der wi. Dan moet echter het systeem 
niet als ontaard beschouwd worden: hiervoor is noodig dat 
de rationale betrekkingen tusschen de w; onafhankelijk zijn 
van de P's. 

V) Mechanische systemen welke oplossingen bezitten die vol
doen aan voorwaarde B), laten oplossingen toe welke met 

(Cf. P. E111rnNFEST, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 412, 1916.) 

Hierin is: 'l' = gem. waarde der kin"etische energie; 
2 .r '"o = periode v/h sy8teern. 
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hoekvariabelen uitgedrukt kunnen worden indien het S)"

steem 
M a) een bepaalde evenwiehts-konfiguratie bezit, 
of l;) een bepaalcle stationnaire beweging kan uitvoeren, 
of c) een periodioke solutie bezit, 
en in de omgeving van deze partikuliere oplossingen de 
funktie van HA:muroN regulier is 1). 
(Vergelijk: W HI'l"rAKElt, A nal. Dynamics, C'haptE>r XVI, en 

H. Pornc ,m{.;, Mécaniguc Céleste I, p. 162, vgl.) 
Het is mij niet bekenrl of men ook andere algemeene gE>
vallen kan aangeven waari1, oplossingen uitgedrukt met 
hoekvariahelen bestaan. 

' ) Hierbij is uatuurltjk afgezie11 van specialr ontaanlingsgevalle11. 

~ 11. ANDEl{E FORMOLEERING YAN DE QUANTEN

YOORWAARDEN. 

Uit vergelijking ( 4), § 10, volgt door te integreeron naar Q k 

van O tot ~ 1r, waarbij de andere Q's en de I''s konstant ge
houden wor<len: 

Q,, = 2 ?( 

f """' èlq· d Q,, .. ~Pi ~Q' = 2 rr P1c . .... (8) 
i v Ic 

Qk =0 

Men kan de quantenvoorwaarden nu ook als volgt uitdrukken: 
Ondersteld wordt dat het systeem oplossingen bezit van den 

vorm: 

waarin: 

(Ji= (Ji(C1 · ,··Cl, Q1 · · · Q1) 
p;=p;(c1 ... c1, Qi ... Qr) 

1) c1 •.. c1 f integratiekonstanten zijn; 
2) Q1 ... Q1 lineaire funkties zijn van <len t~jd; 

...... (2*) 

3) <1e q's en p's periodieke funkties zijn van de Q's met periode 
2 1r • (Hierbij is het niet noodig dat de f''s met de Q's E>en 
kanonisch systeem van variabelen vormen.) 

I) Indien tusschen de middelbare bewegingen der Q's ge("ll 
rationale betrekkingen bestaan zijn de quantenvoorwaarden: 

f """' èlq; -<l Q1.. ""7" p; èl Qk - n1; . h (k = 1 .. .f) . . . . .. (9) 
0 

II) Bestaan er rationale betrekkingen tusschen de Q's, <1an her
leidt men het stelsel Q1 .•. Q1 rloor een lineaire transfor
matie mei geheele koefficienten tot een stelsel 01 ... 01 , 

zoo<lat O.r-; . + 1 .•• 01 de middelbare beweging nnl hebben, 
terwijl tusschen de middelb. bew. van 01 ... 01 ~ ;. geen 
rationale betrekkingen bestaan. In dit geval zijn de quanten
voon,,aal"(len: 
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21, 

J """' c) qi -d O"·~Pi oO,,-n".h (k=l . . f-Î.) .. '. .. (10) 
0 

EP:,;'l'EJN heeft een formnleering van fle CJUantenvoorwaarden 
gegeven \rnlke principieel met het bovenstaancle overeenstemt 1). 

Opmerkingen. 

l ) Een bew\js voor de stelling <lat men steeçls kanonische 
variabelen kan invoeren, indien een mechanisch ,;;yste<'rn 
oplossingen bezit van clen vorm (2*), is m\j meegecleC'l<1 
cloor Prof. Dr. G. IlRRGLOTZ. 

Deze kanonisrhe varia helen: 1\, Q*k, zijn in het algem0<'n 
geg0ven door: 

2 /( 

l f """' ,) (J i J r, .. = 
9 

r7 Q,.. . 4- JJ; ) ( 1 = f J. ( 1'1 ••. c.r) 
-,) 1T 1 (_ (/1 ' 

0 

Q*,, = Q,. + C,. (c, ... c.r)· 

Hierin zijn de O's bepaalcle fnnkties van_ cl0 c's, <lie bij ck 
fazekonstanten E gevoegd moeten worclen. (In vele gevallen 
Z\jn deze funkties C gelijk nul.) 

In het geciteerde artikel van ScHWARZSCIIILD wordt deze 
stelling wel genoemd, cloch is er geen bewijs voor mee
gedeeld. 

2) Houdt men de c's en dus ook de P's konstaht, clan is: 

2: p, dqi 
i 

een volledige differentiaal. 
Dit volgt onmiddellijk uit formule (4) op bl. 42. 

1) P. s. EPS1'EIN, Verb . Deutsch. Phys. Ges. 18, p. 411, mm. 

§ 12. l~ENDUIDIGHETD D:BJR QU.\N'fENFORMULES. 

Men kan in het algemeen aantoonen dat cle ontwikkeling cler 
koorclinaten en momenten (j_ en JJ naar f (eventueel bij ontaarcle 
systemen naar .f - 1.) hoekvariabelen, tusschen wier middelbare 
bewegingen geen rationale betrekkingen bestaan, slechts op één 
manier mogelijk is. Hi0ruit volgt clat cle quantonvoorwaarden 
in de boven gegeven formulooring (verg. 9 on 10, § 11) eend'uidi_q 
bepaald zijn. 

B(fl1)1js dat een grootheid q, welke een fiinlctie 18 van den tijd, 
slechf,S op f,én wijze in een FocRIER-reel.:s naar hoekva1·iabelmi ont
wild;eld kan wo'tden. 

' (Ter vereenvoudiging wordt ondersteld clat slechts twee hoek -
variabelen in de ontwikkeling voorkomen, en dat alleen cosinns
termen aanwezig zijn). 

Stel dat de grootheid q (t) op twee verschillende w~jzen naar 
twee hoekvariabelen ontwikkeld kan worden: 

waar: 

a) q (t) = ~Ah1c cos(h. Q1 + k. Q2 ) 

b) q (t) = ~ Àmn cos (m. (h + n . Q2) 

Q1 = W1. t+ E1 

Q2 = W2. t+ E2 

Q1 = WJ. t + E1 

Q2 = W:J. t+ E2 

(c.le verhouding wJ/012 is onmeetbaar; evenzoo wiiw 2). Aangenomen 
wordt dat deze reeksen gel~jkmatig en voldoende sterk konver
georen, zoodat men term voor term mag integreeren en de 
limiet mag nemen l). 

Vermenigvul<lig q(t) met: c·os (h. w1 + l.:. w2) t en bepaal: 
'J' 

/~)! ~ f d t • (f. COS (h. W1 +k. w2) t 
0 

1) De reeks mag vermoedeltjk ook Pen z~. asymptotische reeks ztjn. Vergelijk 
H. Po1Nc\111\ :\lèc-ani11ur (\\leste IT. 

4 



50 'l'OEPASSI JG VA::-{ Dg 'l'IrnOlUB DER QU.AN'.rA 

Reeks a) geeft hiervoor: 

1 
2 Àhk. COS (h. Et + Jc. E2) 

[§ 12. 

Zal reeks b) een bedrag opleveren dat van nul verschillend 
is, dan moet een der termen dezelfde periode hebben als 
cos (h. w1 +k. w2 ) t. Dus is een der kombinaties: 

m . ;;1 + n . w2 = h . w1 + k . w2 • . . . • . . . . . (I) 

Voor dezen term moet dan zijn : 

Àmn . cos (m. Ei+ n. E2) = À1,1o. cos (h. E1 +k. E2) 

Fig. 3. Perioden-netten in een twee-dimensionale Q-ruirnte. 

Evenzoo volgt door q (t) te vermenigvuldigen met 
sin (h. w1 + lc. w2 ) t en te integreeron: 

Àmn. sin (m. E1 + n. Ez) = A111c. sin (h. E1 +k. E2) 

Dus is: 

zoodat: 

Àmn=À1,7o 
m. E1 + n. E2 == h. Ei+ k. E2 (mod. 2 1r)/ 

m. Qi + n. Q2::=h. Qi +k. Q2 (mod. 2 n)\ 

(II) 

(III) 

Op analoge wijze kan men stuk voor stuk de gelijkheid der 
termen van de beide reeksen aantoonen. 

Aan de vergel~jkingen (l) kan slechts voldaan worden als 

wi, w
2 

eenerzijds en w1 , w2 anderzijds door lineaire substituties 
met geheele koefficienten en determinant + 1 verbonden zijn, 
m.a.w. als deze stelsels equivalent zijn. 
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Hetzelfde moet gelden voor de Q's (mod. 2 1r), en dus ook 
voor de integralen: 

21t 

h= JclQk. ~p ; (~&'., 1
). 

0 

1) 'l'oelichting. Vergelijk fig. 3. 

Zij b.v. Q, = 2 Q1 + Q2 , dus: Q1 = Q1 - Q2 , 

Q2 = Q, + <J2' Q2 = - Q, + 2 Q2. 

Dan is, wanneer men iu het oog houdt ,lat ~·71; rlqi een rot!Pdi!JP rli/fNP11liaal 

is (zie opm. 2 b\j ~ 11): 

2 7t A 

I - Q "' ( qi - ,~ -J 
-~ f 

1 - cl 1 • '7 Pi HJi - 7 p; cl <J i -

0 0 

A A 

= f 7Pi dqi + f 7Pi dq; = I1 - I 2 •... (a) 

O A 

2n B 

I2 = f dQ2. -Ip; i'Qqi =f .IPi dqi = 
i ,, 2 i 

0 0 

B B 

=f~-'pidqi+f '7_pidqi=212-I 1 ••• (~) 

o B 

De grootheden 1
1

, 1
2 

eenerzijds, 11, 12 anderzijds, blijken dus door een lineaire 
substitutie met determina11t 1 verbonden te z\j11. 
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§ 13. OPMERKINGEN OYER ON'fAARDE SYSTEMEN. 

Volgens het bovenstaande moet men bij een systeem waar Î, 

rationale betrekkingen bestaan tusschen de middelbare bewe
gingen, slechts J - }, quantenvoorwaarden invoeren. Het aantal 
tler quantenvoorwaartlen is <lus gelijk aan het aantal <le'.' onde:
ling onmeetbare "grondperioden" van het systeem. Hier.op 1s 
het eerst gewezen door K. ScHw ARZSCHJLD 1 

). 

In sommige gevallen heeft men echter meer quantenvoor
waarden ingevoerd dan het aantal der grondperioden bedraagt, 
zoo o.a. bij de elliptische beweging van een elektron om een 
atoomkern. Hier is slechts 1 periode ( de beweging is exakt 
periodiek); SoMMERFELD heeft echter twee quantenvoo~·waarden 
ingevoerd, waarvan de eene betrekking heeft op de az1muthale, 
de andere op de radiale beweging 2

) 
3

). 

In het algemeen komt clit hierop neer dat men behalve 
p

1 
.... P.r_;. (verg. bl. 44) ook de grootheden P1_),+1 .. · P1., of 

tenminste sommige ervan quantiseert. Bij deze "overtollige" 
quantiseering (welke geen invloed heeft op de wa~:de van de 
energie) kunnen tegenstrijdigheden optreden; het bhJkt dat men 
door van verschillende oplossingsmethoden gebruik te maken 
(o.v. door verschillende koordinatensystemen in te voeren) tot 
verschillende stelsels grootheden PJ' - ;. +1 ... · Pi kan komen, 
welke niet door lineaire s~bstituties met geheele koefficienten 
en determinant + 1 verbonden zijn. 

Een voorbeeld hiervan is tle bovengenoemde elliptische be
weging. Uitgaande van poolkoordinaten komt men na eenige 

1) K. Sc11wARZSCIIILU, Sitz. Ber. Berl . .Akad. 1916, p. 548. 
2) A. SOMMERI'ELD, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, pi: 4136; Ann. d. Phys. 51, 

p. 17, 1916. . . . . . . 
3) Dit Jieeft betrekking op liet geval dat n1en de relati v1te1tskoirekties ve1-

waarloost. Brengt men der.e in rekening, dan i~ de beweging niet meer exakt 
periodiek; in tlit geval 1110Ple11 er twer quantenvoorwaardeu ingevoerd worden 

( rf. hoof<lstuk 11 r, § 1 !l). 

§ 13.J OP HET A'rOO~L\IOD~L. 53 

transformaties (vergelijk hoofdstuk III, § 17) tot de invoering 
van de volgende intensiteitsgrootheden: 

P1=VmeEa 
P2 = V me E a (1 - E2) P3 = V m c E a (I - E2) • cos i 

(m = massa elektron; e = lading elektroll; E = lading kem; 
a = halve groote as van de elliptische haan; E = excentriciteit; 
i -= inklinatie van het baanvlak t.o.v. een willekeurig gekozen 
vast vlak). 

Hierbij behooren cle hoekvariabelen: 
01 = middelbare anomalie ; 
02 = lengte perihelium, gerekend vaDaf de klimmende knoop; 
03 = lengte klimmende knoop, gerekend vanaf aen bepaalde 

richting in het vaste vlak. 
De middelbare beweging van 02 en 03 is nul. (Verg. § 17 en 

fig. 4, bl. 80). 
Het is onmiddellijk in te zien dat quantiseering van P3 geen zin 

zou hebben, daar de waarde van cos i afhangt van de willekeurig 
te kiezen ligging van het vaste vlak. - De door SmrnERFELD 
ingevoerde quantenformules komen ne;r op een quantiseering 
van P1 en P2 , terwijl volgens § 10 en 11 alleen P1 gequantiseerd 
zou moeten worden. 

Gaat men daarentegen uit van een stelsel parabolische koor 
dinaten, zooals door EPs'rEIN gebruikt is in zijn theorie van het 
S·rARK-effekt 1) dan komt men tot een systeem van intensiteits
konstanten P 1 P2 P 3 , welke met de bovenvermelde als volgt 
samenhangen: 

A+~+~=~ ) 
Pi~P2~P3 = v (1- P~/pi) (1- Pvp~) .sin 02 \ 2). 

P'J = Ps ) 

Quantiseering der grootheden P 1 P 2 P3 leidt dus tot een geheel 

1) P. S. EPSTEIN, .Ann. d. Phys. 50, p. 489, 1916. 
2 ) Verg. P. S. EPSTEIN, l.c. p. 506 en 501 (form. 55, 56, 39). De grootheden 

_P1 1\ P 3 hangen met de quantengetallen van EPSTEIN aldus samen: 

h h h 
P 1 = 111 2 1

c, P 2 = 112 ~· P 3 = n 3 21c. Vergelijk § 21. 

De hoofdas van het koordinatensysteem is in beide gevallen het:i!elfde genomen. 
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ander systeem van banen, dan <]Uantiseering van P1 P2 P3 1
) . 

Een and.er voorbeeld is een isotrope oscillator van twee of 
d.rie graden van vrijheid, waar men de beweging hetzij op ver 
sehillende rechthoekige assenstelscls, hetzij op poolkoordinaten 

kan beschrijven 2). 
Bij d.e quantiseering <ler ontaarde systemen blijken dus moeilijk-

heden op te treden, zoo men verder wil gaan dan met de gegeven 

formuleeri ng overeenstemt. 
Deze moeilijkheid wordt nog verscherpt door het volgende: 

men kan een ontaard systeem beschouwen als een grensgeval 
van verschillende niet-01~taarde systemen; indien men clan de 
quantenformules voor het ontaarde systeem afleidt uit die voor 
de niet-ontaarde systemen door hiermee tot de limiet over te 
gaan, komt men tot in het algemeen met elkaar in strijd zijnde 

quantenformules. 
In nauw verband hiermee staan analoge moeilijkheden welke 

optreden bij de theorie der adiabatische beïnvloeding van een 

mechanisch systeem 3). 
Y erder hangt hiermee de volgende kwestie samen: 
In vele gevallen kan men ingewikkelde problemen opvatten 

als storingsproblemen van meer eenvoudige gevallen . 
Is H de funktie van lIAMIL'rON voor het gegeven systeem, 

H
0 

die voor het eenvoudige, dan stelt men: 

H= Fl0 + Hi, 

waar H
1 

de storingsfunktie is. In deze gevallen is het gewoonlijk 
gemakkelijk de hoekvariabelen en de korrespondeerende inten
siteitskonstanten Q1 ..• Q1 P 1 . . . P1 welke bij het ongestoorde 
probleem behooren als nieuwe variabelen in te voeren. Dan gaat 
H

0 
over in een funktie K 0 (P) welke de Q's niet bevat, terw\il de 

storingsfunktie H 1 in een trigonometrische reeks naar Q1 ... Q1 

ontwikkeld kan worden. 
Bestaan er tusschen de middelbare bewegingen der Q's in het 

ongestoorde probleem geen rationale betrekkingen, dan kan men 

1) Vergelijk ook: P. S. EPS'l'EIN, l.c. p. 500, en Ann. d. Phys. 51, p. 28, 19Hi. 
2) Vergelijk: R. A. Lo1urn'l'Z, Over energie-elementen, Versl. Akad. Amst. XX, 

p. 1110, l!ll2, en: P. E11RENl' ES'r, Versl. Akacl. Amst. XXV, p. 412, 1916. 
3) Vergel\jk: P. E1mENl•'EST, Versl. Akad. Amst. XXV, p. 412, Vgl., 1916j 

zie hierover ook beneden, hoofdstuk VI, § 38, 
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het gestoorde probleem vrij gemakkelijk hehandelen volgens een 
door DELAUNAY gegeven methode l). In <lit geval zal men voor 
het gestoorde probleem tot quantenformules komen welke geheel 
aansluiten bij die voor het ongestoorde; omgekeerd uitgedrukt: laat 
men de storingsfunktie nu weer tot nul naderen, dan gaan <le 
quantenformules voor het gestoorde probleem over in die van 
het ongestoorde, welke laatste luiden: 

P; = ni h/2 n. 

Is evenwel het ongestoorde systeem ontaard, dan stuit. men 
op moeilijkheden tengevolge van d.e meetbare relaties tussehen 
de middelbare bewegingen . Voert men de variabelen 01 ... 0 / 
P1 ... Pi van bl. 44 in, dan bevat de hoofdterm der funktie van 
HAMILTON slechts P1 ... P 1 _ ;, : 

Ho= Ko (P1 · · · P1- I). 

In dit geval moet men uit 01 -i.+ 1 ... 01 P1 __ ;_+ 1 ... P1 (soms 
ook uit het volledige stel: 01 . .. 01 P1 ... P1) door bizondere 
substituties een nieuw stel van variabelen afleiden om de storings
funktie te kunnen behandelen zy. Heeft men ten slotte het pro
bleem opgelost en de quantenvoorwaarden opgesteld, dan blijkt 
dat de gevonden quantenformules in het algemeen niet aansluiten 
bij een quantiseering van alle intensiteitsgrootheden P1 ... PI van 
het ongestoorde probleem. M.a.w.: laat men, nadat het volledige 
probleem opgelost is, de storingsfunktie tot nul naderen, dan 
gaan de (]Uantenforrnules van het volledige probleem over in 
twee groepen : 

a) f-1, 

b) À 

formules, welke e<]uivalent zijn met: Pi=n; h /"1.rr 
(i = 1 ... f-1.) 

formules van geheel anderen aard :3). 

Beperkt men hij ontaarde systemen do quantisccring in over
eenstemming met de formuleering van § 10 en 11, dan is in het 
algemeen d.e vorm van de baan niet geheel vastgelegd. ;/,oo is 

1) Zie b.v. E. T. 1V111TTAKER, Anal. dynamic~ (Cambr. 1H17), p. 420. Voor 
toepassingen dezer methode vergelijke men beneden § 20, Ill, en S 22. 

2 ) Zie b.v. H. PoINCARtt, Mécanique Céleste II, p. 133. 
3 ) Men vergeltjke de voorbeelden, behandeld in hoofdstuk III, § 20, IJ; § 21, 

Opmerking eR § '.fl, 1 !. 
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bij cle KEPLifü-ellips door de quantisoering van P1 wel de groote 
as bepaald, doch niet de excentriciteit 1). 

Men kan zich afvragen of er ook experimenteele of andere 
middelen zouden bestaan om iets over de niet gec1uantiseerde groot
heden P1 _;.+ 1 ... P1 te weten te komen (dus in het geval van de 
KEPLER-ellips iets over de excentriciteit). Tot nu toe is cle eenigste 
grootheid waarmee men werkt de totale energie (spektra!); deze 
is och ter ongevoelig voor de waarden van P f _ i, + 1 ... P J 2). 

Tenslotte moet nog op het volgende gewezen worden: 
1) E. T. WIIIT'l'.\.KER heeft voor een probleem van twee graden 

van vrijheid methoden aangegeven om de reeksontwikke
lingen· der koordinaten en momenten naar goniometrische 
funkties van twee hoekvariabeleu te verkrijgen 3). Hierbij 
wijst hij erop, dat het karakter van deze reeksen geheel ver
andert, zoodra de verhouding van de middelbare bewegin
gen dezer hoekvariabelen een rationale waarde aanneemt. 

(Met deze kwesties schijnt ook het probleem van de kon
vergentie of divergentie der reeksontwikkelingen, waarover 
door PorncARf,; vele onderzoekingen gedaan zijn, in verband 
te staan. Zie een opmerking bij WmTTAKER, l.c.) 

2) Moeil~jkheden bij cle venleoling der faze-ruimte van een ont
aard svsteem: cf. P. S. EPS'l'I~Il\, }urn. d. Phys. 51, p. 181, 19lü. 

3) In vloed van de niet gequantiseerde P's bij statistische pro
blemen: zie hoofdstuk VI, § 41, C) 2. 

4) M. PLANCK gebruikt in zijn theorie over de struktuur der 
faze-ruimte de uitdrukking: ,,koherente vrijheidsgraden" 4). 

Dit begrip van koherentie der vrijheidsgraden komt in som
mige gevallen op hetzelfde neer als <le meet.hare betrekkingen 
tusschen de middelbare bewegingen; cle beide begrippen 
dekken elkaar echter nie,t 5). 

•) Zie hoofdstuk III, ~ 17. - De ligging van het baanvlak in de ruimte 
blijft ook onbepaald. 

2) EPSTEIN heeft de onderstelling uitgesproken dat ontaardingsgevallen in 
strengen zin niet voorkomen. Zie Ann. d. Phys. 51, p. 182, 1916. 

3) E. T. WmTTAKER, On the Adelphic lntegral of the Equations of Dynamics, 
Pr~c. Roy. Soc. Edinburgh 37, p. 95, vgl., 1917. 

~) M. PLANCK, Ann. d. Phys .. 50, p. 385, vgl., 1916. 
5) Bij de KEPLER-beweging, en evenzoo bij de beweging van een punt in een 

isotroop quasi-elastisch krachtveld van drie graden van vrijheid zijn alle d,·ie 
middelbare bewegingen onderling meetbaar. P1.ANC" spreekt echter van twee 
koherente graden van vrijheid.. 

§ H. VOORBEELDEN VAN SYS'l'EMEX 

WAAROP DE QU.d.N'l'ENFORMULES VAN§ 10 KUNNEN 

WORDEN 'l'OEGEPAST. 

a) Harmonisch t'l'illendc systemen. 

Neem aan dat een mechanisch systeem zoodanig gebouwd is, 
dat bij een bepaalde keuze der koordinaten de funktie van 
HAMlL'l'ON den vorm heeft: 

Ef - 1 , , ''+, ,.A ., 
- 2 "p;~ 2 " i qi~ · · 

i i 
. . . . . . . . ( 1) 

Indien alle koefficienten Ai> 0 z~jn, is de beweging van iedere 
koordinaat oen lrnrmonische trilling met de frequentie: 

2nvi=wi=VA; .......... (2) 
Stel nu: 

qi= V 21\/wi. cos Qi ; ]Ji= -V 2 P;wi. sin Qi 1). (3) 

Dan voldoen Pi en Qi aan de in § 10 genoemde voorwaarden; 
men heeft: 

Pi= konstante ; Qi = wit+ E; :l) 

De funktie van H,DIILTON H (IJ , p) gaat over in: 

K (P) = 2-' w; P; . . . . . . . . . . . . . (-!) 
i 

De quanten bewegingen zijn nu gekarakteriseerd door de relaties: 

hun energie bedraagt: 
Pi= ni h/2 n . . . . . . ..... (5) 

a = (-Yniwi) h/2 n= 2-'nivi h 3) .. 
i i 

(6) 

Het is duidelijk dat de n's geen negatieve waarden kunnen 

1
) Deze transformatie is afkomstig van Po1N<:A1ü; (Cf. Mécanique Céleste l, 

p. 30). 
2) Men heeft: 

2.'pi d qi = ::: 1\ rl Q; - d q 2,· P; sin 2 Qi ), 
i i i 

dus is ook voldaan aan § 10, D 1 en 2.· 
3) Dit stemt overeen met de oorspronkelijke formule van PLANCK. 
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hebbe11; er is echter volstrekt geen reden om de waarde nul 
uit te sluiten. 

h) Meer ingewikkelde sysLemen welke trillingen uitvoeren om 
een evenwichtsstand kunnen op een analoge wijze behandeld 
worden. Zie hiervoor: Wm·r•rAKlm, Analytical Dynamics (Cam
bridge Hll 7), Oh. XVI, Integration by trigonometrie series. 

Opmm·king naar aanleiding van f01-miile ( 4). 
Door Wm·r-rAKER is aangetoond 1) dat voor alle systemen 

waarvan de funktio van HA1IILTON een kwadratische uitdrukking 
is in de koordinaten en momenten 2) : 

H = .2· A1ik P1tP1. + .s B1i1,Ph q 1c + X C1ik <J.11 q,.. + 
+xD11p11+XEhq11+F ... (1*) 

( de koefficienten A . . .. F zijn konstanten) 
door middel van kontakttransformaties en door de in voering van 
hoekvariabelen deze funk tie te herleiden is tot den vorm: 

K(P)=XPiwi .... . ...... . (4*) 

indien alle frequenties 'w; reëel en ongelijk zijn 3). Stelt men 
Pi=n;h/2n dan is de energie uitgedrukt in de quantengetallen: 

. a = (Xn;wi) h/2 n = Xn; h Pi ......... (6*) 

Hieruit volgt voor de spektraallijnen die het systeem kan uit
zenden bij het overspringen van de eene quantenbeweging in 

de andere: 

v12 = ~ ! (ni)i - ( ni)2 1 v; . . . . . . . . . . (6**) 
i 

De l-ichtfreqnenties die het systeem kan iiitzenden zijn dns de fre
quenties dm· bewegingen in he{ systeem, en alle boven- en kornbinatie

tonen hiervan. 
(Men kan nog onderstellen dat in H termen met hoogero 

machten der p's en q's voorkomen, welke zeer kleine kocfficienten 

•) Zie: E. T. WH!Ti'AKER, Anal. Dynamics (Cambridge 1917), }), 413-418. 
2) Voor deze systemen is de funktie van LAGRANG E kwadratisch in de koor

dinaten en de snelheden. - Tot deze systemen behooren alle die kleine trillin
gen om een evenwichtspositie of om een toestand van stationnaire beweging 

kunnen uitvoeren. 
~) Of men tot een dergelijken vorm komt, indien sommige ller frequtntirs 

geltjk zijn, heb ik niet nagegaan. ln verschillende eenvoudige µ;evtdll'n i~ tlit zoo. 
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hebben. Dan komen onder de bewegingen in het systeem ook 
de boventonen en kombinatietonen der grondfrequenties voor, 
terwijl de formules (6*) en (6**) in eerste benadering nieL 
veranderen) 1 ). 

c) Van groot belang voor de ontwikkeling der qmmtentheorie 
van het atoommodel zijn geweest de systemen die sepamtie der 
va1-iabelen toelaten. Deze systemen bezitten de volgende eigen
schap: men kan een zoodanig koorclinatenstelsel invoeren dat elk 
moment Pi uit te drukken is als funktie van de bijbehoore1r-de 
koordinaat qi, in verbinding met de integratiekonstanten a1 .. . a1 
der f le kanonische integralen der bewegingsvergelijkingen: 

Pi=Fï{q;a1 . . . «1) 2) 3) ....••..•• (7) 

Omtrent de funkties F; zal worden aangenomen (in verband 
met onderstelling B, § 10) : 
(1) Elke funktie F; wordt voor (minstens) twee op elkaar vol-

1) Vergelijk in verband hiermee § 32. 
2 ) Een groote groep van deze systemen is het eerst aangegeven door P. S·räc1rn1. 

(Uompt. Rend. 116 , p. 485, 1893; 121, p. 489, 1895). De theorie ervan is uit
voerig behandeld in: ÜIIARLIER, Die Mechanik des Himmels l (Leipzig 1902). 
S-räc1rnr. voert echter nog een beperking in omtrent tlen vorm van de funktie 
van RAMIL1'0N, die niet noodzakelijk is; gedeeltelUk is deze beperking opgeheven 
door P. S. EPSTEIK, Ann. d. Phys. 51, p. 170, 1916. 

3) Bij elk willekeurig mechanisch systeem kan men, zooals bekend is, steeds 
pi uitdrukken als funktie van alle q's in verbinding met " 1 .... "f· Dit kan 
b.v. geschieden met behulp der integratie van de partieele diff. verg. van RAmL
TON-JAcoa1: 

H ( q1 ... (JJ ~ ~~ ... ~ ;; ) = «1 = totale enm·gie. 

Indien men een oplossing van deze vergelijking kan vinden die den vorm 
heeft: 

m. a. w. · in.dien de \l'ariabelen q 1 •• • qf gesr?pa,·eerd kunnen worden, vindt men 
hieruit voor de p's uitdrukkingen van den vorm: 

n overeenstemming met (7). 
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gende waarden ;i en ,7i van qi nul van de orde 1/2; tusschen 
;i en 1/i is Fi reëel 1). 

(2) Op een bepaald oogenblik ligt elke koordinaat qi tusschen 
deze wortels ;i en 'IJi • 

Dan kan bewezen worden dat elke qi een libratie-beweging 
uitvoert tusschen deze grenzen 2). 

Bij deze systemen luiden de quantenformules: 

2 rr Pk = f pk . d q k = f d q k . F k (q k ui . . . a J) = 

Bij de integratie loopt !]k een~aal tusschen ;ken r11. ~-p en ~eer 
(aangeduid door ++ onder het mtegraalteeken te schnJven) ). 

Deze quantiseering der z.g. ,,faze-integralen" I" is voor syste
men van 1 graad van vrijheid reeds ingevoerd door PLANUK, 
HAsENÖHRL, DEBYE en EHRENFEST; op systemen van meer gra
den van vrijheid is ze uitgebreid door Soi\n.IERFELD, ErsTEIN en 
SCHW ARZSCHILD 4). 

Het bewijs dat deze quantenformules in overeenstemming zij_n 
met § 10 en 11 zal hier achterwege gelaten worden; men zie 
hiervoor: K. ScHWARZSCIIILD, Sitz. Ber. Berl. Akad. p. 548, 1916 
en P. S. Er:-vrEIN, Ann. d. Phys. 51, p. 176, 1916. 

Opmerkingen. .. 
I) Bij de problemen der elektronen-beweging, en eveneens b1J 

vele andere waar poolkoordinaten gebruikt worden, komt onder de 
koordinaten een azimuthale hoek q; voor, welke onbegrensd kan 
toenemen, terwijl de korre!!pondeerende pq (het moment van 

1) ln de gewoonlijk voorkomen.de gevallen is Pi de wortel uit een rationale 

funktie; b.v. bij harmonische trillingen: 

P = ,,,(q) =V -2m rt-Á q2 

Zie verder de behandelde speciale problemen (hoofdstuk 111). 
2) Zie b.v. CraRLIER, Die Mech. d. Himmels I, p. 86, 100. 
3) Deze integralen krijgen een eenvoudige beteekenis wanneer men q! als kom

plexe variabele opvat. Cf. A. SomtERFELD1 Phys. Zeitschr. ~_7, p. 500, 1;1~. 
1) ]11. PLANCK, Congrès Solvay, 1911, p. 99. - F. RASENOIIRL1 Phys. Zeitschr. 

12, p. 931, 1911. - P. DEBYE, Gött. Vorlesungen (Teubner 1913). - P. _EuREN
FESl', Verh. Deutsch. Phys. Ges. 15, p. 453, 1913. - A. SomrnRt'ELD, S1tz. Ber. 
Bayr. Akad. p. 425, vgl., 1915. - P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. 50 , P, 489, 
1916. - K. Sc11wARZSCHILD, Sitz. Ber. Berl. Akad. p. 548, 1916. 
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hoeveelheid van beweging dat bij cp behoort) een konstante is, 
of een periodieke funktie van q (perio(le 2 rr). Dit geeft geen 
essentieele verandering in de quantenformules, daar de konfigu
ratie van het systeem periodiek is t.o.v. <leze variabele; een 
toename van r:p met 2 rr treedt hier in de plaats van het op en 
neer gaan tusschen de grenswaarden bij fle andere koordinaten. 
De quantenvoorwaarde luidt in dit geval: 

2,r 

2 rr P = f pq,. d r:p = n. h 1) ......... (9) 
0 

Deze formule is de eerste geweest welke men op het atoom
model heeft toegepast; ze is daar ingevoerd door NrcHOLSON en 
BoHR 2). Tevoren was ze reeds door EHRENFES'l' voor de theorie 
van roteerende systemen gebezigd 3). 

II) ,,Semi-periodieke systemen" ( ontaardingsgevallen). 
In het bovensta[tnde was stilzwijgend aangenomen dat tusschen 

de middelbare bewegingen wi der hoekvariabelen '1) geen ratio
nale betrekkingen bestonden. Is hieraan niet voldaan, m. a. w. 
bestaan er tusschen de wi rationale betrekkingen van den vorm: 

1) Men kan ook: 

.'V = V -2Jiq,. cos" ' 

!J = - V 2 Jiq, . sin q, = - j./2p'I' - .1·2 
(transf. v. Po1NCAR1l) 

als nieuwe variabelen invoeren om tot het algemeeue geval der faze-iutegraleu 
terug te komen. Dan is: 

.'!. rl x = Jlq, . d((! - d ( 1 / 2 p'P sin 2 q,) 

en dus: 

2n 

f p((!. d ((! = f !! . r1 .1· 

0 -<->-

2) J. W. Nrc1101,soN, Monthly Notices Roy. Astr. Soc. 72, p. 677, 1912. 
N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 1, 1913. 
J. W. Nrc11or.soN, Nature 92, p. 199, 1913. 

3 ) P. E1rnENFEST1 Verh. Deutsch. Phys. Ges. 15, p. 4f>3, 1913. 
1) In overeenstemming met het in § 10 gezegde worclen de wi gevonden door 

met behulp der formules (8) de totale energie (zij deze b.v. a 1 ) uit te drukken als fuuktie 

der P's. Dan is ciJi = ê' a Jo Pi. Zie K. Sc·11wARZRc1111.o, Sitz. Ber. Berl. Akad. 
p. 548, 1916 en P. S. EPSTEIN1 Ann. cl. Phys. 51, p. 178, lfü6. 
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L O
l,u=l ... 1 / 

m 1' w·= 1 1 
i i · ' 1 mt = geheel geta ~ ' 

dan moet in overeenstemming met hetgeen in § 10 en 11 gezegd 
is door een lineaire substitutie met geheele koeffi.cienten op een 
nieuw systeem van variabelen worden overgegaan. Zie voor den 
vorm d~r quantenformules de daar opgegeven citaten, en verder 
de in hoofdstuk III behandeld e speciale problemen. 

III) E:cakt periodieke systemen. 
Het systeem is exakt periodiek als alle wi geheele veelvouden 

van één grootheid wo zijn: 

(do m; . zijn onderling onmeetbare geheele getallen). 
Dan is de eenige te quantiseeren grootheid : 

Po=Im;. P; 
i 

....... (10) 

De periode van het systeem is : 

- 2 rr/ - 1/ T - WQ - 11Q, 

2 rr p
0 

is gelijk aan de werkings-integraal uitgestrekt over een 

volle periode: 

2rr Po=Im.i(2rrP;)=2:m.; f Pi dqi= f dt(2.'p;gi)= 
i ' <-+ 0 

= f dt. 2 T= 2T l1·0 l) ....... . .. (11) 

0 

d) In sommige gevallen kan men ook andere vormen vau transc 
formaties gebruiken om tot de hoel~v~ri~belen _te. komen, doch 
deze verschillen in het algemeen prmc1pieel wem1g van boven
genoemde. Eenige voorbeelden worden in hoofdstuk III gegeven. 

' ) P. J<~IIRENFf.S 'l', Vers!. Akatl. Amst er<lam XXV, Jl. 412, 191G. . . 
(Uit <le fonnnle bltikt tlrl.1. pen exakt prriocliek systeem stPPllR een<lu11lig te 

qn:rnti ~eeren is.) 

' 

§ 15. OPMERKINGEN OVER SYSTEMEN DIE NIET VOL

DOEN AAN DE VOORWAARDE B VAN § 10. 

a) Tmnslatie-bewegingem. [ vergelijk ook : § 16, a).] 

Een mechanisch systeem waarop geen uitwendige krachten 
werken bezit steeds de drie integralen van hoeveelheid van 
beweging : 

Px = konstante 

py= " 
Pz = ,, 

waar Px, py, Pz de komponenten van de totale hoeveelheid van 
beweging van het geheele systeem zijn. De bij deze momenten 
behoorende koordinaten x, y, z, welke de ligging van het geheele 
systeem in de ruimte aangeven, kunnen onbegrensd toenemen, 
en kunnen dus niet als periodieke funkties van hoekvariabelen 
worden uitgedrukt 1). 

In het algemeen heeft men voor de translatie-beweging geen 
quanten voorwaarden ingevoerd; m. a. w. de waarden van Px, py, p z 
zijn niet door quantengetallen gebonden, maar kunnen een kon
tinu gebied doorloopen 2). 

In de qiiantentheoi·ie der ideale gassen worden de translatie-bewe
gingen door sommige physici wel gequantiseerd . Hierbij worden 
twee verschillende methoden gevolgd: 

1) Men herleidt de translatie-bewegingen van de molekulen 
tot periodieke bewegingen, hetzij door ze te beschouwen als een 
superpositie van sinustrillingen (geluidsgolven) 3), hetzij door te 

1
) .r, .IJ, z zijn cyklische koordinaten. 

2 ) Voor een tlergelijk sy steem is dus het aantal qua11tenformules minstens 3 
kleiner dan het aantal vrijheid sgraden. [Zie § 16, a)l. 

3 ) Cf. H. TE 'l'ROllE, Phys. Zeitschr. 14, p. 212, 1913; 
0. LENZ (A. l'foMMEHFELD, Gütt. Vorlesungen 1913) ; 
W. H. KEESO)I, Yersl. Aka,l. Amst. 1913, p. })8 ( = Comm. Leiden , Suppl. 30 a), 

' 
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letten op cle beperkte ruimte waarin de molekulen zich bewegen 1) 2). 

2) Op een - oogenschijnlijk - geheel andere W\jr.e voert 
P LANCK bij ideale gassen rle quantenvoorwaar<len in :i). 

Zij p <1e totale hoeveelhei(l van beweging van een molekuu1, 
Y het volume van het gas, dan zijn rle quantenbewegingen 
volgens PLANC'K gegeven rloor: 

4 3 7r p3. rr = u (n h)3 

Hierin 1s u een konstante, welke PI,AN<'K g·elijk stelt aan: 

u=Nie 

wanneer N het totale aantal molekulen van het beschouw<le gas 
is, terwijl e = de basis der natuurlijke logarithmen 4). 

Deze methoden kunnen echter niet toegepast worden wanneer 
men te doen heeft met een enkel systeem, en er niets gegeven 
is omtrent de ruimte waarin het systeem zich kan bewegen. 

Voorloopig lijkt het me het beste voor de translatie-beweging 
van een afzonderl\jk S)'Steem geen quantenvoorwaarden in to 
voeren 5). 

In de theorie der spektra van eenvoudige systemen voert men 
(in overeenstemming met de opmerking van § 9) steeds een koor
dinatenstelsel in, ten opzichte waarvan het systeem rust; men 
kan dan de translatie-beweging verder buiten beschouwing laten. 

b) De hyperbolische beweging. 

EPsTEIN heeft formules ~egeven voor de quantiseering van de 

') Cf. P. ScHERRER, Gött. Nachr. 1916 (zie in verband met dit artikel van 
van P. ScnERRER ook J. M. BuRUERs, Versl. Akad. Amst. XXV, p. 557, 1916). 

t) Het in rekening brengen van de beperkte ruimte waarin de gasmolekulen zirh 
bewegen komt essentieel neer op het invoeren van een uitwendig krachtvr,ld. 

l) M. PLANCK, Sitz. Ber. Berl. Akad. 1916, p. 653-GG7; speciaal: 1 T]cr Teil, 
Eine grosse Anzahl von Atomen rnit gegenseitig inkohiirentcn Freiheitsgrnden, 
p. 66&-667. 

') M. P1.ANl"K, l.c. p. 666, form. (49)-(51). 
5) Indien men de translatie-beweging van een afzonderltjk systeem wil quan

tiseeren komt men ook voor het probleem te staan: ten opzichte van welk koor
dinatenstelsel moet de snelheid gemeten worden r 
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hyperbolische beweging van een elektron om een atoomkern, 
welke op het volgende neerkomen: 1) 

Gebruikt worden poolkoordinaten r, q ; cle variabelen kunnen 
gesepareerd worden, en men vindt voor cle momenten: 

p,p = lconBtante; p,. = JJq V 02 E2- (r J - C.:)"2 :l) .... (1) 

Evenals steeds gedaan wordt kan men pq gelijk stellen aan 
een geheel veelvoud van h/2 rr. Wat echter cle uitdrukking Yoor 
Pr betreft, deze vertoont een karakter eenigermate tegengesteld 
aan hetgeen in § 14, c) van de funkties Fi geëischt werd: p" is 
reëel voor waarden van r grootei· dan de grootste ( 17) der wortels, 
en voor waarden kleiner <lan <le kleinste (;) der wortels van cl0 
vergelijking: 

Y 0r<ler 1s: 

Lim JJ,. = fl C/.) = pi/, UV E~ - 1 
r = er.. . (2) 

EPRTErn voert nu cle quantcnvoorwaarde m: 

2 f dr [p,. - p ::,J = n2 h . . . . . . . . . . (8) 

IJ 

bij do integratie loopt ?' van 17 tot + OJ , 0.n dan van - 'lJ tnt. ~. ::) 

1
) P. R. Er~'l'EIN, A1111. (l. Phys. 50 , p. 81 :ï, mm. - Rl'S'l'lèlN hou,lt in z\j Il 

formules rekening met ,le formules va11 ,le relativistische meeha11ika; ilit ver
andert echter het principe niet. 

2
) De drie hier ingevoerde konstanten Jiq,, (' , E (\\'aarvan slechts twee onaflrnn

hJ\jk z\jn) liangen onderling eu met ,Je totale rn,•rg·ir " aldus ~amen: 

( '= P fi:111 p,p- ~;,,. = J "2 /\'"' ,11 (E2-J ) 11,p-'J . 

E =excentriciteit; ( '- 1 = parameter van de hyperbool. 

1 ") De vergeltjking van de hyperbool in poolkoordinaten (met tlP pon] in een 
der brandpunten ) luidt: 

1 ,·- ~-
- (' (l + E cos q) • 

De hoek ,liP de asymptoten met Je poolas maken is bepaalrl door: 

cos q,0 = 1 

E 

Voor waarden van q, gelegen tusschen - 'Po en + ,p
0 

is ,· positief; men heeft 

5 
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Of J,~ps'rEr>: hierin jnist _gPziPn heofl, ,1nrf ik niet to hooor<1oolen. 
Missl'hien kunnen voor clo studie van <lorgolijko prohlomon 

van nut zijn de opmerkingen <1io Po1~C.\ .RÎ<: maakt over élo ana
lYLische voortzetting van banen dio naar het oneirn1ige loopen 
(.Mécanique Célesto III, p. 1G8). 

Ver<ler doet zieh hier de vraag voor: Kan men in dergelijke 
gevallen waar het integratie-gebied oneindig is, steeds op geschikte 
wijze tot konvergente integralen komen? In het bovenstaande pro
hleem gelukte dit door van Pr de waarde voor r = C/J af te trekken. 

EPti'l'EIN past deze quantenformules toe op de theorie van het 
foto-elektrisch effekt, en op de beta-stralen van radioaktieve 
stoffen. Zie enkele opmerkingen hierover in hoofdstuk III, ~ 24. 

Het probleem van de quantiseering dezer, in zekeren zin 
"instabiele" bewegingen 1), schijnt m\i toe van groot uelang te 
z~jn voor de theorie der quanta. Vooral lijkt het mij van gewicht 
te zijn voor <le problemen die zich voordoen bij de systemen 
met meerdere elektronen (zie hoofdstuk IV, § 2G). 

Bij deze systemen beschouwt men gewoonl\jk periodieke be
wegingen der elektronen, b.v.: alle elektronen zijn op gelijke 
afstanden langs een cirkel verdeeld, en loopen met eenparige 
snelheid rond. In het algemeen zijn deze periodieke soluties der 
bewegingsvergelijkingen instabiel, in dien zin dat bij kleine 
storingen der beweging de elektronen naar het oneindige weg
l oopen, of op éle kern kunnen vallen 2). Deze stabiliteitsproblemen 
vormen de grootste moeilijkheid voor de theorie van atoom
modellen met meer dan 1 elektron of met meerdere kernen. 

Wanneer men quantenvoorwaarden had voor alle bewegingen 

dan de tak van de hyperbool die het elektron doorloopt. De minimumwaarde 

van r (perihelium-afstand) is: 
1 

n(l+e ) 
1 

Is q,
0 
< q, < 2 rr - 'Po , dan is ,· ,ze,r;alief en steec1s :'( 'I = (' (l - E) . Het 

punt ,·, q, beschrijft clan cle anc1ere tak van de hyperbool. In de integraal van 

ErsTEIN f r!,-[Pr - p C/J] c1oorloopt r c1t' heir/,, takken van tle h_rperhool. 

Men zie fig. t en :,! op hl. 82:l en 8~4 van .l<:t>S'L'ElN'~ verhandl'ling. J 

' ) Zie de definities van ~tabiliteit in ~ :J6, speciaal def. ~1). 

1) Cf. S:i 26, c1ef. (2). 
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in de nabijheid van een periodieke solutie, dus ook voor de bewe
gingen waarbij de elektronen naar de kern loopen of naar het 
oneindige gaan, on men onderstelt dat het syste~m slechts de 
qua11tenbe,vegingcn kan uitvoeren, dan zou het svsteem ver
moedelijk eerst door eon storing van eindige grootte . in een van 
de "instabiele" bewegingen kunnen overspringen 1). 

Misschien zou hierin een methode gelegen kunnen zijn om 
<1o m~:ilijkheid der instabiele bewegingen te overwinnen. [Men 
vergehJke Noot II bij § 2(:>J. 2) 

1) De f'lliptische beweging van een elektron om een kern in een krarhtvel,l 
va~ NE\\'l'ON i_s stabiel; om deze te doen overgaan in een "instabiele" hyper
bolische hewegrng moet men de energie met een hedrag van ei,ulige grootte 
vermeerderen. 

[ 2) _Een ?etrekkel\jk eenvoudig geval is dè beweging van een punt in Pen 
twcP<l1n1ens1onrial krachtvel<l met potentiaal: r = //2 . ,· - 1; i11 dit vrhl is <'en 
JH'rio<lieke heweging mogPlljk (cirkelbaan ), welke instahiel is tegenover kleiiw 
storinge11. DP f'unktie van Il 11111.ToN voor <lit probleem is: 

11 -c 1 R 2 + 1 cp2 A2 
~ '"2 r 2 r'• - " 

waarin R = ;. en ,t, 

gestel1l). 1\len ka11 ,Ie 
- ,; r 2 (ter veret•nvollllirrinrr is 

,:, 0 

variabelen separceren en heeft: 
<lr massa gel\jk aan 1 

Voor de 

k 
/, 

<J, = onstante = C = 112 2 7( 

R=V2r<-C 2/,.2 +2A2/,-4. 
cirkelbeweging is: 

('\ 2 Ll. 
R = 0; " = "o = 16 Ll. 2 ; ,. = C . 

Is " < "o, dan z\jn c1e bewegingen in twee groepen te verdeelen: banen 
ttrnschen de kern 6n een zekere maximum-afstand (I ) en banen van een . . , 
nummum-waarde van " naar het oneindige (Il ) ; voor "> "o gaan de banen 

van c1e kern naar het oneindige of omgekeerd (III ). Men kan nu op het voet
spoor van EPSTE!N als CJ. tiantenvoorwaarden in voeren: 

r,nci.,· 

Voor (1) : 4.fr1r[V2"-r 2/,.2+2A2/,.1 -V2A2 /ri]=n,h; 
(1 

00 

(Il ) : 4 I rl /' [ v 2 (( - (12 / ,·2 + :,! A 21,· \ - v 2 " l = 11' h; 

1'min 

X, 

(Ill ) : :,! f1,{V ~" - r 21 "2 + 2 ,11v - V2A2/,·1-V:Jrc J =N, h. 

u 
Door de integralen uit te werken (met hehulp 1·an <le theorie der ellipti~che 



GS 'rüEPASSING \'AN DJC TH!WRm nrm QUAN'l'A [§ 15. 

integralen, of door numerieke berekening ) kan men de waarden van "- vinden 

voor verschillende waarden van 111 en n,. 
Uit de verkregen uitkomsten kan men dan vervolgens afleiden met :velk betlrag 

,le ener<rie moet veranderen opdat de cirkelbeweging in een andere bewegmg omslaat. 
Deze s;rongen z;jn voor kleine wa;wde11 van de <1 uantengetallt>n van 1lezeltl1,, 

onle van o-rootte als ,,.
0

; 111.a.w. ze z[jn tPlatiPf !Ji·ool. Hoe groo.ter echter <:e 
q_nantenget:llen worden, hoe kleiner de relatieve veranderingen m tle t>nerg1e 

behoeven te zijn voor het om,laan. . . 
Over de waarde van de hier gebezigde 11uante11formules <lnrf 1k echt<•r niet te 

oordeel en.\ 

§ 16. VERSCHILLENDE OPMERKINGEN. 

[a) Bij een mechanisch syste<>m van f graden van vrijheid dat 
niet door uitwendige krachten wordt beïnvloed, is het aantal 
der quantenvoorwaarden ten hoogste 

f- 4. 

Er vallen nl. vooreerst 3 quantenvoorwaanlen weg in verband 
met de drie integralen der beweging van hot zwaartepunt (zie 
§ 15, a)); een vierde valt weg in verband met de integralen van 
het moment van hoeveelheid van beweging en de z.g. ,,eliminatie 
der knoopen'' 1 ). 

Om dit te bewijzen kan men uitgaan van het probleem dor 
beweging van n materieele punten onder den invloed van 
krachten die de punten onderling op elkaar uitoefenen, en dit 
reduceeren door micldel van een stel kontakt-transformaties, ge
geven door T. L. BENNE'l'T 2). Deze reduktie zal hier niet in haar 
geheel behandeld worden; ik wil me beperken tot een verkorte 
weergave, welke in iets algemeeneren vorm gehouden 1s. 

Zij de funktie van HAMILTON voor het systeem: 

II (p1 ... Pan q1 .. · qa,, ), 

,vaar q1 . .. q3n cle rechthoekige koordinaten der n lichamen zijn, 
en p 1 ••• Psn de overeenkomstige hoeveelheden van beweging. 
De funktie H behoeft slechts aan de voorwaarde te voldoen de 
genoemde 6 integralen toe te laten, is echter overigens geheel 
willekeurig 3). Door middel van een eerste transformatie wordl 
nu overgegaan op het volgende systeem van variabelen: 
r/1 q''J r/J, r/4 q':-, r/,;, ... r/sn-5 q'2n 1 r/ 1,, ;J iij11 de relatieve koor-

' l Zie 1V111TTAhEH, .\nalytiral Dynamies 1( 'amhri1\g-e l!ll7J, p. :341. 
2) T. L. Hi· :N1' isTT, :\lt•ss. of. ~1 atlwmatic•s 34, p. 1 1 :J, IHO 1. 
3 1 l\Ieu mag du~ h.v. rle formules ,·a11 dt' relativistis1·he 111echanika invoeren; 

uok mogen de ptrnttln werking-en op elkaar uitoef'e1wn, wPlke niet slechts van 
hun standen , ma,1r ook van lrnn snelheden al hankt•l\jk zijn. 
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dil]aten del' eerste (n -1) li("lmmen i.Pn op"icliLe van lil't n" 

ll.cli•ta111 · n'.. ., n '.. 1 Il'.. ,,ïJn de absolute koordinal('ll van <lil 
c ·<- , '1 .,n-- '1 .,n- 1 .,n . 

laatsk; / 1 p' 2 ])',: ... p': in - G /, 1" 1 /:: 11 :i "ijn de hocv0Pll1l'don van 
beweging <ler eerste (n - 1) lichamen; p':in '.l ia11- 1 /311 "ij11 <lo 
komponellten van de totale hol'Vüül11ei<l van lJeweging van het 
geheole s:·steem. 'fengovolgo van <lo omlrent II gemaakte on<lerstel
ling moeten r{irt- ~ q':111- l {J

1
3n ui.t T[ wogvallell; p':i,, ·:l [)

1

3,, - 1 /:in 

Ain konstantell, welke men mndor 1>e"wam· gelijk nnl rnag stenen 
(ûe lJovl'n ~ 9). IIier<loor valll'n reeds ~ koonli nato11 l'll :1 mo-

menten weg. 
Men denke zich een koon.linaten:;;telsel 0.l'yz aangebrac.:ht, 

evenwijdig aan het oorspronkelijke, met <len oorsprong () in het 
ne lichaam. Door een tweetle transfol'mati.e voert BEXNW!"L' dan een 
beweeglijk stelsel O.r'y'z' in met hetzelfde punt als oorspron~_; 
het iy'-vlak gaat door de lichamen (n - 2), (rt -1) on n, tenn.Jl 
de .r'-as ligt in het vlak O:cy. Om <len momentanen starnl van 
dit stelsel te bepalen zijn noodig de hoeken q"3n-4 (tussohen Ox 
ei1 O.t') en q"an- 3 tusschen Oz en Oz'. Als variabelen worden 

ingevoerd: 
(1) de koordinaten der lichamen ten opzichte van het systeem 

0/y'z', waarvoor 3H-h grootheden q"1 ... q":3,,,_:, nootlig zijn, 
da,1r voor de lichamen (n - 2) en (n - 1) de z'-koordinaat 
nul is, en voor het ne lic.:haam alle koordinaten nul zijn; 

l l 1 k // // . . 
(2) <le reec s genoemc e 100 on (j 'Jn { en q 3n-:J, 

(8) de kornponenten p''t ... 11"311_ v der hoeveelheden van beweging 
van de eerf;te (n - 3) lic.:hamon parallel tle assen ()/, Oy', Oz'; 
clo kom ponen ten p"3n-s, p''::,1_ 7 der hoeveel heid van beweging 
van het (n - 2)e lichaam, parallel Ox', Oy'; de komponenten 
p"3n·- 6 , p"3n_5 analoog voor het (n - l)e lichaam; 

( 4.) p"sn--1 = het tegengestelde van het moment van hoeveelheid 
van beweging van het geheole systeem om de as Oz, en p"sn- :i 
= het moment van nooveelheid van beweging om de as O.c'. 

ln deze grootheden kunnen alle variabelen q' 1 •.• p' an-3 worden 
uitgedrukt. Voegt men deze uitdrukkingen iu de funktie van 
IL1._MIL'l'OX in, dan moet de koordinaat q" 3n-4 hieruit wegvallen, 
daar de bewegingsvergelijkingen niet mogen veranderen zoo men 
het systeem ():cyz over een zekeren hoek 0m tle z-as wente~t. E:n der 
integralen van het moment van hooveelhei<l van hewegmg 1s dus: 

(l) p":;" .4 = kunstante = k. 
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Het systeem moet verder een "invariabel vlak" bezitten, lood
recht op clo richting Yan het totale moment van hoeveelheid 
van beweging. Kiest men het oorspronkelijke koordinatenstelsol 
zoo dat het vlak O.ry dit invariabele vlak is, dan zijn de beide 
andere integralen van moment van hoeveelheid van beweging: 

(II) p":in - !J = 0. 

(III) .Moment va11 lwcvccll1cid 1•a11 be1ucgi,1y om de a8 Oz' = 
-- J; . l"OS (}_

11
:Jn :J. 

'l'engonllgo van ( U) kan men p";Jn- 'J schrappen; door middel 
van (Ill) kan men eos 1/ 311_ 3 uitdrukken in de andere (dubbel 
geacoentueer<le) variabelen. Voor de uitwerking hiei'van wordt 
verwo"en naar liet gecitcercle artikel van BirnNET'l'. 

Men komt tenslotte tot een funktio van lIAMIL'l'ON H*, welke 
siechts lJevat Gn-10 variabelen: 9."1 ... 1/sn-:,p"1···P"3n-5, 

en bovendien cle konstnnte k, welke het totale moment van 
hoeveelheid van beweging van het gebeele systeem bepaalt. De 
behandeling van de funktie H,;, kan slechts leiden tot hoogstens 
3 n ·- 5 hoekvariabelen (zoo geen verdere ontaardingen optreden) 
met de hierbij belioorende kanonische momenten. De in te 
-voeren quantenformules moeten de waarden van deze kano· 
1üsche momenten bepalen, en lJovendien de waarde van het totale 
moment van hoeveelheid van beweging k van het systeem l); lnm 
aantal is dus hoogstens: 

3 n - 5 + 1 = 3 n - 4. 

B\j het probleem <lor twee lichamen is het aantal qnanten
voorwaar<len hoogstens twee (lJ.v. relativistische KEPl,E.l{·beweging, 
zie § 19); verder kan hier genoemd worde11 de beweging van 
een vast lichaam (aantal vrijheidsgraden: (î; aantal der quanten
voorwaarden: 2; zie § 29).l 

b) Gemiddelde waarde van de kinetische energie. 
Yolgens een beken<l theorema der mec.:hanika is do kinetische 

energie T van een systeem gel\jk aan do volge11dt> uit.drukkingell: 

. o L r'l ff . 
T=1/"2LfJ.; · =1/'2LJJ; - 1J2LJ>ilJi· 

i (1 q; l cl ]Ji 

1) Deze laatste, de (3N - 4)0 , quantenvoorwaarde luidt: 
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'frnusfonneert men op lioekvariahelen, <lan is volgen:,; verg. 

(4), hl. 42: 

2,p 1d<j_i=LPidQi+d w, 
i i 

en <lus: 

Hieruit volgt voor de gemiddelde waarde van T: 

! j rit . 'J' = ; ~ pi Wi + ~ IV, -IVo 
Lirn - 1) '1.1 = Lim 

' = en 

zoodat: 

0 

'l.'= l 
2 

c= en 1, 

"'"' !' - 1 "'"'- !' ,-,,;;:,,,_ ;w; - •) ,,;;:,,,_ 
i ~ 

. (I) ~) 

J ndien er mtiouale betrekkingen bestaan tussd10n de 111iddel
bare he wegingen, · kan men deze uitdrukking zoo transformecren 
dat alleen de intensiteitskonstanten P1 ... P f _ ;_ en de hij deze 
bel1oorende middelbare bewegingen voorkomen. 

In het bizondere geval van een cxakt periodiek systeem 

vindt men : 

'1, 1 p = owo= 
~ 

li h J) 

"Vergelijk form. (11), § 1'1. 

ll .r 

J r/ ,( :;n 1 . /!'':;" ,1 = ;l ., /,-~ !)Pita! Vt!r'brOl!II rrlit /1. 

0 

1) Ondersteld i~ llat de fuuktie /// voor alle waarden der ([ s steeds be nellen 
een eindige grenswaarde blijft. (Hiervoor is noodzakelijk dat aan de voorwaarde 

D 2 van ~ 10 voldaan is.) _ . 
i ) Op,nerkin!J. Is de totale energie 1.-i,wtiscl,, clan is 'f.'= 'f.' = A; mt formule 

' l ) volgt dat in dit geval K een /101110!Jene jimktie van rlell tzoeçr/en graad m dP, 
~'s moet zijn. (Voorbeeld: rotatie van een vast lichaam ). . 

Bij harmonisch trillende systemen is K homogeen van den eerste11 graad m 

de P's; hier is: 'f.'= ~ K = P-. 

r 
§ W.] 01' ITR'I' .\.'l'OOM~IOJ>F:L. 

(l n som migc _gevallen kan men op eenvoudige wijze het vo1·
hanrl tusschen <lc gcmi<ldeldc \\·aarde van de kinetische en <l ic 
van de potentiecle energie aangeven; zie hiervoor: A. SoMMER

FELL), Sitz. Ber. Bayr. Akad. p. 456, 1915.) 

[c) Vergelijkt men verschillende gelijkv01-mige bewegingstoe
standen van een mechanisch systeem, ·waarvan de absolute 
grootte der hanen wordt bepaald door 1 quantengetal n, dan 
is de energie dezer bewegingstoestanden omgekeerd evenredig met n2, 

zoo de krachten tusschen de verschillende deelen van het systeem 
omgekeerd evenredig zijn met de kwadraten der afstanden. Men 
kan dit aldus aantoonen: in de verschillende toestanden zijn de 
overeenkomstige massa's dezelfde; de krachten (dimensies: 
lm t-2) zijn omgekeerd evenredig met de tweede machten der 
lengten; de "werkingen" en de kanonische momenten P en P 
(dimensies: l2mt- 1) zijn evenredig met n. Dan moeten zijn: 

lengten evenredig met n"2, 

tijden evenredig met n"; 

waaruit volgt dat de energie (dimensies: t~ m. t :.l) evenredig is 
met n--2. 

Het eenvoudigste voorbeeld hiervan zijn de eirkelvormige 
elektronenbanen in het model van het waterstof-atoom volgens 
BoHR.] 

d) Positieve en neyatieve waarden der quante11getallen, enz. 
1) Uit formule (8) § 11 volgt dat men door geschikte keuze 

van het teek en van Q1c steeds kan zorgen dat P" positief is. In 
vele gevallen is hieraan onmiddellijk voldaan, b.v. wanneer de 
P's bepaald worden met de methode der faze-integralen. 

Soms is het gemakkelijker niet hieraan vast te houden. Be
schouw b.v. de rotatie van een lichaam om een vaste as. Is A 
het traagheids-moment, dan heeft men: 

1 . 2 
L= À(f! 

2 
1 2 

H= 2A P" 

Als hoek variabele en kanonisch mom.ent kunnen ingevoerd worden: 

Q=q, P=pl(J 
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zoodat: 

/{ =-= />'2 
2A 

Hieruit volgt voor de frequentie: 

Q=w=ilK . ,,J>=P A. 

Het tct'kon van ]' lumgl du:,; af van de richting dor beweging. 
Wil men steeds met positieve J>'s werken, <lan zou men in het 
geval van een rotatie in negatieven zin moeten stellen: 

Q= - q J>=- pq, 

waar<loor (ü = - w = P Á positief wordt. Deze afhankelijkheid 

der transfonnatie-forrnuleR van de rieliting der beweging geeft 

evenwc·l onnooc1ige moeit<-. 
Hetzelfde treef1t op bij c1e rondloopende beweging van een 

' elektron om een atoomkern, e.cl. 
2) Uit de formule voor de middelbare beweging: 

il I( 

w;= cl Pi 

volgt dat de energie bij een afname van de absolute waarde cler 
quan tengetallen zal afnemen, zoo de middel'oare beweging van 
elke hoekvariabele hetzelfde teeken heeft als de bijbehoorende 
P. In dit geval is ook in de boven onder b) aangegeven ver-

gelijking (I) voor T elke term positief. 
Ju het algemeen koml dit uit'; er zijn evenwel gevallen waar 

clo midd. hew. en de intensiteitskonstante het tegengestelde tee
ken hebben. Een voorbeeld hiervan is de beweging van een 
niet door uitwendige krachten " beïnvloede symmetrische tol (Verg. 
K. ScHWARzsc111LD, Sitz. Ber. Berl. Akad. 1916, p. 565.) De 

funk tie }( (!') is hier: 

1 r 1 />2 _I 1 ( j _ l )J'i l) 
\..=~A 21 2 C A ' 

(P
2 
= totaal moment van hoeveelheid vau beweging; P1 = kom

ponente hiervan langs de figuur-as van de tol.) De middelbare· 

beweging van Q1 is: 

•) Zie S 2~1. 

§ 16.J OP HWl' A'l'OO~DIODEL. 
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Ci, = Wj = ( ~ - _,\ ) 1\ . 

In het geval: A < U (afguplat!,e lol) i:.; w1 /J\ negatief (men 
heeft <lan retrograde precessie). 

e) Intenl!iteit en polarisatie der 1lÎl!Jczonden 8pettraalli.j,wn. 
1) Door SomrnRv1<:r.1> zijn voorloopig<' regels opgcstclcl \'001· 

de intensiteit <lt>r uitgezonden spektrnallijnen l). Dezl' l1ebho11 
betrekking op <le heweging van een elektron om oen atoom kern, 
waarbij rekening wonlt gehouclen met de relati vi teiü;korrekties. 
j'jijn n en n' de <Jmmtengetallen voor <le azimutlrnle en <1e radiale 
beweging 2), clan komt SomrnR111,;r,l) tot do resultaten: 
a) Steeds geldt dat n + n' afneemt hij <lo emissie van een spek

traallijn 3); onder normale omstarnligheden neemt n' nooit 
toe; in sommige gevallen kan dit echter wel gebeuren, do 
lijnen zijn dan zwak. 

b) Uit de proeven van PAS<'HEN 4) is gebleken dat b\j sterke ont
ladingen door gassen zoowel n' als n kan toenemen. In dit ge
val kan men bij benadering de intensiteit van elke lijn voor
stellen door het produkt van twee getallen, waarvan het eeue 
betrekking heeft op de begin baan, het andere op de ein<lbaan: 

I= W1. Wz. 

Uier is W1 een funk tie der CJ wmtçngetallen nt, n't van de 
beginbaan, lV'.l een f'unktie vün <le quantengetallen n:J, n''J van 
de einclbaan. Vergelijkt men de lijnen die ontstaan b\j die over
gangen waarvoor n1 + n'1 en n:i I n':i beide steer1s dezelfcle 

1) .A. SomrntH'L·:Lll, .Am1. d. Phys. 51, p. 2:3, 1 !J16; Sitz. Ber. Bayr .Akad. 
1917, p. H3-109. 

2) Deze 11uantengctallcu hangen samen mei de faze-integrnlcn: 

~ /t 

n' h = f p,.. d'r. 
0 -<-·>-

\'ergelijk v1•nler huoföstuk JJ l, ~ l\l. - Tus~clwn 1le hier iugevuerde 11uanlen

getallen ,t en 1/ eenerzijd8, en de daar gebezigde ,1" 112 anderzijds, bestaan de 
betrekkingen: 

' Il lt:z ; 1'
1 

= 1/ l 1/ 2, 

3 l Dit is uuudzakelijk opdat de e11Ngif' f/ji11'1•11d bij hei overspringen van de 

eene beweging in 1le andere. (Zie <le formules in ~ 17 en s 19, hoofdstuk Ill.) 
4) F. P1sc11EN, Ann. d. Ph) s. 50, p Uûl, U!Hi. • 
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waarden hebben, <lan kunnen <k funkties W voorgestekl 

worden door: 
W1 = nif (n1 + n'1), enz. 

of een andere dergelijke uitdrukking 1). 
c) Werkt men met gelijkstroom dan schijnen andere regels te 

gelden 2). - Men vergelijke verder de diskussie van de waar
nemingen over het STARK-effekt, door EPSTEIN 3) en So~rn.1<::R-

FELD 4). 

2) Uit hetgeen waargenomen wordt omtrent de polarisatie-toe-
stand der lijnen bij het ZEEllIAN-effekt en bij het STARK-effekt 
schijnt men den volgenden regel te mogen afleiden 5): 

Is n3 het quantengetal voor de komponente van het 
moment van hoeveelheid van beweging volgens de richting 
der z-as ü), dan zijn de uitgezonden trillingen eveniv~jdig aan 
deze, indien n3 met een even bedrag toe- of afneemt; een 
verandering van n3 met een oneven bedrag geeft cirkiilaire 
trillingen, loodrecht op de z-as. Lichtstralen die in de + rich
ting der z-as worden uitgezonden zijn rechts cirk:ulair gepo
lariseerd als n3 toeneemt, links cirkulair als n3 afneemt. 7) 

Men schijnt hier te doen te hebben me"t een emissie van 
moment van hoeveelheid van beweging: 

Bij de emissie van links cirkulair gepolariseerd licht is 
de rotatie van den elektrischen vektor volgens de elektro
magnetische lichttheorie passend b\j de richting van den 
lichtstraal; dus voor lichtstralen in de + richting der z-as 
uitgezonden linksom loopend (voor een waarnemer die va11 
de zijde der pos. z-as naar het .ry-vlak ziet). In dit geval 
neemt n-3 af, en is er dus een positief bedrag aan moment 
van hoeveelheid van beweging uitgestraald 8). 

' ) Cf. A. Som11rnn:LIJ, Sitz. Ber. l:layr. Akad. 1917, p. lOJ. 

~) Idem, p. 108. 
3) P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. 50, p. 514, 1916. (Zie ook benede~ § 21 ) 
~) A. SomrnRFELn, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1()17, p. 10~). 
5) A. So~1MERFELn, Phys. Zeitschr. 17, p. 4!)1, 1916, en P. S. EPsTE1N, l.c. 
6) De z-as is genomen in de richting der magnetische of der elektrische krachtlijnen. 

7) Vergelijk hoofdstuk III, § 20 en 21 en fig. 5 bij § 20. 
R) Dit bedrag aan moment van hoeveelhei,l van hewegiu .~ 111uet 111en volgpns 

de klassieke theorie terug knnnen vin,\en in het elektru111a,!.(11etisehe velt!. Zit ' 
b.v. i\I. A1m.111.1M, Theorie ,Ier ~~lektrizifüt, l L.) 

IIOO FDSTUK III. 

PROBLEMEN DIE BETREKKING HEBBEN OP DE 
BEWEGING VAN EEN ENKEL ELEKTRON. 

(QUANTENTHEORIE DER ATOMEN, BESTAANDE UIT 
EEN POSITIEF GELADEN KERN, WAAR OMHEEN 

ltltN ELEKTRON LOOPT.) 

Bij de studie der quantenhewegingen en der lichtemissie van 
zoo eenvoudig mogelijke atomen wordt in overeenstemminO' met b 

het voorgaande aangenomen: 
a) Kern en elektron mogen als puntvormig worden beschouwd; 
b) De aantrekking tusschen beide is gegeven door de wet van 

COULOMB: 

eE 
J= r2; 

e) • Het systeem straalt geen energie uit naar het veld, zoolang 
het elektron een quanten beweging uitvoert; de berekening 
der qnantenbewegingen kan geschieden met behulp van de 
gewone mechanika, zonder de reaktie-krachten van het eigen-
veld van het elektron in rekening te brengen; . 

d) Bij 
1
groote snelheden is de massa van het elektron afhankelijk 

van de snelheid, overeenkomstig de formules der relativiteits
theorie. 



§ 17. BEWEGING VAN EEN ELEKTHON OM EEN 

VARTSTAAND A'l"rRAKTIE-CEN'l'RUM, MET VERWAAH

L007'I~G VA~ DE AFHANKELIJKHEID DER MARSA 

VAN DE SNELHEID. 

De volgernle theorie van <le spektra van \Vaterstof en Yan 
positi<'f geladen Helium is essentieel reeds door Bomt gegeven 
in zijn eerste verhandeling 1); cle hier gebruikte methode van 
behandelen sluit zich echter meer aan hij clie van SmrrnmvELn '.l), 
om do overeenstemming met do in h0t voorgaande l1oofdstuk 
gegeven regels te laten uitkomen. 

De lading van het elektron zij - e; ,le massa m, welke voor d0 
i1\ aanmerkino · komen,le imelhede11 als konstant won1L bcsd1ouw,1. 

h 

De kem heeft de lading + B; aangenomen wordt <lat deze stil-
slaat. Voert men een rechthoekig koordinatenstelsel in met de 
kern als oon,prong, ,lan is de funktie van LAGKANGJ~: 

m · · · 2 ,, (1) L = 
2 

(x2 + y2 + z2) + e E. (x2 + y:l + z )- 12 ••• 

en <lie van HAMILTON: 

(2) 

In poolkoordinaten uitge,lrukt: 

L = ?; (i·2 + 1'2. ÎJ2 ~ 1,2. Rin2 IJ . 1Ï2) + c Rfr . .... (1a) 

resp.: 

1 ( 2 + 2 l-I= 
2
- Pr 'Pu r 2 

m 
+ .P! 11.2 sin2 ü) - eE/r . .. (2a) 

A. Af/ f iding d«r qnantn~(oi·mnle8 110lgenH de methode der fdzf

integralen. 

•) N . .Borrn, Phil. Mag. 26, p. 1, 487, 1\11:L 
2 ) A. 8011\IFrnFr:1 11, Sitz. Rer. Rayr. ,\ka<l. Hllf>, p. 425; Ann. d. Phys. 51, 

p. 1 vgl., 1\116. 
\'ergeljjk ook: P. Di;Hrn, l'hys. 2eitschr. 17, p. 512, rnrn. 
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De funktie van HAmLTON (2a) laat separatie der variabelen 
toe; voor de momenten worden de uitdrukkingen geyonden: 

P~,=as; Po,= V,r ; C(: 
a,) - . 
,- s1n2 u· , -v d~ 2me.b' 11,. - 2ma 1 - ., + -- .... (:1) 

1'" r 

Beteekenis der :3 integratie-konstanten: a1 = totale energie; 
a2 = totaal moment van hoeveelheid van beweging; a:i = de 
komponente hiervan met betrekking tot ,le as van het koonli
natensysteem (z-as). a 1 moet negatief zijn opdat de baan zieh 
niet tot in het oneindige uitstrekt. 

Voor de faze-integralen vindt men: 

2 7( 

2 n 1\ = I Jhi, . <l <p = 2 n u:1 

tl I 
2 n P~ = f pu . d U = 2 rr (u~ - a :~ ) 

~ > 1 
2n .P1 = fpr.cl1·=2n ( meB -a 2 ) 

1,/ - ~ rn «1 , ~ )-

dus: 

a 3 =P ~ 
a2 =-= P2 + Pfl, 

1) .. (l) 

~ 
at = - 1 m e2 E 2 . (Pi + P2 + A, ;)- 2 = K (P1 , P2, Pi)\ 

.. (5) 

De totale energie hangt dus slechts af van de som van 
Pi, P2 en P::i . De middelbare bewegingen der korrespondee
rende hoekvariabelen zijn gelijk; men heeft hier te doen met 
een geval van ontaarding: het systeem is e.rakt periodiek. Over
eenkomstig hetgeen in hoofdstuk II, § 10 is gezegd moet men 
nu door een lineaire ·substitutie met geheele koefficienten en 
determinant ± l op een ander systeem van hoekvariabelen en 
bijbehoorell(le intensitcit,.;konstanten overgaan, zoodat twee der 
nieuwe hoekvariabelen de rni<lclelbar<' lwweging nul hebben; 
men kan hiervoor Hemen: 

I J P I en P 2 zjjn steeds positief; het teeken van P 3 hangt af van de richting 
der rohdloopende beweging (verg. § 16, 11). - In de formule voor de energie 
komt de aóNOl11lf' waarde van P" voor. 
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01= Q1 P1 = P1 +P2 + p;J ( 
0'2= QJ-Ql P2= P'2+ P3 (= Uj) 

\ 
(6) 

03= Q;J + QJ P;i= P3 (- a:3) , 1) 

B. Andere methode van behandeling. 
Voordat hiermee verder wordt gegaan, zal nog een andere 

behandelingsw~jze gegeven worden, welke meer aan de methodes 
der astronomische mechanika herinnert, en direkt tot de P's 
leidt 2). 

Op <le in rech thoekige koordinaten geschreven funktie van 
HAMILTON (verg. 2) wordt de kontakt-transformatie toegepast, 
gegeven <ioor: 

waar: 

. - a Wij -- a Wij e11z (7) 
.t - il p x Pi - a q i ' ,. . . • . . 

W1 = (py sin (J_3 + p" cos <J.3) • q1 cos <J.2 + 
+ J/JJ; + (py cos q 3 - p,,. sin q3)'!.. (J1 sin (J2 .. (8) 

E 

Fig. 4. Elliptische beweging van een elektron. 
K = atoomkern; E = elektron. 
.:V = klimmende knoop. 
p = perihelium. 

KE=q,; ,-.. Sf?=q 2 ; ,-.._LV=q 3 . 

,..... _vp= Q2 ; ,,-.. x.:v = 0 3, 

De beteekenis der nieuwe variabelen q1 , (}2 , qs is te zien 
uit bijgaande figuur. Beteekenis der nieuwe p's: 

1) Men moet 0 3 = Q3 - Q2 , resp. 0 3 = Q3 + Q2 nemen, al naar dat P 3 po
sitief of negatief is, daar steeds voldaan moet worden aan de betrekking: 

P 1 dQ , + P 2 dQ2 + P 3 dQ 3 = P1 r10 1 + P 2 rl0 2 + P3 d0 3 • 

2) Zie b.v. WurT'rAKER, Anal. Dynamics, Cambr. 1917, p. 348 en 419. 
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P1 =mq1; 
P2 = totaal moment van hoeveelheid van beweging; 
Ps = komponente hiervan om <le z-as. 

De funktie van HAMILTON gaat over in : 

81 

ll= /m (Pi +P:/qî )- eE q1. . ...... (Çl) 

Daarna past men de kontakttrnnsformatiê toe: 

ai= a W2 il P; 'p;= () W2pq; ....... (10) 

'11 

f V m'Je'!..fa,''2 "2mel!J P; 
IV~= dq1 - p2 + - ; + P2q2+ P3q3 .(11) 

1 q1 q Ï 
~ 

(~ = <le minimumwaarde van q1 = de perihelium-afstand.) 
Drze doet <le fnnktie van IlAMIL'l'ON overgaan in: 

"E9 B = K (P) = - m e- -2 pi . . . . . . (12) 

De hier ingevoerde P's zijn dezelfde als hoyrn onder A) z~jn 
aangegeven (verg. (6)). 

Beteekenis van 01 02 03 : 

01 = middelbare anomalie van het elektron in de baan; 
02 = lengte perihelium, gerekend vanaf de klimmende knoop; 
Oa = lengte klimmende knoop, gerekend vanaf de x-as. (zie fig.) 

02 en 03 hebben de middelbarr beweging nnl: <le 0.lliptisd1e 
haan staat vast in ,le ruimte. l) 

1) P 1 P 2 P 3 0 1 0 2 Q3 stemmen overeen met de elementen van DELAUNAY voor 
een planetenbaan; de rechthoekige koordinaten a· il :: kunnen, zooals bekend is, 
in Fou1trn1t-reekseu naar 0 1 0 2 0~ ontwikkeld worden. Zie b.v. CnARLtER, Die 
Mechanik de~ Rimmels I, p. 210. 

Verband van de P 's met de afmetingen en de stand van de baan: 
Ztj a de halve groote as van de ellips; E de excentriciteit; i de helling van 

het baanvlak t. o. v. het ,1:r-vlak; dan is: 

P ,=J/meEa \ 
P2 =J/meEa(1-E2 ) /.,.,, ... ,.,. (13) 

P 3 =VIII e E a \l - E2 ) , cos i \ 

Dus: halve groote as: a= P;/ meE Î 
halve kleine as: o= P 1 P2/ 11teE ( 

b/a= P 2/P , ) 

, .. , .......... , .... (14) 

G 
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C. Quantenformules. 
\r olgens hetgeen in § l O besproken is, moet irn P1 gPqtrnntiseerd 

worden; stel <lerhalve: 

P1 = n h/2 rr . . • . . . . . . . . . . (l 5) 

rlan worrlt <le energie: 

a = - 2n2r::,he2?E2 1) 2) .. ....... (lG) 
n~ - , 

Opmerking over de quantiseering van P2 en Ps. 
a) Quantiseert men P2 , dan wordt de excentriciteit van de baan 

vastgelegd; dit is gedaan door SoMMERFELD 3). Men kan deze 
handelwijze rechtvaardigen door de beweging te beschouwen als 
ontaarding van de relativistische planetenbeweging; de formules 
voor de laatste vertoonen groote overeenkomst ·met die van het 
hier behandelde probleem, echter is de middelbare beweging van 
02 niet gel~jk nul, zoodat P2 gequantiseerd moet worden 4) 5). 

Gaat men evenwel uit van de beweging bij aanwezigheid van 
een elektrisch veld (theorie van het STARK·effekt), en laat men 
deze ontaarden door het elektrische vel<l tot nul te laten afnemen, 
dan komt men op een ander systeem van banen 6). 

1) Men kan deze uitkomst ook direkt afleiden uit de quantenformule voor exakt 

periodieke systemen: 21'/ 1, = n lt, door 1' en 1• in " uit te druk~en. 
2 ) Het is duidelijk dat in deze formule n niet gel(jlc aan nul kan zijn. 

Uit form. (13), en eveneens uit (4) eu (6), blijkt dat P I en dus neen positief 
getal is. 

3 ) A. SoM~!EIU'Et.ll1 Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 436; Ann. d. Phys. 51, 
p. 17, 1916. 

•) Vergelijk § 19, bi. 100. 

5 ) Stelt men P2 = n 2 /n:' terwijl p1 = n 1 2
h" is, dan volgt uit (14) voor de 

assen verhouding der ellipsen: b / a = n2/n 
1

• 

Uit (13) blijkt P 2 ~ P 1 , dus: n2 ~ n 1 • 

SoMMERl-'ELIJ Rluit de waarde P2 =0(E=l) uit; dit zou rechtlijnige banen 
geven, waarbij het elektron door de kern zou moeten gaan (,,Pendelbahnen" ). 
Zie hierover: A. So~rnERFELn, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 445; Ann. d. Phys. 
51, p. 21, 1916. (Vergelijk ook: P. S. EPSTE1N, Ann. d. Phys. 50, p. 500, 1916.) 

Houdt men rekening met de afhankelijkheid der massa van de snelheid, dan is 
de energie wel afhankelijk van de waarde van P 2 (zie § 19) ; de verschillende 
ellipsen worden "uiteengehaald". Vergelijk in verband hiermee een opmerking 
van So~!MERFELD, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 449, 459. 

6) Verg. P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. 50, p. 500, 1916 e11 51, p. 181, 1916. 
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b) Ps/p2 = cos i bepaalt de helling der baan t.o.v. het xy-vlak. 

Daar dit vlak echter willekeurig in de ruimte gekozen kan 
worden, zou het geen zin hebben door quantiseering van P3 de hoek 
i vast te legg en . (Indien een uitwendig magnetisch veld aanwezig 
is, waarvan de krachtlijnen in dil richting der z-as loopen, krijgt 
Os een middelbare beweging (draaiing van de knoopenlijn: pre
cessiebeweging van het baanvlak); in <lit geval moet P:i gequan
tiseerd worden. Of. § 20) 1). 

Men vergelijke overigens § 13. 
Het al of niet quantiseeren van P~ en P:i heeft echter geen 

invloed op de waarde van de energie, on ,lus ook niet op rle 
spektraalformule. 

Uit (l Ei) volgt als formule voor het spektrurn: 

,, = ~-n2r1!e2JC2( !.._ - 1 )'2 
7, 2 ') ) • • . • . • • (] 7) 
i· n~ n, 

R Diskussie der fornmles. 
Toepassing 01) Waterstof en positief geladen Heliiim. 

Waterstof. 
Een waterstof-atoom wordt beschouwd als te bestaan uit een 

positief geladen kern, waaromheen zich één elektron beweegt. 
De lading van de kern is numeriek gel~jk aan rlio van het 
elektron. De formule voor de energie wordt dus: 

2rr2me4 
a = - n2 h2 . . . . . . . . . . . (l Eia) 

Neemt men voor de hierin voorkomende grootheden de waarden: 

e = 4,774. 10-10 E. S. E. 
e/m = 5,31 . 10 +17 E. S. E./gram 

h = 6,57 . 10 -27 erg. sek. 3) 

' ) Verg. ook: A. SomrnRFELD, Ann. d. Phys. 51, p. 28, 1916. 
2

) N. BOHa, Phil. Mag. 26, p. 8, 487, 1913. 
3 ) Deze waarden ztjn ontleend: 

e en 1, aan R. MILLIKAN, Phys. Rev. VII, p. 219, 1916; 

e/m aan een artikel van M. WoLrKE, Phys. Zeitschr. 17, p. 199, 1916. 
(Zie voor !, ook hl. 31, noot 3)1, 
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c1an wordt gevonden: 

voor de halve groote as van ck liaan: a = 0,53. 10- 8 . n2 cm; 

voor de energie : a = - 2,14. 10- 11 . n - 2 el'g; 

voor de spektraalform u lc: , - " 2r: 101~, ( l l ) (18) J - t..J, ,). 2 - ' ... 
n2 71,f 

In den normalen toestand kan men aannemen: n = 1; dus 
is dan de baan een ellips (vermoedelijk een cirkel) met halve groote 
as: 0,53 . 10- 8 cm, wat in grootteorde overeenstemt met de 
waarden uit de kinetische gastheorie afgeleid voor de afmetingen 
<ler molekulen en atomen. - De arbeid, nooclig om het elektron 
van de kern weg te halen is: 2,14. 10- 11 erg; hieruit volgt voor 
c1e ionisatie-spanning van waterstof: 

2,14 .10 - 11/ 4,774 .10 - 10 E. S. E. = ca. 13,4 Yolt 1). 

Experimenteel is gevonden: 11 Volt 2). 
De mooiste resultaten geeft even wel de formule voor het 

spcktrum. 
Stelt men in form. (18): n2 = 2, n 1 = 3, 4, 5, enz. dan krijgt 

men de bekende formule van BALMER voor het gewone spektrum 
van Waterstof: 

v = R ( +-:i) .......... (18a) 

waarin volgens de metingen R de waarde heeft: 

1,097 . 105 . 3 . 1010 = 3,29 . 1015 3) 

Dit resultaat, het eerste dat Borm ber€ikt heeft 4), 1s een der 
verrassendste van de quantentheorie van het atoom ; aan deze 
theorie is het dus gelukt de konstante van RYDBERG R terug 
te brengen tot reeds bekende. fysische konstanten: 

2rr2 m e4 
R = - h3 . • . . • . . . • . . . (1 fl) 

1) N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 5, 188, 1913. 
2) Zie: J. J. TuoMSON, Phil. Mag. 24, p. 218, 1912; 

J. FRANK & G. HERTZ, Phys. Zeitschr . 17, p. 413, 1916; 
J . STARK, J ahrb. d. Rad. u. Elektr. 13, p. 413. 1916. 

3 ) Zie b.v. M. KoNEN, Das Leuchten der (fase und Dämpfe, p. 78 (Braunschweig 
1913). 

'•) N. Borrn, Phil. Mag. 26, p. 4, 1913. 
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wat tevoren nog langs geen anderen weg bereikt was 1). Ook 
cle quantitatieve overeenstemming is bizonder goed 2) 3). 

Stelt men: n2 = 3, n 1 = 4, 5, ... clan krijgt men een reeks 
lijnen in het ultrarood, waarvan de eerste twee waargenomen 
zijn door P ASC'IIEN 4 ). - De reeksen voor n2 = 4, 5, enz., welke 
nog verder in het ultrarood liggen, zijn nog niet gevonden. 

n2 = 1 geeft een reeks in het ultra violet; deze was nog niet 
waargenomen toeh BonR zijn theorie publiceerde 5). Twee lijnen 
ervan (n1 = 2, 3) zijn kort daarop gevonden door LYMAN G). 

In verband met het bovenstaande kan nog het volgende op
gemerkt worden: 

1) Bij proeven met vakuumbuizen heeft men nooit meer dan 
13 lijnen van de BALMER-reeks gevonden; daarentegen vond 
men in d~ spektra van sommige nevelvlekken 29 of 33 lijnen 7). 
Volgens de theorie van BoHR is de diameter der baan 
voor n = 15 : 2,4 . 10- 6 cm, wat de gemiddelde afstand der 
molekulen is bij een gasdruk van 1 à 2 mm kwik; voor 
n = 35 is de diameter: 13 . 10- 6 cm, do gemiddelde afstand bij 
ca. 0,01 mm kwikdruk. Bij proeven met vakuumbuizen kan 

1) Verschillende methodes ter afleiding der form nle van BAL MER zijn voor
gesteld door W. RITZ; zie: Oeuvres, p. 1 vgl. (Inaug.-Diss. Gött.); p. 91, 95, 
98, 175. RITZ maakt in geen van zijn afleidingen gebruik van quantenonderstel
lingen. - Door F. HASENÖIIRL (Phys. Zeitschr. 12, p. 931, 1911) is een afleiding 
gegeven welke hiervan wel gebruik maakt; HASENÖIIRL heeft echter niet de 
tweede q uantenhypothese over de emissie van lichttrillingen, en identifieert de 
frequenties van de BALMER-reeks met frequenties van elektronenbewegingen in 
het atoom. 

1) In de formule komt e in de 4e, !t in de äe macht voor; ze is dus zeer 
gevoelig voor kleine fouten in deze grootheden. Voor een goede beoordeeling 
der overeenstemming is het noodig rek ening te houden met den invloed van de 
beweging van de kern en met de relativistisch e korrekties. Zie hiervoor: 
A.. SomtERFno, A.nn. cl. Phys. 51, p. 90, 19Hi en .!<'. PASCH1rn, Ann. d. Php. 
50, p. 901, 1916. 

3) Vergelijk ook een opmerking van ·wo1.Ftrn, Phys. Zeitscbr. 17, p. 1m,, 
1916. 

4) .!<'. PAsCJIEN, A.nn. d. Phys. 27, p. 565, Hl08. 
5) N. Bo1IR, Phil. Mag. 26, p. 8, 1913. 
Beid e reeksen waren reeds vermoed door W. RrTt. op grond van zijn kombi

natieprincipe. Zie: W. Rrn, Oeuvres, p. 141 , l'hys. Zeitschr. 9, p. 521, 1908). 
6 ) Tn. LvM,\N, Nature 93, p. 24.1, 1914. 
7 ) H. K.\ \'~ER, Hamlbuclt <1er Npektroskopie \ LPip~ig 1 \l I Oî V, l'· 4fü!, 48:3. 
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men het gas niet vol<loende verdund nemen, om meer dan de 
löe baan toe te lateu; bij grootere verdunningen, welke noodig 
zijn om grootere banen en dus meer l~jnen te verkrijgen, is 
het spektnun te lichtzwak 1). 

2) AbsorMie-spckti·um van wate1'8tofgas. 
Om licht van cle golfiengtu eener l\jn van de BALMER-reeks 

te absorbeeren moet de waterstof in den toestand z~jn waarin 
ze zelf deze lijnen uitzendt 2). Dit is in overeenstemming met 
de theo'rie van BoHR: om de BALMER-frequenties te absorbeeren 
moeten in het gas atomen aanwezig zijn, waarin het elektron 
op de 2e baan loopt. Deze komen onder normale omstandigheden 
niet voor: vooreerst zijn dan bijna alle H-atomen tot molekulen 
vereeuigd, en ten tweede bevi1H1en zid1 in de meeste losse ato
men de elektronen op de binnenste baan il) 4). 

3) fö'.\RK heeft een onderzoek ingesteld naar den t~jdsdtiui· 
van de emissie van het licht der verschillende spektraall~jnen 
bij I-1, He en andere elementen 5), , en komt tot de konklusio 
dat deze tijdsduur stijgt met het rangnummer van de lijn in do 
reeks. M. a. w.: hoe verder beginbaan en eindbaan uiteenliggen, 
<lés te langer duurt de enlissie. (Als schatting van een bovenste 
grens voor de emissieduur geeft fö·ARK ca. 4.10-7 sek.) 

4) Volgens STARK worden de bovenvermelde reehen nitge
wncfon door het positieve waterstof-ion (H +) <i). thARK besluit <li1, 
uit het optreden van het DoPPLER-effekt bij deze lijnen in het 
spektrum der kanaalstralen van waterstof, terwijl h~j vaststelt 
dat de drager de massa heeft van het waterstof-atoom. De dra
gers van deze lijnen moeten <lus een groote snelheid verkregen 
hebben. Om dit te verklaren moet men aannemen dat ze zich 

1
) Dit is opgemerkt door N. BoHRJ 1. c. p. !J. 

2
) Zie: H. lüvsER, 1. c. p. 486; M. KONEN, Das Leuehten der üase und 

Därnpfe (Braunschweig • 1913), p. 2~)5. 
3) N. Bo1rn, 1. c. p. 16. 
4

) Over de statistische verdeeling der elektronen over de verschillende ringen 
zie: K. F. HERZFELD, Ann. d. Phys. 51, p. 261, lfl16. 

Cf. beneden: hoofdstuk VI, § 42. 
5 ) J. STARK, Ann. d. Phys. 49, p. 731, 1916. 

Men vergelijke ook een ar1;.ikel van L. VEGARO, Ann. d. Phys. 52, p. 72, vgl., , 
1917 (spt>ciaal p. f!0-'--93). 

6) J. STARK, Ann. d. Phys. 49, p. 179, 1916; · 

50, p. 61, 1916; 
52, p. 251, 1916. 
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als positieve ionen in het elektrische vel<l tusschen kathode en 
anorle bevonden, en daar sterk versneld werden. Met de theorie 
van BonR zou dit in overeenstemming gebracht kunnen worden, 
door te veronderstellen dat deze ionen dan onderweg een elek
tron opvangen. Dit elektron zal eerst in een der buitenste banen 
komen (de hierbij vrijkomende energie is zeer gering, en zou 
lijnen ver in het ultrarood geven); daarna valt het van deze 
baan op een die meer naar binnen ligt, b.v. de le, 2e of 3e waarbij 
oen der lijnen van bovengenoemde reeksen wordt uitgezonden 1) 2) 

5) Van de spektra van waterstof blijven nog onverklaard: 
a) het z.g. witte of veellijnen-spektrum; 
b) de beide spektra van ScHUMANN in het ultra-violet; 
c) de bandenspektra (twijfelachtig?) 3). 

S'rARK schr~jft a) toe aan het H 2+-ion 4); verder behomen 
volgens hem: b) gedeeltelijk aan het neutrale I-1-atoom, gedeel
telijk aan het neutrale H 2 -molekuul ; c) aan de "quanten paren": 
H +-ion plus neg. elektron, en H 2 +-ion plus neg. elektron 5). 

Hoe dit in verband met bovenstaande theorie opgevat moet 
worden, is nog niet bekend. 

6) Tenslotte bl\jven er nog eenige l\jnen-reeksen over die 
verband houden met de reeks van BALMER, en langen tijd aan 
waterstof toegeschreven zijn: de z.g. 2e nevenreeks, en de beide 
hoofdreeksen, deels door P1cKERING in het spektrum van ( Pup
pis en van andere hemellichamen gevonden, deels door Fowum 
bij sterke elektrische ontladingen door een mengsel van water
stof en Helium waargenomen. 

Volgens de theorie van Bonn behooren deie reèhen aan Heliurn. 

Helium. 
Men onderstelt dat een Helium-atoom bestaat uit een kern 

1 ) Misschien gebeurt het terugvallen met meerdere trappen. Echter zullen 
slechts die overgangen waargenomen worden, welker lichtemissie binnen het 
onderzochte spektraalgebied valt. 

2 ) Voor zoover ik kan nagaan schijnen mij de argumenten van S'!'ARK de 
. theorie van Bmrn niet te weerleggen. - In verband hiermee vergelijke men: 

L. VEGARD, Über die Lichtcrregung bei den Kanalstral1len, Ann. d. Phys. 
52, p. 72- 100, 1917. - (Zie ook noot 1) op bl. Dl). 

3) Zie: H. KAYSER, 1. c. p. JR7-49::!. 
1) J. S'J'AH", Ann. J. Phys. 51, p. 221, 1!)16. 
Vergelijk ook: K. G-1.1Tsrn11m, Sitz. Ber. Ha.yr. Almd. HIHi, p. 125. 
5) .J. 8TAl{K, Ann. 11. Php. 52, p. 2f,:;, 2fi5, 1 !117. 
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met lading E= 2 e, waaromhl'ell twee elektronen loope11. Indien 
hei atoom een ,lor dektronl'n verloren hoeft krijgt men hot z.g. 
positief geladen Helium l); hierop kan hovenstaande theorie 
worden toegepast. De spektraalforrnulo (17) \\·onlt: 

1, = 8 rr:! m e
4 

( 1 _ \) = '* R ( 1 _ \ ) .... (20) 
h3 n! nï n~ nï 

n2 = 4: n1 = ö, 8, 10, enz. geeft een reeks welke ~amen valt met 
de BAL,rni=t-reeks van waterstof 2). 
n2 = '*; n1 = 6, 7, 9, enz. geeft de reeks door Pw1rnn.rno in ; 
Puppis ontdekt. 
n~ = 3; n1 = 4, 5, enz. geeft de beide z.g. ,, hoofd.reeksen van 
wat erstof", <loor FowLER gevonden. 

Dat f[eze lijnen inderdaad aan Helium toebehooren is gebleken: 
a) door exaktere formules te berekenen, waarin de korrektio 

voor het meebewegen van de kern is aangebracht, welke 
korrektie voor waterstof een grooiore waàrde heeft dan voor 
Helium (Bomi) en door deze formules met de gemeten golfiong
ten te vergelijken ;;) ; 

h) door een onderzoek van EvAN~ 1), die de lijnen (3. 4) en 
( 4. 5) waarnam in een huis mei Helium, welke geen spoor 
van tle waterstoflijne11 gaf; 

c) door hei hizondor nauwkeurige onderzoek van PAsum~N "). 

Opmerkingen. 
J) Tweevoudig positief geladen Lithium, d. w. z. Lithi u 111-ato

men welke in plaats van 3 elektronen er slechts ] bezitten, 
zouden volgens de theorie van Bomi een spektrum moeien ver
toonen, gegeven door de formule : 

18 n:lm e4 
v= h3 ( 1 - 1 ) = 'J R( J - 12 ) . . . (20*). 

n~ nî n: 11, 

') De alpha-deeltjes ztjn JJr,-kernen die beide elektronen missen. 
1) Zie echter § lS. 
3) N. Bo1rn, Nature 92, p. 231, 191:3 

A. l!'OWLER, idem p. 232. 
Zie beneden § 18. 

\J EvANS, Phil. Mag. 29, p. 284, 191ó. 
5) F. PA,;c11EN, Ann. d. Phys. 50, p. 901, 1916. 

_i 
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Bmm mc('nt dat een aantnl lijnen, welke i11 liet sp(•ktrum 
<ler · ,vo1.1<'-RA YET-stP1Tl'11 (stern•11 van IH·i spektrnaH:vpC' 0: wor
rlen beseliouwd als de l1eetste i-;ierren) voorkomen, door middel 
van <leze formule verklaar,l kunnen worden 1). 

2) De reeksen, <lie zooal · cle door cle formule (20) voorgestelde, 
de konstante 4 R lJezitten, hohooren tot een type, dat men in 
navolging van Nom,r AN LocKYKR met den naam: n vonk-reeksen'' 
of "versterkte reeksen" aanduidt (,,enhanced series''). Ze komen ook 
bij vele andere elementen voor. - Deze reeksen onderscheiden 
zich van cle gewone reeksen met de konstante R door de vol
gende bizonderheden: 

a) ze treden op bij hooge temperaturen (sterke elektrische 
ontladingen: ,,condensed spark"); 

b) de cletailstruktuur van de lijnen dezer reeksen is op 16 maal 
grootere schaal gebouwd dan die van de l~jnen der gewone 
reeksen 2). 

De Lithium-reeks (20*) zal vermoedelijk eerst b~j zeer sterke 
elektrische ontladingen optreden; ik weet niet of men dergelijke 
reeksen ook bij andere elementen heeft waargenomen 3) . 

8pektra van andere elementen. 
Bij elementen mot hoogero atoomnummers zal de toesiancl 

1 ) Zie: N. 80111!, Phil. Mag. 26, p. -HI0/4!11, lHl:J; 
,). W. N 1c·1101.suN, .Monthly Notices 73, p. :J8l!, J \)J :i; 

74, p. 11!1, 1913/14. 
In het spektrnm van de "\VoLF-RA VET-sterren komen voor de lijnen: 

(6.10), (6.13), (6.14), (4.5); de eerste drie waren reeds door Nic110LSON in een 
reeks van het type (2Q-:<") ondergebracht (M. N. 73, l.c.). 

ln het spektrum dezer sterren komt ook voor de lijn: He+ (3.4); N Il'IIOL
~oN merkt op dat de WoLF-RAYE'l'-sterren sterke elektrische ladingen moete1~ 
bezitten, indien de opvatting van Bo11R juist is (M. N. 74 , l.c.). 

2) Zie de formules voor de detailstruktuur, beneden § rn; voor meer uitvoe
rige beschouwingen wordt verwezen naar A. So)IMERFEW, Ann. d. Phys. 51, 
p. 62, vgl., 1916. 

3) J. S'l'ARK (Jahrb. Rad. u. Elektr. XIV, p. 139, vgl., 1917 ) vermeldt iet· 
over Á1+++, wat in de theorie van BoHR zou overeenkomen met .,fr++. 

Verder zij vermeld het z.g. ,,super-spark-spectrnm" van zuurstof, gevonden 
door A. FowLrn & J. BnoOKSHANK (Monthly Notices 77, p. 511, 1917), waar
van sommige lijnen ook in het spektrum der "\.V.-R.-sterren voorkomen. Een for
mule voor de ljjnen i~ echter niet merlegerleeld, evenmin gegevens over de 
detailstruktuur. 
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waarin de kern alle elektronen op êén na niist, praktisch nooit 
voorkomen, zoo<lat form. (17) niet toegepast kan worden. 

Er zijn echter twee grensgevallen wam·in deze formule approxi
matief geldt: 

a) alle elektronen op één na bevinden zich vrij dicht om de 
kern; het laatste elektron beschr\jft op grooten afstand banen 
om dit systeem. Bij benadering werkt het geheele systeem als 
een kern met lading E = e; de energie van het buitenste ·elek
tron heeft dus tennaastenbij de door (16) gegeven waarde. De 
termen van de spektraalformules zullen dus voor groote waarden 
van n tot den vorm R/n'J moeten naderen 1). Dit is in overeen
stemming met de theorie van RYDBEl-W, e. a. 2) 3). 

b) een elektron beweegt zich vlak om de kern; de andere 
zijn verder weg, en ongeveer symmetrü;ch verdeeld, zoodat ze 
slechts .een zeer geringen invloed uitoefenen vergeleken met de 
sterke werking van de kern. In form. (16) is dan E ongeveer 
gelijk aan de werkelijke kernlading; de energie stijgt met het 
kwadraat hiervan, zoodat de frequenties zeer hoog worden. Bij 
hooge atoomnummers komt men zoo tot de formules voor de 
Röntgenspektra 4). 

Opmerking bij a). 
Over de "versterkte" spektra (,,enhaneed spectra") van vele 

elementen welke optreden b\j hoogc temperaturen (sterke elek
trische ontladingen) zie men: 

A. FowLliH, Proc. Roy. Soc. A 90, p. 426, 1914. 
(Series Linys in Spark Spectra). 

De in deze spektra voorkomende reeksen hebben de konstante 
4 R, evenals het spektrum van pos. geladen Helium; ze moeten 
worden toegeschreven aan atomen die 1 elektron verloten heb
ben; van de overige elektronen loopt er één op betrekkelijk 

•) N. BoHR, Phil. Mag. 26, p. 12, 1913. 
2 ) Zie b.v. H. M. KoNEN, Das Leuchten der Gase und Dämpfe (Braunschweig 

1913). 
3 ) Voor een nadere uitwerking hiervan wordt verwezen naar: A. Som1ERFELD, 

Sitz. Ber. Bayr. Akad. p. 131, 1916. Zie ook: Hoofdstuk IV, § 28 [en 28*]. 
%) Verg. H. G. MosELEV1 Phil. Mag. 26, p. 1032, 1913. 
De theorie der Röntgeuspektra (met iuachtname van de relativiteitskonek 

ties) is uitvoerig ontwikkeln. door A. SoM~IEl{F1i1.n, Anu. d. l'hys. 51, p. 1:2fi, 
1916. [ Later zijn door D1m1.rn en Vi,,;,1,1{11 eenigszins gewijzigde theorieën ttit
gewerkt; zie de iu § 28 ge0iteerde artikelen J. 
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grooten afstand om het atoom, terwijl de rest vr~j dicht om de 
kern zit 1). 

1) Men zie ook: ,J. STA1rn, Die Träger der 8pektren der c'liemischen Elemen\e, 
Jahrb. Rad. n. Elektr. XIV, p. 139, vgl., 1917. 

Om de uitkomsten van STAHJ; met de theorie van Bo1rn te vergelijken, moet 
men de door STARK opgegeven pos. ladingen der ionen met 1 verrnindereu. 



§ 18. INVLOED VAN DE BEWEGING VAN 

DE A'l'OOMKER.N. 

In de voorgaande paragraaf is, om in het eerste overzicht de 
formules eenvoudiger te houden, aangenomen dat de kern van 
het atoom vast stond. Dit mag slechts gebeuren als ' de massa 
van de kern zeer vele malen grooter is dan die van het elek
tron. Bij het waterstof-atoom is de verhouding dezer massa's 
ca. 1850 : J ; deze verhouding is niet zoo groot dat ze bij de 
nauwkeurigheid der spektraalmetingen buiten rekening gelaten 
mag worden. 

Bij de studie van den invloed der kernbeweging komen hoofd
zakelijk de volgende faktoren ter sprake: 

1) Kern en elektron bewegen beide om hun gemeenschappelijk 
zwaartepunt. De invloed hiervan is van de orde m/M (m = massa 
van het elektron, JJI[ = massa van de kern). Zie . beneden 1 ). 

2) Kern en elektron oefenen behalve de elektrische aantrek
king, ook magnetische krachten op elkaar uit 2). Indien men 
veronderstelt dat de snelheden on versnellingen zoo klein zijn 
dat de beweging als quasi-stationnair opgevat mag worden, 
kunnen de elektrische en magnetische krachten tezamen het 
gemakkelijkst aldus in rekening gebracht worden: 

De koordinaten van het elektron zijn: x, y, z; die van de kern: 
X, Y, Z. Dan zijn de potentialen door de kern op è!e plaats 
van het elektron veroorzaakt:' 

_ E i . EX _ E 1;.- _ E Z 
tp- 11·,ax- - rc ,ay----;;:-;;,az----;;:-;; 3). 

De LAGRANGE·funktie van het systeem wordt derhalve: 

') Vergelijk N. BÓHR, Nature 92, p. 231, 1913. - Verder: A. SoM,IEIUïêLD, 
Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 440; Ann . d. Phys. 51, ca. p. 90, mm. 

2) Cf. A. SoMMERFELD, Sitz. Ber. Bayr. Akad. lH15, p. 4G7. 
3) r = 1 (.r-X)2+u1-YJ2+ l_z-z )2 ( 'I, 

§ 18.J OP T>E nRWlWTNf: VAN J<:J<;N JfäKJJ;I, m,EK'l'JWN. 

. (21) 

Hieruit blijkt dat de magnetische krachten t. o. v. de elek
trische van de orde v V/cZ = m vZf JVI c2 zijn (v = snelheid elektron; 
V = snelheid kern) 2). Zelfs b\j hooge atoomnummers (groote 
waarden van v) is de invloed nog zeer gering (voor nadere uit
wei;king zie men de noot bij deze §). 

3) De retardeering der potentialen. 
In het bovenstaande is gerekend alsof de elektrische en mag

netische krachten zich met een oneindige snelheid voortplanten, 
wat echter niet het geval is. De werkingen die het elektron van 
de kern ondervindt en omgekeerd, zijn te danken aan de poten
tialen die een tijd r/c te voren zijn uitgezonden. Dit heeft o. m. 
ten gevolge dat de richting der elektrische aantrekking niet meer 
van het elektron naar de kern _ wijst, maar e. w. naar voren 
( d. w. z. naar de bewegingsrichting toe) afwijkt. 

Men heeft hiermee geen rekening gehouden bij de studie der 
spektra. (Dit zou nog des te lastiger worden, doordat men niet 
met zekerheid kan aangeven tot hoever d.e klassieke elektronen
theorie mag worden toegepast.) 3) 

Beweging van kern en elektron om hnn gemeei1schappelij k massa
centrum. 

Volgens de gewone formules der mechanika is de funktie 
van HAMILTON voor het systeem elektron plus kern: 

H - 1 ( 2 + 2 + 2) + 1 ( 2 + . 2 + i) e E . (22) - 2 m Px PY Pz 2 1Jf Px Pr Pz - r· 
Door middel van een kontakttransformatie kan men op de 

relatieve koordinaten g, 17, , van het elektron overgaan; stel 
hiertoe 4): 

1 ) Cf. K. ScHWARZSCIIILD, Gött. Nachr. 1903, p. 127. 
2) Men kan dit ook langs meer direkten weg aantoonen. 
! ) G. A. ScuoTT heeft in zijn berekeningen over elektronen-bewegingen de 

retardeering niet verwaarloosd (Zie: Electromagnetic Radiation (Cambridge 1912) 
b.v. p. 168, 186.) 

") Naar WHITTAKER, Anal. Dynamics, p. 348 (eenigszins gewijzigd). 



94 

Dan is: 

PROBLEMEN DIE BETREKKING H~BBEN 

J,r1 _ ( X + , m x + M X + , - p~ x - ) p ~ m + JJ!I enz. 

_àW ~-àW 
Px - i) x - à p - , enz. 

~=x-X 

i:,_mx+MX 
,,- m+M 

~ 

De funktie van HAMILTON wordt: 

[§ 18. 

) 
\ ..... (23) 

enz ... (24) 

H 1 2 + 2 + 2 + l 1 ( ,2 + ,2 1 ,2) eE . (25) --= '2µ(p~ P,, P:;) 2 M+m p~ P,,,-P:; - r .. 

waar: 

,u =m Mj(JJ!I + m) ............ (2G) 

p\, P'.;, p':; zijn konstant: het zwaartepunt van het systeem 

heeft een eenparige rechtlijnige beweging. Aangenomen wordt 
dat het zwaartepunt in rust is, zoodat de term: 

I 1. ( ,2 + ,2 + '2) 
2 (M + m) p ~ p" p:; 

weggelaten kan worden 1). Dan wordt de funktie van HAMJJ/l'ON: 

Deze kan evenzoo verder behancleld worden als in § 17 ge
daan is; men komt tenslotte tot de energie-formule: 

a=-
2 n2 µe2 E2 

n2 7i2 ..... (27) 

Van de vroegere formule (16), bl. 82, verschilt deze slechts 
hierin dat de massa van het elektron m vervangen is door de 
grootheid µ. 

De konstante van RYDBERG wordt dientengevolge: 

t) Vergelijk in verband hiermee: § 9 en § Hi, a). 

§ 18.J OP m.: m~Wfä,-JNG VAN EEN RNKEL ELEKTRON. 

2 n2ue4 M 
R = h; = R oo M + m ' 

waar: 

Neemt men rn/MIT = 1/1850, dan i.s: 

RH = 0,999460 R 00 

RHe = 0,999865 R oo 
RIIe'RH = 1,000405. 

Experimenteel is dit schitterend bevestigd. 
Zie: a) N. BoHR, Nature 92, p. 231, 1913; 

. A. FowLER, ,, ,, p. 232, ,, 
en vooral: 
b) F. PASCHEN, Ann. d. Phys. 50, p." 935, 1916. 

PASCHEN geeft op: RH/c= 109677,691±0,061) 
RHe/c = 109722,144. ± 0,04 
R oo/c = 109737)8 ± O,Oö. 

Hieruit: m/MH = 1/1843,7 
(nauwkeurig tot op ca. 2,5 0/00). 

Noot. 
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Berekening van den invloed der "magnetische termen" op de ene1·- · 
gie-/ormule. 

Als uitgangspunt dient de in verg. (21) gegeven LAGRANU-E
funktie van het systeem elektron plus kern; hieruit leidt men 
af voor de funkt _ie van HAMILTON (met verwaarloozing van ter
men die c4 in den noemer hebben): 

H = 2 ~ (p~ + p~ + pi) + 2 ~ (p} + p} + p 1) --; 

-~11 _PxPx+·····I . (2_8) 
r mMc 2 1 · · · · · 

Deze wordt op dezelfde wijze getransformeerd als boven gedaan 
is (verg. 24). Na de substi.tutie komen ~', 171, ~' niet voor; dus 
zijn p\, p'"I, p'~· konstanten (integralen v/d beweging van het 

1 ) Voor de berekening dezer getallen zijn door PASCHEN de gemeten golfleng
ten op vaknurn gereduce.erd. 
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zwaartepunt) . Aangenomen zal worden dat het systeem als ge
. heel geen translatie heeft; dan zijn deze grootheden gelijk nul. 
De substitutie-vergelijkingen zijn dan: 

Px =P~ 

zoodat R wordt: 

px=-p~ x-X=~, enz. 

H= _ l_ (p~+ 1/ + p:) - e El 1 + P1+P~+P!· 1. 
2 ,u " · 'l ' r I m M c2 

\ 

Uitgedrukt in poolkoordinaten ( evenals bij de vroegere pro
blemen is de baan een plat vlak, clus is het niet noodig de 
i'l-koordinaat in te voeren): 

1 2 • eEj 1 2 i 
H= 2;:; (p} + Pq,,r2) - r 11 + m M c2 (p;. + P,,jr2) 1 · 

Hierin ZlJn de variabelen te separeeren; met dezelfde ver
waarloozingen als boven vindt men voor de faze-integralen: 

2 rrp(f! = 2 rr P2 

2rrll;-/µ.e1!_______ (1 + M2u~ ) - Jpq, 
V -2 ,tt Ul , C 

De formule voor de fmergie wordt tenslotte: 

_ _ µ. e2 E2 , 2 m2 e4 E4 m2 e4 E4 
ui- K(P)-- 2 P~--Mc2 P~ jP

2
\ + Mc2 Pt l) · · · .( 29) 

waarin onmidclell~jk P 1 + 1 P2 = P1 ; P2 = P2 gesteld is. 

De extratermen zijn t. o. v. den hoofdterm van de orde van 
grootte: 

m. e2 E2 Z \ Z = atoomnummer= E/e; ! 
M c2 P1 P2. = ca. 2 · rn-s n1 n9 1 P h/2 P h/9 1 _ 1 = n1 n ; 2 = n2 ~rr 

1 ) Uit de verg. blijkt dat er een perihelium-beweging ter grootte van: 
· 2 rn2 e 1 E' 
ll 2 = Mc2 p~ pi is. A. Som!ERFELD (Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 467) 

geeft dezelfde waarde op, echter met het tegengestelde teeken. 

§ 19. INVLOED VAN DE VERANDERLIJKHEID DER I 

MASSA MET DE SNELHEID 1). 

Volgens de formules der relativistische mechanika is voor een 
bewegend massa-punt de LAGRANGE-funktie: 

L = - m c2 [V . 1 - v
2
/c2 - 1 J - U ..... 2) (30) 

( TJ = potentieele energie). - Beweegt een elektron zich in het 
ye]<l nm con vaststaande kern, dan wordt clit: 

waaruit volgt voor de funktie van HAMILTON: 

eE 
. (31) 

r 

Wil men ook de beweging van de kern in rekening brengen, 
dan kan volstaan worden met in formule (31) m te vervangen 
door µ. (cf. form. 26). Hierdoor worden slechts grootheden ver
waarloosd welke t. o. v. de relativistische termen van de orde 
van grootte m/M z~jn 3). 

A. In pool.koordinaten geschreven wordt H: 

H = m c2 [ V 1 + m; c2 ( p; + P :/r2 + P J / r2 sin2 D ) - 1 J - e_f . . (31a) 

1) Het eerst berekend door N. Bo,rn, Phil. Mag. 29 , p. 332, 1915. - Zie 
verder: A . Smrntml'Et.D, Bitz. Ber. Bayr. Akad. 191G, p. 459; Ann. cl.Phys. 51, 
p. 1, 1916; en P. DEBYE, Phys. Zeitschr. 17, p. 512, 1916. 

2) Ver gelijk § 6. 
3 ) Vergelijk de noot bij deze §. - Men zie de formules gegeven door: N. Bo11R, 

Phil. Mag. 29 , p. 332, 1915; F . PASCIIEN1 A1rn d. Phys. 50 , p. 907, 1916; 
A. SoMMERFELD, Am1. cl. Phys. 51, p. 91, 1916. 

7 
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Daar het mogelijk is de variabelen te separeeren, kan men 
de quantenvoorwaardeh het eenvoudigste opstellen met behulp 
van de methode der faze-integralen 1); men vinrlt c1an (verg. ook 
§ 17, A): 

Faze-integralen: 

2 rr Pn = 2 rr u3 

2 n P 2 = 2 rr ( U2 - 1 u3 1 ) { 

, _ ( eE(m+u 1/c'2) -v-
2

- e2- E2) ( 
2 n P1 - 2 rr) v- - - 2 / u 2 - c2 l ,J 

( - 2 m u 1 - u 1 / c2 J 

. (33) 

Met benadering tot op termen van de le orde in v2/c2 vindt 
men vo'or de energie : 

Deze blijkt slechts van twee lineaire kombinaties met geheelo 
koefficienten P1 = P 1 + P~ + 1 P 3

1 on P~ = P'!. + P3 1 der P's af 
te hangen: 

- - m e2 E2 - m e4 E4 [ - 4 - - _l_J . . . . (34a) 
ai - 2 Pi 8 c2 P~ P2 P1 

B. Op analoge wijze als in § 17, B is gedaan kan men ook 
hier met behulp van kontakttransformaties de funktie van HA
MIL'l'ON herleiden. Deze worden hier nog kort vermeld. In recht
hoekige koordinaten is H gegeven door verg. (31); dezelfde 
transformatie als in § 17 (form. 7, 8) gebruikt is, doet H over
gaan m: 

1) P. DEBYE, l.c. 
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IT=m c2 [-v l + ~;- (p 2 + P~/q2 )- ] J- _eE .. (3Fi) 
m2 c2 i i lj1 

De twre<le trrirn1formritie wordt 111 plaats van clc tloor (10) en 
(11) grgevene: 

0 w; 
, J); = , enz . .... . 

() 1. i 
. (3G) 

fJ, 

w;= [ clq1 V - P~/qî + 2m ( cq: +A )-+ cz 

+ P2 q2 + Ps q3 ...... (37) 

waar A een afkorting is voor: 

m e2 E2 m e4 E4 [ 4 3 J 
A :=- 2 py--- 8 c2- p~ p~ - p~ ... (37a) 

Hierdoor wordt de funktie van HAMILTON: 

m e2 EZ m e4 E4 [ 4 3 J 
K (P) = A = ~ 2P ~ - 8 c2 Pf~ - P! = ai (~4a) 

evenals boven. 
Beteekenis der ingevoerde hoekvariabelen: 
De baan ligt in een plat vlak; ze is een ellips met perihe

lium-beweging. 
03 - lengte van de klimmende knoop, gerekend vanaf de x-as. 

Ö:1 = 0: de knoopenlijn staat vast. De helling van het baan

vlak, welke gegeven is door: cos i = P:ijp
2

, is natuurlijk even
eens konstant. 

o; = lengte van het perihelium, gerekerid vanaf de klimmende 
knoop. Er is een perihelium-beweging ter grootte van: 

.. (38) 

01 = middelbare anomalie t.o.v. het momentane perihelium. 

C. Quantenformules. 

Y ergelijkt men het verkregen resultaat met dat van § 17, dan 
blijkt dat de beweging niet meer exakt periodiek is: de perio-
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den der r- en der q;-beweging zijn uit elkaar gehaald; echter 
z1Jn die der <p- en der ~')·.beweging onderling gel~jk gebleven. Er 
moeten nu twee quanten voorwaarden ingevoerd worden: 

P1 = n1 h /2 n ; P2 = n2 'l2 n . . . . . . . . (39) 

Daarbij is steeds: n1 ~ n2 > 0 1). 

De formule voor de energie wordt dus in eerste benade
ring: 

a=-
2 rr2 m e2 E2 

n; h2 [ 
4 

- --
3 n~ n~ 

3 J 2) 4 •• 
n, 

(40) 

Voor de banen van verschillende excentriciteit die b\j een
zelfcle waarde van n1 behooren Z\jn dus de waarden van de energie 
verschillend. M. a. W.: de waarde van n2 heeft invloed op 
rle ligging der spektraallijnen; de lijnen die volgens de for
mules van § 17 over elkaar zouden vallen Z\jn nu gesplitst. De 
hierdoor teweeggebrachte detailstruktuur is door SoMMERFET,n 
zeer nauwkeurig nagegaan 3); zijn resultatèn zijn experimenteel 
voor een groot deel bevestigd door het reeds meermalen ge
noemde werk van P ASCI-IEN 4). 

Uit de formules blijkt dat de grootte van de relativiteitskor
rektie stijgt met de vierde macht van de kernlading (dus met 
de vierde macht van het atoomnummer). Van zeer groot belang 
is ze· dientengevolge b~j de theorie der Röntgenstralen, waar 
het noodig is ook de volgende termen in de berekening op te 
nemen. 

Voor · de verdere uitwerking van de theorie der detailstruktuur 
en voor de theorie der Röntgenspektra wordt verwezen naar het 
werk van A. SoMMERFELD, An~. d. Phys. 51, p. 1 en 125, 1916. -
Het is aan SoMMERFELD gelukt vele bizonderheden van de Rönt- . 
genspektra te verklaren, en voor een aantal lijnen zeer goede 
formules af te leiden; er blijven evenwel ook verscheidene pun-

1) Vergelijk bl. 82, noot 5 ) ; P 1 en P 2 hebben hier bij , benarlering dezelfde 
beteekenis als in § 17. 

SoMMEIWELD schrtjft: n 2 = n ; n 1 = n + n'. 
2) Voor de korrektie-termen van hoogere ordr. zie: A. SrntMERFELn, Ann. d. 

Phys. 51, p. 54, vgl., 1916. 
3) A. ~o .,rnERl·'ELIJ, l.c. ]l. G2, vgl. 
%) F. 'PASUlll!:N, Ann. d. Phys. 50 , p. 901, 191G. 
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ten onopgehelderd, welke vermoedelijk samenhangen motr don 
invloed der omringende elektronen l ). 

Opmei·kingen. 
1) Met betrekking tot de z.g. ,,grenswaarde van het moment 

van hoeveelheid van beweging" p0 = e2/c zie men: 
M. PLANUK, Ann. d. Phys. 50, p. 401-404, 1916; 
A. SoMMERFELD, Ann. cl. Phys. ól , p . 49, 57, 1916; 

Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1916, p. 131. 
,, Door de onderzoekingen van So;wMERFELlJ schijnt mot 7,eker-

heid vastgesteld te zijn d11t de guantenformule voor het moment 
van hoeveelheid van beweging moet luiden: P2 = n2 h/2 rr en 
niet: P2 - p 0 = n2 h/2 n. 

2) Over de spiraalbanen van een elektron om een vaststaande 
kern zie men: 

G. H. DARWIN, Phil. Mag. 2ó, p. 201, 1913; 
A. SoMMERFELD, Ann. cl. Phys. ól. p. 49, 1916 2) 1:l). 
SmrMERFELD vermoedt dat deze banen in verband staan met 

het z.g. witte of veellijnen -spektrum van waterstof. Vergelijk 
hierover ook: K. GLITSCI-IER, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1916, 
p. 125. 

3) De bovenstaande theorie van SoMMERFELD berust op de 
onderstelling dat de hoeveelheid van beweging van het elektron 
zich gedraagt volgens de formules der relativiteitstheorie, of -
wat op hetzelfde neerkomt - volgens de door LoRTfäTZ gegeven 
formules voor de elektromagnetische hoeveelheid van beweging 
van een elektron dat bij de beweging van vorm verandert '1). 

Door GLrrscHEH ûjn de formules voor de detailstruktuur der 
spektrnallijnen ook berekend voor het geval dat de hoeveel
heid van beweging van het elektron voldoet aan de formules 

1) ;!,ie in verband hiermee het in § :fö geciteerde artikel van r. DEBH [ en dat 
vm1 L. V Eu,uw], waarin eenigszins gewtjzigde opvattingen omtrent het ontstaan 
der Rüntgenspektra ontwikkeld worden. 

2 ) Voor het .geval van een bewegende kern zie men de opmerkingen van 
~\.. St>Mit EttVELD in de Nifa. Ber. Bayr. Akad. 1916, p. Hl. 

3) De analoge bewegingen in de gravitatie-theorie ztj 11 onderzocht door J. DROSTE 
Diss. Leiden, bi. :!8. ' 

~) H. A. LoREN'l'Z, Versl. Akad. Arnst. l!lU4, l'· !)86. - Volgens de theorie 
van Prof. LoRENTZ is het elektron in rust bol vormig; beweegt het elektron zich 
dan is het een rotatie-ellipsoïde, afgeplat in de richting der beweging. 
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welke ABRAHAM heeft afgeleid voor een elektron van onveran
derlijken vorm 1) 2). 

De resultaten waartoe Grxr:,;cHER komt Z\jn de volgende: 
11,) detailstr1;,ktuv.r der spektraallijnen van Waterstof, Helium, enz. 
De voór de splitsing dezer lijnen waargenomen grootte wordt 

door de formules van de theorie van BoHR en SmrMERJ<'ELD slechts 
dan exakt weergegeven, indien de massa van het elektron ge
hoorzaamt aan de formules van LoRENTZ en EINSTEIN. Bij toe
passing van de formules van ABRAHA~I is een overeenstemming 
op geene wijze te verkrijgen 3). 

b) Röntgenspelctra, speciaal het z.g. L-doublet 4). 
Berekent men den z.g. L-term 5), in de onderstelling <lat het 

elektron zich gedraagt volgens <le formules van ABRAHAM, dan 
vindt men voor den noemer (1,892)2 in plaats van (2,000)2, welke 
laatste waarde gevonden wordt met (le formules van LoRJrnn
EINs'rr~, K. Indien de noemer echter niet het kwadraat van een 
geheel getal is zou de geheele theorie moeten vervallen en zou 
men niets meer kunnen besluiten 1i). 

Beide gedeelten van GLrrscHER's onderzoek spreken ten gunste 
van de formules van LoRH:N'rz-Ern:,;'mIN. 

Noot. 
Korrelctie 'Voor het meebewegen van de kern. 

, a) Volgens § 18, Noot (verg. 29) is de magnetische invloed van 
de kernbeweging ongeveer 4 m/M keer de relativ.-korrektie 7). 

b) Met verwaarloozing van de "magnetische termen'' wordt 
de ,funktie van HAMIL'l'ON voor het systeem elektron plus kern: 

H=mc 2 
[ V1 + ~(pt+Pt+P~)-1 ] + 

+Mc2 [ v 1 + M~c2 (p}+p}+p})-1] -

- Ee 1 (x- X) 2 + (y - Y)2 + (z - Z)2 I -•12 .•.. (41) 

1) K. GLLTSCHER, Inaug.-Dissert. München, 1917. 
2 ) M. ABRAnrn, G-ött. Nachr. 1902, p. 20; Ann. d. Phys. 10, p. 105, 1903. 
3) K. G-LITSCHER, J. c. p. 19. 
') Zie A. SomrnRFELn, Ann. d. Phys. 51, p. 125, vgl., 1916. 
5) A. SomrnRFELD, !. c. 
6) K. G-LITSCHER1 !. C. p. 30. 
7 ) Vergelijk ook A. SomIERFELD, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 467. 
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Na ontwikkeling tot op termen van de le orde in v2/c2 : 

H - 1 2 + 2 1 _ 2) + 1 ( 2 + 2 + 2) E 1 !-'/, - '2m (Px ·py-,pz 2-M px P>· Pz .- 'c 1.... -

1 [ 1 • + 2 L 2);1 + 1 ( 2 + 2 _J 2 2 J _L (41 ) -- 8 c2 n:iJl (pi; py T Pz " Jjf:i Px p 1· T 2) z) 1 • • • a 
, 

Pas hierop de kontakttransformatie toe gegeven door de formu
les (23) en (24) van § 18. In de funktie van HA~IIL'l'ON komen na 
de substitutie r 1/ Ç niet voor; de korrespondeerende hoeveelhe
den van beweging p'f p' '! p' 1; zijn dus konstant (integralen van 
de beweging van het zwaartepunt 1) ). 

Aangenomen vvordt dat het systeem als geheel in rust is: 
p'~; p'I'/, p'1; worden gelijk nul gesteld. Dan worden de substitutie-
formules: · 

JJx=p~; px=-p~; x-X=~, enz. 

zoodat <le funktie van HAMIL'ro~ overgaat in: 

_ 1 2 + 2 2 e E 1 M 3+m,:J 2 + 2 + 2 2+ 
H-9 (11- P,,+P·-)- - -..i ,j ~·[3 ·3 (p, P,, .P·-) ·· 

.;..,i ll .,, .. 1~ u c :.J 1r., m' .,, .. 

Vervangt men dit door: 

dan is de gemaakte font: 

1 3 M 2 
m + .... ( J~ + 2 + : )2 

8 r,2 M3 m,3 1 ~ PI'/ P, 

dus ongeveer gelijk aan '3 m/Jf keer de· relativiteitsterm. 

•) De beweging van het zwaartepunt is niet ee1iparig rechtlijnig: t, ~', -~, 
blijken uiet alleen van JJl p' '!, p' 1: af te hangen, maar ook van p~; IJ~' P:;. 



§ 20. SPLI'rSING DER SPEKTRAALLIJNEN DOOR 
EEN MAGNETISCH VELD (ZEEMAN-EFFEKT) 1). 

Aangenomen wordt dat de kern van het atoom vast staat, en 
, dat de relativistische termen verwaarloosd mogen worden 3). De 
krachtlijnen van het magnetische veld M zijn parallel de z-as ge
richt. Het veld kan beschreven worden met den vektorpotentiaal : 

ax=- 1!2My; ay=+1!2 M x; as=O ..... (43) 

De LAGRANGE-funktie wordt dus: 

m · · · e E eM · · 
L= 2 (x2+y 2+z 2)+ r -

2
---;;(xy-yx) ...... (44) 

de funktie van HAMIL'l'ON: 

waar: 

H - 1 ( '+ i+ 2 el!,'+· ( + - 2 m Px PY Pz) - 7. ï X PY - Y Px) 

my2 + - 2- (x2 + y2) ............. (45) 

eM 
1 =2mc · 

I. Indien men den term met 12 verwaarloost 3), en door middel 
van dezelfde transformaties als in § 17, B gebruikt zijn, de ele
menten van DELAUNAY voor de momentane elliptiscl1e baan 111-

voert, gaat H over in: 

1) P. DEBYE, Gött. Nachr. 1916, p. 142; Phys. Zeitschr. 17, p. 507, 1916. 
A. SOMMERrnLD, P:\lys. Zeitschr. 17, p. 4m, 1916. 

2) Voor de berekening met inachtname der relativistische termen zie: § 23, ll. 
3) Schatting van de orde van grootte der termen van verg. (45) voor M = 

50000 Gauss: p 2 /2 m = m v1 /2 = ca. 10-11; e E/r = ca.10-11; y (xpy - y Px) = 
ca. 10-16; m r' (.v2 + .Y2 ) / 2 = ca. 10-20. Hierbij is de straal v/d baan gel\jk ca. 

1 A . E . genomen, wat slechts geldt voor lage rangnummern. Zie venler [ 1. 
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K hangt af van twee der intensiteitskonstanten: P1 en Pa . Öa = 

= wa = è) ~îl Pa= y geeft het vooruitloopen der knoopenlijn 1). 

Het magnetisch veld heeft de periode der cp-beweging veranderd: 
deze verschilt nu van de ( onderling gelijke) perioden der r- en 
der i't-beweging. 

P1 en Pa moeten beide gequantiseerd worden: 

P - h; 
1 -n1 /2 n Px =ns hh n .......... (47) 

Splitsing clei· spelctraallijnen. 
De energie der quanten bewegingen is gegeven door: 

" .., ') E2 
cc=- :c. rr~m_e-~- + 1 

2 h? 
2
· - n3 h . . . . . . . .. ( 48) 

n, - n 

zoodat de SJJektraalformule wordt: 

v _ ( E )2 1 _ 1 _ _ 1 J 
- R e l (n"1? (n'1)2 ! + 

ï 
~ 7T 

(n'3 - n"s) . .. (49) 

De eerste term geeft de gewone lijnen van de in § 17 vermelde 
reeksen ; de tweede term geeft bij elke lijn hiervan een reeks 
begeleiders, die op onderling gelijke afstanden : 

ï eM 
(~v) norm. = 2 n = 4 nm c (50) 

staan. De twee binnenste vormen met de hoofdlijn het z.g. nor
male triplet: de hier voor den afstand gevonden waarde is dezelfde 
als door LoREN1'Z is afgeleid uit de elektronentheorie 2 ). - Vall 
meerdere equidistante lijnen (wier aantal zon moeten toenemen 
met het rangnummer v~n de lijn in de reeks 3)) is eehter nooit 
iets waargenomen, - aan den andoren kant geven de formules 
niets omtrent het anomale ~1,;1~71[AN-cffckt, zooals dat b.v. bij llc 
BAL\LBR-lijnen van waterstof optreedt 4). 

' ) De helling van het baanvlak is konstant. 
2 ) H. A. LoRrnn, Theory of Electrons, p. 101. - Het is merkwaardig dat 

in de formules (49) en (50) !, juist weggevallen is. 
3 ) Volgens form. (13) § 17 is ste,eds P3 :S;;;P,, en dus n3 :S;;;n,. , 
4 ) Bij de lijnen U,,, HrJ, Hy van waterstof is waargenomen: splitsing in 

triplets, grooter dan het normale triplet, met anomale intensiteitsverdeeling en 
polarisatie-toestand. Bij groote veldsterkten krijgt men het 110rmale triplet (PA· 
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Polarisatie-toestand der lijnen. 
Volgens hetgeen in § 16, bl. 76, meegedeeld is, wordt de vol

gende regel aangenomen: 
a) is ln'3 - n"3 i even, dan zijn de trillingen van het licht pa

rallel aan de z-as (dus parallel aan de magnetische krachtl~jnen); 
b) is 1n 1

3 -·n" 3
1
1 

oneven, dan zijn de trillingen cirkulair; de 
cirkels staan loodrecht op de z-as. 

Lichtstralen die in de richting der positieve z-as worden 
uitgezonden ( dus in de + richting der magnetische kracht) zijn 
rechts cirkulair gepolariseerd als n 1

3 - n"s negatief is; links cir
kulair in het tegenovergestelde geval (Zie fig. 5). 

Voor de binnenste drie lijnen is dit in overeenstemming met 
de klassieke theorie. ' 

--~--. .... H 
' 

' ' ' ' ' ' ' ' 

LW i ~~ ~ 
JI -D, I' 

(n":i >n' 3 ) 

l'+..1,, 

(n'' 3 < n' 3) 

Fig. 5. Splitsing van een spektraallijn door 
een magnetisch veld. Normaal triplet. 

De pijltjes geven de richting· der lichttrillin
gen aan. - H = richting der magnetische 
krachtlijnen. 

De spiiktraallijn met de grootste frequentie 
(in de figuur: 'rechts ) is links cirkulair 
gepolariseerd. 

II. Men kan zich afvragen of eén betere overeenstemming 
te bereiken is, indien men den term met 12 niet verwaarloost 1). 
Het blijkt dat in dit geval de quantenformules wel eenigszins 

SCHEN-BACK-effekt). Vergelijk: H. M. KONEN, Das Leuchten der Gase und Dämpfe 
(Braunschweig 1913), p. 288 lhier is ook verdere literatuur opgegeven); en 
TH. v. Louu1zEN, Arch. Musée Teyler (III ) 2, p. 165, 1914. 

t) Vergelijk A. SoMMERFELD, Phys. Zeitschr. 17, p. 503, 1916. 
1 
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gew~jzigd worden, doch dat de invloed op het eindresultaat 
(te1!-minste voor bijna cirkel vormige banen). gering is. 

De formules die hierop betrekking hebben zullen in het kort 
vermeld worden. 

De transformatie (7)-(8), bl. 80, doet de funktie van HAllIIL'ro:K 
overgaan in: 

. (51) 

Na invoering der elementen van DELAUNAY (form. (10)-(11), 
§ 17) wordt dit: 

... (52) 

De behand eling van deze H .urrL'J'o"' 'seho funktio vertoont in 
zooverre eon moeilijkheid doordat in <len hoofrlterm van H 
de intensiteitskonstante P2 niet voorkomt, zoodat de middelbare 
beweging van 02 in eerste benadering 1rnl is 1). Men moet nu 
de volgende substitutie uitvoeren ~): 

V 2 (P1 - P2) cos 02 = ~ 1 

-V2(Pi - P--;) sin 02 = 17 1 · · (
53

) 
P1 = tti1 01 + 02 = W1 

Ps.= w3 Os= Ws 

De nieuwe variabelen: w1 , ~, w3 , w1 , ''l, w3 zijn kanonisch. 
De fnnktie van HAMILTON wordt dientengevolge: 

_ m e
2 E 2 

_ m / 1 ~ [ , _ 1 cos I J H - - 2 , 2 + 1 W3 + - 9- ~ Bh (w1 w 3 ~ 1;) . j h Wi .. (54) 
(t)l ~ h 8111 

De koefficienten B1i kunnen ontwikkeld worden naar opklim
mende machten van ~ en 17 3). - Men overtuigt zich gemakke
lijk dat om de energie tot op termen van de orde van 12 te be-

1
) Cf. H. PorNCARrl, Mécaniq ue Celeste II, p. 133. Y erg. ook de opmerkingen 

iu § 13 over de behandeling van ingewikkelde systemen als storingsprobleem 
van een eenvoudig systeem. 

2 ) Verg. H. PorncAP.É, l.c. I, p. 30; II, p. 57. 
3

) Verg. H. PotNCARÉ, Mécanique Céleste I, p. 30; C. L. CHARLJER, Die, 
Mechanik des Himmels ( p. 295. 
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rekenen, het voldoende is aeht te geven op den term van <le reeks 
welke onafhankelijk is · van de "snelle variabele" 101 . Voor dozen 
term wordt gevonden: 

m 72 B = 72 ~,~ [1 + ~~ + g2 : + 1 2 5 w~_--:--wî + . ·] (55) 
2 ° 4me~E 2 wî w 1 

7 
w~ 

waar de ontwikkeling afgebroken is bij termen van den tweeden 
graad in ~ en 17 1). Stelt men nu tenslotte: 

~ = v 2 (ti2 / w cos w 2 I 4 w î 
, / --

1
. waar: w 2 = 

5
--- 2) •.•..•• (56) ,; = - v 2 ó)2 w sin w 2 . w; -w i 

dan wordt de energie-formule: 

... J . (57) 

Nu zijn w1, w 2, w3 .de drie hoekvariabelen; w 1, w2, w3 de inten
siteitskonstanten, die gequantiseerd moeten worden. Berekent men 
de orde van grootte der drie termen van a, dan wordt gevonden: 

eerste tetm = ca. 10- 11/n~ erg; 
tweede term = ca. 10- 16 • ns erg; 
derde term = ca. 10- 21 . nf erg. 

De derde term heeft dus een zeer geringen invloed op de eerste 
lijnen der BA LMER-reeks, waar n 1 klein is; voor grootere waar
den, b.v. n 1 = 12 komt deze term echter in aanmerking 3) 4). 

1) Deze ontwikkeling geldt dus slechts voor kleine waarden van p 1. - P 2 , d·. w. z. 
pi 

vuur bmien van kleine excentriciteit (t:2 = (i2 + 112) /ó, 1 ). - (Dan moet uuk zjju: 

ói2<<w1 )· 
2 ) Aangenomen wordt dat 5,;;:12_;;, 1

1 >0 i~ (helling van hetbatinvlakklei
ner dan ca. 63°). lk heb niet nagegaan hoe lle invloed wordt bij grootere hel
lingen. 

:1) K. H.1, ttZFt:1.n komt in zijn theorie van het Zt:EMAN-effekt b\j het 11toom
model van Bo,rn (zie opm. 3 benetlen ) voor cirkelvormige banen tot bijna hctzelf(Je 
resultaat (er is slechts een verschil van een getallenfaktor :l of 4). Daar bij 
liimZl<'ELD de ligging van de baan in de ruimte niet bepaald is, krijgt hij een 
verbreeding der ltjnen; dit treedt volgens bovenstaande theorie niet op: hier 
is Je ligging van de b,ian vastgelegd lloor: 

bij nagenoeg cirkelvormige banen (bij niet cirkelvormige Lanen komt ook "'i in 
de formule voor ). 

' ) Indien men zich beperkt tot banen in een plat vlak, loodrecht op de mag-

• 
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I 
111. Opmerking over den invloed van het magnetisch veld op de 

beweging van een anisotroop gebonden ~lekt1·on. 
Aangenomen wordt dat een elektron zich beweegt in een 

anisotroop krachtveld (b.v. het veld van een willekeurig asym
metrisch molekuul, dat niet roteert); dan luidt de funktie van 
HAMILTON in poolkoordinaten uitgedrukt (de z-as van het systeem 
is in de richting van het magnetisch veld gedacht): 

H =lm ( p;. + Pt/1·2 + P!lr2 sin 2 
~'} ) + V(r, ü, q:) + 1 pq, = .. (59) 

=Bo+ 1 pq, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (59a) 

Ondersteld wordt dat van het door Ho gekarakteriseerde 
probleem (magnetisch veld afwezig) een oplossing bekend is, on 
<lat voor deze oplossing de koordinaten en momenten uitgedrukt 
kunnen worden met behulp van drie hoekvariabelen Q1 Q2 Q8 en 
de korrespondeerende intensiteitskonstanten P1 P2 P3 • Verder 
wórdt nog ondersteld dat tusschen de middelbare bewegingen 
rler drie hoek variabelen geen rationale betrekkingen bestaan. 

In hot bizornler zij de uitdrukking voor p,1 : 

p,,, = </Jo (P1 P2 P3) + 
+ °;'.[ . \ COS/ J 

+ ~ ,1,in1 m 2 ,,,, 1 (P1 PJ P3) ! sin\ (m,1 C21 +m2 Q2 +m3 Q8) 1) (60) 

Om nu oplossingen .voor de door het magnetisch veld ge
stoonle beweging te vinden, substitueert men de uitdrukki~gen 
voor: r o· q,, p" pu p,p in (59a), waardoor deze overgaat in: 

H =--= K (P) = «o (P 1 P2 P3) + 1 </Jo (P1 P2 Pa)+ 

+ 1 L* [r[Jm, m2 ,_n3 ! ~~~ 1 (-) J · · · (61) 

netische krachtlijnen, kan het probleem iets eenvoudiger behandeld worden; in 
poolkoordinaten geschreven is in dit geval. de funktie van HAMILTON: 

( 2) J 2 Pq, e E m y 2 " 
H = -2 JJr + 2 - + y jl + 2 r2 ...• (,JS) m ,. r q, 

Hierin zijn de variabelen te separeeren; zoodat men de faze-iutegralen kat1 be
rekenen. 

1
) Met L * is bedoeld: sommatie over alle waarden der m's, met uitzonde

ring van den term waarin alle drie m's ge1ij1ctijdig nul zijn. 
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Deze funktie van ILDULTOX kan behandel<l worden volgens 
cle methode van DELAUNAY 1 ); met beperking tot op terme11 van 
,le eerste orde in i' vindt men voor de oplossing: 

1\ = P; + i' L* [1,11, 1112 ?113 

Q; = o; + i' L,.. [,îm, ,,,, ?1!3 

(G2) 

Hierin zijn 01 O:i 0:1 11ieuwe hoekvariabelen, en P1 P:i P:i ch' er 
h\j ltehoorenclo kanonisc·lw mornentC'n 2). \' oor rle 0nergie wordt 
gevo11cl011 : 

a = K (') = ao (P, P2 Pa)+ 1 <I>o (P1 P2 P~) ... (63) 

of als funktie der drie quantengetallen geschreven: 

a = a0 (n1 n2 na)+ 1 <fJo (n1 n2 na) 

Hieruit volgt voor cle spektraalformule: 

.... (63a) 

v= ~o (n11 n'2n's)-a~(n"..!. n"2n"32 + 
1 

<l>o (n1
1 n

1
2 n's) - <I>o (n"1 n"2 n"3) = 

h h 

= 110 + ~ (<1>'0 - <1>"0) . . ........... (64) 

Diskussie van jormnle (64). 
Uit formule (64) zou men besluiten dat elke spektraall~jn door 

het mag 1wfo:ch veld verschoven worclt over een bedrag: 

6 ,. =- ~ (<111
0 - </1"n) ........... (64a) 

Dit beclrag ifi dus aflulllkel\jk v;in de gemiddelde waarde <l>o 

van het moment van hoeveelheid van beweging pq, in fle heicle 
bewegingstoestanden 3). 

:S-u is e('hter duidelijk clat indien men alle bewegingen in het 
ongestoorde probleem omkeert, de waarde van de energie ao de
zelfde bl~jft, tPnrijl daarentegC'n het teeken van het moment 

') Zie b.v. K 'l'. 1V1111"rAKEH, Analytica! Dynamics \Cambr. 1917) p. 420. 
2) In het gestoorde probleem zijn P, P2 P3 konstanten, en zijn 0 1 0 2 0 3 line· 

aire funk ties van t. - P I P 1 P 3 moeten geq uantiseerd worden. 
3) Indien cle gemiddelde waarde van het moment van hoeveelheid van bewe

ging nul is, geeft het magn. veld in eerste benadering geen verschuiving. Dit 
is b.v. het geval bij de beweging in een anisotroop quasi-elastisch kraclitvel!l. 
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van hoeveelheid van beweging omkeert. ln het gestoorde pro
bleem zal voor deze bewegingen de energie (volgens formule 63 
en 63a) in tegengestelden zin veranderen. In het algemeen z.al 
<lus elke oorspronkelijke term van de spektraalformules twee 
termen opleveren. Elke spektraall\in kan rlns in het algemee11 
in een quaclruplet gesplitst worden. 

Deze splitsing moot het meest algemeone geval zijn. (Om split
sing in meerdere komponenten te krijgen, z.ouden er verschil
lende quantenbewegingen moeten bestaan, waarvoor ao dez.elfde 
waarde heeft, tloch <IJo verschillende waarden 1 ). Voor 1 = 0 
geven deze bewegingen aanleiding tot emissie van , dezelfde 
spektraallijn 110 , doch b\i aanwezigheid van een magnetisch veld 
worden ze uiteengehaald.) 

IV. De invloed van de beweging van de kern van het atoom 
op de splitsing der spektraallijnen heb ik niet nagegaan. 

(Daar E/M voor de kern een geheel andere waarde heeft dan 
ef m voor het elektron, ondergaat de beweging van de kern een 
andere beïnvloeding door het magnetisch veld dan die van het 
elektron). 

Verdere opmerkingen. 
1) (Tit het bovenstaande blijkt dat de invloed van een mag

netisch vol<l op do emissie van de spektraall~jnen door de for
mules (ler qnantenlh0orie sle('hts onvolkomen wordt verklaard. 
Omtrent het P.\s<·H1~x-B.\<'K-offokt geven de formules niets 2). 

[2) Over den invloc<l van eon magnótisch veld op atomen met 
meerdere elektronen yergelijke men § ~8'\ 3.J 

3) Vóór Di.;BYJ~ en SomrnRFJDLll waren reeds door Bo1rn en 
door II1~RZJ?JU,n theorieën over h0t i1~1,:,rAN-effekt ontwikkeld 3). 

1 ) Dit was inderdaad het geval in het boven onder I behandelde probleem. 
2 ) Ook van de asymmetrie, welke in sommige gevallen bij het Z1mMAN-effekt 

schtjnt op te treden (verg. een opmerking bij H. M. KoNi,;!'I, Das Leuchten der 
Gase und Dämpfe, BRAUNSCHWE!G 1913, bi. 285) blijkt niets uit de afgeleide 
formules. 

3) N. Bomi, Phil. Mag. 27, p. 506, 1914. 
K. RERZl'ELU, Phys. Zeitschr. 15 , p. 193, 1914. 
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BoHR neemt aan dat bij aanwezigheid van een magn. velcl 
de gewone emissie-formule vervangen moet worden door: 

))= 
a'-a' ' i' 

h ±27T· 

Volgens deze formule zou steeds het normale triplet moeten 
optreden. 

IIERZFELD maakt van verschillende onderstellingen gebruik, 
en berekent het effekt zoowel voor het model van B01-rn als voor 
dat van J. J. TH01ISON en van F. HASENÖITRL 1). 

4) Over den invloed van de relativistische termen op het 
ZEJürAN-eff ekt zie men § 23, II. 

5) Over den invloed van een inwe11dig magnetisc·h veld op <le 
beweging der elektronen zie men: hoofdstuk IV, § 28 (bl. l;'"i~)) 2). 

G) Het invene ZmfäA}l·effekt. 
Op grond van de hypothese omtrent de absorptie. van lid1t 

(zie bl. 35), zal het z.g. ,,invèrso ZmmAN-effekt" (do invloed van 
con magnetisch veld op" een absorbtio-spektrum) geheel moeten 
overeenstemmen met den invloed op het emissie-spektrum, dus 
met het direkte ZEE,fAN-effekt. (Het is mogel~jk dat de kwestie 
van den polarisatie-toestand der lijnen hierbij nog een bizonder 
onderzoek verlangt.) 

7) Men vergelijke ook Noot II bij § 37 over den invloed van 
het aanzetten van het veld op de beweging der elektronen. 

1) F. liASENÖ11R1., Phys. Zeitschr. 12, p. 931, 1911. 
1) Deze invloed is ter sprake gebracht door H. G. STANLEY ÀJ.J.l':N (Phil. 

Mag. 29, p. 40, }40, 1915), welke aannam dat de kern van het atoom een mag
netisch moment zou , bezitten, en door À. SolIMERFELD (Sitz. Ber. Bayr. Akad. 
1916, p. 166) btj een onderzoek over het effekt van een elektronenring dicht om 
de kern op de beweging van een meer naar buiten gelegen elektron. 

, \ 

§ 21. I VLOED VAN EEN ELEKTRISCH VELD 

OP DE SPEKT~AALLIJNEN ('I'HEORIE Y AN HE'r 

STARK-EFFEKT) 1). 

Over de splitsing der spektraallijnen door een elektrisch veld 
zullen hier slechts enkele opmerkingen gemaakt worden; voor 
<le nadere uitwerking wordt verwezen naar de oorspronkelijke 
artikelen van EPSTEIN en ScHw ARZS<'HILD. 

De behandeling van het probleem wordt het eenvoudigste als 
men het volgende (parabolische) koordinatenstelsel invoert: als 
as van het systeem · (z-as) dient de richting van het elektri
sche veld E; door deze as brengt men meridiaanvlakken, wier 
azimuth bepaald is door een hoek <r. In deze meridiaanvlakken 
wordt cle ligging van oen punt beschreven met de koordinaten 
~ en 17, welke met de cilinclerkoorclinatcn z en r.; verbomlen zijn 
door de vergelijking: 

1 v - . 
2 (~ + 11 -1) 2 = z + e V -1 

Voor cle funktie van HAMILTON, uitgedrukt in deze koordina
ten, wordt gevonden : 

J-[ = 2 m (~; + 1/l) [ p~2+p} + p.,,2 (~-2 + 1;-2)-

- 4 m e E - m e E W - 1;4) J . . . . . . . . . (GG) 

Hierin zijn clc variabelen to separeeren, zoodat men de faze
integralen kan berekenen. EPS1'ETX komt tenslotte voor <le e1wrgie 
tot de formule: 

1
) Een voorloopige theorie . is gegeven door N. Bo11R, Phil. Mag. 27, p. :iOG, 

1914. Volledig uitgewerkt is het probleem door P. R. EPS'l'l(fN, Ann. 11. Phys. 
50, p. 489, 191G (zie ook Ann. d. Phys. 51, p. 183, 1916) en door K. R,·11w.1Rz
st•1111.11, Sitz. Ber. Herl. Akad. l!llG, p. :,:,G.-1\Jen ver"elijke ookeenopmerkino
van E. IYARBURu, Yerh. Deutsch. Phys. (fes. 15, p. 12ii9,· l!J13. 

0 

8 
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waar: 

2 n P 1 = J p~ d ~ = ?;1 h, enz . 

-<->-

Uit de uitdrukking voor de energie komt men op de gewone 
manier onmiddellijk tot de spektraalformule 2). 

Y oor de diskussie der formule en de vergelijking met <le waar
nemingen van STARK wordt verwezen naar het artikel van EP
R'.rEIN . Hier zij slechts het volgende vermeld: 

a) De theoretisch afgeleide splitsing der eerste 4 lijnen van 
(le BAL?lflfä-reeks van waterstof bl~jkt bizonder goed met cle expe
rimentrel gevondene overeen te komen; ook de quantitatieve 

overeenstemming is zeer goed. 
b) Om alle waargenomen lijnen te kunnen verklaren, moet 

men aannemen: 
1) dat in sommige gevallen het derde quantengetal (n3) bij het 

overspringen van de eene baan in de andere met -1 toeneemt; 
2) <lat er z.g. ,,Penclelbahnen" voorkomen, waarbij het ele~tr~n 

langs <le z-as reehtlijnig heen en weer schommelt, en onem(hg 

dicht hij <le kern komt 3). .. 
De lijnen waarbij deze overgangen of deze banen optreden z1Jn 

evenwel zeer zwak . 
c) Polarisatie-regel. (Vergelijk § 16, bl. 76.) . 
Indien bij het overspringen van de eene baan m de . ande~·e 

n
3 

met een even bedrag verandert, zijn de uitgezonden hchttnl
lingen parallel aan de richting van het elekt_ri~che :vel~; veran
(lert n

3 
met een oneven beJrag, dan is de tnllmgsnchtmg lood

recht op de elektrische kraehtlijnen. 

1 

Opmerking. 
Indien men het probleem van het S'rARK-effekt laat ontaarden 

cloor cle intensiteit van het elektrische veld tot nul te lal.en af-

1) Zie P. S. Ers1·E1N, Ann. u. l'hys. 50 , p. 508 ... - Ontwikkelt men tot _op. 
hoo"ere machten van E, uan komt ook P:: afzonclerl\)k voor, zoouat men hie1 

niet" met een geval van ontrrarcling te cloen hePft \rf. EPsTEtN, Ann. d. Phy8. 

51, p. 18:3/184, 191G) . 
2) Zie (!;pS'l'E!N, Ann. tl. l'hys. bO, p. 5ml, 1916. 
3) \'ergelük noot 5) ·op bl. 82. 
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nemen, terwijl men voor de quantenvoorwaarden denzelfden 
vorm behoudt, dan blijken de hier ingevoerde intensiteits 
konstanten P 1, P 2, P3 niet in de in § 17, .A voor de elliptische 
beweging ingevoerde grootheden over te gaan . Slechts is de som 
dezer drie grootheden in heide gevallen dezelfde, terwijl boven 
dien de P 3 's met elkaar overeenstemmen, zoo men in beide 
gevallen dezelfde richting tot z-as gekozen heeft. 1) 

Deze kwestie hangt samen met de volgende: 
Men kan het S'rARK-effekt opvatten als een storing van de 

gewone KEPLER-beweging. Drukt men de funktie van HAMILTOK 
uit in de elementen van DEI,AUNA Y (§ 17, B), dan heeft ze 
den vorm: 

rrie'2 E 2 EP 2 v ---- [3 v [{ = - -2 PV-+ m E 1- P;/P; 2 1- P;/P~ sin 02 + 

+ +-* B,. (P1 P2 Ps) sin (02 + k 01) J ... · ... (68) 

In den hoof<lterm komt P2 niet voor, zoodat de middelbare 
beweging van 02 in eerste benadering nul is (hetzelfde geldt 
voor O:i, cloeh tleze variabele komt niet voor in de storingstermen). 
Men heeft hier (lns dezelfde moeilijkheid als in § 20, IJ. Voor 
hanen van kleine rxc-entriciteit en kleine he lling kan men hei 

. prob leem behandelen door de transformatie van PorncARf<: uit 
te voeren 2) : 

co1 = P1 ; ;1=V2( P1- P2)cos( 02+ 0s); ~2= V2( P2- P3 )cos 0s) 
W1 = 01 + 02 + Os; 111= V2( P1- P2) sin( 02+ 0s); 112= V2(P 2 - P3)sin O:d (G

9
) 

waardoor ll overgaat in: (de ontwikkeling is afgebroken bij 
termen van den tweeden graad in ~1 1;1 ~2 172) : 

m e2 E2 E w1 [3 
IT= - 2 - 2 - - E 2 (~, 17~-;2 1/1) + ... 

w
1 

?n , 

+ ""' ij, c ( - t t ) 1 cos l 7.. J . ~ k w, ,, l 1/1 ':d 1/2 / . 
1 

" W1 ..••.... (70) 
k ffin 

Om (le energie tot op termen van de eerste orde in E te be
palen behoefl men slechts rekening te homlcn met (len term 

van tleze reeks welke w1 niet bevat: - .! wl, . ~ (~1 11~-~ 2 111) + ... 

t) Yergel\jk ook s 13, bi. 53. 
2) H. PulN(]\Ri::, Mecanique Uéleste I, p. 30; II, p. 57. 
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Door de substitutie 1): 

~1 = + i/ W2 COS W2 + V W3 COS W3 j 
171 = - Vo:;2 sin w2 - Vws sin w3( ("'1) . . . . . . ' 
~2 = - V w2 sin W2 + V w3 sin w3 \ 

1}2 = - V W2 COS W2 + V w3 COS W 3 ) 

kan men nieuwe hoekvariabelen w2 w3 en de korrespondeerende 
intensiteitskonstanten w2 wa invoeren; hierdoor gaat ll over in: 

H- m e2 E2 + ~ mE wE11-(w2-w3) + ..... (72) 
- -- 2 ltii 2 " 

Quantiseert men de intensiteitskonstanten w1, w2, w3, dan levert 
,loze formule hetzelfde resultaat itls die van EPSTErN. Ze is echter 
slechts voor banen van geringe excentriciteit en helling afge
leid, en mist dus het algemeenc karakter van de formule van 

EPS'l'EIX. 

') H. Po1NCARt ; , Mécanique Céleste lI, p. 42. 

§ 22. OPMERKING OVER IIET SPEKTRUM 
VAN ROTEERENDE MOLEKULEN 1). 

Indien een elektron zich beweegt in het veld van een wille
keurig asymmetrisch molekuul dat om een vaste as roteert, 
heeft de rotatie van het molekuul op de spcktraallijnen een in-· 
vloed welke eenigszins te vergelijken is met die van een mag
netisch veld. 

De formules voor dit probleem zullen hier in 't kort weerge
geven worden. 

Ingevoerd worden poolkoordinaten; de as van het systeem valt 
samen met de rotatie-as van het molekuul. De koordinatcn van 
het elektron zijn: 1·, V-, q;1 ; de stand van het molekuul is bepaald 
door q2 • De potentieele energie V van het systeem is een funktio 

· van r, 0- en cp1 -g,2 2 ). Stelt men: 

1p = CJ!1 -cp2 ; z = tJ·2 

dan wordt voor de funktie van II,DlIL'l'OX gevonden: 

H = - 1- ( J2 p~ ., ~~·, ) iPx - p,,,)
2 

V r {) ti . 
2 m l r + r.!. + r~ sm~ IJ + ~ A + ( ' ' I ) . (73) 

Het totale moment van hoeveelheid van beweging van het systeen1, 
Px, is een konstaute. 

Indien Px = ü 1s, wordt Lle beweging van het elektron be
paald door: 

2 2 ~ 

Ho= )l (p<J + P
2
& + ,.. ~w ,, ) + 

2
P,,,i + V (r, D, •/') .... (73a) 

~ rn I r r~ sin~ D .1 

Ondersteld wordt dat men voor het door Ho ·gekarakteriseerde 
(het niet door de rotatie "gestoorde") probleem een oplossing 
kan vinden, en dat de koordinaten en momenten uitgedrukt 
kunnen worden als funkties van 3 hoekvariabelen Q1 Q2 Q3 en 
de korrespondeerende kanonische momenten· J\ P2 P 3 • 

') Vergelijk: J. M. Bu1wERs, Vers!. Akad. Amsterdam XXVI, p. 115, 1917. 
2 ) In V moet q 1-'f 1 noodzakelijk voorkomen, daar anders de rotatie van het 

molekuul geen invloed kan hebben op de beweging van het elektron. 



118 PROBLE)IEN Drn BETREKKING IIEBBEN 

\T erder wordt nog aangenomen dat tusschen <le middelbare 
bewegingen der drie Q's geen lineaire betrekkingen bestaan. 

Het "gestoorde.'' probleem, bepaald door de funktie (73), kan 
dan op dezelfde wijze behandeld worden a1s in § 20, III gedaan 
is; men komt tenslotte voor de energie tot cle formule: 

a = K (P) = ao (P1 P2 P3) - ~4 1l ·u (P1 P2 P3) + :1 + .. (74) 

'Vii is de gemiddelde waarde van het moment van hoeveelheid 

I 
van beweging ]JIJ! van het elektron. - De vierde intensiteitskon
stante P4 (= Px) is het totale moment van het gehecle systeem 1). 

Als funktie der quantengetallen geschreven wordt de energie
formule: 

_ •Po (n1 n2 n3 ) 2 h2 

a-ao(n1n2n~)-n 1 h 2 nA - +n 1 s;'.l.A . ... (74a) 

Hieruit volgt voor de spektraalformule: 
, ,, , 11,, , " 11," / 

_ a o--u u n -1 o - n 4 o + ( ,2 "t) i ("'5) 
JJ - -- h- - -- 2 n A -- n 4 -n 4 8 n'.l A · · · · 1 

Po - enz. ... (75a) 

Voor de diskussie dezer formule wordt naar hei boven aan
gehaalde artikel verwezen. Hier worden sleehis de volgende 
punten vermeld: 

1) Is n'1 = n" 1 = U, dan is de uitgezonden frequentie: 

lf=1•u .... (7öa) 

2) Is n' 1 = n".1 ~ 0, clan vindt men: 
•1•'0 - ,Ji'"o 

9 
............ (7lib) 

~nA 

De oorspronkelijke lijn Po wordt dus naar weerszijden begeleid 
door e(]uidistante satellieten.' Dergol\jkc systemen zijn waargeno-
1:hen in de absorbtiebanden van sommige gassen, b.v. waterdamp '.l). 

3) Is n\ ~ n"4 , zoodat men de algemeene formule (75a) houdt, 

1) Vergel\jk bi. 60, opmerking l [ en bl. 71 J. 
2) Zie o.m. EvA voN l3A1rn, Verh. Deutsch. Phys. <les. 15, p. 780, 1150, 1913; 

H. Ru1mNs & G. HETTNER, Sitz. Rer. Berl. Akad. p. Hi7, rn16. 
Voor de struktuur dezer absorbtiebanden is het eerst door N. Brn1t1wl1 een 

theorie opgesteld (Nernst-Festschrift, p. 93, 1912); BJERRUM nam hierbij aan dat 
het molekuul een trillende resonator droeg, welke het licht uitzond. - Zie in 
verband hiermee het geciteerde artikel van BuRGERS. [Vergelijk ook beneden 
opmerking 4.. J 
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dan blijkt elke lijn v0 een tweevoudig oneindig stel satellieten 
te bezitten, waarvan do afstanden gegeven zijn door een kwa
dratische formule. Deze formule stemt in vorm overeen met die 
welke door DESLANDRES en anderen voor de bandenspektm 
opgesteld zijn 1). Een dergelijke formule is het eerst door Scnw ARZ
:::;cmLD uit de quantentheorie afgeleid 2); deze heeft er ook op 
gewezen dat indien men uit de koefficient van (n'!-n";) het 
traagheidsmoment A van het molekuul berekent, de gevonden 
waarden van de goede orde van grootte zijn. 

Opmerkingen. 
1) Het zou zeer wenschelijk zijn dat het prohloem van den 

invloed dor rotatie van oen molokuul algomeenor behandeld 
werd door rekening te houden met de preeessiebeweging van 
het molekuul. 

2) Het is niet onmogelijk dat een onderzoek over den gclijk
tijdigen invloed van de rotatie van het molekuul en van een 
uitwendig magnetisch veld iets zou kunnen leeren over hei 
ZEEMAN-effekt in handenspektra, vooral indien men de rotaties 
niet beperkt tot die om een vaste as. 

3) De "edele" gassen (He, Ar, Ne, Kr, Xe) hehben ger:n han
denspektra (cf. H. M. KONEN, Das Leuchien der Gase und 
Dämpfe). Deze gassen zijn steeds eenatomig, en komen nooit i11 
verbindingen voor, zooclai men hier geen asymmetrische mole
kulen kan krijgen. 

[ 4) Boven is opgemerkt en in hot goeitcerde artikel iu lle 
.V orsl. Akacl. Arnst. is cliL nader uiteengezet, daL de afgoleiclo for
mule o.a. zou kunnen dienen ter verklaring van de strukiuur 
der absorhtiebanden hij verschillende gassen in het ultraroocl 
waargenomen. Bij nader inzien schijnt mij evenwel een groot 
bezwaar hiertegen te bestaan : daar de spektraallijnen het resul
taat zijn van het overspringen van een elektron uit de eene 
baan in een andere, zullen de frequenties v0 in het algemeen 

1) Zie b.v. H. M. KoNEN1 Das Leuchten der Gase und Dämpfe, Braunschweig 
1913, p. 214. 

2) K. ScuwARzsc11 c1.1J, Sitz. Ber. Bed. Akad. p. 5G6, 1916. 
SC'HWARZSUIIILD neemt echter aan dat de rotatie van het molekuul geen invloed 

op de beweging van het elektron uitoefent, wat in het bovenstaande een noocl
zakelijke onderstelling was. In de formule van ScaWARZSCHILD ontbreken daar
door de termen lineair in n' 4 en n" ~. 
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liggen in het zichtbare en ultraviolette spektrum, of in het ultra
rood van kleine golflengte. Dit blijkt o.a. ook uit de als voorheelà 
gegeven formule in het artikel in (lc Versl. Akad. Amst. (p. 122): 

2 1r2 m e2 E2 ( 1 1 ) 
JII = h3. //Q - '" - + . . . + n1 ~ n1 ~ 

(E)2( 1 1) = .N 112 - ,2 + enz. 
e n1 n1 

waar N cle konstante van ltnmERG is. Neemt men E zoo klein 
mogelijk, dus gelijk aan e, dan stemt de hoofdterm overeen met 
de formule van BALl\IER voor waterstof. - De waargenomen 
absorbtiebanden hebben echter groote golflengten: 

H20 
HCl l:a. 

HBr ca. 

6,2G ,u 

3,5 fl 

3,9 ,u 

In de theorie va11 BJERRU.M werd de frequentie welke bij het 
midden van de band behoort toegesch,reven aan de trillingen 
van tegengesteld elektrisch geladen atomen; tengevolge van de 
groote massa's der atomen zijn deze trillingen zooveel langzamer 
dan elektronenbewegingen. - In verhand hiermee is het niet 
onaardig nog de v~lgende punten te vermelden: 

a) 'l'weeatomige elementgassen (II~, O'!., N2 , Cl2 , Br2 , enz.) heb
ben dergelijke ab:;orhliebanden niet 1); de banden zijn dus ge
bonden aan tlc aanwezigheid van ongelijksoortige atomen in het 
molekuul. ~) 

b) BmN::m.\.Dg en KE~rnr,g heb hen "harmonische boventonen" 
dezer frequenties gevonden bij sommige gas:;en 3); b.v.: 

co primaire band : maxima bij 4,60 ,u en 4,72 ,u 

,,oktaaf" 2,36 ,u 2,38 ,u 

HOl: primaire band 3,394 ,u 3,557 ft 

,,oktaaf" 1,742 ,ll 1,783 fl 

Voor bizonderlrnden (o.a. het dichter bijeen liggen van de 

1) W. C. MANDERSLOO'l', Ann. d. Phys. 49, p. 730, Hll6. 
2) Men vergelijke hiermee het feit dat eenatomige kristallen, zooals Diamant, 

geen reststralen geven, wel daarentegen NaCt, KCt, enz. 
3) J. B. BR1NSMADE & E. C. Kirno1.E, Proc. Nat. Acad. Sciences 3, p. 420, Uil 7; 

E. C. KEMBLE, Phys. Rev. VIII, p. 701, 1916. 
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maxima in de sekundaire band) vergeÎijke men de geciteenle 
artikelen. 

Het is me niet gelukt een quantentheoretisch model te vinden 
dat deze handen op de goede plaats geeft. Men zou natuurlijk 
het eerst denken aan een tweeatomig rnolekuul, waarvan de 
atomen volgens hun ver!Jinc1ingslijn kunnen trillen, terwijl het 
geheel een rotatie uitvoert, juist zooals in de theorie van BJERRUl\I. 

M~n kan dan zoowel de trillihgen als de rotatie quantiseeren; 
beide bewegingen zijn geheel onafhankelijk van elkaár, en de 
formule voor de energie wordt: 1) 

n2 h2 
a=n 1 hP 1 + - 2

. ~) 
8n2A 

Hieruit volgt de spektraalformule: 

(1t2
13 

- n2" 2) h 
v = (n1

1 

-n1") v1 + - 8n 2 A 

De eerste term geeft het centrum va11 rle band, en do boven
tonen; de tweede, van de rotatie afkomstige, term kan echter 
geen volledig stel equidistante satellieten geven: stelt men 

h \ 
d d .. d ....,. v 

8 n'!. A = , an ZJJn e waarden van d 

.i J/ 

d = u, 1, *, 3, 4, 5, *, 7, 8, 9, ... 

hierin ontbreken: 2, ö, .... 

l!et boven besproken model sd1ijnt rne daarentegen wel ge
schikt voor de theorie van de bandenspektra.J 

1
) Deze q uantiseering is reeds aangegeven door E. U. K1::J11JL1::, l'hys. Rev. 

V lll, P· 701, 1916. KEJIBLE ontlerstelt echter dat de absorbtie van, lichttrillincren 
op. de kl~s~ieke wijze g~schiedt (evenals in de tweede quanten theorie van PLAN;I\). 

-) Daa1 het traaghe1dsmoment van het molekuul om de figuuras gelijk nul 
gesteld mag worden, heeft men slecht~ te doen met rotaties om een dwarsas · het 
moment van hoeveelheid van beweging hiervoor is gelijk aan: 112 h/'2 1(, zo

1

oclat 
de energie van de rotatie is: 

(.1 

11i 1,2 
"-R = 2 8 n 2 Á. 

traaghe.idsmoment van het molekuul om de clwarsas.) 



§ 23. ENKELE OPMERKINGEN OVER KOMBINA'l'IES 

VAN VERSCHILLENDE STORINGEN (ZEEi\IAN-EFFEK'l' 

ME'l' I~AUHT AME DER RELATIVISTISCHE KOR

REK'l'IES, e. d. ). 

1. Uit het voorgaande is gebleken dat men bij do gewon~ 
elliptische beweging van een elektron om een atoomkern to 
doen heeft met een geval van ontaanling: er is slechts 1 grond
frec1uentie, zoodat ook slechts 1 (!Uantenvoorwaarde kan worden 
ingevoerd, ofschoon het probleem drie vrijheidsgraden bezit. 

Indien deze he weging gestoord wordt, b.v. door de verander
lijkheid der massa, de invloed van een magnetisch of elektrisch 
veld, enz., zoodat <le exakte periodiciteit verdwijnt, moot men 
meerdere quantenvoorwaarden invoeren (zooveel als het aantal 
der grondfrequenties bedraagt), waarbij de nieuw ingevoerde quan
ienvoorwaanlen hi,ï' de verschillende problemen in het algemeen 
geheel anders zullen zijn. Men vergelijke de opmerkingen in § 13. 

De quantcnvoorwaarden voor de verschillende gestoorde pro
blemen gaan dus niet in elkaar over, wanneer men de storings
funktios tot nul laat naderen. 

Interessant is het nu na to gaan wat de quantcnvoorwaarden 
\\·melen, indien meerdere storende invloeden gelijkt\jdig werkzaam 
zijn; het is te verwachten dat men dan in het algemeen geen een
voudige superpositie dezer etfekten z~l krijgen. - Het hlijkt 
dat men bij dergelijke problemen tot quantenformules komt, die 
overgangen vormen tussohen de formules voor "enkelvoudig 
gestoorde" systemen. 

Het berekenen dezer formules is bij het atoommodel van wa
terstof nogal bewerkelijk, en ik kan dan ook slechts enkele 
aanwijzingen erover geven. 'l'er illustratie zij hier echter een 
probleem ingelascht dat gemakkelijk te hehandeleu is, en waarop 
ik gekomen hen door een opmerking van Prof. EmrnNFES'l' 1). 

1) Cf. P. E11RENFEST, Versl. Akad. Amst. XXV, p. 426 of 4;37, 1916; Ann. 
d. Phys. 51, p. 343, rn16. 
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Hierin is het knwhtveld van de atoomkern verv~ngon door oen 
isotroop quasi-elastisch krachtveld, terw~jl ter vereenvoudiging 
de beweging tot twee vrijheidsgraden wordt beperkt. De beweging 
is hier eveneens exakt periodiek, en de oenige quantenvoor
waarcle luidt: 

2 T/ JJ = n h . . . . . . . . . . . . . . (77) 

Men kan de periodiciteit storen: 
a) door hot veld ani,sotroop te maken; dan moeten de beide 

hoofdtrillingen afzonderlijk gequantiseerd worden. 
b) door loodrecht op het vlak der beweging een maguetisch 

veld aan te brengen; in dit geval zijn de quanten voorwaarden: 

u10mcnt v. hoev. v. beweging = n., __!},__ 
~ 2 n 

f Pr d1· = n1 ft 
..,: ->-

. . . (78) 

lndien heide storende invloeden tegelijk aanwezig zijn, is de 
funktie van l-Lurn,Tox (ter vereenvoudiging is cle massa m = 1 
gesteld): 

H-J -2 (p~-/- P;)--1-i' (py X - JJ.r y) + -t (x + i'~) ./.! + 

--1--
1 

(}, + .,2) y3 2 I . ' , ' . , . ' , , . ' (79) 

De oplossing luidt, uitgedmkt met behulp van 't\\'ee hoekrn
riabelen: 

(b = W1 t -/- E1 ; (/,~ = W~ t + E3 , 

waar ± i w1, ± ,i, w~ de wortels zijn van de vergelijking: 

w1 +w2 (x+J.+4/l)+;d=O ...... (80) 

!) = c~ eos Q~ - Ct 

1) Verg. E111u-:NrEsT, l.c. 

X- UJ~ 

·2 i' w1 

. . . . . . (81) 

2
) Men zou als storing kunnen invoeren een term van den vorm: _J. rk 

(k > 2 of< 0) in de potentieele energie, doch dit maakt de berekening ingewik
kelder. 
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mei analoge uitdrukkingen voor 1'.c en py (c1 en c.2 zijn twee inte

gmtiokonstanten). 
Volgens § 11 zijn <le quanten voorwaarden: 

Q1 =2n 

·11.1 h=2 1r JJ1 = f 
<J1 = 0 

.,2 + .1 )( .,2 - 2 )( w 2 + 0) 4 \ 
= 2 rr c2, . ,. '± • ' 8 9 i t I 

011 r 
),2 + 4}. y2 - 2}. w: + w: (32

) 
- •) =c2 - ~ ,. 2 • --- 8- 2 

W2 i' n2 h=2rr P2= 

De energie-formule wordt: 

a = K (P) = w1 P1 ·+ wz A ......... (83) 

Men kan nu de volgende twee grensgevallen beschouwen: 
1) Bij eindige anisotropie verdwijnt het magnetisch veld. Dan 

,,,ordt: 

JJ-1 ~ , /1 
o - - CQ V '" ~ :l -

De be,rnging is een superpositie van twee enkelvoudige har
inonische trillingen, welke loodrecht op elkaar staan en elk 

afzonderlijk gequantiseerd zijn. 
2) De anisotropie neemt tot nul af, terwijl het magnetisch 

veld aanwezig blijft. De beide hoofdtrillingen zijn dan cirkulair; 
bij Q1 behoort de positieve trilling (linksom-loopend); bij Q2 de 
negatieve (rechtsom). De formules worden: 

x = c1 cos Q1 + Cz sin Q2 

y = c1 sin Q1 + Cz cos Q2 

Wt-= v x+ i'z + i' = WQ + i' 
w2 = V x + 12 - i' = wo - i' 

P1 = Ci v X + 12 

P2 = c~ V x + 12 

energie = a = K (P) = wo (P1 + I'2) + i' (P1 - P2). 

P
1 

en P2 zijn de absolute waarden der momenten van hoe
veelheid van beweging van de beidl:l cirkulaire trillingen. 
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(Had men in dit laatste geval onmiddellijk poolkoordinaten 
ingevoerd en de faze-integralen gequantiseerd, dan was men op 
twee intensiteitskonstanten P1 en P2 gekomen, die met de bo

. ven ingevoerde samenhangen door de formules: 

P1 = /rr f p" d t· = de kleinste der beide grootheden P 1 , P2 ; 

..:-+ 

P2= pq, 

energie = a = wo (2 Pi + P2 ) + i' P2 . 

Deze beide methoden van quantiseering komen dus op hetzelfde 
neer.) 

II. Opmerking over het ZEJmAN-effekt, berekend met inarht
name der relativistische korrekties: 

Yergelijk: A. SoMMERFELD, Phys. Zeitschr. 17, p. 49G, 191G. 
In het volgende zal een berekening gegeven worden welke 

hruikbaar is voor groote banen, met kleine exrentriciteit en kleine 
helling; in dit geval mag men aannemen dat de relativistisehe 
korrekties slechts tot op termen van de eerste onle, de magne
tische tot op termen van de tweede orde berekend moeten wor
den 1). 

Indien men onderstelt dat de kern van het atoom in rust is 
wordt de funktie van LAGRANGE: 

en de funktie van HAMILTON: 

H= -cq +m c2 [V1+ m;\21 (p ... + e~j' r _i=( ... )2 + ( ... )~I - 1]2) (85) 

Hierin wor<lt gesteld: 

1 ) Bij de grootere banen woru.en de relativiteitskorrekties kleiner, verg. A. Soi1· 

l!ERFELn, Ann. d. Phys. 51, p. 54, vgl., 1916, en de boven in § 19 gegeven for· 
rnules; de magnetische termen der tweede oru.e worden grooter, zie § 20, IT. 

Houdt men slechts rekening met de termen v/d eerste orde in de magn velu.
sterkte, dan krijgt men een eenvoudige superpositie iler beiu.e effekten; verg. A. 
Som1rnFE1.n, Phys. Zeitschr. 1. c. 

1) Deze vorm van de funktie van HAMlLTON is ook gegeven rloor G. HER
OLOTZ (zie A. SolUIEllFELn, Phys. Zeitschr. 1. c. p. 4~)8). 
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E 
;a~. =

r 

M M eM 
2 y ; ay = + 2 .I'; az = 0; i' = 2 m c 

waarcloor H overgaat m : 
11' 

H=-e"+ 
r 

Op deze funktie wordt <le kontakttransformatie (7)-(8), § 17, 
toegepast, terwijl de wortelvorm tot op den boven aangegeven 
graad van benadering wordt ontwikkeld; men komt ·dan to~: 

cE 1 ( 2 +P~) 1 ( 2 +P~) 2+ H = - {Jt + 2 m Pi <lî - 8 m'l c2 P, qî .. . 

+1p 3 + mt qî (cos2 (]2 +~:i sin2 1j_2) + .... (SG) 

Door toepassing der kontakttransformatie (3G)-(37), § ] 0, gaaL 

dit over in: 

mr 2E~ me4 R 1 1 4 ~ l : 1...1 (8'") 
II= - ') P" -- s ,, 'tp:, p - p4 1 + i' P:i -+ i J . . . . . . , ' 

-' Ï ' ('-' 1 2 1 

Hierin sLelt S voor <le laatste term van verg. (8G): 

m ï; qî (cos2 q2 + ~~ sin2 q2 ), ontwikkeld in een trigonometrische 

· reeks naar de hoekvariabelen 01 en 02 . Indien men de energie wil 
berekenen tot op termen van de orde van /1', hebben die termen 

van S welke de "snelle variabele" 01 bevatten geen invloed; 
()e termen echter welke alleen de "langzame variabele" 02 be
vatten kunnen wel invloed . hebben, zoo de mid<lelbare bewe

ging van 02: 

klein is. 
De termen van S welke 01 niet lienitlen zijn: 

2 p4 P'' " ( P") ( P ) - i' 1 . - ; - ,) - _ :; 1 - -R - ·L --; }l''J [1 -j p ~ -j ') 1 p2 f-p -j 
- tH r, :J 2 ~ 1 

+~ (]- ~-~) (] - ~) ('OS202+ · . . J ..... (88) 
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(Bij deze ontwikkeling is afgezien van de relativistische korrek

I ties daar R {·eeds de faktor 72 heeft; men zon deze desgewenscht 
in rekening kunnen brengen, wat echter een belangr~jke ver
grooting van het rekenwerk zou geven.) 

Men kan nu de funktie· van HAMILTON transformeeren met 
behulp van de substitutie (53) van § 20, III; daardoor gaat ze 
over 111: 

m e2 E 2 me4 E! 12 w4 
( w~) jf _ _ _ _ ., (t) l ] 3 

- ~01 2 8c~w1
4.+' 3 +4me:JE'l. +w~ + 

l ' 1 

-j- l:2 I 1 - ' + 2 ~ 1 -- + (S0) 1 .,2 ws - m e4 J,'41 1·12 w1 (5 02 __ 02) rn e1 E!/ . 
" lm e2 E"' 4 c'J w~ 11 1 4 m é E 2 4 c~ 01~ l . . ' 

Deze funktie kan verder behandeld worden op dezelföe wijze 
als in § 20, II is gedaan. Dit zal hier niet worden uitgewerkt 1). 

111. Opmerking over het S'rARK-effekt, berekend met inacht
name der relativistische korrekties 2). 

De fnnktie yan IIAl\HL'l'OX luidt in rechthoekige koordinaten: 

H = m c':l [ V1 + .; ,, (p.; + p,; + pD - ] J - e E - e E z (flO) 
v~ ~ · r 

Na toepassing cler kontakttransformatie (7)-(8), § l 7: 

[v r l ( - 2 J H=mc2 1 +- . . , p2 + P2) - l -
, m2 C" 1 _ q~ 

eE v p2 - c E (_/1 J - -~ sin (J2 
<J I P2 

. . (fl]) 

of na ontwikkeling tot op termen van rle eersLe orde in 1 /c':l : 

1) Tn tle koefficienten der variabelen ~2 en ,12 komen termen voor welke af-
• .• • • • • • 1)1 pi 84 

komst1g Z\Jn van cle relat1v1sti scbe kon·ekties (ontstaan uit clen term: -
2 

ei p '/ p 
2 

van cle fuuktie \87)) en termen welke afkomstig ,a:ijn van het magnetisch veld, 
en vermenigvuldigd zijn met r 2 • 

Deze beide "storingen ' ' worden hier om zoo te zeggen "tloor elkaar heen gewerkt". 
2) Cf. A. So111rnRFEr.11, Phys. Zeitschr. 17, p. GOfi, l!llG. 
Ilet is aan Som1EBF111.n niet gelukt liet probleem cloor te rekenen met de 

methode der faze-integralen. 
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H = _ e E + 1 ( 2 + p~) _ 1 ( 2 + p~)2 
_ 

q1 2m P1 qi 8m!3c'3 Pi q~ 

-e E q1 V1 _P! sin q2 . ••.••••• (91*) 
P2 

Door toepassing van de transformatie (36)-(37), § 19, wordt dit: 

_ m e'!. E 2 m e4 E 4 \ 4 3 1 
H - - 2 Pi - S c'!· 1 Pf P2 - P~ i + 

+ EP~ V 1 P; 13 V1 P; . 0 + 
'}1' - p1 1· 2 - pi Rlll 2 

Hl, ' 2 1 

+~" Bksin( 02+k 0 1)j... . .. (H2) 

Bij de verdere behandeling hiervan kan men twee gevallen 

onderscheiden : 
:i.) Het elektrisch veld E iR zeer zwak, zoodat: 

EP; 1 
?Il, / ~' , W2 ' . ' , ' . ' , 

. . . . . . (!)3) 

m c4 E-1 
(w2-= 

2 
c'!. p~p~ = middelbare beweging van 02 in eerste bena-

dering) klein is ten opzichte van P2 (b.v.: E < 10- 3 E. 8. E.). 
Dan kan men de met E vermenigyuldigde storingstermen in 

(92) behandelen volgens de methode van DELA UNAY; en men 
komt tot het resultaat: 

De J01·mule voor de energie is - bij verwaarloozing van termen 
well.·e met E2, enz., vermenigvuldigd zijn - dezelfde als men vindt 
voor E = 0. 

M.a.w.: Het STARK-effekt is 111 eerste orde nul. 
b) Indien het elektrisch veld sterk is, zoodat de door (93) ge

geven verhouding niet verwaarloosd mag worden tegenover P2, 
moet men zijn toevlucht nemen tot dergelijke substituties als 
toegepast z~jn in"§ 21, Opmerking. 

Deze berekening - welke overeenkomst vertoont met <le ho\·en 
onder II uitgevoercle - zal hier worden weggelaten. 

§ 24. OPMERKING OYER HYPERBOLISCHE 

BEWEGINGEN 1). 

Over de door ErsTETN gevolgde methode voor het opstellen 
van quant~nformules voor de hyperbolische bewegingen is reeds 
gesproken m § 15, b ). 

Ter herinnering zij hier vermeld dat de door EPS'rErn inge
voerde quantenformules luiden: 

J h 
2 d r (pr- p er.,) = n' h; p,p = n 2 rr . . . . .. (94) 

waar p ex, de wnar<le van p" is voor r =ex,, terwijl de integratie 
uitgestrekt is over het geheele interval waarin de funktie p)'(r) 
reëel is 2). 

EPS'rETN vinclt voor de energie der hiercloor bepaa lde quanten
bewegingen : 

a) wanneer rekening gehouden wordt met cle relativistische 
korrekties: 

waarin: 

R 2 = nl~ 1 n v~-A.èl + n' l2 - ?'2 (96) 
L l ?l~ l o ' , ' ' 

en: 

A= 2neE 
h c ....... · · · · · · (~7) 

b) wanneer men deze korrekties verwaarloost: 

waarin: 

2 n 2 m e2 E2 
cco = -~-

h2 R~ 

1) P. S. Ers·rnrN, Ann. ,l. Phys. 50 , p. Slf> 840, Hl16. 
~) P. S. EPsT1.;rN, l.c. p. 820, vgl. 
Zie speciaal fig. 1 en 2 op p. 8:l3 en 824. 

. . . . . . (95*) 

9 
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R2 - n2 ( + ')2 2 (96*) o - 4 n n -n ........ . 

ErsTEIN past deze formules toe op de theorie van het foto-
elektrisch e:ffekt, en op de theorie der beta-stralen. 

Hierover zij het volgende vermeld : 
1) Foto-elektrisch effelct. 
Zij ae de (negatieve) energie van het elektron wanneer het op 

een elliptische baan loopt; a 71 de (positieve) energie behoorende 

bij een hyperbolische baan. 
Dan neemt EPsTEIN aan dat indien op het atoom licht valt 

van een frequentie 11 welke voldoet aan: 

h V ~ IX71 - IXe • • • • . • • • • • • • • (98) 

het elektron uit de elliptische baan met energie ae in de hyper
bolische baan met energie a71 geworpen kan worden. 

Het elektron vliegt dan uit het atoom met de energie a1,, en 
kan tegen een potentiaal oploopen, gegeven door: 

V = a11 = 13R,52 Volts 1) 2) ....... (Ç}Ç}) 
e ~ 

Yoor fle toepassing hiervan op waterstof wonlt naar het nrtikel 

van EPS'l'EIN verwezen. 
2) Wat de beta-stralen betreft tracht Ers'rEIN met behulp van 

<le formule (95) de homogene groepen van beta-stralen te ver
klaren, welke men bij verschillende radioaktieve stoffen heeft 
waargenomen 3). Hierbij wordt aangenomen dat <le uit de kern 
komende beta-deeltjes slechts langs een der hyperbolische banen 
het atoom kunnen verlaten 4). 

Zie verder het artikel van EPSTEIN. 

t) Cf. P. S. EPSTEIN, 1. c. p. 828, 829, vgl. 
2) Men vergelijke in verband hiermee beneden § 34. f ). 
:1) Zie literatuur bti: E. RuT11EllFORD, Tladioaktivc Snbstanzen, enz. (l\far::( 

Tlandbuch II ), p. 208, vgl., p. 552; en bij P. S. EPS'l'E!N, 1. c. l)· 833. 
•) Het zij verguml hier de volgende opmerking te maken: Zouden de radio

aktieve transformaties misschien beschouwd moeten worden als het overspringen 
cler elektronen in de kern uit de eene quantenbeweging in de andere? :Men zon 
kunnen onderstellen dat deze elektronen twee typen van quantenbewegingen 
kunn en uitvoeren: (t) in of vlak om de kern, waarvan zoo goetl als nietR bekend 
is, en h) hyperbolische bewegingen. Bii een beta-tramformatie zou dan de he
weging rnn het type (/) in het type IJ) overslaan. 

§ 25. OPMERKING OVER DE VERSCHUIVING 

VAN SPEKTRAALLIJNEN DOOR DRUK. 

. Indien men het spektrum van een damp onder hooge druk . 
king waarneemt worden de spektraallijnen in het algemeen ver-. 
p_l_aatst; gewoonlijk krijgen ze een verschuiving naar de roode 
z1Jde van het spektrum 1). 

In de klassieke theorie heeft men dit soms verklaard door te 
veronderstellen dat de binding van een elektron aan een bepaald 
atoom verzwakt werd Joor de aantrekking der omringende atomen· 
de frequentie d~r trillingen van het elektron werd dan kleiner: 
waardoor de uitgezonden spektraallijnen naar het. rood ver
schoven 2). 

Op een dergelijke wijze zou men een verklaring kunnen geven 
op grond der formules van de quantentheorie. Het volgende wordt 
meegedeeld als een vluchtige schets hiervan. 

Aangenomen wordt dat het elektrische veld veroorzaakt door 
rle omringende atomen een potentiaal heeft, 'die naar opklim
mernlo machten van r (de afstand van het elektron tot de atoom
kern, waarb~j het behoort) kan worclen ontwikkeld. De totale 
potentiaal v:;i,n het veld is dan: 

E ex, 
V= + + L, Ai ri ............ (I) 

. r u 

en de funktie van HAMILTON: 

.1) Zie b.v. IT. M. KONEN, Das Leuchten der Gase und Diimpfe Braunschwei.,. 
1913, JJ· 310. , 

0 

De grootte der ve~schuiving houdt verband met de spektraalreeksen, terwijl bij 
banclenspektra zeer rngcwikkelde betrekkingen optreden. · 

. De versclrnivin_g schijnt bepaald te worden door Je totale dm!,; van het gas, 
met door de partieele druk van de damp waarvan men het spektrum onderzoekt. 

Grootte-orde der verschuivino-: bij ijzer is . I ). = _ ;._ x 2 3 Ao E . , 0 • 4000 , . ~. pe1 atmos-

feer (F. l\.AYS1m, Ilandb. d. Spektroskopie). 
De waterstof-lijnen ]la, JI,-1, !Ty, !TrJ worden in een vlamboog door druk zePr 

sterk verbre~d, ongeveer evenredig met de druk en met tle derde of vierde macht 
der frequentie. De verschuiving is hier niet te meten. 

2) Zie b.v. CAMPBELL, l\foderne Elektrizitiitslehre (Duitsche vertalino- cloo, 
U. Mr-:nm, Drcsden-T...eipzig lfü3), bl. 213. 

0 1 
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H = _l_(p; + P! / ) - e E - e ~ Ai ?'i 1) .... (II) 
2 m / r2 ?' k 

De quantenvoorwaarden kunnen worden ingevoerd met be
hulp van de faze-integralen; men krijgt dan: 

h 
prp =P2 =112 2 n ............ (TIJ) 

f J V - 2meE 11 i -
p" d1· = dr 2 m a + - ,,":.---+ 2 m. r ~ A; 1·i = 

?' ?',; k 

= 2 n P1 = n1 h. . . . . . . . . . . . (IV) 

De koefficienten Ai worden als zeer klein beschouwd, zoodat 
de kwadraten en hoogere machten ervan verwaarloosd mogen 
worden; men kan dan in vergelijking (IV) de wortelvorm ont
wikkelen. Door de integraties uit te voeren komt men tot: 

meE · 00 

J\ = + ;-/ --- I'2 -L Ai, B; (l'i, P:i) ... (Y) 
v -2m,a o 

In de koefficienten B; is a vervangen door de eerste bena
dering: 

me2E':. 
«o = - 2 (1\ + 1 P2 )2. . . . . . . . . . (VI) 

Deze koefficienten B; zijn allen positief 2). 
Uit (V) leidt men tenslotte de energie-vergelijking af: 

t) Uit de onderstelling omtrent den potentiaal van het krachtveltl volgt direkt 
dat de baan in een JJfot vlak ligt. Het is dus niet noodig drie koonlinaten in te 
voeren. (Deed men dit wel, dan zou men in het eindresultaat een ltoekvariabele 
krijgen - de lengte van de klimmende knoop van het barinvlak - welke de 
middelbare beweging nul heeft. ) 

2) De koefficienten B; zijn gegeven door cle integralen: 

f me ri+l 
B; = dr 

V 2 m a r2 + 2 m e Er - Pi 
~~ 2 

...... c,'a) 

Hierin is r steeds positief ( r ligt tusschen twee pos. wortels inge8loten); dr 
heeft steeds hetzelfde teeken als de wortelvorm. 

Opmerking. Met betrekking tot de grenzen der integrnlen (Va) voor de bere
kening van B; vergelijke men: 

A. SmrnEl1FELll 1 Phys. Zeitschr. 17, p. 504, 1916. 
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m e2 E2 oo 

a = - 2 (P
1 
+ p

2 
):l - ~Ai· G\ (l'i, P2) ... (VII) 

waarin de koefficienten Oi allen positief zijn, en in het algemeen 
met toenemende waarden van P 1 en P 2 aangroeien. 

De eersten dezer koefficienten zijn: 

C' -1-

Oo=e 

3Pi+6Pi /P2J+2Pi 
- - - 2mE I 

0., =--= (Pi+ P:i'):_S5 P~ + 10 Pt P21 + 2 P;) \ 
~ 2m2 e E2 

enz. 

. (VIII) 

Speciaal voor cirkelvormige banen (P 1 = 0) wordt de formule 
voor de energie: 

me2E2 ~ ( p, )i a=- - 9- -- - keAi __ 2_ 

~ Pi o me E ..... (IX) 

Gaat men van de formule voor de energie over op de spek
traalformule, dan vindt men: 

JJ = v0 - :i. v . . . . . . . . . . . . . . . (X) 

waar Pu de lijnen der gewone reeksen geeft (zie § 17), en :i. v, zoo 
de .A; positief zijn (aantrekking door de omringende molekulen), 
een positief bedrag is, dat de verschuiving van de lijnen naar de 
1·oode kant van het spektrum bepaalt. 

Voor cirkelvormige banen is do volledige spektraalfonnule: 

JJ = 2 n 2
m e2 JiJ:l ( - 1 _ 1 )- ~ . (n')2i-(n")2i. 
h3 112 '" k e .A,- . . E.- .. (XI) n n~ 1 m'e' ;, 

n' l10eft betrekking op de oorspronkelijke baan; n" op de eind
baan; dus is n' > n". 

De verschuiving neemt toe met het rangnummer der lijn in 
de reeks. 

De grootte der verschuiving hangt af van de grootte der koef
ficienten Ai . 



HOOFDSTUK IV. 

SYSTEMEN MET MEERDERE ELEKTRONEN. 

§ 26. ALGEMEENE BESCHOUWINGEN. 

De in het vorige hoofdstuk besproken problemen hebben b\jna 
alle betrekking op een zeer speciaal geval van het vraagstuk 
der atoomstruktuur: nl. de beweging van één enkel elektron 
om een atoomkern. De verkregen resultaten kunnen voor het 
meerendeel slechts worden toegepast op waterstof en positief 
geladen helium; bij andere elementen kunnen ze in enkele ge
vallen als een eerste benadering dienen. 

Het is natuurlijk van het grootste belang dat ook de bewe
gingen van elektronen in ingewikkelder systemen bestudeerd 
worden; eerst hierdoor kan men hopen een inzicht te krijgen 
in den bouw der atom en, en in het periodiek systeem en de 
vele daarmee samenhangende vraagstukken. 

Do studie van deze systemen met meerdere elektronen biedt 
echter buitengewoon groote moeilijkheden; er is ook nog be
trekkelijk weinig over onderzocht, terwijl het karakter dezer 
onderzoekingen geheel anders is dan dat van die welke op wa
terstof betrekking hebben. Een algemeene berekening der be
wegingen zooals in hoofdstuk III voor een enkel elektron gegeven 
werd, is voor een systeem met meerdere elektronen tot nog toe 
onmogel\jk: men heeft hier te doen met problemen der beweging 
van n lichamen, waarvan do oplossing nog niet gevonden is. 
Ook omtrent het algemeenc karakter der oplossingen (vooral wat 
betreft de stabiliteit) is zoo gQed als niets bekend 1) . . 

' ) Bij de elektronenbeweging is de moeilijkheid in sommige op:iichten nog 
grooter dàn bij de astronomische problemen: 
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Men moet zich hier tevreden stellen met partikulierc oplos
singen der bewegingsvergelijkingen; hierbij komen in de eerste 
plaats in aanmerking do z.g. ,,periodieke soluties" en de soluties 
in de nab\jhcid hiervan, welke ook voor de theorie der plane
tenbeweging van zoo groot gewicht zijn 1). 

Zeer belangrijk is de vraag naar de stabiliteit der bewegingen. 
Men kan de stabiliteit van uit twee verschillende gezichtspunten 
beschouwen, welke als volgt gekarakteriseerd kunnen worden: 

(1) in aansluiting aan H. PorncARÉ, Mécanique Céleste III, 
p. 141: 

Bewegingen heeten stabiel indien aan de volgende voorwaar
den is voldaan: 

a) geen der clektrnnen verwijdert zieh tot in het onein<lige; 
b) geen der elektronen valt op <1o kern; u1. a. w. de afstand 

kern-elektron kan niet beneden een zekere eindige grenswaarde 
dalen; 

c) het systeem passeert een onbegrensd aantal malen wille
keurig dicht langs de oorspronkelijke ligging 2). 

(2) Men kan vragen naar de stabiliteit van een partikulie.re 
oplossing (welke oplosssing zelve stabiel is in bovengenoemden 
zin) tegenover kleine storingen der beweging. 

Als definitie van stabiliteit kan men hier gebruiken: een op
lossing is stabiel tegenover storingen, indien de gestoorde baan 
zich nergens onbegrensd ver van de ongestoorde. verwijdert 3). 

a) De mas8a'8 van de elektronen ztjn wel zeer klein t.u. van de massa van het 
centrale lichaam , maar de ladingen die de onderlin ge krachten bepalen z\jn van 
dezelfde orde van grootte als de lading van cle kern. 

b) Vermoedelijk is de moeilijkheid ook groot er doordat de elektronen onderling 
elkaar (ifstooten. (Vergelijk in verband hiermee ook een opmerking van J. \V. 
Nic110LsoN, Phil. Mag. 27, p. 546, 1914). 

1 ) Vergeltjk b.v. E. T. WmTTAKER, A.nal. Dynamics , p. 386. 
2 ) Is alleen aan (1), c) voldaan, dan heeft men "stabilité à la PotssoN " (zie 

PoINCARti, l.c.). Dit treedt op als in de reeksontwikkelingen voor de koordinaten 
termen van den vorm: a. t. sin (b. t + E) voorkomen. 

. =1) Over de verschillende definities van de stabiliteit van een bepaalde oplos-
srng tegenover storing en vergelijke men: KLElN-SoJrnERFELD, Theorie rles Krei
sels, p. 343, vgl. Als strenge definitie geven zij : Een beweging is stabiel in 
clen zin van (2) als ze overeenstemt met de limiet waartoe de gestoorde bewe
ging nadert, indien de storing onbegrensd afneemt (l.c. p. 350). 

Omtrent de definitie van stabiliteit met behulp van de "karakteristieke expo
nenten" vergelijke men: '\VmTTAKER, l.c. p. 400; H. PoINCARÊ, l.c. I. Zie ook 
beneden, bl. 141. · 
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Het is duidelijk dat de bewegingen der elektronen in een 
atoom stabiel moeten zijn in den zin van definitie (1), opdat 
men van een stationnairen bewegingstoestand kan spreken. In 
de tweede plaats komt dan in aanmerking of cleze bewegingen 
stabiel zijn tegenover kleine storingen. 

De in hoofdstuk Hl beschouwde problemen bezitten een alge
meene klasse van oplossingen (approximatief te karakteriseeren 
door de negatieve waarde van de totale energie) welke stabiel 
zijn in den zin van <lefinitie (1) 1). Deze oplossingen vullen in 
de ruimte der integratiekonstanten een 2J-r1imensionaal gebied 
van eindige grootte kontinu, zoodat alle oplossingen in de nabij
heid van een stabiele oplossing eveneens stabiel z'tjn. Hieruit 
volgt dat elke oplossing ook stabiel is in den zin van definitie (2). 

Bij het probleem cler beweging van n elektronen kan men geen 
dergelijke algemeene groepen van oplossingen aangeven welke 
in den zin van (1) stabiel zijn; men kent slechts enkele partiku
licre periodieke soluties. 

De meest onderzochte hiervan is de volgende :2): 
Alle elektronen (aantal = s) staan op onderling gelijke afstanden 

langs een cirkel om de kern, en loopen met dezelfde hoeksnel
heid w rond. Tusschen de straal van de ring R, de lading van 
de kern E = Ze en de hoeksnelheid w bestaat de betrekking: 

!~ )Z-û s l=mw?.R .......... (1) 

waar1n: 
1 i = S-l 11:i 

<îs = 
4 

L cosee - . . . . . . . 3) 4) (2) 
i= 1 S 

1) De in § 21 vermelde rechtlijnige "Pendelbahnen " voldoen naar het schijnt 
niet aan (1), ó). Deze banen zijn e~hter nog bijna niet onderzocht. 

2 ) Deze oplossing is bestudeerd door: 
H. NAGAOKA, Phil. Mag. 7, p. 445, 1904; J. W. Nrcuo1.soN, Monthly Notices 

Roy. Astr. Soc. 72, p. 49, 139, 677, 729 (l!Hl/12); 74, p. 204, 425, 486 (1913/14) ; 
N. Bonn, Phil. Mag. 26, p. 1, 476, 1913; L. FöPPL, Phys. Zeitschr. 15, p. 707, 
1914. Bovendien zijn ze reeds door J. J. TnoMsoN onderzocht in verband met 
het door hem uitgewerkte atoom model, Phil. Mag. 7, p. 237, 1904. 

(Volgens N 1cnoLSON heeft N AGAOKA eenige fouten in zijn berekeningen ge-
maakt. Cf. J. W. N1cnOLSON, Monthly Not. 72, p. 687, 1911/12). 

3) Zie voor de waarden van us een tabel bij N. BoHR, l.c. 
~) .Andere periodieke soluties. 
(1) .Alle elektronen staan steeds op onderling gelijke afstanden van elkaar en 

op gelijke afstanden van de kern; ze beschrijven onder invloed van de resul-
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Men heeft de stabiliteit dezer oplossing tegenover kleine sto
ringen onderzocht, en gevonden dat, indien men tenminste dit 
probleem volgens de klassieke mechanika mag behandelen, ze 
instabiel is voor s > 1. 

Deze onderzoekingen zullen in § 27 kort besproken worden. 
Behalve het geval dat alle elektronen op één cirkel loopen 

zijn ook onderzoekingen gedaan over de beweging van meerdere 
ringen van elektronen, doch deze hebben alle een meer quali
tatief karakter 1 ). 

Opmerkingen over de invoering der quantenvoorwaarden. 
In verband met hetgeen over de berekening der banen is ge

zegd, is het duidelijk dat de quantenvoorwaarden niet op een 
zoo algemeene manier kunnen worden ingevoerd als in hoofdstuk 
II en III is gedaan, temeer daar niet bekend is in hoeverre de 
banen quasi-periodiek (stabiel in den zin van <lef. (1)) zijn. Men 
moet hier dus genoegen nemen met speciale onderstellingen. 

N1cHOLSON en BoHR 2) hebben voor de bovengenoemde bewe-

teerende attraktie e1 (Z-o s )J,·2 allen elliptische banen, welke banen kongruent zijn, 
en door een draaiing van 2,cf s om de kern uit elkaar afgeleid kunnen worden, 
terw\jl de elektronen op overeenkomstige punten dezer ellipsen staan. Cf. N. 
Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 21,' 1913: J. W. Nic1101.soN, Phil. Mag. 27, p. 557, 1914. 

(2) J. vV. N1c110LSON heeft periodieke oplossingen gegeven waar de elektronen 
in verschillende vlakken roncllo01Jen. Monthly N otices 74, p. 434, 1914; Phil. 
Mag. 27, p. 560, 1914. (Zie fig. 6, bl. 153). 

Deze periodieke oplossingen vertoonen eenige analogie met de periodieke op
lossingen van LAPLACE voor het drielichamen-probleem (verg. vVmTTAKEH, Anal. 
Dyn. p. 390).' 

1) N. Bmm, Phil. Mag. 26, p. 483, Hl13; J. W. NwrroLsoN, Phil. Mag. 27, 
p. 541, vgl., 1914. Voor het T1Io.11soN-model: J. J. TnO)ISON, Phil. Mag. 7, 
p. 253, vgl., 1904. 

Een speciaal probleem is cloor SomrnR1··un uitgewerkt met het oog op de 
theorie der spektra: dicht om de kern beweegt zich een ring van n elektronen, 
waarvan het elektrisch veld op grooten afstand vervangen mag worden door dat 
van een gelijkmatig elektrisch geladen ring. ln het veld van de kern en van dez@ 
ring beweegt zich één enkel elektron. Dit probleem heeft, zoo men de beweging 
van de ring als onveranderlijk gegeven beschouwt, groote analogie met de in 
lII besprokene, en kan op dezelfde wijze behandeld worden. Het is aan So.11.11ER
FELD gelukt hiermee de spektraalformules van RYDBERG en van Rl'rz af te leiden 
(Sitz. Ber. Bayr . .Akad. p. 131, 1916). (Zie § 28). 

Z) J. W. NrL'HOLSON, Monthly Notices 72, p. G7!), 1912; 74, p. 215, 429, 
1914; . Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 24, 1913. ~ 
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ging yan .s elektronen in een cirkel de voorwaarde ingevoerd 
dat heL moment van hoevoelheicl van beweging van elk elektron 

1 l 
. h 

een geheel vee vouc 1s van 2rr: 

·• . R' h p,1, = m r - q = ni v o:i = n 9 ..,rr 

In clen normalen toestand is ·,i = 1. 

1 ) ...•... (3) 

Door de invoering dezer voorwaarde 1s de absolute grootte 
van het systeem vastgelegd. 

Zooals boven reeds is opgemerkt, is deze oplossing niet stabiel, 
speciaal tegenover storingen in het" haanvlak. BoHR heeft nu het 
vermoeden uitgesproken dat voor do berekeniug dezer stabiliteits
problemen de klassieke mechanika niet meer geldig zou zijn, en 
dat ook hier de quantenvoorwnarden een rol zouden spelen, in 
dien zin dat slechts storingen kunnen optreden welke de quanten
voorwaarden onveranderd laten 2 ). 

t) OJJmer!cin!J. 
De beweging van het systeem is exakt periodiek; men zou du$ in aansluiting 

aan § 14, slot, (form. 11) als quanten voorwaarde kLmnen invoeren: 

21' ' = n
1 

• lt ,, 
w 

2 T = 2 1' =- s ,Ji(f!. ,; :::: s . p,1, . w Nu is: 1' == 
2" 

dus: 

J3011R neemt steeds: n
1 

= geheel veelvoud vans= n. s. (N1c110L~ON doet dit niet 
altijcl: cf . .Monthly Notices 72, p. 680, 1912.) De vraag rijst of dit noodzakelijk 
is? Als tegenvoorbeelden zou men kunnen aanvoeren: 

1) bü het probleem van de beweging van een elektron om een. niet vaststaa~de 
kern (§ 18) quantiseert men het totale moment van hoeveelheid van bewegrng 
van kern plus elektron, en niet dat van elk afzonderltjk. 

2) ln de theorie der soortelijke warmte van vaste lichamen (E 1NS'rE1N, Di,:11YE, e.a.) 
ttuantiseert men elke hoofdtrilling van het atoomraster in overeenstemming_ met 
de formule vau PLANCK (energie/frequentie = n. h) zonder de voorwaarde m te 
voeren dat n een veelvoud moet zijn van het aantal atomeu in het raster ( dit 
laatste zou tot geheel afwijkende resultaten voeren ). [Zie ook opmerking 6 btj 

§ 36.] 
2) N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 1, vgl., 1913. 
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B\j het bovenstaande probleem zon dan elk elektron sleecls 
hetzelfde moment van hoeveelheid van beweging: 

- ,9 : -· h ("'*\ Prp-rn1-<p-2n' ........... 0, 

moeten behouden. Voert men dit als een kinernatische relatie 
in, dan blijkt in een aantal gevallen de instabi.liteiL te venhv\jnen 1) . 

Zoodra men echter de quantenvoorwaarden op deze manier 
gaat gebruiken, komt men voor vele moeil\jkheden te staan, 
waarvan de oplossing nog niet gevonden is. Vooral doet zich 
hier het gemis aan een algemeen grondprincipe gevoelen, zooclat 
er groote onzekerheid is omtrent den te volgen weg. 

In verband hiermee kan het misschien van nut zijn nog eens 
de in hoofdstuk II en IJl behandelde systemen te beschouwen. Bij 
deze systemen was ondersteld dat men een groep van oplossingen 
kende welke stabiel zijn in den zin van dof. (1); elke dezer op
lossingen is stabiel in den zin van clef. (2). De stabiliteit bestaat 
hier dus onafhankelijk van de quantenvoorwaarden (inderdaad 
werd geëischt dat de bewegingen stabiel waren opdat de quan
tenvoorwaarden konden worden ingevoerd). 

Men kan nu bij deze systemen de voorwaarde invoeren: slechts 
die bewegingen z~jn mogelijk welke aan de guantenvoorwaarclen 
voldoen. 

De bewegingen Z\jn gekarakteriseerd door de 2.f integratiekon
stanten P 1 .... P1 e1 .... EJ (zie§ 10); door de quantenvoorwaarden 
zijn P 1 ...• Pf vastgelegd, dus kunnen slechts de fazekonstanten 
E1 ...• E.r veranderen . De kleine trillingen yan liet systeem om een 
bepaalden be-wegingstoestand zijn derhalve in deze onderstelling: 

o P 1 = o P2 = .... o P1 = O 
o Q1 = konstante 
c) Q2.::::::. konstante 

o Qr = konstante 

(N.B.: c) Q1 = .... r) QJ = 0). 

) 
\ 

... ( 4) 

Het systeem hlijkL indi.{Jèrent Le zijn tegenover de nog toegelaten 
storingen. 

•) L. FöPPL, Phys. Zeitschr. 15, p. 707, 1914. Deze "verbindingsvergeltj 
king" (kinematische relatie ) heeft een niet-holonoom karakter. (Over trillingen 
van niet-holonome systemen zie men: V{m'r'rAKbt, Anal. Dynamics, p. 221 ). 
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Indien men te doen heefi met ecu geval van onLaarding zou 
men slcehts de f-l gequantiseerde P's kunnen vasthouden. Dan 
zijn de trillingen: 

~ P1 -=;: o P2 = ..... o P 1-J, = O ) ~ 
o Pj=konstante(J=f-1+1 ... j) ...... to) 
o ak = konstante (k = 1 ... f) \ 

\ 

Ook in <lit geval is het systeem indifferent tegenover de toege
laten storingen 1). 

(Voorbeeld: Bij de elliptische beweging van een elektron om 
een atoomkern is alleen de groote as van de baan vastgelegd; 
elke naburige baan met dezelfde groote as kan opgevat worden 
als een kleine trilling om deze baan.) 

Bij het probleem van de beweging van s elektronen in een 
periodieke baan om de kern kan men zich nu ook denken <lat 
slechts die storingen toegelaten zijn welke de ingevoerde quan
tenvoorwaarden onveranderd laten . :Men komt dan echter onmid
dellijk op de vraag: welke zijn de ingevoerde quanten voorwaarden? 
Is (speciaal voor het bovenstaande probleem der beweging in een 
cirkel) de voorwaarde (3) of (3*) de eenige, of moet men niet even 
goed de voorwaarde dat de haan een cirkel is, en dat ze in een 
plat vlak ligt, als quanten voorwaarden opvatten van den vorm: 

f Pr dr = U ' 
~-), I (6) 

(voor elk elektron). 

Dan zouden de trillingen nog meer beperkt worden dan door 
de voorwaarde van Bo1m gedaan wordt, en het zou niet onmo
gelijk zijn zooveel quantenvoorwaarden in te voeren dat voor de 
nog toegelaten storingen het systeem indifferent is evenals boven. 

Om deze kwestie nog eenigszins nauwkeuriger te onderzoeken 
kan men als volgt te werk gaan: 

Aangenomen men kent een partikuliere periodieke solutie der 
bewegingsvergelijkingen. Dan kan men met behulp van een door 

1) Hiermee hangt . amen dat de toegelaten storingen de energie onveranderd 

laten. 
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PorncARÉ 1) gegeven methode de soluties in de nabijheid hier
van onderzoeken. Zij de periodieke solutie: 

........ (7) 

waar 'Pi en 1µi periodieke funkties van l Z\jn met de peri'orte: 

T = ~ 1r • De naburige oplossingen hehben dan den vorm : 
w 

2/ \ 
g; =er; (t)+ ~c1. e""1 S;,.. I 

2f \ ' 
JJ; = 1/'; (t) + ~ Ck e"ki s,:,i 1. 1 

. ........ (8) 

1 / 

Hierin zijn c1 ...• C2J integratiekonstantcn (welke de amplitu
den en fazen der storingen bepalen); a1 ••.• azf zijn de z.g. ,,karak
teristieke exponenten" welke funkties zijn van de parameters die 
de periodieke solutie bepalen, doch onafhankelijk zijn van de c's. 
De Su, en S* ik zijn periodieke funkties van t, met de periode 'l'. 

PorncAnf~ heeft aangetoond dat inclien cle bewegingsvergcl~j
kingen een kanonisch systeem vormen, en indien de funktie van 
HAMILTON do tijd t niet expliciet bevat - wat in het beschouwj:}e 
probleem ondersteld wordt - de karakteristieke exponenten twee 
aan twee gelijk en tegengesteld zijn, en dat één paar gelijk nul is 2). 

Aangenomen is verder dat de paren van karakteristieke expo
nenten verschillend zijn 3). 

De voorwaarde voor de stabiliteit van de beschouwde periodieke 
solutie ( de "solution génératrice") tegenover storingen is dat 
alle karakteristieke exponenten zuive,· imaginafr moeten zijn. 

(1) Ondersteld wordt vooreerst dat dit het geval is, zoodat de 
,,solution génératrice" stabiel is. 

Indien men (in overeenstemming met het hierboven opge

merkte) aanneemt dat ak = - ak +1= wk V - ] , en dat a1 = a.r +1 

= 0 is, kan men stellen: 

QL = w t + konstantc I 
Q" = wk t + konstante (7.: = 2 ... .f) 1 · · · · · · · (

9
) 

1 ) IT. PorNn1ü:, l\Hcanique Celeste 1, p. 162, vgl. 
Zie ook: 1V11l'l"l'AKE:H, Aual. Dynamics, p. 400. 

2) Er is tlus steecls een storing waar tegenover het systeem indifferent is. 
3 ) Indien dit niet het geval is krijgt men tinnen van lleu vorm: t,,. e',t. S. 
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In de formules (8) kan men de e'xponentieele funkties van t 
vervangen door goniometrische funkties van de Q's; ze zijn <lan 
in den vorm te schrijven: 

+ 00 
. 1 cos ( 

(Ji = ~ A~n I sin j rn Q1 + 
J + 00 

i \ cos I + L, i'k Z B1.m . l (m Q1 + Q1c) 
k=2 - 00 8111 

..... (10) 

p, = z: (A!,.)*\ ~~; lm Q, + 1 
J + 00 . 1 cos I + L, i'k ·L (BÎcm)*\ · 1 (m Q1 + Q1c)1 k = 2 _ 00 1 8111 

Het eerste stuk van de rechterleden dezer vergelijkingen be
vat de funkties <Ji en tpi, en de storing waartegenover het systeem 
indifferent is; de (j-1) reeksen van het tweede stuk bevatten 
de overige storingen. De konstanten i'k bepalen de amplituden 
der storingen; deze worden verondersteld klein ie zijn, evenals 
hoven met de c" het geval was . De groothe<len A, A *, B, B* 
Z\jn konstante funkties van de parameters der oorspronkelijke 
periodieke oplossing. 

Men kan nu in overeenstemming met de in hoofdstuk II be
sproken principes de Q's als hoekvariabelen opvatten, en de 
grootheden invoeren: 

2 1l 

1 1· "'"' cl q i P" = 2 rr d Q" "'7 l)i cl (he . . . . . . . . ( 11) 

0 

(zie ~ 11). Dan is het cluiclelijk dat P,. (k = 2 ... f) gelijk is 
aan (r 1c)2 maal een funktie van de parameters der "solution 
génératrice"; terwijl in J\ de /s alleen als k w:ulratC'n (i' 1,}l 
voorkomen, tezamen mot c1ezo parameters. 

:Men zou nu als quanienvoonvaar<len kunnen i1wocren: 

....... (12) 

De quantengetallen 112 .••. n1 bepalen de amHliiu<1on der kleine 
trillingen om de "solution gónératrire". Deze wlf is gokarakte-
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riseerd door: n2 = n3 = .... n1 = 0, terwijl de grootte van de 
baan vastgelegd wordt door n1 1). 

Drukt men de energie uit als funktie van de P's, dan krijgt 
men een formule van den vorm: 

\Yfüll': 

cl Ko 
·~ P1 =w. 

Uitgedrukt als funktio <1er quantengetallen: 

J h 
a=ao(n1)+L, w1c(n1).n1c ... (13a) 

2 

In dit geval is de quantiseering van het systeem tenminste 
principieel uitvoerbaar. 

Stelt men nu evenals boven de voorwaarde dat slechts clie 
storingen toegelaten zijn welke de qnantenvoorwaarden onver
anderd laten, dan ûjn in de onmifldollijke nabijheid der oor
spronkelijke periodieke solutie geen kleine trillingen mogelijk, 
behalve de im1ifferente Rtoring: 

iî P1 = 0 
r2 =y3 = ... n=O ......... (14) 

o Qi = konstante 

Pas op "grooteren afstand" hiervan krijgt men de bewegingen 
waarvoor: 

1) Men dient hierbij na te gaan of bij een bepaalde waarde van l't (b.v. 

111 ~) voor Pk = b.v. {\r (!.· = 2 ... /) de amplituden rk der storingen vol

doende klein zijn tegenover de bewegingen in de oorspronkel\jkc oplossing. 
Js dit niet het geval, dan zou men de v:iriatie-vergelijkingen welke voor de 

afleiding der naburige soluties dienen (cf. Po1NCA1l1(, l.c. en 1Y111TT ,1i-ER, 1. c.) 

tot op hoogere machten van cle storingen moeten ontwikkelen om uanwkeuri4"er 
oplossingen te kr\jgen. De reeksen (101 worden clan minder eenvoudig: er komen 
trrmen van clen alg-crnrrnen vorm: 

I cos I 
B" 1, .... 111r· / . \ (1111 Q, ... . 1111 Qr) 

• ITTn . 

in voor. 
2 ) Dit is eigenl;jk het begin van een rceksontwikkeliug naar opklimmende 

machten van P 2 •••• P.1 (Yergel[jk 1Y111TTH1rn,'t.--<,. C'h. X\'l ). 
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(k = 2 ... f) 

is, welke eerst door storingen van bepaalde, eindige grootte kun

nen worden opgewekt 1). 

(2) Indien sommige der karakteristieke exponenten reëel of 
komplex zijn, is de oorspronkelijke periodieke oplossing instabiel. 
In r1it geval komt men weer op rle moeil~jkheicl van bl. 138/139. 

Misschien zou men hier den volgenden ireg kunnen inslaan: 
Men voert zoovele hoekvariabelen in als er imaginaire a's 

zijn (m. a. w. zooveel als het aantal der stabiele en der indiffe
rente trillingen bedraagt); hiervoor tracht men quanten voor
waarden op te stenen op dezelfde wijze als boven gedaan is. 

Dan moet getracht worden quantenvoorwaarden te vinden 
voor de instabiele bewegingen, welke bij de reëele a's behooren. 
Of dit mogelijk is, en hoe dit zou moeten geschieden kan ik 
echter niet zeggen; misschien zal rle door EPSTET T gegeven 
quantiseering van de hyperbolische beweging 2) hierbij een vin

gerwijzing kunnen geven. 
Onderstel evenwel dat dit gc]ukt, en dat n2 ... nr de quan-

tcngeta1len zijn voor de stabiele tri1lingen; n,·+1 ... n1 die voor 
de instabiele bewegingen; terwijl cle oorspronkc]ijke solutie ge-

karakteriseerd is door n1. 
Voor de oorspronkelijke periodieke oplossing, en voor alle sta-

biele bewegingen in de omgeving ervan, heeft men dan: 

n,-+1 =n,.+2= ..... n1= 0. 

Zal een instabiele beweging optreden, dan moeten een of meer 
<lezer quantengctallen ?lr+1 ... n1 van O op een of ander geheel 
getal springen; deze instabiele bewegingen zullen dus - evenals 
boven reeds omtrent de stabiele is opgemerkt - eerst door 
sto1·in,qcn van een bepaalde eindige grootte kunnen worden opge

wekt. 

•) Om in overeenstemming te bl\jven met <le ideeën van hoofdstuk I1 zou men 
moeten aannemen 11ut <leze soluties k1111nen optre<len wanneer 011 het systeem 

W7, 
lichttrillingen van een der frequenties: ,.,. = ' (!.-:: 2 ... / ) valle11, waarnit . ~" 
het systeem "energie-quanten" kan opnemen. Zie Noot I b\j ueze §. 

2) Vergelijk boven § 15, b). 
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Hierdoor zou de stabiliteit tenminste eenigermate verzeker<l 
z~jn; het blijft dan een kwestie van verder onrlerzoek of de sto
ringen welke <le instabiele bewegingen <loen ontRtaan vee] znllen 
yoorkorncn, of <lat ze zeer zel<len optre<len l). 

Het bovenstaande geeft geen direkt antwoord op de vraag of 
men de quantenvoorwaar<1en als kinematische relaties moet in-
voeren. ' 

De boven gevolgcle methode kan men in het kort aldus karak
teriseeren : 

Bij de berekening der hewegingen is nergens een quanten
voorwaarde als kinematische relatie gebruikt; clc quanteuvoor
,vaarden zijn eerst opgesteld nadat het probleem geheel uitge
:verkt was volgens rle formules der klassieke mechanika. Daarna 
rn ondersteld dat het systeem slechts de <loor de quantenvoor
waarden gegeven bewegingen kan uitvoeren en geen andere. 
De '.'m~gelijke" b:wegingen van het systeem vormen <lus geen 
kontmue verzamelmg; dit heeft tengevolo·e dat er storinaen van 
eindige grootte noodig zijn om het syste:m uit de eene r:, moac, 
lijke" beweging in een andere "mogelijke" beweging t'~ rlonen 
overspringen. 

Het probleem van de stabiliteit heeft hierdoor dus eon aeh0el 
n.nde~· karakter gekregen. [Zie Noot II h~j deze §.l "' 

Wil men echter, zooals b.v. door FöPPL 2) is gedaan, rlc 
(]Uantenvoorwaarden invoeren als kinematische nevcnvoorwaar<lei1 
hij . he_t onderz~ek naar de trillingen in de nabijheid van een 
penot1iekc solutie, dan zou men naar mij toesd1~jnt ze ook reeds 
onmiddellijk bij de oorspronkelijke bewco·ino'SVergeliJ.kino·en in k . ,-, ,-, n 
re enmg . moeten brengen; hierbij kan men echter op het be-
zwaar stmten <lat men eerst het probleem moet oplossen om <le 
quantenvoorwaarden te ]eeren kennen. 

In dit geval zou het waarschijnlijk noodig zijn de grondver-

1) Bewegingen waarvoor ue quantengetallen der instabiele trillin.,.en" 11 . .. . " "' ,·+1···11 r 
met allen = 0 zyn, moeten misschien worden opgel'at als een uissociatie van h;t 
systeem. Vergeltjk een opmerking van J. W. NH·1101.soN, Monthly Notices 72 
p. (i90, 1912. ' 

~) L. FüPPL, Pbys. Zeitschr. 15, p. 707, HJ14.'---

10 
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gelijki11ge11 der meolmnika geheel le \\'Îjzigen; op \\'al voor wi.ize 
<1it moet gesC'hierlen i:-; evenwel nog onhekernl l) ~). 

Bij al het boven besprokene Ü, nog niet gelet op <k moeilijk- · 
heden van olektromagnetis(·hcn aar<1, we1k0 hij ,1eze prohlemen 
natuurlijk oven zoo optr0,kn als hij <Î'<' beweging van een enkel 
elektron. In de uitgewerkte problemen heeft men steeds de uit
straling ,loor do bewegende elektronen verwaarloosd en heeft 
men geen rekening gehourlcn met rk reaktie van het eigenveld 
op elk elektron 3). 

Noot 1. 
Opmerking in verband rnet J01-mules (13) rn (73a) van bl. 143. 
Volgens hl. 143 vinclt men voor <lo energie van e0n howeging 

in <le nab~jhcid eeuer periodieke solutie: 

f 
cc= K (I') = K 0 (Pt) + L, w,. 1\ + ...... (I) 

'.l 

of uitgedrukt in clc guantengetallen: 

f h 
cc= cc0 (n1 ) + L w1c (n,). n1c 

2
- + ....... (II) 

2 7f 

' ) Indien de grondvergelijkingen der mechanika gewtjzigrl worden zouden ook 
<le berekeningen van hoofdstuk Tl en IT r op geheel andere basis moeten worden 
gegrond vest. 

2) In verband met het boven besprokene lijkt me vooral het invoeren van de 
voorwaarde: 

Ji,p = 111 "2 ; = h/2 :c = !.o11sla11{f' 

als ,le eeuige kinematische relatie niet goed t<' verdedigen. 
Zie in verband hiermee ook de opmerking in noot 2 ) , bi. 151, over het stabi

liteitskriterium van Bo1rn. 
3) Het verwaarloozen van de uitstraling is bij systemen met meerdere elek

tronen beter te rechtvaardigen dan bij een systeem met slechts 1 elektron, daar 
tie onderzoekingen van J. ,J. T110~1SON en G. A. ScuOT'l' aangetoond hebben dat 
de uitstraling zeer gering wordt, zoo de vektor-som van de versnelling·en tlrr 
elektronen nul is. 

Bij een ring vrm elektronen is <IP straling des te geringer naarmate de ring 
meer elektronen bevat; zie bi. 4, noot ' ). 
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Onderstelt men nu dal het systeem lichttrillingen · kan uitzen
<len of absorbeeren bij een verandering der quantengetallen van 
<1e waarden n'1 n'2 . ••• n'1 naar de waarden n"1 n"2 . .•. n";-, vol
gens de hypothese van Bom~, dan vinrlt men uit (II) voor cle 
spektraalformule: 

1,-= cco (n'1) - cco (n"1) + ..f:. n'". wk (n'1)- n"". w,. (n"1) + 
1 h ~ 2 .. ) (TH) 

2 7f 

Irn1ien men aanneemt dat de waarde vnn ,11 v00l g·rnoter is 
dan <li0 van n2 n:i ... 111 , en men: 

. ........... (JY) 

stelt, knn men formule (JII) in eerste npproximnti0 wrvnngen 
door: 

}'== 1 è) cc0 ~ , + ...f:. wk. ~ 111c + __ 
h O Il[ • '11( ~ ') •••• --

2 ...J 1T 

I 

L'Pi· ~ 11;+ .... 2) ............ (Y) 
l 

De frequenties die het systeem uitzendt volgens de hypothese 
van BOHR zijn dus in eerste benadering dezelfde als de frequen
ties der bewegingen in het systeem met al hun boventonen on 
kombinatietonen 3). 

In twee opzichten is dit resultaat merkwaardig: 
A) ;{rcHOLSON heeft voor verschillende eenvoudige atoommo

<lellen de kleine trillingen om een periodieke solutie ( eenparige 

1
) De hoogere termen dezer formule hebben minstens den faktor h. 

2 ) Men heeft: 

~ [cco(n'1)-cco(n"1)]=trr .~n1-
8

: 2 è)
0
;

1 
(~n 1)2+ ... 

wi (n'1) - w; (n"1) = 

Alle hoogere termen van formule IV) ztjn dus minstens vermenigvul<lig,l met 
den f'aktor /J. -3) Vergelijk in verLand hiermee bi. 58 en § 32. 
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c;irkelbeweging clor elektronen) onderzocht 1). Hij onderstelde dat 
het s,·steem - volo-ons cle klaRsieke theorie - liehttrilling<'n . ,., 
zou uitzenden clie de;r,Plfde frequenties hebl>en als de bewegingen 
in het systeem, zoo<lat ]1ij hot spektrmn van het systeem kon 
l)erekonen. 

Volgens het hovenstaarnle komt men cloor de hypothese v~111 
Bmm toe to passen in eerste benadering tot dezelfde freguont1os 
voor <le uitgezonden ]ichttrillingen, zoodat het misschien mogelijk 
zal zijn de merkwaardige resultaten waartoe "I<'JTOLSON gekomen 
is, ook mot behulp der qnantentheorie te interpreteeren 2

). 

H) Uit. do formule (V) l>lijkt dat clc frequenties der kleine 

trillin2:<'n 1,1. = w1; o.a. ook crokomhinoercl moeten \\·orden mei 
" ' 2 'iT ,., 

clq frequentie '1!1 = trr dor grornlp<'riode (porio<l<' <lor oorspron

kelijke periodieke solutie). 
Dit treedt ook op in clc algemeene uitdrukkingen voor <I<' 

koor<liJiaten als funk ties van den tij<l; zie hoven formulP (10). 
Ook in clit opzicht blijkt <lus het resultaat dat men vindt nwt 

helrnlp cler r1uantenformules en der hypothese van Bomt ~naloo.~ 
f(' zijn aan hetgeen men uit cle klassieke theorie zou afle1ckn. ·') 

Men vergelijke in verba)l(l hiermee: 
(1) .J. W. N1cnor,so~, Monthly Noticos 72, p. 5·1 ("Poriocls rela

tivoly to a stationary observcr") 1911/12. 

1) .l. W. Ni<·1101.soN, i\Ionthly Noticrs 72, p. 49, 139, G77, 729 (1911/12); 
74, p. 204-, MIG, G2:J (1\ll:3/14). 

2) ln 1lc door N[1•11or.soN beschouwde systemen is het quantengetal 111 1ht 
aan de grolHlperiolle wonlt toegekend vrij groot (b.v. 2:>, 22, 18; zie M011thly 
"N"otices 72, IJ. GSO, 1~)12) ; dit is gunstig voor formule (V ). 

3) In ile meeste gevallen is de oorspronkelijke periodieke solutie een ~e11parige 
cirkelbeweging. Ztî tle frrquentic hiervan ,, 11 en besc~ouwt u~e1~ ter ver<'envo~1-
1liging slechts één kleine trilling met eigenfrequent'.e ,,2 (dit .IR 1le frequentie 
voor een waarnemer die met de oorspronkelijke c1rkelbewegmg rneeroteert), 

1]an zLillen volgens de klassieke theorie de .uitgezonden lichttrillingen voor een 
stilRtnanden waarnemer in het algemeen de drie frequenties: 

1'i; ' ' 2 + 1'1; '
1
2 - 111 

vrrtoonen. 
Vol ,gens de formuleR tlrr qunntfntheorir zullen 1lr uit.gezoll(le11 trillin(\'eo 1le 

frequenties bezitten: 

l' = "'2 )1: 1 "', •. •• 

~ 26.J lW 

( :2) :\.. ~m1 ~LElWJ<]LJJ, lDiue allgemeine Dispersionsformel 
Elster u. Geitel-Festsd1rift (Bmunsdmeig· Hll0), p. F,77. Zie be
neden bi. 214, 1tool 1). 

(3) Du theorie van du spuktm van rutvun•1tdu muleknlen (klas
sieke opvatting: formule nm R.\YLET<rn-RJ1mm,~r, en daartegen
over de opvatting volgous de quantentheorie, d. J. M. BURGERS, 

Versl. Akad. Amsterdam XX\'], p. 1li5, 1917. (Zie boven§ 22). 

[Noot 11. 
De hier ontwikkelde opvatting van het probleem der stabili

teit zou ik gaarne nog eens alclns willen samenvatten: 
In de klassieke mechanika beschouwt men het gedrag van eon 

beweging tegenover willekeurig kleine storingen. In de quanten
theorie zijn echter willelce:iirig kleine veranderingen van een be
wogingstoestancl uitgesloten (behalve dan die tegenover welke 
het systeem inûifforont is, vergelijk boven hl. 13U), zooclat cle oude 
rn:wier om hot probleem to onderzoeken hier vervalt. Oneindig 
kleine storingen kunnen dus de beweging niet wijzigen. ·waar
door dit wordt teweoggebrac;ht is nog onbekend, voorloopig zal 
lllon dit als een hypothese moeten aannemen. 

De stabiliteitskwestie gaat nu in een geheel ander problee111 
over: in de vraag naar de kans op het voorkomen van bepaalde 
storingen van eindige grootte, dus in een probleem van waar
schijnlijkheid 1). 

Om deze storingen to loeren kennen, on speciaal om clc ver
all(leringen in cle energie ie berekenen, welke gopaanl gam1 JlJet 
hot overspringen van <le oene beweging in eon andere, moet mou 
alle quantenbewegingen in cle nabijheid van de besc;houwdo op
sporen. Deze bewegingen zijn dan te splitsen in twee groepen, 
al naar dat ze stabiel of instabiel zijn in den zin van do l O clo
iinitie van bl. 135. 

In het algemeen zal men eehtor mogen aannemen, dat lioe 
grooter de r1uantengetallen zijn, hoe kloillor <le relatieve sprougs
gowijze veranderingen in <le energie moeten wezen, opdat de 

1) \' ermoedelijk zal onder deze storingen een belangrijke plaats innemen lle 
inwerking van een stralingsveld. Omtrent de hypothesen welke men kan maken 
over de waarschjjnlijkheid van het overspringei].....l!it de eene beweging in een 
andere vergelijke men de in ~ 33 besproken theorie van l<:tNS'l'Ern. 
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bewogii1g omslaat in een andere, welke eventueel inslabiul kan 
,rnzen. Men nadert <lui,; ook hier weer bij grooto qnantengetal
len asymptotisch tot de opvatting van de klai,;sieke medrnnika, 
volgens welke men oneindig kleine storingen der beweging in 
het oog moet vatten. 

(In verband met deze kwestie zij hier nog gewezen op een 
probleem dat er nauw mee samenhangt, en dat opgeworpen is 
door de dispersietheorie van D1wYE en So:mIERFELD, nl. het mee
trillen der i11stabiele vrijheidsgraden van een systeem waarop periodieke 
uitwendige krachten werken. Men vcrgel~jke hierover § 36, opmer
king 6) (bl. 222). J 

§ '!.7. KORT ü\TERi;lUilT VA:N" DE.ü.::-lDERi;üEKINnE~ 

VAN BOIIR, NICHOLSO:X EN FÖPPL OVElt 

8YS'l'EMEN ME'l' RINGEN VAN ELEKTROi\EN. 

A. Systemen met één 1·inp van elektronen. 
Door NwnoLsox is gevonden dat, indien men geen neven

voorwaarden invoert, een ring van 8 elektronen instabiel is tegen
over verplaatsingen in het baan vlak, tenzij s = 1 is 1). 

BorrR voert als voorwaarde voor de stabiliteit in: de onder
zochte beweging is stabiel, indien de totale energie hierin kleiner 
is dan in elke naburige konfiguratie waarin elk elektron hetzelfde 
moment van hoeveelheid van beweging heeft. Hier wordt dm; 
het konstant zijn van het moment van hoeveelheid van beweging 
als kinematische relatie ingevoerd 2). Door Bomt is alleen een 

1 ) J. W. Nrn1101.soN, Monthly Not. 72, p. 677, vgl., HJ12. 
2 ) N. Bo11n, Phil. Mag. 26, p. 23, 1913. 
Opmerking. 

Past men het door Bo1rn gegeven kriterium voor de stabiliteit toe op een 
systeem bestaande uit een kern met één elektron, zooals in hoofdstuk 111 onder
zocht is, dan komt men tot het resultaat dat atteen ee1t cirkelvormige beweging 
stabiel is, doch geen etliptisclte beweging. 

Volgens formules (5), (6), ( 12) van § 17 kan men voor de totale entirgie schrijven: 

111 e 2 8 2 

"= - 2 (l\ + Pl ) 2 

waar: 1"~ = moment van hoeveelheid van beweging; 

l'i = Jv" rfr. 

~->-
(P 1 + P1 = P 1 --"' 1 111 r Na, wa,Lr rt = groote as van de ellips ). 

De waarde vau de energie is dus bij gegeven waarde van het moment van 
hoeveelheid van beweging P'~ een minimum voor: 

/'1 = ll 

wat slechts het ~end is \'oor ,·i,·keLou,·1111iJP lm11e11. 

H ollllt mc·n rPkenin!{ ml't 1l1· rPlat; ,·iRtiRche konekti,·s, dan blüft bij benadering 
hrtzelföe !!,'Cltl,·n. 'l'tJeh mort men zek1·r aannemen ,lat rL-{'lliptiRche banen mrt 
t>indÎ!a('l' e'<<'Pntri,•iteit voorkomen, om 1lt, t11'1ailstrnktu111· 1li>r spektraalltjnen tp 

verklan·n 1_1",011 ,1 Lln 1-.1.11, . \ 1111. ,l. Ph~ s. 51, p. 1, \!!,'i., 1 !Il li ,, 
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vera1Hlering van den straal der ring onderzoc.:lit 1), \\·aarhij d(' 
energie steeds bleek toe te nern.en; hieruit konkludoerdo hij dat 
de beweging stabiel is tegenover storingen in het baanvlak. 
Een nader onclcrzoek hiornver is verrielit cloor L. li'öPJ'L :l). FüPPL 

leidt het door Boll1: gebrnikie kritol'inm af uit een theorema 
van H,ou·rH, en gaat de stabiliteit vai1 versehillen<le ringen na 
tegenover willekeurige storingen in het baanvlak. Is Ze do grootte 
van de kernlading, s het aantal elektronen in de ring, dan is voor: 

het systeem :;labiel als s = 1, 2, 3, 4, 5 ; 

voor grootere waarden van s is het systeem slechts stabiel zoo 
de kernlacling Z grooter is dan het aantal der elektronen (b.v. 
8 = 6 eischt: Z= 8 of meer, enz.) ' 

De stabiliteit tegenover storingen loodrecht op het vlak van 
tie ring is 011dorzoeht door NwnoL:-io~ en door Bo1rn; deze 
onderzoekingen berusten geheel op de klassieke meehanika. Boni, 
vindt dat voor: 

Z=8 
de nug stabiel is, als s = 1, 2, ~' 4, 5, 6, 7; 

bij grootere waarden van s is het systeem slechts stabiel als Z 
veel grooter is dan s ;;), 

NwrroLsON heeft voor verschillende eenvoudige systemen lle 
kleine trillingen om den stationnairen bewegingstoestand onder
zocht 4). 

Hij nam aan dat het systeem - volgens de klassieke elek
trodynamika - lichttrillingen van dezelfde frequenties zou erniL
teeren als de frequenties dezer kleine trillingen zijn, en bere
kende op grond daarvan het spektrum van het systeem. De zoo 
gevonden spektra vergeleek hij met reeksen van l\jnen, waarge
nomen in nevelvlekken, in de Corona van de zon on in de 
WoLF-RA YWl'-sterren, waarb\j h\j rlikwijls merkwaardige over
eenstemming vond 5). 

1) N . .lfofm, l.c. p. -!8U. 
: ) L. FöPPr., Phys. Zeit schr. 15, p. 707, Hll4. 
3) N. 130,rn, 1. c. p. 481. - \•J. I"{. N tl ' 1101.soi.:, l.c. p. 52. ) 
•î ,J. W. N11 ·1101.soN, Monthly Notices 72, p. 4~J, 13H, 677, 72H (HJl l/l::l l ; 

74, p. 204, 486, G::!3 1_rnl3/14). 
5) fntlicu ht•l spektnu,1 Ll'rekt•tul wenl volgens de e111i~sie-hypothese van 80111-t 

zutt men iu eerste benadering dezelfde lijnen vinden, tiaar tie q uanteugetalleu 
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U. l'>!JStemm met 1neerdere ri11yen van etektrunc11. 
Indien or vele elektronen in een atoom zijn ligt hot voor de 

hand to onderstellen dat zo zich niet alle op éón eirkel zullen 
bewegPn, doc·h dat ze over rneenlere ringen verdeeld ku11nen zijn. 
Het onderzoek van dergelijke bowegi11gc111 is ed1ter nog veel 
moeilijker dau dat van clo beweging in één ring, zelfs indien 
het aantal elektronen in elke ring niet groot is. 

BüHR onderstelt dat alle ringen cirkelvormig zijn, en in één 
plat vlak liggen 1); hij geeft hiervoor een approximatieve be-

~-------- ---------, 
;,-.1------î ) 
J.~ ~------1----------

..... 1 1 1 l ................. 1 

i ~~K 
! ,,J : 

-· 1 
-.,/ i-

... 1 " 1 [,,d/._:__ -- J 

r:/r- ----- -------
J 

/ 

,.-------------------------=.-=.:::~ :[ 2 

,,'Q.;;::----------r-------:/ / l) 
E, 'f" . .............. _.... r ,,. --- , : ................. :------:----.... -;:-_., __ _ 

1 ................ 1 ,,,"" l ,,.,., ~ K 
1 .,,~ ............ 

: ,,,.,,.."' : ....................... ! 
1 ----~--------- ............ 1 -+----.,....,.,.. : ----~-::.. 1 El 

r 1 ..,..,.. 1 -------~ f 
\~(ij:~----------- ) 

E '------------------ --~ 3 
J,,ig. ,;, 

Voorliecltleu van tiy:-;temen waarin dt' elektronen 

niet alle in hetzelfde vlak loopen (:Xw1101.so!\ . 

8 1 , l~\ , h':1 , li\: elektronen; 11· : kern. 
du het bovenste systeem beweegt de kern zich 

in een kleine cirkel; in het onderste houden de 
krachten die de 4 elektronen op de kern Ltitoefenen 
elkaar in evenwicht, en staat de kern stil. ) 

1_,11) die N1c1101.,;11rs aan 1le gruntlpcriotle !-(Ct'n vr\j groot zijn \ ;\,lonth{.v Xotirr, 
72, p. 680, 191::!). (Zie Noot I bij ~ :W.) 

•) N. Bo,rn, l.c. p. 484. 
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lrnn(leling on leidt oen voorwaarde af voor de :;tabilitcit. Hierop 
i:; oen uitvoerige kritiek ver:;ehenen van ~JUJLOJ,sox 1); <loze l10ofi 
vor:;ehillenclc voorbeelden van systemen met meerdere konecn
trische ringen in één plat vlak ondcrzoeht, o.a. om ecu model 
voor het Lithium-atoom te virnlen; [ definitieve resultaten liocfl 
dit eehter niet opgeleverd. J 

N1cuornox heeft ook nog e~nige periodieke soluties aangegeven, 
waar <lc ringen niet in één plat vlak liggen (zie 1ig. ö) '.!). Zooals 
reeds door het ,rnor<l perio<liek is uitgedrukt voldoen deze aan 
do stabiliteitsvoorwaarden (1) van bl. 135; hot zou zeer de moeite 
waard zijn deze soluties en de oplossingen in de nab~jheid ervan 
nader te onderzoeken. 

C. Born-:. geefL ook nog besehouwingon over do vcnleeling (lel' 
elektronen over de verscliillon<lc ringen hij oenige ccnvoll(lige 
systemen, en brengL deze vcnleeling in verband meL de chomi
f;Che valentie der elementen 3). Deze beschouwingen hebben moor 
een qualitatief karakter; BonR voert als voorwaarde voor don 
meest stabielen toestand in, dat voor deze de totale energie eon 
minimum is (bij gegeven moment van hoeveelheid van beweging); 
rleze voorwaarde wordt echter niet streng vastgehouden. ~IUUOL

SON heeft deze valentie-theorie aan een kritiek onderworpen 4), 

en men krijgt het idee dat op diL gebied bijna nog niets be
reikt is 5). 

D. Systemen met meerdere kernen. 
Zoodra men onderzoekingen wil <loon over den houw dor mole

kulen krijgt men met systemen to doen welke moor dan één 
positief geladen kern bezitten. Door B01m 1i) zijn VC1'8<:hillcrn1e 
qualitatieve beschouwingen over de konfiguraLie, ,lo stabili LoiL 

t ) ,J. ,, -. )l°1(·1101.soli, Phil. i\lag. 27, p. ,,41, vgl., 1914; MonthlyNotices 74, 
p. 430/431, 1914: Phil. l'vfag. 28, p. !JO, 1H14. 

~) J. 1\. Nll ·1101.soK, Monthly Notices 74, JJ· 434/435 , 1\114; Phil. Mag. 27, 
p. f>60, Hll4; J'hiL Mag. 28, p. !JO, vgl., l\ll4. 

3) N. Bo11 u, Phil. )Jag. 26, ca. bl. 487, vgl., l()lêL - iie ook: A. v. 1,. B1tu1<:h, 
1<:lster u. Ueite_l-B'estschrift, p. 4~8 , 1915) [en L. V1w.1H1J, Verh. l>euisch. l'l1.n. 
<±es. 19, p. :344, 1917 1. 

, -, .T. ,V. Xll 1101 s nr,;, l'hil. :\la!_\'. 27, p. :if>H, 1H14. 
") i\l('ll vergclijkr in n,rb:1rnl hicl'IIH'è ook clc cloor ,J_ ,). T11<>11~0N ontwikkelrle 

idrc,•n (Phil. )Tag-. 7, p. 2;>K, 1!J01). 
r.~ N. Bt>11H, Phil. î\Ta!_\'. 26, p. K,>7, 1'.JJ:). 
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en do vorming (lezer sy:;tomon gegeven, wat liet laat:;lc betreft 
mot het oog op een mogelijke verklaring van ltet proeo:,; der 
ehemischo verbinding. 

Het meest onderzocht is het model van het waterstoj-rnoleku.nl 
(H'2)· Dit systeem wordt onder:;telcl te hcstaan uit twee komen 
met <le ladihg + e en de massa van eon ff-atoom, on twee elek
tronen; de laatsten bewegen zieh in een eirkel welks vlak (len 
afstand <ler kernen loodrecht middendoor deelt (zie fig. 7). ls 
2a de afstand der kernen, R <le straal van <le olektronenbaan, 
dan heeft men: 

B=aV3 
eZ 

w2 = -lrnH'> (81/3-1) ...... (15) 

waar w do hocksnolheül dor olokLrouon is. 

K1 ,,,,-',,, 
/ 1 ', 

// 1 a. ',, 
,,/ : ........... E 

(~~E:;~;::~~~::r_:::~:~)~:::: 
, ............. : a ,/" 

...... ' " .. , : ," ',,,,./ 
KZ 

Fig. 7. 

M.udel van het waterstofmulelrnlll 
volgens Bo111t en D1rnn:. 

A' 1 , K 2 : kernen; B, , A'z : elektl'uneu. 

R=ai/3. 

DiL model heeft zijn groote bekendheid te danken aan 1le <li~
pcrsietheorie van DEBYE 1). Onderzoekingen over <l'e stabilitei L 
zijn gedaan cloor Mej. H . .J. v.L\ Li.;EUWRN, <lie de trillingen van de 
elektronen orn <1e stationnairc beweging naging in de onderstel
ling dat <le kernen vastgehouden worden :l) en door Re 1mW\l'J< ·;,; 

welke ook rle trillingen van <le kernen in <le berekening opnam il). 

') 1'. lh:lll 1., Sitr.. llèr. HtL} r. ,\k:uL p. 1, l!)J :",. Zie ueiiede11 .~ 3li. 
2 ) M.ej. IL .J. VAN L1·:1m1n:N, \'ers!. Ak:t<l. .\msi. \X I\ ", p. 1047, l!Jlf>/lti. 
") .\. It1 Hli\(J\\ 1i_,1, Phys. Zeitsehr. 18, p. 1:-;ï, Hllï. 
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Het is gebleken <lat het s rsLeem tegenover sommige storingen 
instabiel is. 

Der.e ornlurwekingun, hou inLeressanL en udangrijk r.e ook Z\jn, 
zullen hier niet nader besproken worc!en. Sleehts zullen enkele 
opmerkingen over de preeessio-bewegi11gen en de quantentheoric 
van l'Otoel'endl' molokukn hene<kn in § 2$J vermrld worden 1). 

1) Met betrekking tot den bouw der molekulen ztj hier ook verwezen naar 
een artikel van 1,V. Ko~:m1.: ëber llfolekülbildung als ]<'rage des Atombaus, Ann. 
d. Phys. 49, p. 229, 1916 (speciaal het UI • gedeelte, p. 350, vgl. ). KossEL geeft 
evenwel meer algemeene beschouwingen, zonder direkt van het atoommodel van 
Ru'!'IIERL?ORD-.BOIIR gebruik te maken. 

§. 28. OPMEIUZJN(.,.F,N OYEH DE SPEKTRA VAK 

SYSTEMEN MET MEER DAN EEN ELEK'l'RON. 

Over de spektra van systemen met meerdere elektronen z~jn 
nog weinig onderzoekingen gedaan. Yoornamelijk is dit toe te 
R<"hrijven aan de moeilijkheden die men ondervindt b\j het op
stellen der quantenvoorwaarden. 

Door NICHOJ,~ON is voor verschillende eenvoudige systemen 
met één ring van elektronen het spektrum onrlerzocht, in do 
onderstelling clat de lichtfrequenties die het systeem uitzendt 
der.elfde z\jn als de frequenties rler kleine trillingen in het sy
steem (Zie § 27, A). 

Door Bmrn en door NICHOLSON is verder nagegaan wat yoor 
frequenties worrlen uitgezonden op grond van rlo emissic-h~1)0-
these van Bmm indien bij de beweging van allo elektronen op 
éón ring het moment van hoeveelheid van beweging der elek-

tronen van een bepaald veelvoud van 
2 
hn op een ander springt. 

Belangr~jke resultaten heeft dit echter niet opgeleverd 1). 
Berekeningen van de spektra welke in verband staan mot de 

oplossingen in de nabijhei<l van een perio<lieke solutie, uil.gevoerd 
in aansluiting aan den godarhtengang van § 26 (en sp<'<·iaal 
X oot l ), zijn vo01·zoover mij bekend is nog niet gemaakt. 

Een interessant probleem hcofL So)DrERFELD uitg<>werkt 2), ge
lijk reeds op 1,1. 137 (noot l)) vermeld is. 

SoMMERPELD beschouwt een atoom waarin alle elektronen op 
óén na in een ring vrij dicht om Je kern hee1.1 loopen, terwijl 
het laatste elektron zich op betrekkel~jk grooten afstand om dit 
systeem beweegt. Aangenomen wordt dat . de beweging van rle 

1) Zie: J. W. N1c110LSON, Monthly Notices 74, p. 425, vgl., 1914. 
I_Men krijgt een spektraalformule van het BALMlrn-type op gro11tl van 1le eigeu

sehap vermeld i11 ~ 1G, c).] 
i ) A. SomIEHFELI•, Sitz. Ber. JJayr. Akad. p. 1&2, vgl., l\:J16. 
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ring onveranderlijk i:-: (rn. a. \\". do reaktic van het buitenste 
elektron op de ring wonll verwaarloosd); verder dat het elek
trische velcl veroorzaakt cloor de ring van elektronen vervangen 
mag worden cloor het vel<l van een kontinn met rlezclfrle hoe
veelheicl elektriciteit geladen ring. 

Men kan nu clc hewegiug van het elektron in het veld door kern 
en ring veroorzaakt 011derzoek(•11. SmDrnJü'ELD beperkt zich hierbij 
tot bewegingen Ynn lid elektron in het vlak van de ring 1). De 
berekeningen van ::3mn1E1: 1,•m,u zullen hier niet herhaald worden; 
:-:lechts zij mecge<leeld dat de potentiaal van het elektrische vel<l 
in het vlak van de ring in een reeks naar negatieve machten 
van r ontwikkeld kan worden: 

-e. V=- e2 + elt~ 1 1 a2 32 a4 1 + 82 r4 + .. ï . . . ; (lt>) 
?" 1 22 1·2 

Hierin is: 

- E* = - (E - e) = lading van cle ring; 
a = straal van de ring. 

Breekt men de ontwikkeling af bij 
men tenslotte tot een formule voor 
(uitgeclrukt in de quantengetallen): 

cle term met a2, dan komt 
cle energir, welke 1nidt 

-R.h 
ex= 

(n + n' + q/n3)2 
..... (17) 

(R = konstante van Rydberg; n = quantengetal voor do azi
muthale beweging, m.a.w.: n h/2 n = moment van hoeveelheid 
van beweging; n' = quant.engetal voor de radiale beweging) 2). 

Neemt men ook de term met a4 mee, dan worcli ,ie formule 
voor cle energie: 

--R. h 
ex = -1 1 • • • • • • • (18) 

I tCn )2 
I n + n + q n + ( + , + / 3)9 

1 

n n q n· ~) 

(fJ.n en lcn ZlJn bepaalde funkties van n, cf. SoMMERPELD, l.c.). 

t) In dit geval is het probleem door separatie der variabelen te behandelen. 
"\Vil men de elektronenbanen berekenen welke niet in dit vlak liggen, dan zril 
men vermoedelijk zijn toevlucht moeten nemen tot de for1m1les van de storings
theorie; vergelijk de analoge problemPn in hoofdstuk 111, ~ :JO, l:!1, e. a. 

2) De grootlwid IJ is eve11rr1lig met het kwadrarit van tle straal r, van de ring 
(zie formule (~Oa), bi. 160). 

lTil deze formule:-: kan men clc speklrnall'orrnulcs van RYDBmw 
en van Rrrz a1leiclen: hiervoor \\'orclt verwezen naar het artikel 
van Sü~DfERFELD. 

Yoor cle termen (ler hoofdreeks is: 
1 e nevenreel.:s 

B1~1tn,rA:<1:<1-reeks 

Opme1"ki11grm, 

n=2 
n ::-:: 3 
)1 = 4 

n' = 0, 1, 2, .. . 
n' = 0, 1, 2, .. . 
n'=O, 1, 2 .... 1) 

1) So:mrnRFELD heeft ook het geval onderzocht dat de ring 
van elektronen ver buiten cle kern ligt, terwijl een elektron 
binnen <le ring vrij dicht om de kern loopt 2 ). Dit is van be
lang voor de theorie der RöntgenstralE:n; het onderzoek heeft 
echter niet die resultaten opgeleve]'(l, Wf'lke Ro.,rl\rnRFELD oor
spronkelijk gehoopt had te bereiken :l). 

2) Een roteeremle ring van elektronen oefent behalve een elek
trische, ook een mag,wtistlie werking uit, wat invloed kan hebben 
op de beweging van een nieer naar buiten gelegen elektron. 

Het magnetische veld is bij benadering hetzelfde als dat van 
Pen elementair magneetje met moment: 

E*w a2 
u=- -- 4) 
' 2c 

........ (Hl) 

Indien clo as van het magneetje in de z-as ligt, is de vektor
potentiaal van het veld: 

a . .-= - /y ( ~ ) ay = + il~t ( ; ) ; a0 = 0 . . . (19*) 

Y olgens de formules van § 6 kan men voor het elektron de 
funktie van LAGRANGE opstellen, en op de bekende mn.nier 
hieruit de funktie van HAMILTON afleiden; cle verdere behande
ling van het probleem gaat op de gewone wijze. 

Verwaarloost men termen die de straal a van de ring in cle 

1) Vergelijk over de tweede nevenreeks: SomIERFELu, l.c. p.132. SomIERFELn 
vermoedt dat deze verband houdt met elektronenbanen welke niet in het vlak 
van de ring liggen. 

2) A. SomtE:RFELll, Sitz. Ber. Bayr. Akad. p. 174, HJ16. 
3 ) A. SoinrnRFliLll, l.c. p. 17~1. - Zie ook bet bene<len gt•citeenle artikel van 

P. D1wn. 
') Zie § 37 ,. Noot I. - w is de hoeksnelheid van de ring. 
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-~e of lioogere mac-ht bevatten, clan vindt men voor <le PJH'rgie 
van de hanen in hei vlak van de ring <le formule: 

-ll. h u= 1) ........ (20) 
--j 1 ! _ ., ; ''):! ( 11 n , IJ n ., - IJ ·' n -

wnnnn: 

1 E* 
(j = 4 e 

... h ,u 
q··· = 2 rr rn e c a 2 

1 

..... (20:i.) 
7i2 

a1 = 4 ,,.2 m, c'3 

Drnkt mrn hot magnetifwh mom0nt ,u uit in mngnetonon (1.t'') 2), 

<lnn vill<1t men voor q*: 

q* = ca. 0,54.10-·-·. ,u* . ..•...•... (21) 

Is hot aantal elektron0n m de ring Z,:C, het monwnt vnn 
horvN•lhei,l van beweging van elk !.· h/2rr, ,lnn is hel rnngïw-
1 isd1 mo111rni: 

,u* = ea. 5 Je Z* magnetonen 3). 

Hieruit blijkt <lat do invloed van het magnetisch vol,l vnn 
eon elcktronenring in het algemeen zeer gering is. - De grooiheicl 
IJ is in (lit geval ca. Jc4/4 Z*; dit heeft een veel belangrijker in
vloo(l op cle spektraalformule 4) 5). 

3) Over de Röntgenspektm is nog ver,whenrn een n.riikol van 
P. Dmw1~. Dor orste Elcktrononring- der .\tome, Pliys. ~eitschr. 
18, p. 27G, 1917. 

, ) A. l-,o~nrn1lt'E1.1J, l.r.. p. 170. 

2 ) Een Magneton is ra. 1,84. l!l - 21 r. g. s. 
3) Zie § 37. 
; ) 11. G. S1'ANLEY AL1.1rn heeft een atoom model voorgestelil; wnarin <le ke1·11 

behalve een elektrische l:ttling, een magnetisch moment draagt (Phil. ~fag. 29, 
p. 40, 140, 1915). 

Voor de energie der quautenbewegingen van een dergelijk atoom kr\jgt men 
tleze!fde formule als (20), waarin evenwel q = 0 is. 

Om een merk baren invloed te heb beu zou het magnetisch moment van d.e kern 
zeer groot moeten zijn ( STANLEY At.t.EN vinclt dat om bij Lithium tle afwtjking 
van de spektraalfornrnle van het BAL)11rn-type te verklarei1 de kern eenige tlu izen
den magnetonen zou moeten bezitten). 

r.) ln verba11d met dr magnetische Pigenschappen van heL atoommotlel verge
lijke men verder § 37. 
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DEBYE komt hierin tot het resultaat: 
Binnen in hot atoom bevindt zich het <lic·htst bij de kern 

l'en ring van B elrlctronen, welke op gelijke afstanden langs een 
C'irkel stam1, en olk met een moment van hoeveellieid van be
weging van 1 <Jnn.ntnm (h/2rr) ronclloopen. Uit <leze cirkel kan 
1 elektron verwijdertl 11·orden, en met een moment van 2 quanta 
voorzien een baan er buiten beschrijven, terwijl <le overige twee 
elektronen dichter bij de kern komen, e;1 diametraal tegenover 
elkaar staande een nieuwe cirkel beschrijven. 

De Röntgenlijn K u I wordt uitgezonden als de elektronen uit 
de konfiguratie (Il) overspringen in de konfiguratie (I). 

Deze opvattingen van DEDYE blijken dus in sommige opzichten 
belangrijk af te wijken van de icloeën van SüMMlfüFELD. DEBYE 
vérmoedt dat het met zijn theorie mogelijk zal zijn verschillende 
problemen te verklaren (in verband met het kombinatie-princip<' 
en de absorhtiegrcns) die in de theorie van 8oi\U.IER1 <'ELD onop
gelost bleven. 

De resultaten van DEBYE schijnen in zeer goede overeen
stemming tP zijn nwt de metingen over cle golflengten der Rönt
genstralen. 

Men zou misschien nog eenige kritiek kunnen uitoefenen op 
rle gevolgde rekenmethoden (l.c. p. 278), in verband met do 
volgende kwestie: 

Yolgens DrmYE kan het buitenste elektron in de II 0 konfigu
ratie loopen : 

M op een eirkelbaan (II-1), met ft{ze-in tegralen: 

2 n 

f Pqdq=2h; 
0 

f lJr dr = 0; 

+ ->-

M op een olliptisC'he baan (II-2), met fazo-integralen: 

2 7C 

f Prp dep= h; 

0 

f Pr dr= h. 
~ 

De overgang (II-1) ->- (I) geeft de lijn: ]{ u 1 ; de overgang 
(Jl-2) ->- (I) geeft: K u 2 (DEBYE, 1. c. p. 283). 

Het schijnt me echter dat de perihelium-afstand van de ellips 
(TI-2) Neiner is clan do straal van de ring met 2 elektronen, 
welke or binnen mOPt liggen. 

] ] 
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Men heeft nl. in de tweede konfiguratie: 
straal van de binnenste cirkel: 

·ez 
ai= 2 h R (Z-0,25); 

[§ 28. 

straal van de buitenste cirkel of halve groote as van de ellips: 

4 e2 
a2 = 2 h R (Z-2) = ca. 4 a1. 

(Hier is: Z = lading -van de kern; R = konstante van RYD-
1rn:n.a; zie DEBYE, l. c. p. 278, form. 8 en 9). 

De ellips (II-2) heeft de excentriciteit: E = V 1-( 1/2)2 = 0,865; 

<lus is de perihelium-afstand: 

a2 (1-e) = 0,135 a2 = ca. 0,54 a1 . 

[De verklaring van de doublets in de Röntgenspektra, welke 
in de theorie vi,n Sü;\Ii\IERFELD zoo mooi tot haar recht kwam, zal 
dus in de theorie van DEBYE nog groote moeilijkheden oplevenm.J 

[ 4:) Het bovenvermelde onderzoek van DEBYE is voortgezet 
door L. VEGARD (Über die Erkliirung d~r Röntgenspektren, Verh. 
Deutsch. Phys. Ges. 19, p. 328, 1917.) VEGARD komt tot de kon
klusie dat b\j de zwaardere elementen de door DEBYE gevonden 
ring van drie elektronen omgeven wordt door een ring van 
zeven elektronen, welke ter verklaring van de lijnen der M-reeks 
moet dienen. VEGARD geeft dan nog beschouwingen over de ver
dere ringen, en in een artikel volgende op het eerstgenoemde (Der 
Atombau auf Grundlage der Röntgenspektren, ibidem p. 344) 
geeft hij gedeeltel\jk hierop steunende, gedeeltelijk op grond van 
chemische beschouwingen, een schema van de verdeeling der 
elektronen over de verschil}ende ringen voor alle elrrnenten van 
het periodiek systeem. Ofschoon dit schema nog voor hot grootste 
deel op hypothesen berust sch\jnt 111\j toch het opstelle1~ ervan 
van groot nut te zijn, vooral in heuristisch opzicht. Zir in ver
band hiermee § 28*.J 

[Ondertrn,schen Z\jn nog de volgende artikelen hierover ver
S("honen: 

A. So)DCERFELD, Atomban nrn1 Riintgenspektren, I. 'feil, Phys. 
Zeitschr. 19, p. 297, 1918; 

.) . KRoo, Der erste urn1 zwei te Elektronenring 11er Atome, 
ibidem p. 307.] 
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Verdere opmerkingen. 
De mo<lellen, welke na het \V aterstof-atoom het moest de aan

rlacht waard Z\jn, zijn die van Helium, Lithium en van het Wa
terstof-molekunl. Aan den eenen kant zijn dit de eenvoudigste 
atomen en het eenvoudigste molekuul, aan den anderen kant 
zou de kennis van deze drie modellen een inzicht kunnen ver
schaffen in vele eigenschappen der elementen, zooals de valentie, 
het wezen der chemische verbinding, de bizonderheden der meta
len, enz. Op het oogenblik is hiervan nog zeer weinig beken<l. 

Helium. 

Men zou kunnen vermoeden dat <le beide spektra van Helium 
en z.g. Parhelium (zie b.v. KAYSER, Handb. d. Spektroskopie V) 
behooren bij twee verschillende konfiguraties der elektronen: 

a) beide elektronen loopen in eenzelfde cirkel om de kern; 
b) de elektronen loopen in cirkels welke in verschillende 

vlakken liggen (de door NrcHorno~ aangegeven periodieke solutie, 
zie § 27, B en fig. 6). [?] 

Vergelijk ook: J. W. NrcnoLsoN, Monthl~· NoticeR 74:, p. 439, 
1914; Phil. Mag. 28, p. flO, Hl14. 

Lithinm. 
Zie: N. BonR, Phil. Mag. 26, p. 487 (ongeveer), 1913. 
J. W. NTC'HOLRON, Phil. Mag. 27, p. !'i50, 1914; 28, p. 90, · 

vgl., lfl14. 
' A. HAR'rMANN, Pltys. Zeitsçhr. 18, p. 14, 1917. 

HAR'l'MAN~ onderzoekt het spektrum van Lithium, en volgt 
een weg welke de omgekeerde is van die van SmmERFELD : uit 
de empirische spoktra.alformule tracht hij het inwendige elektri
sche vol<l te herekenen. Het door hem meegedeelde ( voorloopige) 
resultaat is: men moet aannemen dat twee elektronen vrij dicht 
bij de kern zitten, terw~jl het derde elektron zich op grooten 
afstand daaromheen beweegt. 

Waterstoj-molelcuul. 
Zie: N. Bonn., Phil. Mag. 26, p. 862 of 8G3, 1913 . 
.J. W. NicHOLSON, Monthly Notices 74:, p. 436, 1914. 
M. WoLFKE, Phys. Zeitschr. 17, p. 71 en 198, 1916. 
K. GLITSC'JIER, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 191G, p. J 25. 
P. S. ErsTErn, Yerh. Deutsch. Phys. Ges. 18, p. 409/410, 1916. 
Onderzoekingen over de kleine trillingen van het systeem: 

zie de op hl. 155 genoemde artikelen on ~ 3G. 



[§ 28*. DE BOUW EN DE BEREKENING VAN ATOMEN 

ME'r MEERDERE RINGEN Y AN ELEKTRONEN 1
). 

iooals reeds vermeld is hoeft L. Y1m.urn in oen artikel n1 

de Verhancll. d. Deutsch. Physik. Gesellschaft 2!) een schema ge
geven van de vermoedelijke kom;titutie der elementen van het 
periodiek systeem. :N"aar aanleiding hiervan zou ik eenige pun
ten willen vermelden welke zich voordoen bij de berekening va~ 

deze Rystem<>n. 

1) In cle eerste planü; <loet zich de vraag voor of men moet 
aannemen <lat alle ringen in eenzelfcle plat vlak liggen. Geeft 
men deze onderstelling voorloopig toe (beneden zal liierop nog 
nader teruggekomen worden), en neemt 111011 ook aan dat alle 
ringen in eerste benadering cirkelvormig zijn, dan kan men 
vragen naar de afmetingen van het systeem. Om een eerste 
approximatie te verkr~jgen kan men zich cle ladingen van alle 
naar binnen gelegen ringen in de kern gekoncentreerd denken, 
zoodat men slechts de buitenste ring overhoudt, met b.v. s elek
tronen welke roteeren om een kern met offektieve lading s . e. 

' Voor de straal van deze ring vindt men: 

n2 h2 
R- - -

- s-r;
5 

4 n 2 m e2 

s is het aantal elektronen "an de ring; n het aantal quanta van 
moment van hoeveelheid vau beweging per elektron; "s is de reeds 
op bl. 136 genoemde grootheid, welke dient om de onderlinge af
stooting van de elektronen van de ring in rekening te brengen 3

). 

1) N.B. Deze § is ingelascht bij de uitgave. 
2) L. VEGARD, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 19, p. 344, Hll7. 
3) Houdt men rekening met de relativistische korrekties, dan wordt de for-

mule vermenigvuldigd met: 

V 4 ,r2 el (s- os) 2 -, / (s-0 8)' 
1- 1ii c

2
- ni = ca. 1-0,000053 n 2 • Bij eeu eerste be-
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De faktor 
4
- t ~ , welke gelijk 1s aan de straal van het water

rr m e 
stof-atoom in normalen toestand (vergelijk bl. 84) bedraagt: 

0 

0,53.lO-S cm. of 0,53 A.E. Berekent men deze uitdrukking voor 
alle elementen volgens de tabel van VEGARD, dan verkrijgt men 
een "kromme welke een geringe analogie vedoont met die der 
atoom volumina: ze heeft maxima bij de elementen welke 1 elek
tron in de buitenste ring bezitten: 

0 

H 0,53 A.E. 
Li 2,12 
Net 2,12 
J{ 4,77 
Ou 4,77 
Rb 8,48 enz. 

De elementen Cu, Ag, An liggen echter b~j de minima dor 
atoomvoluminakromme, terwijl ze hier maxima zouden vormen. 
Verder is het verloop tusschen de maxima niet goed: b.v. van 
Na tot Ar daalt de straal van de buitenste ring steeds, terwijl 
cle atoomvolumina reeds na Al weer beginnen te stijgen. En ten 
slotte stijgen de diameters bij de hoogere atoomgèwichten te 
sterk 1). · 

Men kan nu natuurlijk de tegenwerping maken dat de atoom
volumina zooals deze gewoonlijk berekend worden (het quotient 
van atoomgewicht on soortelijk gewicht in vasten toestand) be
trekking hebben op clen vasten (gekristalliseerden) toestand, en 
dus modo bepaald wonlen door <le krad1ten clio clo verschillende 
atomen in het krislalrastor op elkaar uitoefenen. :Maar men zal 
1lan nooclzakp]ijk tot do konkln:-:it> mo('ten komen dat clo atomen, 
zoo ze tot een kristnl zijn verliornlon, ruulc1·s gebouwd zijn, clan 
Yolgons liet stliema yan \'1.:c:., 1rn. Om dit toe te lid1ten wil ik 
het element koper nemen: volgens \'m,AHJ> hezit 1lit 5 ringen, 
met van liinnen naar buiten gaande, resp. 3, 7, K, 10 en 1 

nadering kan men dez!' korrektie verwaarloozen. \ ' oor dl' aliei1ling der formule 
vergeltjh men b.v. P. lh :in·is, l'hys. Zritsehr. 18, p. 27G, l!ll7. 

t ) l>it strrkl' sttjgen is een gevolg van het grnoter wordun tler quantengetal
lt•n voor <le buitenste <•lektrn111•11, dat !loor Y i-:1:A1w onderste lel wordt. - Btj een 
nauwkeuriger b1•rekening - zir nncler 2) - vindt nwn nog iets grootcrc waar
clen voor deze stralen. 
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elektron; de quantengetallen voor de elektronen zijn resp. 1, 2, 
2, 3, 3. Voor de stralen der elektronenbanen vindt men ongeveer 
de volgencle waarden 1): 

0 

1 ° ring: R1 = 0,0186 A.E. 
2° " R2 = 0,080 " 
3° " R3 = 0,148 " 
4° " R4 = 0,71 " 
5° " R-:-. = 5,5 " 

Nu is volgens '\V. ll. BRAGG 2) de struktunr vmi" koper-kris
tallen (welke tot het reguliere stelsel behooren): kubisch met 
gec:entreorde zijvlakken; de ribbe van een kubus welke atomen 
op de hoekpunten en op do middens der zijvlakken draagt is 

0 

c:a. 3,60 A.E. 3). 
Men zal dus in ieder geval moeten aannemen dat het buitenste 

elektron in het kristal niet op bovengenoemde baan met straal 
R5 rondloopt, doch een andere baan beschrijft, misschien om de 
verbindingslijn van twee naburige atomen of iets dergelijks. 
Bovendien zullen ook de elektronen der verschillende atomen, 
welke zich op de baan R4 bevinden sterke storingen op elkaar 
uitoefenen. In nog hoogere mate komt dit uit bij zilver, waar 
de straal van do buitenste baan volgens V EGARD's model ca. 

0 

10 A.E. bedraagt; de struktuur der kristallen is dezelfde als bij 
0 

koper, terwijl de ribbe van een kubus 4,0ö A.E. is 4). 

2) Spektra. 
\Vil men iets berekenen over de spektra der elementen in 

verband met deze modellen, dan moet men volgens de theorie 
van Bonn verschillende hewogingstoestarnlen der elektronen in het 
oog vatten, en <le energicverscliillen tusschon clezo bepalen. Men 
kan dus niet bij de onderstellingen van VrnGARn blijven staan: 
de door VEGARD aangegeven schema's hebben betrekking op den 
"normalen" toestand van het atoom; daarnaast moeten er vele 

t) Om een iets grootere nauwkeurigheid te verkrijgen zijn bij de he rekening 
dezer stralen de onder 2) genoemde korrekties \zie bl. 16!!) reeds eenigermate iu 
aanmerking genomen. 

1) W. R. BRAGG, Phil. Mag. 28, p. 355, IH14. 
0 

3 ) De kleinste afstand van twee koper-atomen bedraagt 2,65 A.E. 
' ) L. VEGARD, Phil. Mag. 31, p. 81, 1916. 
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andere mogelijk zijn, welke door hizo11cl<1 re omsLancligheden 
kunnen optreden, en welke sprongsgewijz<' in <'lkaar en in clcn 

·normalen toestand kunnen overgaan. IIoP rnon tlozc moot kiezen 
zal voor elk model afzonderlijk onderzouht moeten worden. 

Bij berekeningen hierover - welke een groote nauwkeurig
heid eischen - levert het veel gemak gebruik te maken van 
het volgende stelsel van ·eenheden, ontleend aan den normalen 
toestand van het waterstof-atoom : 

eenheid van elektrische lading: de lading van het elektron e; 
eenheid van massa: de massa van het elektron m; 
eenheid van lengte: de straal van de bàan van hot elektron 

h2 
in het waterstof-aLoom a = 

4
. 

2 
.,, (= ua. 0,53.10- 8 urn.); 

n me~ 
8 n::I m e·l 

eenheid van hoeksnelheid : w = - h3 

l . 1 .. .J 1/ hS 9 ·1 l" k een 1e1c van t1Jn: w = 
8 

~ 1 (= (;ll. ~,':1.10- • se-.); 
w, m G' 

lG n-1 rn~ en 
eenheid van krnd1L: c'.lia'.l;:::: h'* ; 

eenheid van moment van hoeveelheid van beweging: mwa~ =
2

h ; 
T[ 

. . 4 n 2 me'* 
eenheid van energie : e = h 2--

1) 

De energie van het waterstof-atoom is dan: 
2 n2 m e4 

- 1/2. 1: = -- l" (zie § 17). In de formnlos voor de fre-
i~ 

gnonties tler spektraallijnen komt voor de konstante van RYDDElU:: 

/; . 
N= 2 hc=109737,18 (zie§ 18); 

om de termen der spektraalformules te verkrijgen behoeft men 
dus slechts rle dubbele energie van het systeem, uitgedrukL in 
e als eenheid, te vermenigvuldigen met N. 2) 

t) Deze eenheden voldoen aan de betrekkingen welke door de dimensiefor
mules verlangd worden, zooals men gemakkelijk kan verifieeren. 

:) Houdt men geen rekening met de beweging van de kern van het atoom , 
en met magnetische krachten e.d., dan is de koustante van Rvnn1mG ,Y de eenige 
experimenteele konstante welke in de formules voor de spektrn voorkomt. De 
bewegingen in het atoom zijn overigens slechts gekarakteriseerd door geheele 
getallen: cle kernlading, cle aantallen rler elektronr11 op rle ringen, en de 11uan
tengetallen. 
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Voor de berekening van <le energie kan men, zoolang men 
slechts m0t rle elektro:;;tatisd1e krac.:htcn werkt, en ook de rela
tivistisel1c· korrekiip;; vennutrloosi, liovcJHlien g0hruik maken Yan 
de eigensc.:liap clat voor meclianisd10 systemen, waar de onder
linge krachten alleen liestaan in aantrekkingen en afstootingen 
volgens de wet van ~ EW'rox-UouLo~rn, de totale energie gelijk 
is aan het tegengestelde van de gemiddelde waarde der kinetische 
energie 1). 

Daar verder volgens bl. 72: 

hoeft men: 

of wanneer alles m bovengenoemde eenheden 1s uitgedrukt: 

2 E = - ), = - ~ n; wi. 

t) C. G. J. JAcom, Vorlesungen über Dynamik; 
H. PorncAmt, Méc. Cél. III, p. 279; 
A. Som11mvE1.o, Sitz. Ber. Bayr. Akad. 1915, p. 456. - Bo11n gebruikt 

deze eigenschap in het spe~iale geval van het waterstof-atoom. 
De eigenschap berust op de volgende onderstellingen: 
u) de kiuetische energie J' is homogeen van den 2on graad in lle snelheden 

en is onafhankelijk van de koordinaten; 
b) de potentieele energie r is homogeen van den (- l )en graad in de koor

dinaten; 
c) de bewegingen van het systeem ztjn stabiel in den zin van definifü \ l ), 

bl. 135, zoodat men van gemiddelden van 1' en r kan spreken. 
Dan is: 

en dus ook, wanneer 111en het ttjdgemiddelde door een streep aanduidt: 

Verder is: 

Zoodat: Il' C-C •. 
1 ,. • 'l' 
~ -Jl;'f; =- . 

Zoodra me11 d<' relati vistisclH· t1•rmen of de magnetische werki 11gen, enz., in 
aaurnerking neemt bltjft dl' onclnstelling a) i11 hét algcmt't'lt 11ict gp]den, waar
door ook deze eigenschap ongeldig wonlt. 
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Als voorbeeld zon ik nu enkele opmerkingen willen maken 
over het }{atrium-atoom. Volgens VEG.\Jrn zijn de 11 elektronen 
hiervan verdeeld over drie ringen, welke van binnen naar bui
ten gaande resp. 3, 7 en 1 elektron bevatten; de quantengetallen 
voor deze ringen zijn resp. 1, 2, 2. - Men moet nu zooals boven 
reeds gezegd is verschillende konfiguraties van het systeem be
schouwen, en het ligt voor de hand voorloopig te blijven bij de 
onderstelling dat alle ringen in één plat vlak liggen, en de ge
noemde aantallen elektronen bezitten, doch aan te nemen dat 
hot buitenste elektron zich op verschillende cirkelvormige banen 
kan bewegen, met quantengetallen 2, 3, 4, ... ad inf. Deze banen 
vertoonen overeenkomst met die welke voor het waterstof-atoom 
onderzocht zijn. 

Om nu de krachten die de verschillende elektronen op elkaar 
uitoefenen nauwkeuriger in aanmerking te nemen kan men als 
eerste schrede aldus te werk gaan. Ondersteld wordt dat alle 
elektronen met eenparige snelheden langs de genoemde cirkel
banen loopen. De invloed van de elektronen van eenzelfde 
ring op elkaar wordt, zooals reeds boven gedaan is, in rekening 
gebracht door van de kernlading Z (=11) af te trekken het 
bedrag ûs (s = aantal elektronen van de ring), dat de resultante 
der afstootende krachten van de elektronen bepaalt. Om <le in
vloed van de verschillende ringen op elkaar te vinden zullen 
de ladingen 3, 7 en 1 kontinu over <le ringen verdeeld worden ; 
men kan clan <lo formules toepassen voor de potentiaal on de 
elektrische kradit uitgeoefend door een geladen ring. Is i; het 
aantal elektronen (en dus de lading) van de ring, R de straal, 
clan is cle (radiale) kracht, uitgeoefend in een punt gelegen m 
het vlak van <lc ring op afstand r van het middelpunt: 

/' 
(11-= R < l: voor: 

. s [ 1 
Ji=-R~ _2 + 9 'l + 75 , + J 

(/l 16 (''1 128('"1 ... 

n 
voor : (12 = 

1
• < 1 : 

~ [ ;_: 0 '±,) 1 175 J .fo=+ ?:'_! ] + ,1 ('~ + lî4 (12 + 2?'>6 ('~ + .. ·_ 
•) Deze f'ornwles worden in \Cl'seltillende leerboeken opgege,1.rn. 
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Do formulci:; voor het ~atrium-atoon1 worden nn, zoo men de 
:;tralen der ringen voorstelt cloor n1 , R2 , R3, c1c hoeksnolheden 
der elektronen cloor w1, w2, w3, en door n liet quantcngetal van 
het elektron op de 3e ring: 

11 - rr3 7 [. 1 R1 + ~. R~ + 75 Rf + J + 
w~ Ri = R~ + R; 2 R2 16 R~ · 128 R~ .. 

1 [ 1 R1 9 R~ J + R~ 2 R3 + 1 ö R: + ... 
., . 8-üï 3 [3 R~ 45 Rt 17ii Rt J 

w:; R2 = R; - R~ 4. R~ + 64 R~ + 256 R~ + . . . + 
1 [l R2 + 9 n: . 75 1-tJ + 1225 R~ + J 

+ R~ 2 R3 lö R~ + 128 R~ 2048 R~ ..... 

2 R _ 1 3 [3 R~ + 45 R~ + ] 
w:i 3 - R2 - R 2 4 R 2 64 R4 • • • • • -

3 3 S 3 

7 [3 R~ 45 H ~ + 17G R~ + 11025 H~ J 
- R! 4 R; + !i4 R! 25ö H-~ 16384 R~ ...... . 

Hierbij komen do quantenforrn.ules: 

001 Ri = 1 
00:J R~ = 2 
w3 R~ =n 

De dubbele totale energie van het systeem wordt tenslotte: 

- Î, = - (3 w1 + 14 002 + n w3) 

Het oplossen van bovenstaande vergelijkingen moot numeriek 
geschieden; voor een paar waarden van n heb ik dit uitgevoerd, 
en gevonden: 

n=2 
3 
4 

CIJ 

Î, = 382,606169 
382,487593 
382,440868 

Àg = 382,378804 

De bedragen À moeten nu, vermenigvuldigd met N, termen 
opleveren van de spektraalformules. Het komt hierbij er echter 
op aan wat men als nultoestand aanneemt voor de vaststelling 
van de waarde van E; boven is genomen de toestand waarbij 
alle elektronen van het atoom naar het oneindige uiteengehaald 
zijn; het lijkt me echter meer passend om de toestand waarbij 
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alleen het buitenste elektron in het oneindige is, doch de beide 
binnenste ringen nog aanwezig zijn, als nultoestarn1 aan te nemen. 
Men heeft clan voor de energie: 

l= À-Î,g L=N.l 
n = 2 0,227365 24950 1) 

3 0,10878U 11938 
4 0,062064 6811 

De laatste rij getallen L :wu nu een reeks van termen moeten 
voorstellen uit de spektraalformules van Natrium. In H.M. KONEN, 

Das Leuchten der Gase und Dämpfe, is opgegeven (p. 152, vgl.): 

V l'(m) V D(rn) V &(m) 
24481 :l) 
11176 

6403 
12274 

6897 

41445 
15706 

8246 

Een bevredigende overeenstemming met een dezer reeksen is 
uiet aanwezig; hot beste sluiten zich de waan1en van L aan hij 
(1e P-termen, wanneer men tenminste c1e eerste term (n-= 2) or 
bij wil nemen. 

Nu is bij de bovenstaande berekening evenwel slechts gelet 01, 
de gemiddelde werking der ringen; in werkel~jkheid treden ecl1ter 
doordat de standen der verschillende elektronen ten opzichte 
van elkaar voortdurend wisselen, krachten op die periodiek van 
grootte en richting veranderen, welke veroorzaken dat de elek
tronen geen eenparige cirkelbewegingen uitvoeren, maar veel 
ingewikkelder banen beschrijven. Deze periodieke storingen blij
ken een belangrijken invloed te hebben op de waarde van de 
energie. Vooral zijn hierbij van gewicl1t de storingen door het 
buitenste elektron op de elektronen <ler binnenste ringen uitge
oefend. Om de werking hiervan te heoordeelen kan men een 

1
) Een iets nauwkeurigere berekening, waarbij de waarden der verschillen 

t = I-), g direkt zijn bepaalcl, gaf: 

n = 2 : t = 0,227368 L = 24\)50,7 
3 0,108791 11938,4 
4. 0,062057 6809,9 

De verschillen met de bovengegeven waarden zijn dus gering. 
2) Hier is het gemiddelde genomen van de beide P-reeksen (de P-termeu zijn 

doublets, wat samenhangt met de dupliciteit van de lijnen der hoofdreeks van 
Natrium ). 
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koordinatensysteem invoeren, clat b.v. ronddraait met de hoek
snelheid wz van de tweede ring. 'l'en opzichte van dit koordi
natensysteem is <le gemiddelde beweging van de elektronen der 
tweede ring nul; het buitenst e elektron heeft de hoeksnelheid 
w3-w 2 . Men ziet gemakkelijk in, dat onder den invloe<l van 
de afstooting van het buitenste elektron, welke van de orde 1/R! 
is, elk elektron van de tweede ring een kleine ellips moet be
schrijven, met de frequentie 1:::.:: w3 -w 2 : de fazen dezer bewe-

. 9n 
gmgen verschillen voor de opvolgende elektronen -

7 
1). Aan den 

anderen kant blijkt de invloed van de tweede ring op het bui
tenste elektron veel geringer te zijn; doordat deze ring 7 elektronen 
bevat, hebben de storingen een zeven maal zoo groote frequentie 
en zijn ze eerst van de orde R~/R;. Analoge opmerkingen 
gelden met betrekking tot de eerete ring. 

Om deze storingen to berekenen lijkt hei mij liet beste de 
methode der onbepaalde koefficienten te gebruiken. Men ont
wikkelt <le bewegingsvergelijkingen in reeksen, en substitueert 
dan voor de koordinaten der elektronen reeksontwikkelingen 
van den vorm : 

ri = R + a cos (Qi-Qu) + .... 
{J . 

<J!i = Q; + R sm (Qi-Q11) + .... 
waarbij men het aantil der termen kan kiezen in verband met 
de storingen die men in rekening wil brengen, en met de nauw
keurigheirl die de berekening Yereisc-l1t. De R's zijn de stralen 
der gemidclolde cirkelbanen ; do (/s de "miclclelbare anomalieën" 
der elektr011c'n 2), met cle frequPnties (miclclelhare how0gingen): 
oJ1 , c,i~, w,~ : d0 a's <' ll r]'s zijn konslanlcn. Yocgt men deze nit
clrukkingen in do op mil hrrleidc vcrg;olijkingen in, en sleli men 
(le konstan!e gcdec'ltrn en ck kocflic·icntcn cl!'r n •rsehillou(le 
goniometrisc·l1e termen gelijk nul, dm1 vindt men vergelijkingen 
voor üoze onbekenden. Hierbij komen uog cle drie <1uante11voor
waarden (zo]l(lcr welke liet probleem onbepaald zou zijn), die 
een anderen vorm krijgen dan Perst: op grond vn.n de algemeene 
vergelijking van hl. 47 luiclen zp: 

t) Men moet hierblj rekening hou1len met tfo f'v,·iotis-krachtrn, daar met een 

rnteereml koonlinatensysteem gew!'rkt worclt. 
2 ) <iu heeft betrekking op het buitc118te elektron. 
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2n 
1 r "' ,, (J; h . . . 

9 d(2k · 4.;Jit \ (;l = IIJ. 9 of = 1lk ll1 de grhrmkte eenheden. 
"""' n . 1 ( tk -' ,r 

0 

Berekent men deze uitdrukkingen, dan krijgt men behalve de hoofcl
term w H), termen welke de storingskoefficionten a, 1'J ••• bevatten. 

Berekeningen hierover heb ik onderhanden; door hun groote 
bewerkelijkheid is het m~j echter nog niet gelukt ze tot een 
einde te bren!len. 

Een bizonderheicl dient hier editer nog vermeld te worden: 
de periode en de grootte van de storingen hangt er van af of 
cle bewegingsrichting van het buitenste elektron dezelfde is als 
die van de binnenste ringen (voorloopig onderstellende dat de 
twee hinnenste ringen steeds in llezelf<le richting romlloopen) of 
0r tegen_r;estcld aan is. Dit heeft tongt'volgc• dat men voor elke 
waarcle van 'Il twee i'iewegingstoestamlen, · en dus twee term on van 
de spektraalformule vindt. Het ÎH mogelijk dat dit de verklaring 
zou knnnen zijn van do <lnpliüteit cler ?-termen, welke de dupli
citeit van cle lijnen cler ltoofdrecb van Natrium veroorzaakt. 
Over cle orde van grootte van het verschil kan ik echter nog 
niet oordeelen: uit de voorloopige berekeningen lijkt het mij 
grooter te worden, dan met cle waarnemingen zou overeenkomen. 

Bij deze berekeningen zal men verder nog in aanmerking 
moeten nemen: de beweging van <le atoomkem (tenminste bij de 
lichtere elementen); de relativistische konekties en de magnetische 
werkingen die de elektronen op elkaar uitoefenen. \Vat de rela
tivistische korrekties betreft, deze lijken me van dezelfde orde 
van grootte te zijn als b~j het waterstof-atoom.· Ze zijn wel groot 
voor de beide binnenste ringen, maar de invloed hiervan valt 
grootendeels weg, doordat men slechts de verschillen l = A-A 9 

behoeft te kennen. Met de magnetische werkingen zal het ver
moedelijk evenzoo zijn. (Zie in verband hiermee ook het onder
zoek van SoMl\lERFELD, vermeld in § 28.) Neemt men de rela
tivistische en de magnetische korrekties in aanmerking, zoo 
wordt de berekening zeer veel lastiger, doordat de op bl. 168 ver
melde eigenschap dan niet meer geldt. 

Men kan nu verder nog aannf)men dat de banen der elektronen 
elliptisch zijn, of dat ze niet alle in één plat vlak liggen. Wat het 
eerste betreft, elliptische banen zullen aanleiding geven tot groote 
moeilijkheden bij de berekening, daar de door de quantenformules 
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bepaalde excentriciteiten in het algemeen groot zijn 1), zoodat de 
afstanden der elektronen tot elkaar sterk veranderen . Zelfs kan 
het gebeuren, dat de banen door elkaar heen zouden gaan. (Zie 
de opmerking op bl. 161.) 

Cirkelvormige banen in verschillende vlakken geven niet zulke 
groote moeilijkheden 2). Men kan b.v. aannemen dat de twee 
binnenste ringen steeds in hetzelfde vlak liggen 3) en dat het 
baanvlak van het buitenste elektron ten opzichte hiervan helt. 
De hellingshoek wordt dan door quantenvoorwaarden bepaald. 
Is M het totale moment van hoeveelheid van beweging van het 
systeem, m1 dat van alle elektronen der binnenste ringen samen, 
m2 dat van het buitenste elektron alleen, en is i de hoek tus 
schen m1 en m2 , wat men in eerste benadering kan nemen 
voor de hoek tusschen de baan vlakken, dan is: 

Af2 = m; + m: + 2 m1 m2 cos i. 

111 is een konstante, en is gelijk aan een geheel aantal quanta 4); 

m1 en m2 z1Jn niet exakt konstant; hun gemidd~lde waarden 
moeten echter op grond van ,1e ingevoerde quantenformules 
ongeveer zijn : 

m1 =3.1+7.2=17 
m2 =n 

Zoodat de hellingshoek bepaal<l is door: 

. . llf2-m 2 -m~ cos 1 = · 1 " 
2 m1 ni.3 

Is b.v. n = 2, dan kan lil varieeren van 19 tot 15; er zijn <lus 
5 verschillende standen mogel~jk, waarvoor: · 

1) Vergeltjk voor het waterstof-atoom bl. 82; de verhouding b/r1 van clr a~m1 
tler elliptische baan is geltjk aan het quotient van twee quantengetallen. 

2) Voor de ontwikkeling der z.g. ,,storingsfnnktie" voo,r deze banen zie men: 
Rncycl. der Math. Wiss. VI, 2, 13, R. v. ZEIPEL, Die ~ntwicklung der Stü
rungsfunktion, speciaal p. 577 en vgl. 

3) Het is duidelijk dat de elektronen van de binnenste ringen zich niet 
exakt iu een plat vlak zullen bewegen. Men kan evenwel op elk oogenblik een 
vlak aanwijzen, waarvan .gedurende korten ttjd de bewegingen zoo weinig moge
ltjk afwijken . Met het baanvlak van het buitenste elektron wordt het oskulee
rende vlak bedoeld, zooals dat in de astronomie beschouwd wordt. Deze vlakken 
staan niet vast in de ruimte, doch veranderen van stand (precessie- en nntatie
bewegingen om de as van het totale moment van hoeveelheid van beweging). 

') Zie bi. 71. 
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i= 0° 
63° 
93° 

123° 
180°. 

Dit vergroot het aantal mogelijke banen nog meer. 

~) Invloed van een magnetisch veld. 

175 

Zoo men zich beperkt tot termen van den 1 en graad in de veld
sterkte, en de kern van het atoom als vast staand beschouwt, 
kan men den invloed van een uitwendig magnetisch veld op het 
systeem gemakkelijk in rekening brengen . Zijn x;, Yi, zi de recht 
hoekiae koordinaten der elektronen, u;, V;, W; de hoeveelheden h • 

van beweging, en is het magnetisch veld volgens de z-as g~richt, 
dan is, in analogie met de formules van bl. 104, de funktie van 
LAGRANGE voor het systeem: 

m""'. · · eM""' ( · ·) L = .,,,;;;,_ (x; + y} + zi) - !~ - 2 4 Xi y; - y; X; 2 ; c , 

en de funktie van . HAMILTON: 

R = ~ 1 L (ui+ vî + w1) + !). + i' ~ ('.l'; V; -y; n;) 
2m ; , 

waarin: e M . l · 
7 = en n = potentiee e energie. 

2mc' 

Door middel van de kontakttransformatie: 

w =~!ui (x; cos, t-y; sin, t) + vi (x; sin i' t + y; cos i' t) + TV; Z; 1 
aw aw 

X; = c) U; , enz . ; 11; = <)x; , enz. 

kan men overgaan op het systeem X J' Z, dat ten opzichte van 
het eerste met konstante snelheicl - , om. de z-as roteert. Dan 
wordt rle funktie van HAllJIIll'ON 1): 

<1 TV 
K(XrZUVW)=H- = () t 

= H - 7 lil,, = 2 ~tri, ~ ( Ui + V; + TVD + SJ (X r Z) 

•) Zie E. T. 1V111 'l'TA1,rn, Aual. Dynarnirs, p. 3()4. 
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(J}f= is het moment van hoeveelheid van beweging van het S)'Steem 
om cle z-as). Beschrijft men clus cle bewegingen mot de variaholen 
X }' Z U V W, clan worden de vergelijkingen dezelfde als die 
welke gelden voor de variabelen .r y z nv w bij afwozighei<l van 
het magnetisch velrl, wat een bekend resultaat is. De quanten
voorwaarclen- voor de bewegingrn in het magnetisch vel<l, be
schreven met eerstgenoemde variabelen, zullen dus ook dozolfdo 
zijn als die voor de bewegingen buiten het Yeld, beschreven met 
het tweede stel variabelen. Als extra quantenvoorwaarde zal men 
nu echter nog moeten aannemen dat het moment van hoeveel
heid van beweging 1112 om de z-as (welke de richting van het 
veld aangeeft) gelijk is aan een geheel veelvoud van h/2rr (in <le 
gewone eenheden uitgedrukt). 

I-:~eeft men dus voor het systeem bij afwezigheid. van een 
magnetisch veld verschillende quantenbewegingen gevonden met 
energ10en: E1 , E~, E3 , •••• , <lnn vindt men bij aanwezigheid 
van hot veld dezelfde bewegingen gekombineerd met een een
parige rotatie om <le veklri.chting. Bij deze bewegingen heeft 
K (X }' Z UT' W) rle waarden f<J1 , T<J~, E:1 , .... ; ck ene1:gie van 
het s:vRteem 1s <lns: 

. i' h 
E = H = K + i' 11,J,, = Ei + n ,f 

~ Tr 

De invloed van het magnetisch veld op de spektraallijnen iR 
dus, bij de gebruikte graad van nauwkeurigheid, dezelfde als 
bij het waterstof-atoom, zoodat ook hier geen middel schijnt te 
zijn om het anomale ZEmIAN·effekt te verklaren. 

4:) Voor chemische beschouwingen in verband met deze model
len wordt verwezen naar h~t artikel van YEGARD.] 

§ 29. OPMERKING O\'ER DE QUANTENTIIEORlE 
VAN ROTEERENDE MOLEKULEN. 

Y oor de theorie der soortelijke warmte van meeratomige gas
sen is het noodig behalve de translatie-beweging der molekulen 
ook hun inwendige bewegingen te kennen. In de eerste plaats 
komt hierbij in aanmerking de 1·otatie van het molekuul als geheel; 
verder de trillingen van de atoomkernen ten opzichte van elkaar. 
Ofschoon het niet algemeen bewezen is kan men met vrij groote 
zekerheid het vermoeden uitspreken dat de snelle bewegingen 
der elektronen bij gewone temperatuur zoo weinig energie op
nemen, dat hun bijdrage in de soortelijke warmte te verwaar
loozen is 1). 

De rotaties der molekulen zijn verder van groot belang voor 
de theorie van het magnetisme, voor de theorie der banden
spektra, enz. 

De behandeling van roteerende molekulen in overeenstemming 
met de theorie der quanta is voornamelijk bestudeerd door 
P. EHRENFEST, K. ScHWARzscmLD en P. S. EPSTJ!;IN; eenigszins 
terzijde hiervan staat een studie van F. KRÜGER 2 ). 

1) Men zie b.v. K. F. HERZFELD, Zur Statistik des Bohr'schen Atommodells, 
Ann. d. Phys. 51, p. 261, 1916. (Cf. beneden § 42.) 

Men denke verder aan de theorie der soortelijke warmte van een ensemble van 
harmonisch trillende oscillatoren (PLANCK); bij een bepaalde temperatuur is de 
energie-inhoud en de soortelijke warmte des te kleiner, naarmate de frequentie 
hooger is. 

2) P. EnRENFES'r, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 15, p. 451, 1913. - K. ScnwARZ
scmLo, Sitz. Ber. Berl. Akad. p. 564, 1916. - P. S. EPSTEIN, Verh. Deutsch. 
Phys. Ges. 18, p. 398, 1916. - . 

Het verband van het werk van F. KRiiGER (Ann. d. Phys. 50, p. 346, 1916; 
51, p. 450, 1916) met dat van ScuwARZSCll!LD en ErsTE!N zal beneden (opm. 1) 
besproken worden. 

Verder dient gewezen te worden op een onderzoek van PLANCK (Ann. d. Phys. 
50, p. 412, 1916). PLANCi- volgt een geheel andere methode, en komt ook tot 
een andere quantenformule. De door hem gebezigde methode schijnt mij echter 
toe niet eenduidig te zijn; ik meen dat men met behulp van een analoge rcde
neering als tle zijne ook tot de formules van Sc11w.1nzsc1111.n en ErSTEIN kan 
komen. 

12 
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Enkele uitkomsten van hun onderzoek zullen hier kort ver
meld worden. 

Men neemt a~n dat het molekuul als een vast lichaam be
schouwd mag worden, zoodat cle trillingen der atoomkernen e. cl. 
ten opzichte van elkaar verwaarloosd worden 1). Men heeft dus 
te doen met het probleem der beweging van een asymmetrische 
of een symmetrische tol, welke niet door uitwendige krachten 
wordt beïnvloed. 

Het blijkt dat men voor de bewegingsvergelijkingen een op
lossing kan vinden, uitgedrukt mot behulp van hoekvariabolen, 
en men kan aantoonen dat er slechts twee hoekvariabelen zijn 
tusschen welker middelbare bewegingen geen rationale betrek
king bestaat. Dit geldt zoowel voor de asymmetrische als voor de 
symmetrische tol, en volgt uit de algemeene eigenschappen der 
PornsoT-beweging 2). 

In het volgende zal de afleiding der formules gegeven wor
d en voor een symmetrische tol; voor de asymmetrische wordt 
venvezen naar het geciteerde artikel van EPsTET '. 

z 
F 

Fig. 8. 

OZ = vertikaal; OX = vaste richting 
in het horizontale vlak. 

OF = figuur-as van de tol; OX' : ljin 
welke vast met de tol verbonden is. 

< ZOF = o-; ..-. XN = ,i, ; ,,..... NX' = ,,, . 

i ) Vergelijk met betrekking tot het waterstof-molekuul beneden opm. 2. 
2) De Po1NSOT-beweging kan beschreven worden als de beweging van een 

ellipsoïde, waarvan het centrum vast is, en dat zonder glijden langs een vast 
vlak rolt. Het probleem vertoont een formeele analogie met de relativistische 
KEPLF.R-lieweging, waarh\j het baa1nlak vast staat. Evenals h\j <lr KEPr.ER-lH'we-
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Als koordinaten worden gebruikt de hoeken van EuLER: 
{)·, 1/1, q; (zie fig. 8). De funktie van HA1IILTON wordt, hierin 
uitgedrukt: 

p~ P! (P,1, - Pq, cos {J)2 

H = 2 .A + 2 C + 2 A sin 2 -0 
. (22) 

Pas hierop de kontakttransformatie toe, bepaald door: 

po-= i'\ Wfc) IJ , enz.; (be= c) lV/i'\ J\ , enz. . . . . (23) 

lV=f·
9 

dtJV -P: -P; - (P3 -.P~;cos {)yi +P 1 cp+Ps 111 •• (24) 
· sm~ {J· 

<lan gaat I-I over in: 

H=K(P)= /A - P; + ~ ( ~' - ~) P; .. . .. (25) 

· Beteekenis der ingevoerde hoekvariabelen (zie fig. 9): 
Q1 = wenteling van de tol om de figuur-as; 
Q2 precessie-beweging van de figuur-as om de invariabele l~jn; . 
Q3 azimuth van de invariabele lijn. 
P 1 komponento van het moment van hoeveelheid van be-

weging langs de figuur-as; 
P 2 totaal moment van hoeveelheid van beweging; 
P 3 komponente hiervan langs de vertikaal (z-as). 

Verder is: cos a=P 1/P 2 ; cos ~=P3/P2 1). 

Het is geschikt nog de volgende substitutie uit te voeren 2 ): 

P1 = P1 
P2 = P1 + P2 

Q1 = 01- 02 l 
Q - 0 1 · .. ... (26) 

2 - 2 

ging wordt ook hier de stand van het vlak ten opzichte van een in de ruimte 
gegeven koordinatensysteem vastgelegd door de komponente der hoeveelheid van 
beweging in de richting der z-as, en door een hoek Q3 welke het azimuth van 
de normaal op dit vlak (de "invariabele lijn") bepaalt (eventueel de stand van 
de knoopenlijn). Vergelijk § 17 en voor het geval v/d synun. tol bl. 179 en 
fig. 9. 

De middelbare beweging van Q3 is O (het vlak staat vast in de ruimte ). 
Opmerking. PLANl'K (l.c. ) komt tot een hiermee overeenstemmend resultaat; 

Pr.ANCli drukt dit uit door te zeggen: twee der drie vrijheidsgraden zijn koherent. 
' ) De hoeken ", Qi en Q, vormen een koordinatenstelsel van Eur.ER met 

betrekking tot de invariabele lijn en de "ekliptika". Vergelijk figuur 9. 
1) Zie K. ~c11w,nzsl ·1111.n, l. r. p. fiG(;, 
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waardoor (25) overgaat in: 

P1 is de komponente van het moment van hoeveelheid van be
weging langs de figuur-as; dit bepaalt als het ware de ei~en-

Fig. 9. 

OZ ,= vertikaal; 01 = richting van het 
totale moment van hoeveelheid van bewe
ging (invariabele lijn); OF = figuur-as van 
de tol. 

,......_ AB = o ; < DAB = ,p. 

L ACB = Q2 ; L DAC = Q3 ; ,......_ BC = " ; ,......_ AC = rJ. 
(P, behoort bij de richting OF; P 2 bij de richting 01 ; P 

3 
bij de richting OZ). 

lijke rotatie van de tol. P2 kan men beschouwen als het aandeel 
der precessie-beweging in het totale moment van hoeveelheid 
van beweging. 

Hoeksnelheid der precessie: 

· __ _ P1 + P2 
02 - w2 - A- . . . . . . . . ... (28) 
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Opeuingshoek van de precessie-kegel: 

P1 cos(,(= 
P1 + P2 

..... (29) 

De beide intensiteitskonstanten P1 en P2 moeten nu gef1uanti
seerd worden; men krijgt dus voor de energie uitgedrukt in de 
quantengetallen: 

_ h
2 

1 2 A - 0 + ( + )2 
1 j 1) (30) 

a - 8 nl! · 1 n, · A O ni n2 • A · · · · · · 

Uit formule (29) blijkt dat de openingshoek van de preces
sie-kegel slechts bepaalde diskrete waarden kan krijgen. 

Oprner kingen. 
1) Mc11 kan het volgende bizondere geval beschouwen: P1 is 

zeer groot en heeft een vaste waarde; P2 is klein ten opzichte 
van P1 , en kan verschillende waarden krijgen . Dan kunnen de 
benaderingsformules opgesteld worden : 

• F-2 P1 P2 · 
energie = 2 C + A + .. = konstante + w2 P2 + ..... (27a) 

P1 hoeksnelheid der precessie: w2 = ca. A = konstante . . . (28a) 

[ openingshuek van de precessiekegel: (,( = ca. V2 
~ 2 (29a)] 

Hieruit blijkt dat men in diL geval de precessie-beweging kan 
opvatten als een kleine trilling om de stationnaire wenteling om 
de figuur-as, voor welke trilling hij benadering dezelfde formules 
gelden als voor een harmonisch trillende resonator 2). 

Dit is de gedachte die naar mij schijnt ten grondslag ligt 
aan het werk van F. KRüGER 3). Zoolang men de precessie als 
een kleine trilling kan beschouwen gelden voor haar precies 
dezelfde formules als voor een lineaire resonator ; bij hoogere 

1) K. ScHWARzsc111L1J, l.c. p. 566; P. S. EPS'rEIN, l.c. Jl. 399 (en 406). 
Ers1'EIN stelt ook nog een geheel andere quantenformule voor de tol voor 

(l.c. p. 407); deze wijkt echter geheel af van alle hier ontwikkelde principes van 
de quantentheorie en lijkt mij niet goed te verdedigen. (Dit is ook opgemerkt 
door Prof. LoREN'I'Z op zijn kollege Quantentheorie, 19 L6/1917). 

1) Vergelijk in verband hiermee de algemeene formule (13) in § 26. 
l) F. KRüGER, Ann. d. Phys. 50 , p. 346, 1916. 
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temperaturen, waar de oquipartitie-w et geldt, zal een ensemble van 
systemen welke dergelijke precessie-bewegingen uitvoeren even
veel energie opnemen als een ensemble van lineaire resonatoren: 
R T calorie per grammolekuul, zoodat de soortelijke warmte der 
precessie-beweging dan gelijk is aan: R = ca. 2 cal /gr. 1). 

Bij het waterstof-molekuul mag men echter de precessie-bewe
ging niet als een kleine trilling opvatten : volgens de theorie van 
BoHR en DEBYE is hier: P1 = 2 . h/2 n ( elk elektron heeft het 
moment van hoev. van beweging: h/2 n), zoodat reeds bij kleine 
waarden van 112 de hoek a groot wordt (verg. 2ü). Dan moet 
men wel degelijk rekening houden met het kwadraat van P2 , en 
moeten formules (27) en (30) gebruikt worden. 

2) Toepassing op het :model 'Van het waterslof-molekmll. 
Indien men bovenstaande formules wil toepassen op hei, model 

van het H :i-molekuul moet men zich eerst afvragen of dit model 
' ' dat zeker geen vast lichaam is, ook precessie-bewegingen kan uit-

voeren. Deze vraag is opgeworpen door Runrnow1cz 2); door 
hem zijn de kleine trillingen van het model om de stationnaire 
beweging onderzocht. Ziet men ar' van do trillingen met be
trekkelijk hooge (,, ultraviolette") frequenties (waaronder ook een 
instabiel e trilling voorkomt), dan zijn voor de theorie der soor
tel~jke warmte van belang: 

et) een trilling welke overeenstemt, mei, <le reguliere prece ssie 
van hei, molekunl ; de fref1nentie hiervan is dezolf<le als die welke 
door formule (28a) gegeven wordt; 

b) een trilling waarbij do beide kemen zich afwisselend naar 
elkaar toe en van elkaar af bewegen in de richting hunner ver
bindingslijn, terwijl do elektronen Jange, smalle ellipsen beschrij
ven in hun baanvlak. De frequentie hiervan is echter nog vrij 
hoog, zoodat deze trilling bij gewone temperaturen niet veel tot 
de soortelijke warmte zal bijdragen 3). 

1
) KniiGER maakt hierbij de opmerking: De eigen trilling van de reguliere 

prec~ssie van een symmetri sch lichaam heeft de bizonderhcid dat ze twee graden 
vtm vrijheid bezit, doch dat ze alleen kin etische, eu geen potentieele energie repre
senteert. Aan den anderen kant heeft een lineaire oscillator slechts één graad 
van vrijheid; hier is echter de gemiddelde waarde van de potentieele energie 
dezelfde als die van de kinetische energie. 

2
) A. Ruo1Now1cz, Phys. Zeitschr. 18, p. 187, 1917 (zie ook boven bl. 155). 

3
) Een schatting hiervan kan men krijgen door de z.g. ,,karakteristieke tem-
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Uit het bestaan van de "precessie-trilling" a) zou men mogen 
besluiten dat de afgeleide formules op H2 kunnen worden toe
gepast . Hierbij komt men echter op het bezwaar: de door RuBI
NOWICZ afgeleide formule geldt slechts voor kleine trillingen, en 
stemt daarvoor overeen met de formules van ScHw ARZSCIIILD· 
EPSTEIN. Mag men nu onderstellen dat de formules van ScHWARZ
SCHILD en EPsTEIN ook voor groote precessie-bewegingen op het 
waterstof-molekuul mogen worden toegepast? Boven is reeds ver
meld dat voor waarden van n2 = 1, 2, enz., de openingshoek van 
de precessie-kegel een belangrijke grootte krijgt. 

Het komt me voor, dat men hierin de oorzaak moet zoeken 
van het verschil tusschen EPSTEIN's resultaat voor de soortelijke 
warmte van waterstof en de oxperimenteele uitkomsten 1). Dat 
men het model van het watorstof-molekuul behandelt -als eon 
symmetrische tol, terwijl in werkelijkheid de beide traagheids
momenten om assen in het baanvlak der elektronen een weinig 
verschillen, geeft, voor zoover ik kan beoordeelen, geen merk
bare fout in de formules. 

peratuur " behoorende bij deze frequentie te berekenen; deze bedraagt ongeveer: 
B = li ,,jlr = ca. 4, 8. 10 - 11. 1,9. 1014 = ca. 9000°. 

•) Vermoedelijk zullen ook enkele onderstellingen welke El'STEIN gebruikt bij 
het opstellen ller statistische formules nader onderzocht moeten worden; zoo b.v. 
de kwestie of ,1 1 en ,t 2 slechts ecflt waarden kunnen krijgen (~~!'STEIN, l.c. 
p. 400, 101:l), en de vraag: welke gewichten moet men aan de verschillende 
quantenbewegingen toek ennen'? ( EP STEIN, l.c. p. 401:l). l\1en vergelijke in ver· 
band met het laatste de 011merkingen over ontaarde syst emen iu § 41. Beschouwt 
men de behandelde beweging ·van de symmetrische tol als de ontaarding van 
een beweging in een richtend (b.v. een elektrisch) krachtveld, dan zou men 
er toe komen aan de beweging met de qnantengetallen ,t 1, 112 het gewicht: 
2 (,11 + n 2)+1 toe te kennen. (Afleiding: bij aanwezigheid van een richtenll 
krachtveld moet ook de komponente van het moment van hoeveelheid van be
weging in de richting der krachtlijnen gequantiseerd worden. Het quantengetal 
,1 3 hiervoor kan alle geheele waarden van O tot en met ± (n 1 + n2j doorloopen). 
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1) Door de onderzoekingen van J. J. 'l'nO.\fSON en anderen 
over de kanaalstralen is gebleken dat hierin behalve neutrale zeer 
v_~e\ positief e_n negatief geladen atomen on molekulen aan ~ezig 
z1Jn ). Deze 10nen ontstaan uit een neutraal systeem door de 

1
) Zie ~- a. J . J. T110MsoN, Rays of Positive Electricity (London lfü3). 

Verder artikelen van 'L'. RETSCJJINSKY (b.v. Ann. d. Phys. 50 , p. 369, 1916) en 
anderen. 

Eenige interessante resultaten van het onderzoek van J. J. THU)tSON zijn: 
a) Molekulen hebben zeer zelden een negatieve lading, terwijl positief geladen 

molekulen zeer gewoon zijn (!. c. p. 40). 

b) Wat de atomen betreft is bij lle, Ne, A,·, K,·, Xe, .V en Ifg 11ooit een 
negatieve lading waargenomen. 

c) Bij waterstof is gevonden: JJ, H+, n - , II
2

, 11
2

+, ]J~- (hetlaatstezeer 
zelden; 1. c. p. 40 en Phil. Mag. 24, p. 253, 1912). 

d) Atomen met multipele ladingen . 

Kwik-atomen zijn waargenomen met 1, 2, 3, 4, 5, 6 en 7 ladingen; atomen 
met 8-voudige lading moeten aanwezig ztjn, doch ztjn niet direkt gezien (!. c. 
p. 48). - Het maximale aantal ladingen schijnt voorn!. van het atoomgewicht 
af te hangen en niet van de chemische eigensclrnppen (l.c. p. 53) : 

Il!) (200) kan tot ii ladingen heb ben; 
K,· ( 82) tot 4 of 5; 
A,· ( 40) tot 3; /, 
Ne ( 20) tot 2; 
0 (16) en .V (14) tot 2, misschien zelden il; 
He (4) tot 2; 
IJ (1) heeft nooit meer clan 1 lading (1. c. p. 53). 

De beide laatste resultaten zijn in overeenstemming met de theorie van BoHR. 
e) J. J · TnoMSON meent in de kanaalstralén ook nog onbekende elementen 

gevonden te hebben: een met een atoomgewicht 22 (misschien een isotoop van 
NEON, l.c. p. 116) en een met een atoomgewicht 3 (X

3
), 1. c_ p. 115, vgl.) (Zie 

over Metaneon ook: F. AsroN, Phys. Zeitschr. 14, p. 1303, 1913.) 
Opmerking. Met betrekking tot deze nieuwe elementen vergelijke men ook de 

reeds boven aangehaalde onderzoekingen van J. W. N 1c110LSON over de spektra 
van eenvoudige atoommodellen (zie boven bi. 152) ; zie speciaal Monthly Notices 
74 , p. 623, 1914 over de lijn ). 3729, welke in nevelvlekken voorkomt, en vol
gens onderzoekingen van BouRGET, FAnRv en Bu1ssoN behoort aan een element 
met atoomgewicht 3 (Comptes Rendus 6 April 1914.) 

/ 
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opnarne of afgifte van een of moer elekLronen ; heL aanLal der 
elektronen dat opgenomen of afgegeven kan worden liangL ver -
111oedelijk nauw samen met ·de konfiguratie van het elektroneu
systoem om de kern. Enkele onderzoekingen hierover zijn door 
Bmrn gedaan; tot bepaalde theoretische resultaten is hij echte; 
niet gekomen ( evenmin voor de kwestie der chemische valen
tie, die misschien verband hiermee houdt). 1) 

2) Van groot belang zal het atoommodel van Runrn1wo1w en 
BoHR zijn voor de theorie der gassen en van de toestandsver
gelijking. Het schijnt tenminste principieel mogelijk om voor 
eenvoudige gassen zooals Waterstof en Helium theoretisch de 
bouw en de afmetingen der molekulen aan te geven, zoodat men 
do attraktie tussc~en de molekulen, hun volume, enz., als bekende 
grootheden kan beschouwen, en met behulp daarvan de toe
standsvergelijking van het gas zal kunnen opstellen. 

Wat het volume betreft, het is duidelijk dat men niet langer 
de molekulen mag beschouwen als harde elastische . bollen of 
ellipsoïden; de theorie van de botsingen der molekulen zal nu 
op een anderen grondslag gebouwd moeten worden (op een 
manier welke in beginsel overeenstemt met de theorie van Ru
THERFORD en DARWIN over de botsingen der alpha-deeltjes). 

Met betrekking tot de attraktie-krachten zij hier vermeld dat 
door K:!!:ESOM berekeningen uitgevoerd zijn over de tweede viriaal
koefücient voor molekulen welke een elektrische dipool of qua
drupool dragen ~). 

Hoe deze elementen in het periodiek systeem gerangschikt moeten worden ligt 
nog geheel in het duister. \ lndien het isotopen van bekende elementen waren 
zouden ze hetzelfde spektrum moeten hebben als deze elementen. ) 

1) N ICUOLSON heeft ook de spektra van sommige positief en negatief geladen syste
men onderzocht (zie de reeds meermalen geciteerde artikelen in de Monthly Notices. ) 

2 ) W. H. KEESOM, Versl. Akad . Amsterdam XX, p. 1390, 1406, 1912; XXl, 
p. 492, 678, 1912; XXIV, p. 614, 766, 1916; W. H. KEESOM en Mej. C. VAN 
LEEUWEN, idem XXIV, p. 1699, 1916 (Comm. Leiden, Suppl. 24a, 24b, 25, 26, 
39a - c). 

Onder viriaalkoefficienten worden verstaan de koefficienten A, B, C, enz., in de. 
reeksontwikkeling van de toestandsvergelijking, gegeven door KAMERLtNGJI ÛNNt,;S: 

i v - A 1 1 B/ + 0 / IJ E
I 

P / 1 
1 - 1 + / v v2 + 1v1 + /vs + /vs I 

Deze koefficienten zijn funkties van de temperatuur. 
Men diene in het oog te houden dat het onderzoek van KEESOM geheel berust 

op de klassieke mechanika en statistika, zoodat ook nergens quantenonderstel
lingen gebruikt zijn. 
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Het laatste kan toegepast worden op waterstof, zooals door 
KEESO.\I gedaan is. Uit een vergelijking van de theoretische 
formules met de experimenteel bepaalde waarden wordt gevon
den voor het elektrisch moment van een H~-molekuul: 

µe = 2,03.10-26 E. S. E. cm2 1). 

Neemt men voor waterstof het model van Bon& en DEBYJ~ 
aan, dan vindt uien voor het moment: 

( b afstand der positieve kernen) ~); voegt 111011 hierin: 

c = 4, 77.10- 10 E. S. E. b = 0,586 X. E. 3) 

dan is: ,uc = 2,05.10-215 E. S. E. cm2. 

De overeei1stemming is dus bizonder goed 4). 

1
) L.c. XXIV, p. 614, vgl. 

2
) Berekening van het elektrisch moment van het Il 2-molekuul. 

Zij het centrum van liet molekuul in de oorsprong; de kernen liggen in de 

z-as op hoogte ± ..f. ; de elektronen in de y-as in de punten .!I = ± ó V:3 
,:, ~ 

Dan vindt men voor de potentiaal in een punt: 

.r= f.!CUS<f!; .!I = (!Sillq,j ==z 
17_e13b 2 \)/J21!2sin2q, /)2 J1J2z2 / _ 

- ,. 1 4. ,.2 - 4 ,., - ~,-2 + 4. r'• \ -

p /;2 = (2r2+:J z 2 __ !),,2ein2, 1, ) 4 r5 ' o • • • • • ••• ...•. (L ) 

Het molekuu l staat echter niet stil, doch wentelt met groo~e snelheid om cle 
:::-as. (ln den tijd waarin een molekuul ongeveer zijn eigen diameter aflegt vin
den gemiddelcl 300-400 omwentelingen plaats.) Men krijgt dus een gemiddelde 
waarde voor de potentiaal,' welke · berekend kan worden door het gemiddelde van 
(I) te nemen voor alle waarden van rp van O tot 2 ,r. Dit geeft: 

Y -5 b2 3z1-r2 _5 b2 1 . P._ (zr) 
- 8 e ,-5 - 4 e . ,-3 

Derhalve: 5 
1•e= 

4 
eb 2 

") Deze waarde van /, volgt uit de quantenformules voor het model met behulp 
van de bekende waarden van e, 111 en lt. 

1
) KEEso;u onderstelt dat de quadrupool bestaat uit 2 positieve ladingen e op 

afstand d van elkaar, en midden tusschen beide een lading - 2 e. 
1 . 0 

Dan is: 1<e = 2 e d\ waanut: d = 0,92 A.E. 
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Bij de berekening van KEESOM is echter aangenomen dat hot 
molekuul als bolvormig mag worden behandeld; voor de diameter 
wordt uit de experimenteel gevonden waarde van' de viriaal
koefficient berekend: 2,32.10-8 cm. Dit sluit niet aan bij het 
model van BonR en DEBYJ<~; de afstand der kernen in het laat
ste is 0,586.10-8 cm; die der elektronen: 1,014.10-8 cm 1). 

3) In verband met het bovenstaande kan men de vraag op
werpen: hoe werken in het algemeen verschillende mechanische 
systemen op elkaar in, wanneer in beide de bewegingen door 
guantenv ·oorwaarden gebonden zijn? 

Zie hierover een opmerking in § 38 (bl. 238). 
4) Voor zoover mij bekend is heeft men het model van Ru

'l'HERFORD en Bmrn nog niet gebruikt ter verklaring van de 
eigenschappen van vloeistoffen en vaste lichamen. 

Echter dient nog wel vermeld te worden een artikel van 
J. FRE::-IKEL 2) over de elektrische eigenschappen van metalen 
en diëlektrika. FRENIZ:EL beweert op grond van het atoommo
del dat aan het oppervlak van elk metaal een elektrische dub
bellaag zetelt, welke een "inwendige potentiaal" va11 het metaal 
teweegbrengt, en ook een oppervlakte-spanning geeft. De ver
scbillen in deze inwendige potentiaal bij verschillende metalen 
bepalen de kontakt-potentialen die optreden wanneer twee meta
len elkaar aanraken. F1-rnNKEL voert een aantal berekeningen 
door, en vindt met zijn theorie tennaastenbij de volgorde der 
metalen in de elektromotorische spanning8reeks 3). 

[Eonigc prohlcmen uit do theorie der vaste lichamen ill ver
band met de atoommodellen van Born~ zijn behandeld door Prof. 
II. A. Lo1mNTZ op zijn kollege van 1917 /18. 

Naar aanleiding daarvan zou ik het volgende willen vermelden. 
Het ligt voor de hand om te onderstellen dat de atoomkernen 

1 ) Interessante problemen in verband met de toestandsvergelijking zijn b.v. 
ook: uit het atoommodel de kritische temperaturen van waterstof en Helium af 
te leiden. Verder te verklaren waarom waterstof zich bij lage temperaturen als 
een t!t!metomig gas gedraagt (zie o.a. de geciteerde artikelen van K1msoM). Ge
deeltelijk hangt dit samen met de theorie der soortelijke warmte van waterstof, 
en met de precessie-trillingen van het waterstof-molekuul, welke bij lage tempe
raturen zeer gering worden. 

2) .T. FRENKEL, Phil. Mag. 33, p. 297, 1917. 
3) Zie over de kontakt-potentialen ook: R. A. MrLL!KAN, Phys. Zeitschr. 17, 

p. 217, 1916 (Phys. Rev. 4, p. 73, 1914; 6, p. 55, 1915). 
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lllet hel grootste deel der elektronen in de hoekpunten van hel 
kristalraster staan, terwijl waarschij11lijk enkele elektronen, die 
misschien banen om de verbindingslijnen der kernen beschrijven, 
de binding tussdien de verschillende atomen zullen vormen, 
zooals dit ook het geval is in het model van het waterstof 
molekuul. Het is niet onmogelijk <lat men hiermee de bekende 
elasticiteits-eigenscliappen der materie kan verklaren. 

Volgens de berekeningen van RumNowwz 1) is het waterstof
molekuul stabiel tegenover een verandering van den afstand dor 
kernen, en wel is de elastische kracht: .f = - 1,35.10° c'î b dyne, 
waar o b de verandering van den afstand b dor kernen aangeeft. 
De elasticiteitsmodulus is dus: 

H1 = - b /~ = ü,58ö.10 - S.1,35.10ö = 0,0079. 

Denkt men zich een laagje bedekt met waterstof-molekulen, 
welke alle met de as loodrecht op de laag staan, in een kwa-

dratisch net op afstanden van b.v. 2 Ä. È., dan is de elastici
teitsmodulus per cm2 (waarop zich 25.1014 molekulen bevinden): 

E= 25.10 14 . E 1 = 1,98.10 13 c1yne/cm2 = ca. 2.107 KG/cm2. 

Dit is van de orde van grootte der elasticiteitsmoduli van 
vaste stoffen (staal: ca. 0,2.10 7 KG/cm2).J 

1
) Zie A. RumN0"1cz, .Phys. Zeitschr. 18, JJ. 187, 1917. 

HOOFDSTU K V. 

VERSCHILLENDE PROBLEMEN DIE MET 
DE THEORIE VAN BOHR IN VERBAND STAAN. 

In dit hoofdstuk zullen enkele bizondere punten van de theorie 
van BoHR vermeld worden, welke in verband staan met de uit
straling van licht en met de magnetische eigenschappen der 
atomen, o. a. met het doel te wijzen op eenige der moeilijkheden 
welke nog onopgelost zijn. 

§ 31. DE TEGENSTELLINGEN 
TUSSCHEN DE HYPOTHESEN VAN BOHR EN DE 

ELEKTRONENTHEORIE 1). 

Zooals reeds is opgemerkt zijn de bij de berekeningen over de 
atoommodellen gevolgde methoden op verschillende punten niet 
in overeenstemming met de elektronentheorie. Gedeeltelijk zijn 
er . principieele tegenstellingen tusschen de opvattingen van de 
theorie van BoHR en die van de klassieke theorie; aan den an
deren kant echter moeten sommige der gemaakte onderstellingen 
beschouwd worden als slechts te dienen ter voorloopige vereen
voudiging van de problemen, welke later door een meer exakte 
behandeling moet worden vervangen. De grens tusschen deze 
twee groepen kan men niet scherp aangeven. 

Volgens de elektronentheorie ondervindt een elektron dat een 
niet eenparig rechtl~jnige beweging heeft, een zeer gekompli
ceerde reaktie van het elektromagnetische veld ~). Men kan voor 

1) (N.B. Deze S is bij de uitgave eenigszins omgewerkt.] 
%) Zie H. A. LoRENTz, The Theory of Electrons (Leipzig 1915), p. 48, 49. 
M. ABRAHAM, Theorie der Elektricität (Leipzig 1905 ), p. 121, vgl. 
G. A. ScnOT'r, Electromagnetic Radiation (Cambridge 1912), p. 235-261, 

waar exakte uitdrukkingen voor de reaktie van het veld op het elektron gege
ven zijn, en de beteekenis der verschillende termen onderzocht is. 
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deze reaktie een reeksontwikkeling afleiden, voortschrijdende 
naar de afgeleîden van de snelheid en naar de opklimmende 
machten hiervan, welke reeks te schrijven is in den vorm: 

F=- G+ K .... (1) 

(F, G en K moeten hier, evenals ook beneden de snelheid v, 

opgevat worden als vektoren). Hier zijn in G de termen vereenigd 

welke slechts de versnelling v in den eersten graad ( en geen 
hoogere afgeleiden van v) beYatten; G is de z.g. hoeveelheid van 
beweging van het elektromagnetische veld. Voor een in den toe
stand Yan rust bolvormig elektron dat slechts aan de oppervlakte 
geladen is, en dat overeenkomstig de onderstelling van LORENTZ, 

zoo het in beweging is afgeplat wordt in de bewegingsrichting 

in <lc verhouding ( 1 - ::) ~' heeft G de waarde: 

2 e2 ( v2)_ 1 
G = 3 c:l a v 1 - cZ 2 • • • . . • • • . • (2) 

waar a de straal van het elektron in den toestand van rust is . 
De overige termen van de reeks zijn in K vereenigd; de eerste 

. en voornaamste ervan 1s: 

2 e2 ·· 
K1 = 3 c3 v . . . . . . . . . . . . . . . (3) 

De bewegingsvergeltjking voor een elektron waarop een uit 
wendige kracht Fe werkt, luidt dus, zoo men in verband met 
de opvattingen der elektronentheorie aan het elektron geen "ware" 
massa toekent: 

F e = - F = G - K . . . . . . . . . . . ( 1 *) 

Men kan nu G ook opvatten als <le hoeveelheid van beweging 
van het elektron; de koefficient: 

2 e2 

3 c~a=m ........ (4) 

m formule (2) geeft dan de groott.e van de (elektromagneti

sche) massa. Het gedeelte van Fe dat aan G gelijk is <lient ter 
vergrooting van tle energie van het elektron 1); het andere go-

' ) Vergelijk in verband hiermee: H.A. LORF.:i:1'Z, The 'l'heor.v of Electrons, 
p. 21.'J en Ver s!. Akatl. Amste)'(lam XX\ ' I, p. !189, 1!117. 
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deelte, - K, doet zich in vele gevallen voor als de kracht noodig 
om een weerstand te overwinnen die de beweging van het elektron 
ondervindt door de reaktie van het eigenveld, en houdt verband 
met de energie die naar het oneindige wordt uitgestraald. Men 
vindt nl. voor de arbeid door dit gedeelte geleverd: 

f 2 e2 · 
. (- K1 v) dt = - 3 c3 (v v) t2 +f sdt . . . .. . . (5) 

tl 
waarin: 

2 e2 • s = 3 ., y2 ............... (6) 
C'' 

de per tijdseenheid naar het oneindige uitgestraalde energie is. 
De eerste term van vergelijking (5) verdwijnt in vele gevallen, 
b.v. bij een periodieke beweging (bij een quasi-periodieke is ze 
evenmin van belang). De tweede term is steeds positief, en geeft 
dus een verlies van arbeid aan 1). 

In de theorie van Bmrn wordt aangenomen dat de uitstraling 

Sen <le kracht K niet bestaan. Alleen de traagheidsterm G wordt be
houden. Praktisch komt dit laatste hierop neer dat men aan het 
elektron een massa m toekent; volgens de formules der relativiteits
theorie is dan <le hoeveelheid van beweging steeds gegeven door: 

G = rn v ( 1 - :: ) - t . . . . . ..... (2*) 

onverschillig of men m beschouwt al.s elektromagnetische of als 
,,wäre'' massa. 

De kracht die het elektron ondervindt van een uitwendig 
elektromagnetisch veld wordt op de gewone wijze in rekening 
gebracht, waarbij steeds ondersteld is dat het elektron als een 
punt mag worden behandeld; ze is dan gegeven door: 

1) Vergelijk H. A. LoRENTZ, The Theory of Electrons, p. 49. 
Zie ook G. A. ScHO'l''l', 1. c. 
Indien er meerdere bewegende ladingen in het systeem zijn wordt de uit-

2 . 
straling hoofdzakeltjk bepaald door Sr" (~f' v)1 . (Zie 0. W. Rr('JI.\JtllSON, TT1e 

Electron Theory of Matter, Cambr. 1914, p. 258). Zijn er dus in een atoom 
meerdere · elektronen, symmetrisch ten opzichte van de kern gerangschikt (b.v. 
in een ring ), dan is de uitstraling zeer gering. Men vergelijke hieromtrent J. J. 
T110MSON, Phil. l\Iag-. 6 , p. G81, 1903 (zie noot '), bi. 4, boven ) en H. A. 
Sc:1JOTT, l. c. p. JOS. 
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l 1 l 
f =- e E + c [v M] j ...... . .. (7) 

Men kan dit ook samenvatten, zooals reeds in § 6 gedaan is, 
door als funktie van LAG RANGE voor het elektron aan te nemen: 

- 91v -- v2 
1 1 1 1 L - - m c- 1 1 - c2 - 1 l + e I q, - c (v a) 

1 
. . . . (8) 

waar q, en a de potentialen van het uitwendige veld zijn ( de lading 
van het elektron is - e) 1). 

Allerlei andere problemen, zooals b.v. de rotatie van een elek
tron, de retardeering der potentialen welke zich doet gevoelen 
indien meerdere elektronen, of elektronen en atoomkern, zich be
wegen, zijn voor zoover mij bekend is nog niet in verband met 
de theorie der quanta beschouwd. Ook de magnetische werkingen 
die de verschillende deelen van een atoom op elkaar kunnen 
uitoefenen zijn nog slechts onvolledig nagegaan. 

Er dient hier nog op de volgende twee verhandelingen ge
wezen te worden: 

1) T11. V. WEREIDE, MAXWELLS Gleichungen und die Atom
strahlung, Ann. d. Phys. 62 . p. 276, 1917. 

W EREIDE meent te kunnen aantoonen dat de gewoonlijk gege
ven afleiding van de formule (6) voor de uitstraling foutief is, 
en <lat deze formule vervangen moet worden door: 

2 e2 1 d 
Sw = ö c:1 1 d t . - (9) 

Voor een cirkelbeweging is volgens formule (6) S > 0; vol
gens (9) is Sw = 0: volgen .s W EREIDE zou een atoom dat met een 
eenparige snelheid in een cirkel loopt geen energie uitstralen. 

De door W EREIDE vermelde en gekritiseerde afleiding der 
formule (6) is echter niet de eenige welke hiertoe dienen kan; 
door Prof. LORENTZ is een meer algemeene gegeven 2), en het 
schijnt mij toe dat deze volkomen tegen de kritiek van WEREIDE 
bestand is. - De afleiding van formule (9), door WEREIDE voor
gesteld, schijnt me echter geheel onhoudbaar; men zou met meer 

•) Zie bl. 28. - De magnetische veldsterkte i~ hier ,loor M aangeduid. 
2) Theory of Electrons, p. 25G, vgl. 
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recht tegen haar het bezwaar kunnen aanvoeren, dat WEREIDE 
zelf tegen de afleiding van (6) rn.eende te moeten inbrengen. 

2) C. W. ÜSEifä, Das Bom.t'sche Atommodel und die MAx
WELT!schen Gleichungen, Phys. Zeitschr. 16, p. 395, 1915. 

ÜSEEN komt na een lange berekening - die ik niet heh kun
nen nagaan - tot het resultaat (1. c. p. 403): 

"\Vanneer men een model van het waterstof-atoom volgens BonR 
met een zoodanigo bol wil omgeven dat de vergelijkingen van 
MAXWELL daarbuiten als geldig beschouwd kunnen worden, en 
wanneer de kraC'hten <lie een elektron in een atoom uitoefent 
beperkt zijn op do elektrostatische en de daarbij behoorende 
magnetis('lto kracht, moet de straal van cle bol grooter z~jn clan 
10- 4 cm. 

In waterstofgas is do gemid<lelcle afstand der atomen ca. 
10-G cm: hierin zou dus nergens con eenigerrnato samenhan
aencl aebied zi1'n waarin ·de vergelijkingen van MAXWELL gel-,-, ,-, . 
<lig zijn. 

ÜREEN geeft nog een diskussie van zijn resultaat en spreekt 
als eindst811ling uit dat het onmogelijk is het atoommodel van 
BOHR rn<'t de elektronentheorie van LORJCN'l'Z te vereenigen. 

M. PLANCK heeft een vorm van de quantentheorie voorgesteld 
waarin wordt aangenomen dat de emissie van energie diskon 
tinu, de absorbtie daarentegen kontinu kan geschieden. 

Het is duidelijk dat hierdoor de tegenstrijdigheden met de 
elektronentheorie niet worden opgeheven. 

Zie ovei· cleze theorie van Pr.ANCK beneden ~ 35 . 

]3 



~ !32. YERBAND 'l'OSSCI-IEN DE BEIDE HYPO'J'IIESEN 
DER QUAN'l'ENTHEORIE. 

Tn de theorie van BonR kunnen de systemen disl.:ontim1 ener
gie uitstralen; daarbij is de frequentie der uitgezonden tril
lingen gegeven door de formule: 

(zie bl. 33). 
'l'ussehen deze formule en cle formules die de quantenbewe

gingen bepalen (zie hoofdstuk II, § 10), bestaat het volgende 
verband: 

.7Jij de energie van het systeem uitgedrukt als fnnktie der 
quantengetallen n1 , n2 , .•..• nk: 

a = a (n1, n2 ..... nk) 

Dan zijn de frequenties der bewegingen in het systeem gegeven 
floor: 

v;= . . . . . . . . . . . . (11) 

terw~jl in het algemeen ook alle bovent0nen en kombinatietonen 
hiervan voorkomen (zie opmerking III, bl. 45). 

De "licht-frequenties" die het systeem kan uitzenden bij het 
overspringen uit den eenen toestand in een anderen zijn: 

1 
'lle = h ..1 a . • (12) 

Indien de quantengetallen groot zijn kan men in het algemeen 
aannemen dat approximatief: 

êt C( 

..1 a = L " . ..1 n; +. . . . . . .... (13) 
i t• n; 

is. 
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Dus zijn dan de freq1wnties Ve in eerste benadering dezelfde als 
de frequenties 1•; van het systeem, of hiin boventonen en kombinatie
tonen 1) . 
. Hiervan is floor BonR in een speciaal geYal ·gebruik gemaakt 
h\j het opstellen ,ler emissie-hypothese 2). 

Andere formidem·ing. 
Indien de Pnergie wordt uitgedrukt als funktie der intensiteits

konslanten P 1 , I' 2 ... (welke met ·de quantengetallen samenhan
gen ,loor de betrekking: ?li h = 2 1r I'?), vindt men voor cle 
frequenties rkr bewegingen in het systeem: 

1 1) C( 

11;=2rr êtl\ · · · · · · · · · · · · (lla) 

en voor · rle lichtfreguenties die het S)'Steem kan uitzenden bij 
het overspringen uit den eenen toestand in <len anderen: 

1 """ cl a h """ ê12 a 
l'r = 9 ~ ) p . .,). n; - 8 :l 4 -'p.']) . .,). n;.,). 11:i+ . ! • (12a) 

...J 7f 1. ( I ( 7[ l.J l' t, (.J .J 

= LJ';..1 ni- 1i I .. (12b) 

Beschouwt men nu voor een oogenblik h als een grootheid 
welke men willekeurig klein kan laten worden, dan gaat formule 
(12b) voor Lim. h = 0 over in: 

Lirn. J'e = L 1•; • ..1 ni . 
h=O 

. .. (14) 

In dit geval zijn de uitgezonden lichtfrequenties dezelfJe 
als of de boven- of kombinatietonen van de frequenties in het 
systeem: de formules van de quantentheorie gaan over in die 
van de klassieke theorie 3). 

1) Het eenvoudigste voorbeeld is een resonator van PLANCK; hier is: 
"= n 1t.,,; dus is de "licht-frequentie" die de resonator volgens B01m kan 
emitteeren: 1•e= (n 1 -11 1) ,, =.,, of een geheel veelvoud ervan. Zie ook§ 14, 
bl. 58. 

1 ) N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 12/13, 1913. 
3 ) Het is duidelijk dat het bovenstaande niet mag worden toegepast indien 

de fnnktie " singulariteiten vertoont, zoodat ze niet in een reeks ontwikke!tl 
kan worden. Dit is echter slechts bij uitzondering bij mechanische systemen 
het geval. 

• 
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Opmerking. 
Zooals reeds in noot 1) op de vorige bladzijde vermeld is 

zijn er gevallen waarin de energi e « een lineail'e funktie is 
van de quantengetallen, en waarin bovenstaande betrekkingeu 
voor alle waarden ,ler quantengetallen exakt gelden; zie hier
oyer bl. 58. 

§ 33. rrHEORIE VAN EINSTEIN OVER DE 
WAARSCHIJNLIJKHEID VAN DE UITSTRALING EN 

ABSORBTIE VAN ENERGIE. 

EINS'l'EIN 1) heeft de volgende hypothesen opgesteld in verband 
met het stralingsproces: 

a) Toestandsverdeeling der systemen. 
Aangenomen wordt dat een systeem slechts in die toestanden 

kan voorkomen, welke voldoen aan de quantenformules (andere 
toestanden komen dns niet voor). Zij de energie van het systeem 
in een toestand Zs (gekarakteriseerd door de waarden: ni s , n'.!s , 
.•. n1;s der quantengetallen): a 5 • In een ensemble van een zeer 
groot aantal N van dergelijke systemen dat in thermisch even
wicht is met een stralingsveld zal een bepaalde toostan<lsverdee
ling ontstaan; de relatieve waarsch~jnlijkheid van een toestand 
Zs wordt gelijkgesteld aan: 

«s rv - -kT r s = gs . e ........... (15) 

waar f)s een z.g. ,,gewichtsfunktie" is, in het algemeen een funktie 
der quantengetallen ( <loch onafhankelijk van de temperatuur 'P). 

Deze formule kan opgevat worden als oen uitbreiding van de 
formule van MAXWELL-BOL'l'ZÀIANN in de klassieke statistika (zie 
ook hoofdstuk VI). 

b) Uitstraling. 
De waarsch~jnlijkheid dat een systeem in den tijd dt uit den 

toestand Z" in den toestand Zs overspringt onder emissie van 
de energie «,. - «s als lichttrillingen van de frequentie v"8 , buiten 
invloed van uitwendige oorzaken, zij: 

d W = A:. . dt . . . . . . . . '. . . . . (16) 

EINSTEIN merkt op dat deze formule herinnert aan die welke 
voor de radioaktieve processen geldt 2). 

, ) A. E1NSTEIN, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 18, p. 318, 1!)16; 
Phys. Zeitschr. 18, p. 121,· 1917. 

: ) Vergelijk de opmerking in noot ; ), bl. 130 
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c) ,,Instmling''. 
Bevindt een systeem zich in een stralingsveld met cle energie

dichtheid (! (v), dan kan het systeem onder invloed der straling 
energie opnemen of uitzenden. 

1) ,,Pos.itieve instmling". Het systeem gaat uit den toestand Zs 

over in Zr en neemt daarbij uit het veld op de energie a,. - a5 , 

afkomstig van trillingen met de frequentie Vrs. De waarschijn
lijkheid hiervoor is: 

d lV = B~ . (! (vrs) . dt . . . . . . . . . . (17) 

2) ,,Negatieve instral-ing". Even goed kan het systeem onder 
invloed van de straling uit den toestand Zr in Zs overgaan, 
onder emissie van energie. Waarschijnlijkheid: 

d W = B;. (! (vrs) . dt ........... (18) 

Deze hypothesen over het stralingsproces Z\jn opgesteld naar 
analogie van het gedrag van een resonator op grond van de 
klassieke theorie. 

Uit bovenstaande formules heeft EINSTEIN op eenvoudige wijze 
de formule van PLANCK voor de verdeeling der energie over 
het spektrum der zwarte straling afgeleid. Is nl. een ensemble 
van systemen in evenwicht met een stralingsveld, dan moet: 

-·H.'i/kJ.' r -t!r/li.·'1' s s < 
gs,C .B 8 .(!(r,-s)=g; .. c • lB,..(!(l'rs)+A;.\ ... (lD) 

zijn. IIieruit volgt: 

Q(Vrs) = 
gs B; 

hS e 
gr ..Dr 

Neemt men nu aan dat: 

l s 
r' 
B S ,. 

.......... (20) 
<er-Hs 

-1 

a) bij hooge temperaturen de dichtheid der energie (! (v) on
eindig wordt; 

b) dat de verschuivingswet van WrnN geldt; 

clan moet zijn: gs B~=gr B:. 

a,. - as = h v"5 

A~/B; = Cv~s 
waarin h en O universeele konstanten zijn. 

(I) 
(II) 

(III) 
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Hierdoor gaat (20) over in: 

(! (v) = 
h, 11 

.. (21) 

kT 1 e -

Meer bevredigend zou het zijn indien de Jrie betrekkingen 
(I), (II), (III) uit de quantentheorie waren afgeleid. (II) kan 
onmiddellijk worden ingevoerd als de emissie-hypothese van 
BoHR; om tot (I) en vooral om tot (III) te komen zal men echter 
nadere onderstellingen moeten invoeren omtrent de waarschijn
lijkheid van het overspringen, enz. 

Opme,· kingen. 
1) Vergelijkt men formule (20) of (21) met de formule van 

PLA~CK 1 ), dan blijkt dat: · 

A;/E;. = 8 n h v3 /c3 = 8 n h/l 3 ......... (IIIa) 

2) Het is interessant na te gaan wat de verhouding fi is tusschen 

de "vrije straling" : A ~-. dt , en de "gedwongen straling" : B;. . (! • d t . 
De formules (20) en (21) geven: 

As/ /1,, '1,. '1' - s - 1 1 fi- rB 0 -e -1 .... r, 
.. (IV) 

Voor een absolute temperatuur '1' = 1500° viu<lt men voor: 

À= 100 .tt v = 3.1012 (uHrarood): "= ca. 0,1. 
0 

À= 6000 A. E., v = 5.1014 (geel) fi = ca. 107 • 

0 

J,=1 A.E. v = 3.1018 (R. str.) fi = ca. 1042
000. 

l) M. PLANCK, Die Theorie der Wärmestrahlung, Leipzig 1913, p. 162. 



§ 34. VERSCHILLENDE OPMERKINGEN OVER DE 

EIGENSCHAPPEN DER "STRALENDE ENERGIE". 

In nauw verband met de emissie-hypothese der quantentheorie 
staan een aantal problemen over de energie der liclitstraling, 
b.v. de vraag of er werkelijk "lichtquanten" bestaan; het foto
elektrisch effekt; één-lijn-spektra, en vele andere. Enkele dezer 
problemen zullen hier kort vermeld worden; het gegeven over
zicht is .echter zeer onvolledig. 

a) De onderstelling dat "lichtquanten" met energie t = h v 
een werkelijk bestaan hebben is o.a. door Erns'l'EIN besproken 1), 
in verband met statistische onderzoekingen over de warmtestra
ling, het foto-elektrisch effekt, e. d. 

Experimenteele onderzoekingen over de ionisatie door Rönt
genstralen hebben BRAGG tot hetzelfde resultaat geleid :l). 

Zooals bekend is levert deze opvatting groote moeilijkheden 
zoo men cle gewone optische verschijnselen (breking, terug
kaatsing, interferentie, enz., in 't kort alles wat met het begrip 
,,koherentic" samenhangt) wil verklaren 3) -!). 

b) Foto-elektrisch effekt. 
Valt licht van een frequentie v op een metalen plaat, dan 

wordt deze positief elektrisch geladen tot een maximale poten
tiaal V, gegeven door de v.ergelijking van EINSTEIN: 

e V = h v - p e . . . . . . . . . . . (22) 

waarin - e de lading van het elektron is, en p een konstan te, 
afhankelijk van het onderzochte metaal 5). 

1
) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. 17, p. 139, '1905. 

2
) Zie BRAGG, Durchgang der ", rJ und y-Strahlen durch Materie (vert. duur 

MAX lKLÉ), Leipzig 1913, p. 166. 
:!) Zie b.v. H. A. LoRENTz, Phys." Zeitschr. 11, p. 349, 1910. 
% ) Over de dispersie-problemen zie men beneden § 36. 
") Cf. A. EINS'rEIN, Ann. d. Phys. 17, p. 145, 1905. 
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De maximale potentiaal V is onafhankelijk van de intensiteit 
van het invallende licht, ze wordt slechts bepaald door de fre
quentie. Het maakt den indruk alsof trillingen van de frequentie 
v energie bij porties h 11 aan de elektronen meedeelen; de laatsten 
verbruiken een deel der verkregen energie om uit het elektrisch 
veld van het metaal te komen, en met het overschot h v - p e 
kunnen ze tegen de potentiaal V oploopen. - Zie in verband 
hiermee beneden, f). 

Deze vergelijking is door de onderzoekingen van R. A. Mi°LLI
KA~ bizonder goed bevestigd 1); met behulp van haar is het 
mogelijk zeer nauwkeurig de waarde van h/e te bepalen. 2) 

c) Emissie van Röntgenstralen. 
Door de proeven van DuANE en I-IuLL 3) en van ·w1~B::i'l'E.1:t l) 

is aangetoond dat voor de emissie van Röntgenstralen van de 
frequentie v de kathodestralen een spanningsverval moeten door
loopen gelijk aan of grooter dan : · 

v = h v 5) . . . . . . . . . . . . . . (23) 
e 

Is dus de spanning tusschen kathode en anode gegeven, dan 
is de maximale frequentie van het door de buis uitgezonden 
,, witte Röntgenspektrurn" bepaald door: 

h Vmax = e V 6) · 

' ) R A. MII.I.IKAN, Phys. Rev. 4, p. 73, l!J14; 6, p. 55, 1!)15; 
Phys. Zeitschr. 17, p. 217, 1916. 

. .. (23u) 

1) Verwant met het bovenstaande is de z.g. fotoche1,1ische equicale,die-1oet van 
EINSTEIN; zie hierover: Ann. d. Phys. 37, p. 832, 1912, en Yerh. Deutsch. Phys. 
Ges. 18, p. 318, ] 916. 

In verband hiermee zie men ook de theorie van F. HABER over chemische 
reaktie-warmten: Yerh. Deutsch. Phys. Ges. 13, p. 1117, 1911. 

3) Phys. Rev. 6, p. 166, 1915. 
\ ) Phys. Rev. 7, p. 599, 1916. 
") In deze formule treedt geen konstante p op, zooals in form. (22). Men diene 

hierbij echter in het oog te houden dat de konstante JJ in (22) van de orde van 
grootte van 1 Volt is, terwijl in (23) V 10000 à 100000 Yolt bedraagt. - Zie 
ook form. (24). 

G) E. RuTHERVORD (Phil. Mag. Sept. 1915) had gevonden dat bij groote Y: 
h ''max < e Y is. DuANE en HuLL toonen echter aan dat de door R. gebe

zigde methode ter bepaling van ''ma.,- niet het juiste resultaat oplevert. 
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Dit geldt niet voor <le emissie <ler "karakteristieke straling"; 
<leze wordt pas uitgezonden zoo c V /h een z.g. ahsorbtie-grens 
passeert. Neem b.v. de K-straling. Hierin komen 4 lijnen voor: 
a', a, {J, i'; voor bun fre(1ucnties geldt: 

/Jy > VtJ> v,, > JJ,,' 

Even boven v Y ligt de absorbtie 0 grens v A behooren<le bij de 

K-reeks 1). Zal een element het K-spektrum emitteeren, dan moet 
e V ~ h v A zijn. Cf. WEBSTER, l.c. 2). 

Een dergelijke regel geldt voor de fluorescentie der Röntgen
stralen. Zie hierover: 

W. KossEL, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 16, p. 898, 953, 1914. 
E. WAGNER, Ann. d. Phys. 46, p. 868, 1915; Sitz. Ber. Bayr. 

Akad. p. 31, 1916. 
Verder: A. Sm.nrnRFELD, Ann. d. Phys. 51. p. löl, 191ö. (Verg. 

ook beneden, f) ). 

d) ,,ben-lijn-spektra". 
J. FRA:NK en G. HERTZ hebben · bij kwikdamp het volgende 

gevonden 3): 

1) de ionisatie-spanning van kwikdamp is: 4,9 Volt; 
2) worden kwik-atomen gebombardeerd met elektronen wier 

snelheid iets grooter is, dan aan een potentiaalverval van 4,9 Volt 
ueantwoordt, dan zendt de kwikdamp alleen do spoktraallijn: 

uit. 
De frequentie van deze 

bonden door de formule: 

). 2537 4) 

lijn is met de ionisatie-spanning ver-

. c V = h t' . . . . . . . . . . . .. (24) 

In verband hiermee staan analoge resultaten van Me LENXAN 
en lfoNDEH.SON en van 'l'ATJ•, bij Hg, Cd, Zn, Jrlg 5). 

1 ) Zie b.v. A. SomrnRFE1.n, Ann. d. Ph} s. 51, p. 125, 161, 1916. 
~) Zie voor de L-reeks: D. L. vYEllSTER & H. Ct.AR", Proc. Nat . .Acad. 

Sciences U.S . .A.. 3, p. 181, 1917. 
l ) J. FRANK & G. Hrn·ri, Phys. Zeitschr. 17, p. 437, vgl., 1916. 
~) Dit is de bekende "resonantie-lijn" bti kwikdamp van vVooo. 
5 ) Me LENNAN & lfaNOERSON, Prt>c. Roy. Soc . .A. 91, p. 485, 1H15. 

Me LENNAN, Proc. Roy. Soc. A 92, p. 305, 1916. 
J. T. TATE, Phys. Rev. 7, p. 686, 1916. 
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Hun uitkomsten zijn in 't kort de volgende: 
\Vorden metaalatomen gebombardeerd door elektronen die een 

zeker potentiaalverval Vi doorloopen hebben, dan zendt de damp 
slechts é6n spektraallijn uit, gegeven door de formule: 2. Pz -1,5. S 
in de notatie van PASCHEN 1). Is het potentiaalverval gelijk 
aan of grooter dan een hooger bedrag V2, dan wordt een spek
trnm met vele lijnen uitgezonden, welke aan weerszijden der 

· eerste liggen. Hierbij korrespondeert de potentiaal V1 volgens 
form. (24) met de frequentie der eerste lijn 2 . p2 - 1,5 . S; ter
wijl Vi tennaastenbij overeenstemt met <le grens van het spek
trum: 1,5 . S 2). 

(Verder is gevonden dat deze metaaldampen absorbtiebanden 
bezitten, waarvan d-e kant;n liggen bij: 2. p2 -1,5. S 

en: 1, 5 . S - 2 . J>). 3) 

e) Fluorescentie. - Resonantie-spekti'a. 
Onder fluorescentie wordt het verschijnsel verstaan dat een · 

stof waar men licht op laat vallen, zelf licht gaat uitzenden. 
In vele gevallen geldt hierbij de z.g. regel van STOK ES: de 

frequenties die voorkomen in de fluoresceerende straling zijn 
kleiner dan of hoogstens gelijk aan die van de opvallende stra
ling. ErnsTmN heeft dit evenals het foto-elektrisch effekt en clc 
fotochemische werkingen in verband gebracht met de theorie 
der lichtquanten 4). Er zijn uitzonderingen op deze regel: zoo 
zendt b.v. fiuoresceerende Natrium-damp ook licht uit van hoo
gere frequentie dan het invallende licht 5). 

Als een bizondere vorm van fluorescentie zou men de rloor 
vVoon ontdekte "Resonantie-straling" kunnen opvatten G). Hiermee 
bedoelt \Voon dat wanneer men een damp verlicht met mono-

1) Zie: F. PAscrrrn, Ann. d. Phys. 30, p. 74G, 1909; 35, p. 860, 1!)11. 
WoLFF, Ann. cl. Phys. 42, p. 825, 1913. 

2) Cf. Wou ·ic, l.c. 
3) [Op deze onderzoekingen over één-lijn-spektra is kritiek uitgeoefend door 

v.\N DER BrJL, Phys. Rev. 9, p. 173, 1917 en door T. C. HEB!l en R. A. Mu.
LIKAN, Phys. Rev. 9, p. 371, 378, 1917.) 

•) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. 17, p. 139, vgl., 1905. 
5) Cf. R. W. WooIJ, Physical Opties (New York 1911) p. 574. 
G) Cf. R. \V. ·wood, Recent Researches in Phys. Opties (New York 1913), 

p. 1, vgl.; verder vele artikelen in de Phil. Mag. (ook van DuNOYER en 
anderen). 
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chromatisch licht, ze een bepaald spektrum uitzendt, indien de 
spektraallijn der primaire lichtbron valt op eon absorbtielijn 
van do onderzochte damp. De hierbij optredende verschijnselen 
zijn echter bizonder gekompliceerd. - Een paar interessante 
voorbeelden zijn: 

a) Resonantie van Jodium-damp op de kwiklijn ). 5460,74. 
Jodium geeft door bestraling met deze lijn een resonantie-spek
trum van ca. 20 à 30 lijnen; hiervan hebben drie een grootere 
frequentie dan de kwiklijn; de andere liggen aan de zijde der 
kleinere frequenties. De lijnen zijn doublets op regelmatig ver
deelde afstan1en; de afstand is echter niet konstant. Woon 
merkt op dat binnen de breedte van de kwiklijn · 'J. 5460,74 nog 
ca. 7 absorbtie-lijnen van de Jodium-damp vallen 1). 

b) Resonantie van Natrium-damp. Indien Natrium-damp be
straald wordt met het licht van de lijn D2 (de komponente met 
de grootste frequentie van het doublet), dan zendt de damp 
alleen de lijn D2 uit. - Hoogstwaarschijnlijk geldt het analoge 
voor de andere komponente D1 2). 

Over het algemeen schijnt een scherp samenvallen vl'\n de 
opvallende lijn met een absorbtielijn van de fluoresceerende 
damp noodig te wezen 3). 

Voor zoover mij bekend is heeft men tot nog toe deze reso
nantie-spektra niet met de theorie van Bomt in verband ge
bracht. 

De fluorescentie der Röntgenstralen schijnt aa.n eenvoudiger wet
ten te gehoorzamen. Men zie hierover de onderzoekingen van 
0. G. RrnKLA 4) en verder de boven onder c) genoemde artikelen. 

f) A bsor~tie van straling . . 
Reeds meermalen is boven de lloor BoHR uitgesproken hypo

these vermeld, volgens welke een mechanisch systeem dat zich 
in eon stralingsveld bevindt, uit een quantenbeweging met 

1 ) Cf. Recent Researches, p. 15, 30. 
2 ) R. W. Wooo & L. DuNOYEP.., Phil. Mag. 27, p. 1018, 1!)14. 
3 ) Cf. R. W. Wooo & L. DuNOYER, l.c. - Ook: Recent Researches, p. 48. 
1) Zie voornamel\jk C. G. BARKLA, Jahrb. d. Radioakt. u Elektr. 8, p. 471, 1911. 
Voor een overzicht van de latere onderzoekingen: C. G. BARKLA, Proc. Roy. 

Soc. A 92, p. 501, 1916. 
Verder vele artikelen in de Phil. M.ag. 
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energie a 1 over kan springen in een . andere beweging met groo
tere energie az, onder ahsorbtie van de energie a2 - a1 uit 
lichtstraling van <le frequentie: 

Deze hypothese verklaart op eenvoudige wijze de wet van 

KTRCIIJTOFI<'. 

BonR heeft echter nog <le volgende uitbreiding hieraan ge-

geven 1): 
Beschouw een model van een atoom, waarin een elektron op 

verschillende banen kan loopen. 7,ij a1 <lo energie bij een be
paalden bewegingstoestand 1; a ~ de energie in een toestand 
waarin hot beschouwde elektron geheel vrij is (b.v. zonder snel· 
heid zich op oneindigen afstand van het atoom bevindt) 2

). Dan 
kan volgens Bmm het Rysteem (het atoom) ook licht absorbeeron 
van de frequentie: 

> aoo-al 
,. .::=--- !t, • 

Uit de straling wordt opgenomen de energie 71 11
; het overschot 

h 'J) - ( (.( 00 - C.CJ ) 

krijgt het elektron als kinetische energie. (Zie echter opmerking II). 
Men kan hierb\j de volgende opmerkingen maken: 
I) In het absorbtiespektrum van een damp, bestaande uit 

dergelijke atomen, zal men moeten waarnemen: 
1) een reeks absorbtielijnen : 

..... (A) 

welke overeenkomen met een bepaalde reeks uit het emissie

spektrum van de damp ; 
2) een kontinuë absorbtieband, waarvoor: 

(B) 

t ) N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 17, 1913. 
2) In de in hoofdstuk III besproken problemen was steeds de energie zoo ge

meten, dat "
00 

gel\jk aan O was. Dan is ai negatief, dus gelijk te stellen aan: 
«i = -Ái, waarin Ái positief is. 
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Deze band strekt zich dus uit van de grens der reeks (A) 

(vu= aoo h ~) naar de zijde der grootere frequenties 1). 

Een bevestiging voor deze onderstelling kan men vinden : 
a) In een onderzoek van R. ,V. ·woon over rle absorbtic yan 

Na-damp 2). ,Voon nam waar 48 absorbtielijnen, exakt overeen
stemmende met de lijnen der hoofdreeks van Natrium, en boven
dien een absorbtieband, die zich uitstrektP vanaf cle grens van 
rle reeks tot in het uiterste ultraviolet. 

~) lll rle absorhtiehanclon, waargenomen hij de spekLra drr 
R iin tgcnstral en. 

Zie hierover: W. Koss:ru., Verh. Deütsch. Phys. Ges. 16, p. 898, 
953, 1914; 

E. W AGNER, Ann. rl. Pltys. 4:6, p. 868, 1915; Sitz. Ber. Bayr. 
Akad. p. 31, 1916. 

Men vergelijke echter ook: A. SmrMERFELD, Ann. cl. Phys . 51, 
p. lGJ, vgl., 191 G. SomrnRFELD komt tot resultaten die naar het 
schijnt niet overeenstemmen met bovenstaande hypothese. 

IJ ) Volgens de onderstelling van BOJm moet bij rlit proces 
het elektron een overschot aan kinetische energie krii'o·rn o·r-

. r-, ' l"'t 
grYen door <Ie formule: 

h v - (a 00 - ai). 

Men kan dit in verband brengen met het foto-elektrisch effekt 
en de ionisatie door bestraling met Röntgenstralen. ' 

Zie hiervoor: P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. 50, p. 829, 1916. 
EPS'l'Ern wijzigt de onderstelling eenigszins: volgens hem kan 

het elektron het atoom slechts langs bepaalde, door quantenfor
mules gegeven hyperbolische banen verlaten. Zij de energie 

1 ! Indien - z~oals bijna steeds het geval is - " 00 = O is (zie noot 2) , 

vonge bl.), dan 1s de grens van de spektraalreeks, en dus de scherpe kant van 
de absorbtieband, gegeven door: 

", A, 
' ' (! = - h h 

lleze "grensfrequentie" ,·g is de konstante term in ,Ie formul e n,or de spek
traalreeks (A ), welke geschreven kan worden: 

Hi I Ài 
1•i=1 •g + = 1•g - . . 

!t h 

~l R. ,r. Woo11, Phys. Opties, New York 1911, p. :ï13 
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behoorende bij een dezer hyperbol. banen: ah, clan zal het 
elektron uit de ellipt. baan met energie a 1 m deze h?perh. 
haan gevrnrpen kunnen worden, zoo : 

/i11>a1,-Ul 1)2). 

Hot elrktron verlaat hot atoom met rle kinetischr energie a1,, 

welke slechts bepaalde waarden kan hebben, gegeven door rle 
qnantenformules. 

}ifen zie hierover het geriteer<lP artikel. :l) 

[ De brfcdtc 11an absorbticl~jnc11. 
De verklaring van <le breedte van absorbtielijnen zal in de 

theorie van BoHR nog groote moeilijkheden kunnen opleveren. 
In het bizonder is dit het geval met de verbreeding die samen
hangt met de dispersie-verschijnselen, en in de klassieke theorieën 
verklaard werd als een gevolg van het resoneeren der elektronen 
bewegingen op de invallende trillingen, welke bewegingen door 
eeu· of anderen weerstand gedempt worden. 

Enkele gevallen van verbreeding zullen echter gemakkelijk 
met de theorie van Borrn in overeenstemming gebracht kunnen 
worden, b.v. de z.g. thermokinetische verbreeding (zie § 9, slot). 
Verder kan men zich voorstellen dat door de onderlinge wer
kingen der molekulen van een gas de quantenbewegingen in elk 
molekuul kleine (adiabatische - zie § 38) veranderingen onder
gaan, waardoor de energie dezer bewegingen iets gewijzigd wordt, 
en cius ook de frequentie der uitgezonden spektraallijnen. Daar 
deze "storingen" uiet voor alle molekulen even groot behoeven 
te zijn, en in den loop der tijd zullen veranderen, kan hier
door een verbreeding van de lijnen teweeggebracht worden. 
(\7 ergelijk in verbanJ hiermee ook § 25).] 

t) Zie enkele opmerkingen hierover in S 2.Jc. 
') Steeds is: "h > « 00 • 

3 ) (In verband .met het bovenstaande vergelijke men de volgende artikelen: 
P. DEU1JE, Optische Absorbtionsgrenzen, Phys. Zeitschr. 18, p. 428, 1917; 
J. HARnrANN, Ein ausgedehntes Absorbtionsgebiet im Spektrnm der ·wasser

stoffsterne, Phys. Zeitschr. 18, p. 429, 1917; 
The spectra of Nebulae, Nature 99, p. 354, lfü7.J 



§ 35. OPMERKT~G OVER DE TWEEDE QUAN'l'ENTHEOHJE 

YAN PLANCK 1). 

De bespreking van clezc theorie moet hier zeer beperkt wor
<len. Naar mij toeschijnt kan men de lt0ofdgedarhl.en ervan als 
volgt uitdrukken: 

1) De quantenformules hebben in de eerste plaats belang voor 
do statistische rnechanika, ter bepaling van een indeel ing der 
faze-ruimte in elementaire gebieden 2). De quantenformules: 
Pi = ni. h kunnen beschouwd worden als <le vergel~jkingen van 
oppervlakken: 

Pi (q1 ... (_/J Pt ... P!) = konstante = n; h ..... (25) 

welke <le faze-ruimte (do q-p-ruimte) in cellen verdoelen. PLANCK 

onderstelt nu dat indien men een ensemble van gelijksoortige 
systemen heeft, en men den toestand van elk systeem voorstelt 
door een punt in de faze-ruimte, deze punten bij de stationnaire 
toestan<lsverdeeling in elke cel gelijkmatig over het volume der 
cel verdeeld zijn. De dichtheid der punten kan echter van col 
tot cel veranderen. De formules dor statistische meclrnnika be
palen slechts het totale aantal punten in elke cel, doch niet hoe 
deze punten in de cel verdeeld zijn 3). 

') Zie: M. PLANCK, Die Theorie der Wärmestrahlung, 2° Auflagc, Lcipzig 1913. 
2) Zie speciaal hiervoor: M. PLANCK, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 17, p. 40ï, 

438, 1915 en Ann. d. Phys. 50, p. 385, 1916. 1 

De quantenformules zelve van PLANCK stemmen in hoofdzaak overeen met die 
van Som!ERFELD, Bmrn, enz. 

3) Zij 1.Y het totale aantal der systemen; 1Vi het aantal in de elementaire cel i; 

dan wordt de waarschijnlijkheid van een bepaalde toestandsverdeeling Z ( .V; ) 
volgens PLA!'ICK gedefinieerd door: 

N! N, X1 N3 
W= ~- - -- - - .r, r2 Y3 ·•· 

S 1 !K 2 !N 3 1 .... 
. (I) 

§ 35.J THEORIE VAN ROHR IN VJfüTIAND STAAN. 209 

Indien een dergelijke verdeeling tot stand moet komen door 
de wisselwerkingen tusschen de systemen, zal men genoodzaakt 
zijn belangrijke wijzigingen aan te brengen in de wetten der 
rnecl1anika en <lor elektroclynamika. (Reeds bij de eenatomige 
gassen geeft <le theorie van PLANCK in dit opzicht grootc 
moeilijkheden. Uier moeten b.v. de wetten van <le botsing der 
molekuleü geheel veranderd worden, daar anders de toestands
verdeeling van MAxWELL-BOLTZ;',fANN ontstaat.) 

2) Emissie en absorbtie van licht 1). 

PLANCK heeft oorspronkelijk voor lineaire, lrn.rmOJ}isrh tril
lende oscillatoren de hypothese opgesteld: 

Een oscillator (of een mechanisch systeem), die zich bevindt in 
een stralingsveld, absorbeert lcontintl en ge lij lcmatig energie, volgens 
de wetten der klassieke elektrodynamika; zoodra echter tenge
volge hiervan de oscillator een grensvlak tusschen twee of meer 
cellen van de faze-ruimte passeert kaµ emissie plaats vinden 2). 

De waarschijnlijkheid der emissie hangt samen met de dichtheid 
der energie in het stralingsveld (zie Die Theorie der Würme
strahlung p. 149). Indien emissie plaats vindt, zendt het systeem 

waarin ri = de waarschijnlijkheid a priori is dat een systeempunt in cel i valt (de 

z.g. gewichtsfunktie ). - Is het volume der cel = G i , dan stelt Pr.ANCK: 

Gi = Yi. IJ(/= aantal vrijheidsgraden van het sy;teem). 

Uit (I) volgt voor de absolute waarde der entropie van het ensemble: 

S = k . log TV . . . . . . . . . . . . . . . . . (Il) 

De stationnaire toestandsverdeeling wordt gedefinieerd als de meest waarschijn
lijke verdeeling lmaximum van 7r, resp. S) bij gegeven totale energie, en gege
ven totaal aantal der systemen (.'{ ). Voor deze verdeeling is: 

Ni = « ri e - (] Ei ............... (III) 

E; = gemiddelde energie der punten in de cel i; « en f] zijn konstanten die be

paald worden door JY en door de totale energie van het ensemble. 
Deze formules kunnen ook geïnterpreteerd worden in de andere vorm der 

qnantentheorie, waarin slechts de quantenbewegingeiz als mogelijk beschouwd wor
den, en alle bewegingen die niet aan de quantenvoorwaarden voldoen "verboden" 
ztjn (zie § 41). pri is dan het aantal der systemen die een bepaalde quantenbe-

weging uit_voeren; Ei is de energie dezer beweging.] 

' ) Zie: Die Theorie der 1Värmestrahlung, p. 148; en: M. PLANCK, Sitz. Ber. 
Berl. Akad. Hl15, p. 909. 

2) Nog eerder zal volgens PLANCK emissie optreden, indien een systeem
punt een "grenslijn" of een "hoekpunt" ttrnschen mecr,lere cellen passeert. 

14 
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in ·eens alle energie uit, met de frequentie van de bewegingen 
in het systeem i). 

De hypothese van PLANCK omtrent de emissie van licht is 
evenzeer in strijd met de formules der elektrodynamika als de 
theorie van BoHR. De theorie van PLANC'K tracht eenigermate 
een kompromis te vormen tusschen de klassieke mechanika en 
elektrodynamika . en de quantentheorie. Ofschoon men hierover 
weinig kan zeggen, schijnt het mij toch dat ze de verklaring 
der moeilijkheden en tegenstrijdigheden niet eenvoudiger maakt. 
- Men vergelijke ook een op.merking van A. SoM:MERFELD, Ann. 

d. Phys. ól, p. 12/13, 1916. 
Over de emissie en absorbtie van energie heeft PLANCK ook 

nog eenige opmerkingen gegeven in twee artikelen in de Sitz. 
Ber. Berl. Akad. 1914, p. 918, en 1915, p. 913. 

1) Deze laatste kwestie is door Pr.ANCK niet algemeen onderzocht. - In het 
artikel in de Sitz. Ber. Berl. .Akad. van 1915 geeft PLANCI, op p. 913 ook een 
geheel andere hypothese, waardoor het spektrum van Waterstof verklaard kan 
worden. Hierover schijnen echter geen verdere onderzoekingen gedaan te z\jn, 
terwijl aan den anderen kant de hypothese van Bo1rn eenvoudiger is. 

In het bizonder heeft PLANCK zich nog bezig gehouden met roteerl'1111e rnole

kulen (zie .Ann. d. Phys. 52, p. 491, Hl17 ). 
In het absorbtiespektrum van waterdamp komt een systeem van lijnen voor 

dat men naar alle waarscliijnlijkheid moet tdeschrijven aan de absorbtie van 
licht (of warmtestralen) door roteerende molekulen (zie H. RunENS en G. HETTNER, 
Sitz. Ber. Berl . .Akad. p. 167, 1916 ). De aanwezigheid van deze lijnen schijnt in 
strijd te zijn met de onderstelling der kontinuë absorbtie (men houde in het oog 
dat bij roteerende systemen de frequentie der rotatie tegelijk met de energie
inhoud van het systeem toeneemt). 

Pr.ANCK leidt echter af dat in een ensemble van rnolekulen met verdeelings
funktie lf! (w) (w: hoeksnelheid der rotatie ) de absorbtie van stralen van de 
frequentie w evenredig is met: 

-w 
c) w 

Onderstelt men nu dat 7fT geen kontinuë funktie van w is, maar een "trap

vormig ' ' karakter heeft (afwisselend horizontale gedeelten, waard TV/'èt w = 0 is, 
en diskontinuïteiten ), dan kunnen de absorbtielijnen verklaard worden. 

Zie over een mogelijke andere verklaring dezer absorbtielijnen § 22 en het 

daar geciteerde artikel. 

§ 36. DE DISPERSIETHEORIE VAN DEBYE EN 
SOMMERFELD 1). 

Zooals reeds is opgemerkt levert de v~rklaring van vele opti
sche verschijnselen van uit het stand.punt der quantentheorie 
groote moeilijkheden. Vooral geldt dit voor de theorie van de 
breking en de dispersie van . het licht. Aan den eenen kant is 
men in het onzekere omtrent de aa.rd van het licht zelf - of 
dit op de klassieke wijze moet worden opgevat, of dat men te 
doen heeft met de z.g. ,,lichtquanten" - aan den anderen kant 
staat het probleem : hoe reageeren molekulen of atomen (in het 
algemeen mechanische systemen), wier bewegingen door quan
tenvoorwaarden gebonden zijn, op de invallende straling? 

De hypothese van BoHR heeft slechts betrekking op een zeer 
speciaal geval van dit raatste probleem: nl. op het geval dat 
het invallende licht een der frequenties bezit van het spektrum 
dat het systeem zelf kan uitzenden. In dit geval kan absorbtie 
intreden, als het systeem in een daarvoor gunstigen toestancl 
verkeert (zie bl. 198). 

Hoe zit het echter indien het invallende licht een frequentie 
heeft, welke afw~jkt van de frequenties van het spektrum van 
het beschouwde systeem? 2) In dit geval zal volgens de experi
menten - en evenzoo volgens de klassieke theorie 3) - indien 
licht gaat door een ensemble van syste1)1en (b.v. de molekulen 
van een gas) de voortplantingssnelheid van het licht gewijzigd 

t) P. DEBYE, Sitz. Ber. Bayr . .Akad. 1915, p. 1. 
A. SomtERFELD, Elster und Geitel-Festschrift, Braunschweig 1915, p. 549. 
P. SmrnRRER, Inaug. Dissert. G.öttingen 1916. 
[Samenvatting en algemeene diskussie: .A. SoMMERFELO, .Ann. d. Phys. 53, 

p. 497, 1917.] 
1) Indien het systeem als geheel een translatie-beweging heeft ten opzichte 

van het koordinatenstelsel waarin de frequentie van het licht gemeten wordt, 
is de frequentie welke geabsorbeerd wordt een weinig anders dan wanneer het 
systeem in rust is. Zie hierover § 9 [ vergelijk ook bl. 207]. 

3) Zie voor de theorie der dispersieverschijnselen b.v. H . .A. LoRENTz, Theory 
of Electrons, Leipzig 1909, Ch. IV. - Voor het experimenteele gedeelte b.v .• 
R. ·w. 1Yoon, Physical ÛJ)tics, New York 1911, Cli. X1V, XY. 
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worden 1) (brekings- en dispersieverschijnselen), en er heeft een 
gedeeltelijke absorbtie van energie plaats. De formules hiervoor 
worden in de klassieke theorie afgeleid in de , onderstelling dat 
de elektronen door quasi-elastische krachten gebonden zijn, en 
dat ze gedwongen trillingen kunnen uitvoeren onder invloed der 
invallende elektrische golven. De absorbtie ,vor<lt teweeggebracht , 
door de weerstand die de trillenrle elektronen bij hun bewe
ging ondervinden. 

Het is nu echter de vraag of een dergelijke behandeling ook 
mogelijk is, indien men onderstelt flat de hewogingen yan clr 
beschouwde mechanische systemen door quantenvoorwaarden zijn 
gebonden. 

DEBYE heeft de volgende oplossing van het probleem voor
gesteld !l): 

Aangenomen wordt dat de invallende straling uit elektrische 
( of juister uit elektromagnetische) trillingen bestaat, evenals men 
in de klassieke theorie onderstelt. 

Zijn er geen invallende trillingen dan voert het mechanische' 
systeem een of andere stationnaire beweging uit, b.v. een perio
dieke solutie der bewegingsvergelijkingen 3). De waarden van de 
intensiteitskonstanten van deze solutie (grootte van de baan, e.cl.) 
zijn door de quanten voorwaarden vastgelegd; overigens worden echte1' 
de qJ1,antenonderstellingen niet gebruikt, en wordt geheel gerekend 
volgens de klassieke m.echanika en elektrodynamika. 

Het syste~m kan in het algemeen kleine trillingen om de be
schouwde periodieke solutie uitvoeren 4). Is het systeem nu onder 
invloed van een periodieke uitwendige kracht (b.v. een invallende 
elektrische trilling) met frequentie we, dan zal het gedwongen 
trillingen uitvoeren om de beschouwde stationnaire beweging. 
Men kan voor deze trillingen het elektrisch moment van het 
systeem berekenen 5), en hieruit, door het gemiddelile te nemen 

1) Met voortplantingssnelheid van het licht is hier bedoeld de gal/snelheid. 
1) . P. DEBYE, l. è. 
3 ) Bij de beschouwde systemen had men steeds met een periodieke solutie te 

doen (eenparige rotatie van een ring van elektronen ). 
1) Oplossingen in de nabtjheid der periodieke solutie; zie § 26. 
5 ) Ztjn r; de koordinaten (als vektoren opgevat) der elektrische ladingen ei in 

het systeem, dan is het elektrisch moment gedefinieerd door: 

§ 86.J 'l'HEORlJÉ VAN Bül!J{ l~ VERBAND i::i'l'AAN. 2lö 

voor een groot aantal systemen in verschillende liggingen, enz., 
de diëlektriciteitskonstante van een ensemble van dergelijke 
systemen 1). Hieruit volgt op de bekende wijze de voortplan
tingssnelheid der elektrische trillingen door het ensemble als 
funktie van de frequentie we 2). , 

DEBYE heeft deze berekening uitgevoerd voor het model van 
het waterstof-molekuul, en is tot een formule gekomen welke 
zeer goed overeenstemt met de experimenteele bepalingen van 
de brekingsindex van waterstofgas 3). 

SmnrnRFELD heeft een meer algemeene behandeling gegeven 
voor een molekuul met axiale symmetrie, dat bestaat uit een 
aantal kernen die op de symmetrie-as liggen, en een aantal 
elektronen welke rondloopen op een cirkel om deze as 4). 

Door Sc1rn1rn1,R is do dispcr::;ic onderzocli L van waterstof wan
neer de bewegingen der elektronen door een konsfant mag
netisch veld gestoord zijn (dispersie van de elektromagnetische 
draaiing van het polarisatievlak). De door hem afgelei<le formule 
stemt goed overeen met de metingen van SrnwrSE1IA hierover 
(l.c.) 5). ' 

Het zij veroorloofd de berekeningen zelf hier niet weer te 
geven. 

Slechts zij vermeld dat de algemeene vorm der formule voor 
de hrekingsindex ll luidt: 

x2=1 - . (26) 

wu.a1111 ~\' het aantal molekulen per volume-eenheid is; i; het 
aantal elektronen per molekuul. De grootheden C-'kl zijn numc-

t) Voor nadere bizonderheden van deze berekeningen wordt verwezen naar de 
geciteerde artikelen van Drnrn en So .1DrnRFELD. 

~) Cf. Dmrn en SomtERFEr.n, !. c. Zie echter ook beneden, opmerking 2. . 
3) P. DEnv1J, l.c. 
'•) DEBYE en SomrnRFE1.n hebben ook de dispersie-formule voor Helium vol

gens dezelfde methode berekend, in de onderstelling dat de beide elektronen van 
het Helium-atoom op eenzelfde cirkel rondloopen, diametraal tegenover elkaar. 
De gevonden formule stemt echter, zooals zü opmerken. niet ovéreen met de 
experimenteele resultaten (l.c. ) (Zie ook .A. SOMMERFET.D, .Ann. d. Phys. 53, p. 
557, 1917]. 

•1 ) [SomrnRFELll heeft op de berekeningen van Su11ERHER kritiek uitgeoefend; 
zie Ann. d. Phys. 53, p. 500, lfü7.] 

6) A. Somumrnw, Elster und Geitel-Festschrift, p. 576. 
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rieke konstantcn; do w,.. t zijn do 
trillingen van het systeem om 
solutie 1). 

oigenfreq uenties dor kleine 
de beschouwde periodieke 

Bij de berekening is verdor oen dempïng dor trillingen prin
eipieel verwaarloosd, zoodat men geen absorbtio hoeft, en de 
dispersie normaal verloopt. 

In verband met do theorie van Dti;BYJ~ en SmDrn1iFELD kan 
het volgende opgemerkt worden: 

1
) Opmerkingen bij formule (26). 

1) De algemeene uitdrnkkiug voor de kounlinaten voor een oplossing in de 
nabijheid van een periodieke solutie is gegeven in S 26, formule (10). Uit cleze 
formule blijkt dat de frequenties der kleine trillingen om de periodieke solutie 
t.o.v. een koordinatenstelsel, ~at niet met de oorspronkelijke periodieke solutie mee
gaat (in de gewone gevallen: een koordinateustelsel dat niet met de ongestoorde 
cirkelbeweging der elektronen meeroteert ) in het algemeen van den vorm zijn: 

'"1,; l = ± l. w t wk . . . . . . . . . ...•.• (A) 

waar w de frequentie is van de ongestoorde periodieke solutie, terwijl de groot

heden "k = ,.,,. v ·_ 1 de zoogenaamde karakteristi~ke exponenten zijn. - Men 

kan de grootheden w 1 ••• wk ... opvatten als <le frequenties der kleine trillingen, 

,,beschouwd van uit de perioclieke solutie". ln de gewoonlijk voorkomende ge
l'allen, waar de periodieke solutie een eenparige cirkelbeweging der elektronen 
is, zijn dit de frequenties, beschouwd van uit een koordinatenstelsel, dat met 
de elektronen meeroteert; in dit geval heeft in formule (A) / alleen de waarden 
O en 1. :t;ie hierover een oprnerkin_g van .A. Som1ERFE1.o, l.c. p. 577. (Zie ook 
boven, bi. 148, B). 

2) In de klassieke dispersietheorie ~LORENTZ, DRuoE) beschouwt men de elek
tronen als isotroop, quasi-elastisch gebonrlen; in dit geval komt men tot een 
dergelijke formule als (26), echter zijn dau de koefficienten C = 1. In de theorie 
van D1mvE en SOMMEHFELD heeft· men daarenteo-en te doen met trillino-en om een 

O O 

.stationnairen bewegingstoestand;- dç elektronen zijn dan als het ware anisotroop 
gebonden, wat tengevolge heeft dat de C's niet meer gelijk aan 1 zijn. 

Men kan dit aldus interpreteeren: In de theorie van DnunE staat in de tellers 
der breuken eenvoudig X maal het aantal elektronen per molekuul s; in de 
theorie van DEBYE en Somrnurn1,o is het aantal s vervangen door het "schijn. 
bare aantal" skl = Ckl s, wat niet noodzakelijk een geheel getal behoeft te zijn. 

J. Koc11 bad reeds uit zeer nauwkeurige metingen der dispersie in waterstof 
en lucht de gevolgtrekking gemaakt dat het aantal elektronen per molekunl in 
de formule van DnuoE niet steeds een geheel getal kan wezen. In de theorie van 
DEBYE en So~rnERFELD vindt dit een ongedwongen verklaring. (P. DEnYE, l.c. 
p. 19; A. So,mERFE1.o, l.c. p. 576 (en Anu. d. Pbys. 53, p. 4\)7, 1917]). 

( 
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1) iooah, boven reeds vermeld is, wordt hij do berekening geen 
gebruik gemaakt van quantenonderstellingen, behalve voor de 
bepaling van de absolute grootte der banen. - De berekening 
berust geheel op klassieken grondslag. 

De vraag doet zich dus voor: Is dit in overeenstemming met 
de grondgedachten der quanten theorie'? De groote onzekerheid 
die heerscht omtrent den vorm der principes van de quanten
theorie maakt echter Elen beantwoording dezer vraag tenminste 
voor het oogenblik bijna onmogelijk. Juist in gevallen als dit 
waar eon systeem beïnvloed wordt door een veranderlijke uit
wendige kracht zijn de· gebruikelijke formuleeringen der quan
tenhypotheso ongeldig. 

De vraag: kan een systeem, waarvan fle bewegingen door 
quantenvoorwaarden zijn vastgelegd, kleine trillingen om deze 
bewegingen uitvoeren, moet dus voorloopig open blijven. 

[Het komt mij voor dat men om deze vraag te kunnen be
antwoorden, probeeren moet of het mogelijk is de gedwongen 
bewegingen op te vatten als grensgeval van vrije bewegingen 
van een uitgebreider systeem, daar men voor <le vrije bewegin
gen van een mechanisch systeem in het algemeen quantenfor
mules kan opstellen. Daartoe kan men onderstellen dat de z.g. 
,, uitwendige krachten" die op hot gegeven systeem (I) werken, 
uitgeoefend worden door een ander systeem (II), dat met hot 
eerste op de een of andere wijze gekoppeld is 1 ). Indien men , 
de koppeling tusschen (l) e11 (Il) zeer zwak maakt, doch aan de 
bewegingen van (Il) een groote intensiteit geeft, zal (JI) een 
merkbaren invloed op (I) uitoefenen, terwijl omgekeerd (II) door 
(I) slechts weinig gestoord wordt. Gaat men tot het grensgeval 
over, dan komt het tenslotte op hetzelfde neer alsof op (I) be
paalde krachten werken, welke gegeven funkties van den tijd zijn. 

Wil men nu quantenvoorwaarden invoeren, dan moet men 
eerst die voor het totale systeem (dat ontstaan is door de kop
peling van (I) met (II)) opstellen, en daarna onderzoeken waarin 
deze overgaan, wanneer men de koppeling onbeperkt laat af
nemen, en tegelijk de bewegingen van (Il) sterker en sterker 
maakt, door bepaalde quantengetallen - nl. die welke om zoo 
te zeggen behooren bij do vrijheidsgraden van (II) - steeds 
grooter te nemen. 

• 1 ) Zie hierover een mededeeling in de Versl. .A.kad . .A.mst. XXVI, p. 70"1, 1911. 
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Voor de nadere uitwerking en een eenigszins algemeeue be
handeling dezer gedachte wordt verwezen naar het geciteerde 
artikel. - Hier zij slechts kort eei1 voorbeeld gegeven van een 
systeem dat kleine trillingen om een evenwichtsstand of een 
stationnairen bewegingstoestand kan uitvoeren, en waarop een 
periodieke uitwendige kracht werkt. Zij de fnnktie van LAGHANGE 
voor het systeem: 

en zij de uitwendige kracht: F= A cos (s t + Eo); de ontbondene 
hiervan in de richting der koordinaat qk : Fk = 1k F. De be
wegingsvergelijkingen voor de koordinaten <ik zijn dan: 

d(~L1) rL1 - . - . =Fk=i'kA cos(st+Eo) .... (b) 
dt èlqk ~(jk 

In plaats van deze uitwendige kracht voert men nu een hulp
systeem (II) in, met <le LAGRANGE-funktie: 

Ln= ~ (~2- s2 x2) ............ (c) 

Hierin is x een koordinaat welke een periodieke beweging uit
voert en de krac;ht F bepaalt. :Yien kan chp1 veronderstellen 
dat beide systemen gekoppeld zijn, en dat de funktie van L.1..
GlUN<lJ•; voor het resultoerérnle systeem luidt: 

L = L1 + Ln+ ,u x .I 11, <ik . ......••. (d) 
k 

De funktie: '). = ,u x ~, 1k <ik bepaalt de koppeling tusschen de beide 
systemen; µ, is een paramster welke men kleiner en kleiner kan 
nemen om de koppeling willekeurig zwak te maken. De bewe
gingsvergelijkingen luiden nu: 

en: :~· - s2 .i; = µ, .I 1k qk 

" 

. (e) 

.... (!) 

f' 11c x is dus gekomen in do plaats van F1c. Daar µ, zeer klein 
is en .i; groot (zoodat Jim. !' :i: oen eindige, <1och kleine grootheid 
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is), zal men in vergelijking ( n het tweede lid, als zijnde klein 
van de tweeèle orde t.o.v. het eerste, mogen verwaarloozen; men 
heeft dus: 

x = 00 cos ( s t + Eo) . . • . . • • . . • . · (g) 

De vergelijking (e) gaat dus over in (b), zoo men ,u Co= A 

neemt. 
Stel dat men nu de vergelijkingen (e) geheel heeft opgelost, 

dan zal men voor iedere koordinaat qk een uitdrukking vinden 
van den vorm: 

q,, = ,u ~k Co cos (s t + Eo) + 2: ~ki ei cos (wit+ Ei) ... (h) 
i 

De eerste term. in het tweede lid stelt voor de gedwongen 
trilling; de termen van d'e som zijn de vrije trillingen van het 
beschouwde systeem (I). Vat men echter het resulteerende systeem 
in het oog, waarvan (g) en (h) tezamen de oplossing.vormen, dan zijn 
natuurlijk alle trillingen als vrije op te vatten. - De konstanten 
00 , 01 , 02 , ••• 01 zijn de amplituden der trillingen. Voert men 
als hoekvariabelen in : 

Q0 = s t + Eo l . . . . . . . . . . . . .. (i) 
Qi = w; t + Ei j . 

· clan kan men de quantenvoorwuarden opstellen volgens de for

mule: 
2 1( 

f [ · r .r "" r' Ij" J dQ .v ~ç;, +-f-P" rQ =nh ...... (Ic) 
\) 

\' oor de Qi heeft men: 

J "'"' -~ IJk - 1 dQi .kP1c oQ; -n; i .......... (l) 
0 

.voor Q0 bij verwaarloozing van (1-' Co )2 : 

2 7( 

J 
. ~ x 

d Qo . .r O Q = rr s U;, = no h . . . . . . . . . (m) 

0 

Bij verwaarloozing van ,u2 blijken dus de beide groepen van 
quantenvoorwaar<len geheel onafhankelijk van elkaar te zijn. · 
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De formules (l) bepalen U1, U2 .. ; uit (rn) volgt voor U0 : 

Uo = v ··11oh 
ns 

c, 1 1· ' 1· V no h 1 l (/) · .,te t 111en 1n1. ,u G0 = 1111. ,tt = .t , t a11 gaat i over 111: 
Tri:! 

(j1. = 1h A cos ( s t + e0 ) + ~'(1ki Ui(n;) cos Q; ..... (u) 
i 

Men komt dan Lot hetzelfde resultaat als hetgeen door de 
klassieke theorie wordt geleverd. Praktisch kan men A als kon
Linu vernnderl~jk beschouwen. 

Hierin ligt dus een rechtvaardiging van tle rekenmethode 
gebezigd door DEHY.I!: en SoMMER.b'ELD 1). Om het dispersiepro
bleem geheel in overeenstemming te brengen met het hier be
handelde zou men de el~ktrische trillingen welke op de gas
molekulen werken, moeten opvatten als de eigentrillingen van 
een mechanisch systeem. Dit zou b.v. kunnen geschieden door 
het stralingsveld te beschouwen in een holle ruimte met volko
men geleidende · wanden, waarin het gas is opgesloten. De be
wegingen van de elektronen in de molekulen en de eigentril
lingen van het elektromagnetische veld zulleh elkaar dan weder
keerig beïnvloeden; kan men al deze bewegingen berekenen, 

, dan is het mogelijk quantenformules op te stellen, welke zoowel 
de elektronenbewegiugen in de molekulen als de elektrische 
trillingen van het veld vastleggen. De dispersieformule komt 
hier dan te voorschijn als een betrekking tusschen de frequentie 
van de elektromagnetische hoofdtrillingen van de ruimte en hun 
golflengte 2). 

1) Zie over de kwestie der i,1stabiele trillingen beneden onder ö ). 
2) Is de dichtheid van het gas eindig, dan zal men hier niet de verwaarloij

zingen kunnen toepassen, welke boven gemaakt zijn (schrappen van termen met 
f,2). Het aantal termen b.v. in- het tweede lid van vergelijking (/ ) is dan gelijk 
aan of een veelvoud van het aantal rnolekulen, welk aantal toeneemt naarmate 
men de afmetingen der ruimte vergroot om f' kleiner te maken. Dit heeft ten 
gevolge dat men het tweede lid niet willekeurig klein kan maken, hetgeen ook 
te verwachten is, daar anders de aanwezigheid van het gas geen invloed zou 
hebben op de frequentie der eigentrillingen van de ruimte, en er dus geen dis
persie zou zijn. - Bij de quantenformules kan zich iets dergelijks voordoen. De 
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Bij deze berekeningen diene men wel in het oog le houden, 
tbt ondersteld is dal geen resonantie optreedt tusschen het systeem 
(I) en het systeem (II), resp. het systeem van uitwendige krachten. 
Het is mogelijk dat indien dit laatste wel het geval is, men 
volgens andere methoden te werk moet gaan; in ieder geval zijn 
clan de henaderingen waarvan hoven gebruik is gemaakt niet 
meer geldig. 

Op de dispersietheorie van DEnYE en SomrnRFELD heeft dit 
echter geen direkten invloed, daar deze slechts opgesteld is voor 
een gebied dat ver van de resonantie-frequenties afligt. (Zie in 
verband hiermee heueden, 3) en 4:)).J 

2) Moeilijkheden leveren verder op: 
a) de onzekerheid omtrent de aarcl van !tet licht zelve: 
h) het prohleem: mag men uit de gemiddelde waarde van het 

elektrisch moment der molekulen op de klassieke wijze de pola
risatie en cle dietektrieiteitskonstante berekenen'? Volgens de 
theorie van Bomt mag het ,stralingsveld van een systeem niet 
volgens de formules der elektrodynamika berekend worden, en 
als ik me niet vergis, heeft men hier toch met een eenigermate 
verwant prohleem te doen. Men heeft wel hot vermoeden geuit, 
dat de liypothese van Borm omtrent de afwezigheid van uitstra
ling van energie sloehts zou gelden voor cle bewegingen die aan 
de quanten voonrnarclen voldoen (dus voor de ongestoorde hewe-

berekening verloopt ÜLLS lllinder eenvoudig clan Loven is aangegeven; de prin
cipes blijven echter geheel dezelfde. 

Ook wanneer men bij dergelijke berekeningen termen van de tweede orde, enz., 
in aanmerking wil nemen, worden de formules ingewikkelder, vooral wanneer de 
"uitwendige krachten" (resp. de koppeling met het systeem (11)) de perioden der 
bewegingen van het systeem (I) beïnvloeden. 

Algemeen kan men echter tot het resultaat komen: een mechanisclt s1ptee111, 
waarvan de bewegingen door quantenvoorwaarden zijn gebonden, lca,i 111eeti-illen 111et 
uitwendige lrraclden; de juiste voi·m der bewegillgen en der quantenvoorwaardett zal 
liWn in ellc speciaal geqal moeten nagaan door een lmlpsysteem in . te voeren dat met 
het eerste gekoppeld wordt, en dan een gren.sproces toe te passen. 

( In § 4 van het artikel in de Versl. Akad. Amst. is hier eenigszins luchtig · 
overheen gegaan, doordat aangenomen is dat men alle voorkomende grootheden 
naar opklimmende machten van µ kan ontwikkelen. Indien evenwel,, of µ 2 , enz., 
voorkomt in de periode van een goniometrische funktie zou dit moeilijkheden 
kunnen opleveren. Het begrip superpositie is daar misschien in te ruimen zin. 
gebezigd.) 

\ 
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ging in het bovenstaande geval); bewegingen die echter niet 
aan de qwrnten voorwaarden voldoen, zooals de gestoorde bewe
ging (de gedwongen trillingen om <le periodieke solutie), zouden 
energie kunnen uitstralen in overeenstemming met de formules 
der klassieke theorie 1). 

Speciaal zij verwezen naar een kritiek welke U. W. ÜsEEX 2) 
geeft op de theorie van DEBYE en SmDIERFELD, vooral in ver
band met het niet geldig zijn der vergelijkingen van MAXWELL. 
( Zie ook boven bl. 193). 

ÜSEE~, zegt dat de voornaamste opgave der dispersietheorie 
door het werk van DEBYE en SmnrnRFELD nog onopgelost is 
geblèven: nl. te bewijzen dat de voortplanting van het licht in 
een gas beheerscht wordt door eon differentiaalvergelijking 
van het bekende type, en dat f1e verschijnselen aan het opper
vlak gehoorzamen aan de bekende, experimenteel bevestigde 
wetten. 

3) Do formules geven niet de absorbtie en de anomale dis
persie. 

Om deze te verklaren zou men ergens een demping der elek
tronenbeweging moeten invoeren; hoe dit echter geschieden kan 
zonder in strijd te komen met de eigenschappen van het mole
kuul, is niet beken<l 3). 

4) De "resonantie-frequenties", waarbij de brekingsindex een 
singulariteit vertoont, zijn volgens formule (26) - indien men 
deze zoover extrapoleert - de frequenties wkl der oplossingen 
in de buurt van de beschouwde stationnaire beweging. Deze fre
quenties zijn in het algemeen niet dezelfde als de frequenties 
der spektraall~jnen welke het systeem kan uitzenden. 

Bij elektrisch lichtgevende waterstof (H-atomen) heeft men echter 
anomale dispersie waargenomen in de buurt der spektraallijnen 

1,) Cf. een opmerking van .A.. SoMm :RFELn, Ann. d. Phys. 51, p. 13, lfü6. 
Verder N. Bo1rn, Phil. Mag. 26, p. 23/24, 1913. 

[Men zal deze kwestie moeten herzien in verband met hetgeen op bl. 218 is 
opgemerkt.] 

2) C. W. OsEEN, Phys. Zeitschr. 16, p. 396, 405, 1915. 
3) .A.. SoiumRFELD (1. c. p. 577) maakt de opmerking dat de afgeleide dispersie

formule slechts op grooten afstand van de emissie- en absorbtielijnen en voor 
normale dispersie geldig is. \ 
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die de waterstof zelf kan uitzenden 1); hier vindt ook absorbtie 
plaats 2). 

De dispersie kan in <le omgeving van de l~jn H" voorgesteld 
worden rloor clo formule: 

D 
µ, = /-10 + }. - Î,f( 3) • • • . • . • • • . (27) 

Deze formule heeft dus eon singulariteit voor: 

frequentie vnu hot invallernle licht (w,, ) = frer1nentio van 
do lijn Hit . . . . . . . . . . . . . . . . . (28) 

Volgens de theorie van BoHR wordt de frequentie van de lijn 
Hit bepaald door het verschil in energie tusschen twee quanten-

bewegingen van het waterstof-atoom; in de eene is de inten
siteitskonstante P1 = 3 . h/2 n; in de andere is P1 = 2 . h/2 rr . De 
formule voor de frequentie van H" luidt: 

4 n3 m e4 ( 1 1 ) 
w" = 2 rr 1'" = h3 - 2:.! -- 32 4) . . .... (29) 

Aan den n,nderen kant vindt men voor de frequenties wk van 
de kleine trillingen om een stationnaire elliptische beweging, 
waarvoor P1 = n . h/2 n is: 

8 n3 m e4 
wk =k. - n3 h3 ............ (30) 

Voor geen enkele waarde van lc of n is een freq~entie w" gelijk 
aan ww 

De anomale dispersie in de omgeving der lijn H" kan dus niet 

door de theorie van DEBYE en SmrMERFELD verklaard worden. 

1) Zie voor literatuur over anomale dispersie in de nabijheid van spektraallijnen: 
H. M.. KoNEN, Das Leuchten der Gase nnd Dämpfe (Braunschweig 1913), p. 306. 
Speciaal voor 1fTaterslrif: R. LADENBURG, Phys. Zeitschr. 12, p. 10, 1!111. 

Over anomale dispersie in Natriumdamp in de buurt der D-lijnen: o.a. D. 
RoscunESTWENSKY, Ann d. Phys. 39, p. 307, 1912; verder vele onderzoekingen 
van R. W. Wooo (Physical Opties ). 

i) Cf. boven bl. 86, 2), waar ook citaten opgegeven zijn. 
3 ) Voor de lijn H rJ geldt een dergelijke formule; de konstante IJ is b\j ll (] 

ca. 10 maal kleiner dan bij H,, (R. LADENBURC:, 1. c.). 
'•) Zie § 17, bl. 82, 83. 
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ó) Door Mej. H. J. VAN LEEUWEN is er op gewezen dat één 
der kleine trillingen welke voorkomt in de berekening van D1mYE 
over de dispersie van waterstof, instabiel is 1). 

Men komt hier dns voor een nieuw probleem te staan: mogen 
de instabiele trillingen op dezelfde wijze behandeld worden als 
<le stabiele? Men zou verwachten dat na een tijdelijke werking 
van een uitwendige kracht op het systeem de instabiele bewe
gingen niet zullen ophouden, en dat het systeem uiteen zal vallen 2). 

Door Mej. YAN LEEUWEN zijn verschillende methoden onder
zocht om deze instabiele trilling te doen verdwijnen; voor de 
aldus stabiel gemaakte systemen zijn dispersieformules berekend, 
welke echter veel minder goed met de experimenteel gevondene 
blijken overeen te stemmen dan de formule van DEBYE. 

Een speciale methode is nog nagegaan door C. DA VISSON en 
door J. M. BuRGER8 3). Hierbij is het model stabiel gemaakt 
door als kinematische relatie in te voeren dat het moment van 
hoeveelheid van beweging van elk elektron steeds gelijk moet 
blijven aan h/2 n. De afgeleide dispersieformule stemt echter 
evenmin goed overeen met de experimenteele formule. 

Zie in Yerband hiermee hetgeen op bl. 145 en 146 is opge
merkt omtrent de invoering dezer kinematische voorwaarde. 

De oorspronkelijke berekening van DEBYE, waarin de insta
biele trillingen op dezelfde wijze behandeld zijn als de stabiele, 
heeft b\j het model van het waterstof-molekuul <le beste resul
taten gegeven. Evenzoo is er goede overeenstemming voor de 
rotatie-dispersie, welke door ScHERRER berekend is 4). 

[In verband met hetgeen boven is opgemerkt omtrent de be
handeling van de gedwongen trillingen (zie bij opmerking 1), 
en met <le in § 26, Noot II, ontwikkelde beschouwingen over 
instabiele systemen, krijgt e.chter ook deze kwestie een geheel 
ander karakter. Het komt mij voor <lat men ook hier de door 

1) Mej. H. J. VAN LEEUW!êN, Vers!. Aka<l.. Anu;terdam XXIV, p. 1047, 1!)15/16. 
Zie ook: A. SomrnHFELD, l.c. p. 577 en: A. Ru111Now1cz, Phys. Zeitschr. 

18, p. 187, 1917. 
il :M:ej. H. J. VAN LEEUWEN, !. c. p. 1053. 
3 ) C. DA vrssoN, Phys. Rev. 8, p. 20, 1916. 

J. :M:. BuRC:ERS, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 404, 1916. (Zie ook een 
opmerking in <l.e Engelsche vertaling hiervan - Proc. Acad. Amst. XTX, 
p. 488 - over het artikel van DA vr~~oN.) 

'•) [Zie noot 5 ), bl. 21:J.l 
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DEBYE gevolgde methode van berekening als juist moet aanne
men. Om dit toe te lichten zou ik het volgende voorbeeld willen 
geven, waarin de beïnvloeding van een eenvoudig instabiel 
systeem door een periodieke uitwendige kracht wordt nagegaan. 

Zij de LAGRANGE-funktie van het instabiele systeem: 

1 . 
L1 = 2 (x2 + 7c2 x2), 

waarvoor de algemeene oplossing is: 

x = 01 cosh ( kt + E 1) . 

De koordinaat x neemt onbegrensd toe; de beweging is ins!.a
bièl. De vorm der quantenvoorwaarde voor een dergelijke bewe
ging is niet bekend; men zal echter kunnen aannemen dat 
voor een bepaalde waarde van het quantengetal (b.v. de waarde 
nul) de amplitude 01 gelijk nul is, zoodat er geen beweging 
plaats heeft. 

Wordt dit systeem nu beïnvloed door een periodieke uitwen
dige kracht (b.v. door elektrische trillingen), dan moet men 
zooals in de toevoeging aan opmerking 1) is uiteengezet, onder
stellen dat deze uitwendige kracht uitgeoefend wordt door een 
tweede systeem <lat met het eerste gekoppeld is, en dan de be
wegingen van het resulteerende systeem onderzoeken. Voor <le 
LAGRANGE-funktie van het tweede systeem kan men nemen: 

Ln =} (y2 - s2 y2), en voor de .koppelingsfunktie: Î, = ,u ~; y, zoo

dat men voor het resulteerencle systeem heeft: · 

1 · · 1 L=
2 

(;r2+y2)+ 
2 

(k2x2-s2y2+2µxy). 

Verwaarloost men kwadraten, enz., van de kleine parameter ft, 

dan vindt men voor dit probleem als algemeene oplossing: 

0 1 cosh (let+ Ei) -
8
tJ\"!. cos (st + t:~) 

Daar er twee graden van vrijheid zijn moet men twee quau
tenvoorwaar<len invoeren om de konstanten 01 en 02 te be
palen. De tweede luidt, zooals steeds voor harmonische trillingen: 
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n: q s (= 2 1t I'2) = n2 h. 

De vorm van de eerste is onbekend; men zal deze echter zoo 
kunnen kiezen <1at C1 = 0 is, zoodat men een stabiele bewe
ging heeft. Om nu over te gaan tot het grensgeval van ge
dwongen trillingen moet men het qnantengetal n2 grooter en 
grooter nemei\, en tegel\jk de koppelingskoeffieient f' kleiner en 
kleiner; stelt men: 

lim. ,u V 1iz h=F 
7f s 

clan heeft men tenslotte de oplossing in den ge wonen vorm: 

F 
;1· = - 82 + lc'l, COS (.~t + Ez) 

~ eernt men nog bovendien de hypothese aan dat de beide 
ingevoerde quantengetallen onafhankelijk van elkaar kunnen 
veranderen (wat zeer waarschijnlijk is), dan komt men tot het 
resultaat dat het beschouwde systeem van uit een toestand van 
rust kan overgaan in een toestancl van meetrillen en omgekeerd, 
zonder dat er gevaar is voor het optreden der instabiele bewe
ging, daar hierbij slechts het quant~ngetal n2 verandert, zoodat 
C1 Hteeds gelijk nul blijft.] 

6) Voor andere molekulen (Helium - DEBYE, SoM.MERFELD; 
Zuurstof en Stikstof - SmnIERFELD, l.c.) is het niet gelukt goede 
dispersieformules af te leiden. Dit zou echter aan onze onbc
kc nrlheid met den bouw dezer molekulen kunnen worden toe-
geschreven. . 

[Men vergelijke hiervoor echter het laatste artikel van So)r
~IERFELD, Ann. d. Phys. 53, p. 497, 1917, speciaal Kap. III. De 
modellen welke So~nrnRFELD aànneemt voor -02 en N2 hebben 
eenige gel~jkenis met het model voor H 2 ; in de onmiddellijke 
nabijheid van elke kern bevinden zich nu echter 4 elektronen; 
de overige loopen in een ring tusschen beide kernen. Bij Water
stof he~Jt dus de ring 2 elektronen, bij Zuurstof 4, bij Stikstof G. 

Wat de quantenformules betreft komt So~nIERFËLD tot het eigen
aardige resultaat, dat in een ring van 2 n elektronen het moment 
van hoe\·eelheid van beweging van ieder elektron de waarde: 

h 
p= Vn 2rr 
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moet hebben. In verband met de algemeene gedachten die ik 
hier heb uiteengezet, lijkt mij dit zeer vreemd; veel meer zou 
ik voelen voor de onderstelling dat alleen het totale moment van 

de geheele ring een geheel aantal malen 
2
: behoeft te zijn, doch 

<lat het moment van een afzonderlijk elektron wel een gebroken 
aantal malen dit bedrag mag wezen. Dit kan bij SmIMERFELD's 
resultaten vrijwel even goed aansluiten, zooals uit bijgaand 
tabelletje blijkt (zie het gccit. art. p. 546): 

P rlisp. 

-h/'2 ~ (e.1-pC'I·.): 

(SOnii\IERFJDLD): 

(gebroken quantenge
tallen voor de afzon
rlerlijke elektronen): 

Vî =1,00 V2=1,41 Vs=l,73 

2 
2 

=1,00 
G 
4 

= 1,50 10 = 1 G7 1) 
6 ' 

Met betrekking tot de hier opgeworpen onderstelling zou ik 
nog willen opmerken dat volgens de heerschende opvattingeii 
de <JUantenformules steeds moeten worden toegepast op het 
gehecle mechanische systeem, en niet op de afzonderlijke deelen. 
Dit blijkt b.v. zeer duidelijk uit de invloed die de beweging van 
de atoomkern bij waterstof op het spektrum heeft (zie § 18). 
Zie ook noot 1) op bl. 138.J 

7) In verband met de dispersieproblemen zij hier nog even 
gewezen op de theorie van J. J. TnmrsoN over de ve1'st,rooiing 
van Röntgenstralen (zie: Oonduction of Electricity through Gases, 
p. 255). 

TI-Io111so~. onderstelt dat de elektronen meetrillen met de in-

1) Hierbij is aangenomen dat het totale moment van de elektronenring be
draagt bij II 1 : 2, bij 0 2 : 6 en bij N 2 : 10 quanta. 

Op p. 549/550 geeft Som!ERFELD op voor NO (dat een ring van 5 elek
tronen moet hebben ): moment per elektron: Pdisp. = 1,74.h/2,r. 

Geeft men aan de geheele ring 8 quanta (als het ware 5 voor de stikstof, 
en 3 voor de zuurstof), dan vindt men hiervoor: 1,6. !t 2 ;r; met 9 quanta voor 
de geheele ring: 1,8 . h/2 ;r. 

1 
SoirnERrnr.n geeft cle formule: r, (3 V il+ 2 V 2). h/2 re= 1,61.lt/211:. 

15 
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vallende Röntgenstralen - (hierbij worden de krachten die het 
elektron aan het atoom bindeu verwuarloos<l, daar do frequentie 
der invallende trillingen zeer hoog is, en dus de traagheidsreakties 
veel grooter zijn dan deze krachten) - en dat ze daarbij energie 
uitstralen volgens formule (6) van§ 31, welke energie onttrokken 
wordt aan de invallende straling. 

Deze theorie is door C. G. BARKLA met goed gevolg toegepast 
ter berekening van het aantal elektronen in een atoom; zie hl. 17, 
noot 3). 

Verder is hiermee nauw verwant de theorie van de diffraktic ~ 
en reflektie der Röntgenstralen door kristallen (LADE, BRAGG.) 

Bij een herziening van de disperRietheorie zal men ook op 
deze kwestie moeten letten. 

§ 37. OPMERKINGEN OVER DE MAGNETISCHE 

EIGE SCHAPPEN VAN HE'r ATOOMMODEL. 

Y olgens de algemeen geldende opvattingen doet een rondloo
pend elektron, evenals een gesloten elektrische stroom, een 
magnetisch veld om zich heen ontstaan. In eerste benadering -
voor groote afstanden tot de baan van het elektron - is het 
veld hetzelfde als dat van een magneetje met moment: 

eS 
.tt==-

CT 
.............. (3]) 

(S = oppervlak van de baan; r = omloopstijd 1) ). De as van het 
rnagnee~jo staat loodrecht op het baanvlak. 

Is 1\, hot moment van hoeveelheid van beweging van het elek-

tron, flan ÏR: S/T = 1\,, /2 m, en dus: 

e P,r 
(l=- -
1 ~me . . . . . . . . . .. (31a) 

Neemt men p"' = n . h/2 rr, zooals b~j de behandelde atoom

modellen steeds werd aangenomen, dan vindt men: 

µ=ca. 5 n magnetonen 2) ......... (32) 

Men zou dus verwachten dat allo atomen - of tenminste de 
eenvoudige modellen: H, He, Li, en het J:{1-molekuul 3) - ster!;; 
magnetisch zijn, terwijl hiervan experimenteel niets gebleken is: 
H2, He en Li zijn diamagnetisch 4). 

1) Deze formule geldt voor een exakt periodieke beweging. Zie voor de aflei
ding noot I bij deze paragraaf. 

2 ) Cf. H. STANLEY ALLEN, Proc. Roy. Soc. A 90, Meeting 19 March 1914, 
p. 17/18. Verder twee artikelen van T1L v. WrnErnE, Ann. d. Phys. 52, p. 283, 
289, 1917. 

") Bij meer gekornpliceerde atomen is het misschien mogelijk dat de elektronen 
gedeeltelijk in tegengestelde richtingen loopen, en elkaars werking opheffen. 

\) Het waterstof-molekuul zou 10 magnetonen moeten bezitten (Cf. \\'. H. 
K1·:Esmr, Vers!. Akad. Arnst. XXIV, p. 62fi, l!ll!")) ; men vergelijke hiermee de 
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Nu hangt de vraag naar het. magnetisch gedrag van een stof 
(b.v. van een gas) samen met de vraag: welke invloed oefenen 
de verschillende molekulen of atomen op elkaars bewegingen 
uit, en met statistische problemen. 

V 01GT heeft de volgende beschouwingen ontwikkeld 1): 

Indien men de molekulen als gyroskopen opvat van onver
anderlijken vorm, welke gyroskopen elektrische ladingen dragen, 
en door hun rotatie een magnetisch veld veroorzaken, kan men 
drie gevallen onderscheiden : 

a) De molekulen beïnvloeden elkaars rotatie-beweging in geen 
enkel opzicht. Dan treedt alleen een diamagnetisch effekt op. 

b) Door de botsingen der molekulen wordt wel de richting 
van de rotatie·as beïnvloed, doch niet de rotatie-snelheid. In dit 
geval gedraagt het gas zich paramagnetisch. 

c) Indien bij de botsingen ook de snelheid der rotatie-beweging 
voortdurend gestoord wordt, treedt in het geheel geen magne
tisch effekt op. 

In hoeverre de bewegingen van de elektronen in cle atoom
modellen van RUTHERFORD en BoI-IR beschouwd moaen worden . b 

analoog te zijn aan de rotaties van gyroskopische molekulen 
verlangt nog een nader onderzoek 2). 

Neemt men echter voorloopig aan dat er een volko1nen ana
logie bestaat, dan komt het er nog op aan uit te maken met 
welke der drie bovengenoemde gevallen men te doen heeft. 
VernÎ.oe<lelijk zal het antwoord hierop luiden: met geval b ). Wat 
men ook aanneemt omtrent de wijze waarop de verschillende 
molekulen elkaars inwendige beweging beïnvloeden, het is toch 
zeer waarschijnlijk dat de ligging van het baanvlak der elek
tronen voortdurend veranderd wordt 3). Aan den anderen kant 

waarde gevonden voor het zuurstof-molekuul: 7 magnetonen, voor het ijzer-atoom: 
11 magnetonen, enz. 

1) Geciteerd naar: R. A. LoRENTz, Encykl. Math. Wiss. V, 14, p. 231 (1903). 
2 ) Volgens VoIGT (Ann. d. Phys. 9, p. 115, 1902 - cf. H.A. LoRENTz, l.c.) 

schijnt dit niet steeds het geval te zijn. 
3) Bij het waterstof-molekuul ligt dit zeer voor de hand: men denke slechts 

aan de afstooting tusschen de kernen der verschillende molekulen. - Bij H- en 
Ile-atomen kan men zich voorstellen dat wanneer twee atomen langs elkaar 
vliegen het magnetisch veld van het eene atoom een precessie-beweging van het 
baanvlak der elektronen van het andere doet ontstaan, en omgekeerd. - (Dit 
eff'ekt i~ erl1ter naar ruwe schatting zeer gering . . Een atoom met ,"«· mag1ietonen 
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loopen in den tijd waarin twee molekulen elkaar voorbij vliegen 
de elektronen zoovele malen rond, dat men wel mag aanne
men dat de rotatie-snelheid der elektronen gemiddeld niet wordt 
beïnvloed 1). . 

Indien dit juist is zouden dus H 2 , He, enz., paramagnetisch 
moeten zijn, in tegenspraak met hetgeen wordt waargenomen. 

Er doen zich derhalve de volgende problemen voor: 
1) waardoor zijn H2 , He, enz. niet paramagnetisch? 
2) hoe komt het dat bij die elementen welke wel paramag

netisch zijn, de eenheid van het magnetisch moment van het 
atoom - het magneton - vijf maal zoo klein is als het magne
tisch moment van een elektron dat met een moment van hoe
veelheid van beweging van 1 quantum - h/2 n - rondloopt? 
Bestaat er werkelijk verband tusschen het magneton en dit mag
netisch moment, of is dit slechts een toevallige uitkomst? 

Sommige onderzoekers hebben de hypothese uitgesproken dat de 
kern van het atoom een magnetisch moment bezit, en dat dit de 
magnetische werking der elektronei~ geheel of gedeeltel~jk opheft 2). 

In ieder geval blijkt clat het probleem van hot magnetisch ge
drag der atoommodellen nog verre van opgelost is 3). 

0 

heeft op een afstand van :l A. E. een magnetisch veld van de orde van grootte: 
;,«·. 10 3 Gauss. De hierdoor teweeggebrachte precessiesnelheid is van de orde 
van grootte: 10 1 0 (zie noot II bij deze paragraaf). Neemt men nu in aau-

o 
merking dat Helium-atomen de afstand 2 A. E. gemiddeld in ca. 2.10 1 :: sek. 
afleggen, dan blijkt dat de totale draaiing van het baan vlak van de orde 0,1 i1 1 
graad is). 

1) Bij waterstof-molekuleu is het aantal malen dat de elektronen rondloopen 
gedurende den tijd waarin twee molekulen elkaar voorbij vliegen naar een ruwe 
schatting van de orde van grootte: 100 à 1000. 

De rotatie-snelheid der elektronen is bovendi en door quautenvoorwaardeu 
gebonden; men zal dus moeten aannemen dat zootlra de molekulen elkaar ge
passeerd ztjn deze snelheid precies dezelftle waarde heeft al s te voren. (Vermoe
delijk mag men aannemen dat een overspringen van uit de eene quantcnbeweging 
in een andere btj een "botsing" van twee molekulen praktisch niet voorkomt ). 

2 ) Zie: H. G. STANLEY ALLEN, Proc. Roy. Soc. A 90, l.c. p. 17/18; 
Phil. Mag. 29, p. 40, 140, 1915. 

Tu. v. WEREIDE, Ann. d. Phys. 52, p. 283, 1917. 
::) E. Rl 'TLIERFORD (Proc. Roy. Soc. A 90, l.c. p. 19) maakt de opmerking 

dat het sterke magnetisch gedrag van F'e en Ni vermoedelijk samenhangt met . 
de rangschikking der elektronen aan het oppervlal,; van het atoom, daar het in 
hooge mate afhankelijk is ·van de physische en chemische toestand der atomen 
(allotropie, verbinding met andere el~rnenten, enz.). 



230 \ï~RSC:lllLLEND.I;; l'l-WBLB~IEN Dl.I;; ~rn·r DJ;; [§ 3ï. 

Diamagnetisme van Waterstof, Helium en Lithium. 
Men kan onderstellen dat door nog onbekende oorzake1i de 

paramagnetische werkingen niet tot uiting komen, doch dat 
wèl allo atomen waarin elektronen rondloopen een diamagnetisch 
effckt vertoonen, volgens de theorie van LANGEVIN (1904). De 
grootte van de diamagnetische susceptibiliteit is evenredig met 
het totale oppervlak St der elektronenbanen in het atoom, en 
is gegeven door de formule: 

e2 S, 
XA = - .:'(.1v . • . . . . . . . . . (33) 8 nm c'2 

Voor do afleiding dezer formule zie men noot II bij deze pa
ragraaf. 

Noemt men voor e en e/rn de op bl. 83 gegeven waarden, 
dan is: 

- z.,i = 6,8.lOU . Si . . . . . . . . . . . . (33a) 
Nu 1s gevonden: 

voor Waterstof (H~): - XA = 2,7.10- 6 à. 2,!:.J.10-6 1) 
,, Helium (He) : 39,2.10- 6 2) 

,, Lithium (Li) : 4,2.10-6 3) 

Hieruit volgt voor het totale oppervlak der elektronenbanen: 

Waterstof: &1 = ca. 4,1 A. E.2 

Helium 58 A. E.:J 
Lithium : 6,2 A. E.2 

Uit het model van DEBYg berekent men voor het waterstoi'
molekuul: 

St = ca. 1,6 A. E.2 

Dit stemt dus niet overeo1L Ook de voor Helium gevouden 

1
) H. KAMERT.JNGJT ÛNNEs & A. PtmRrnn, Comm. Leiden, N°. 122a, p. 10, 

1911; P. PASCAL, Comptes Rendus 168, p. 1895, 1914. - Over het hier besproken 
probleem is ook iets opgemerkt door JUN IsmwARA, Proc. Tökyû Math.-Phys. 
Soc. (2) 8, p. 181, 1915. 

2 ) PAUL TäNZLER, Ann. d. Phys. 24, p. 931, 1911. 
3) PASCAL, l.c. 

Op111edáng. Volgens PASCAL is de diamagnetische susceptibiliteit der elementen 
in hun verbindingen een periodieke funktie van het atoomgewfoht (of atoom
nummer); ze wordt dus vermoedelijk bepaald door de buitenste elektronen van 
het atoom (evenals de chemische eigenschappen, e.d.). 
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waarde lijkt veel te groot om met het utoommo<lel 111 overeen
stemming te kunnen zijn. 

Noot 1. 
Magnetisch veld van een elektron dat in een periodieke baan rond

loopt. 
Breng een rechthoekig koordinatensysteem aan, waarvan de 

oorsprong in of zeer dicht bij de baan ligt. De koordinaton van 
het elektron zijn ; 11 Ç; deze worden als zeer klein beschouwd 
tegenover de koordinaten :t· y z van het punt waar men het 
magnetisch veld wil kennen. 

Neemt men aan dat de snelheid van het elektron klein is t.o. 
van de lichtsnelheid, dan vindt men voor de gemiddelde waarde 
<ler x-komponente van de vektor-potentiaal in het punt .t: y z: 

Nu is: 

Lim 
'l' =oo 

Lim 
'l'=oo 

Lim 

Lim 

Lim 

'l' 

~Jdt. - : · g l(x-;):l+(y -11):!+(z-ÇfJ- 1
!2 •• (l) 

0 

'l' 

1 J -e 
'11 dt • 

c 
u 

]' 

l f . 1' ctt.~ 
0 

'l' 

I J l 1:"" T ( t.,, ~ 
0 

'l' 

l::l _,,...,-L" ,, /1/lt.G = 0 
::::::::: 1m :2 T 

1 Jd i:- s" 'J' t . 1/ >:, - - T I 0 

T 

I 
\ 

... (III) 

Lim ~, Jdt. ~ ~ = + ': 
\ ............ (IV) 

0 

waar Sx Sy /::Jz de projekties van het oppervlak van de baan 
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(van heL juiste teeken voorzien) op de drie koordinattt-vlakken 
voorstellen. Ilieruit volgt tenslotte voor a:c: 

- ~ ( - y S,, + z Sy) 
. . . .. .... (V) 

T C r3 

Analoog voor ay en az. 
Het magnetisch veld is dus hetzelfde als dat van een elemen

tair-magneetje, waarvan de as loodrecht op het baanvlak staat, 
en dat het moment heeft: 

,ll =- eS 
.............. (Yl) 

CT 

Noot ll. 
Invloed van een 1iitwcndiy lilagnctisch veld op de beweging van 

een elektron orn een atoomkern (verg. hoofdstuk III, § 20). 

\' olgens bl. 104, formule ( 46) kan de funktie van H .DIIL'l'OX 
voor de beweging van een elektron om een atoomkern bij aan
wezigheid van een magnetisch veld steeds tot den vorm herleid 
worden: 

me:l E2 
Il= K (P)=- •) p i -t-1 P:i .. 

~ 1 
. (VII) 

Deze formule is ook geldig wa1meer de sterkte van liet mag
netisch veld, en dus de grootheid ï, een fuuktic is van den tijd. 

Iliernit volgt dat de twee elementen van de baan P1 en P3 

steeds konstant zijn, ooi; als het magnetisch veld verandert 1). 

1
) 8e1r1js. Uit de formules der elektronentheorie volgt dat de beweging van 

een elektron in een willekeurig elektr~magnetisch veld steeds beheerscht wordt 
door de in ~ 6 gegeven LAGRANGE·fünktie ( ook als het veld veranderlijk is ). 
Hetzelfde geldt dus van de LAGHANGE·funktie ( 44) in § 20 welke slechts een 
bizondere vorm is van de eerste. De transformatie van HAMILTON om van de 
LAGRANGE-funktie op de funktie van HAMILTON over te gaan is steeds mogeljjk, 
ook wanneer t expliciet in deze funkties voorkomt (zie b.v. 1VH1T'l'AKER, Modern 
Analysis, Cambr. 1917, p. 263.) Dus geldt de funktie van HAmvroN (45), ~ :?O, 
ook in het geval van een veranderlijk veld. Daar tenslotte de kontakt-trans· 
formaties welke gebruikt zijn om van (45) op (46) te komen, de grootheid y 

niet bevatten en dus 11iet expliciet van t afhankeltjk ztjn, is ook ( 46) steeds geldig 
wanneer y veranderlijk is (verg. WH!T'l'AKJlR, l.c. p. 309). 

P 1 eu P 3 zijn hier adiabatische in varianten. Vergeltjk § 38. 
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De middelbare beweging der variable 01, cle grootte Yau de 
baan, en de helling van het baanvlak ten opzichte van het 
:t:y-vlak veranderen derhalve niet indien men een magnetisch 
veld aanzet. 

De eenige invloed van het magnetisch veld is dat het baan- ' 
vlak een precessie -beweging krijgt urn de z-as (vooruitgaan der 
knoopenlijn): 

. è\ K 
03= w =1 1) .... 

Il 
... (VIII) 

Berekent men nn de gemiddelde waarde van de vektor
potentiaal over een tijd 'l.', zoo groot dat de knoopenlijn zeer 
vele malen rondgedraaid is 2), clan vindt men: 
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Het atoom gedraagt zich dus als een magneetje met moment: 
I 
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waarvan de as gerieht is langs r1e z-as van l LeL koordinaLen
systeem (dus volgens de riehting van het uitwendig magnetisch 
veld). 

Heeft men te doen met een gas, bestaande uit atomen wier 
baanvlakken alle dezelfde grootte hebben, doch gelijkmatig o\·cr 
alle mogelijke standen verdeeld voorkomen, dan is: 

I Sz = ~ S . . . . . . . . (XII) 

Men vindt dus voor de totale magnetisatie per gramrnolekuul 
(event . per gramatoom) 

- NAv . _!__ e I S . . . . . . . . . . (XIII) 
4nc 

I t) Deze beweging van de knoopenlijn is identiek met hetgeen men gewoonlijk 
aanduidt als de versnelling of vertraging van de elektronenbeweging door de 
induktie-werkingen bij het aanzetten van het rnagnetiRch veld. ] 

2) Voor een magnetische veldsterkte M = 1000 Gauss is r ongeveer 9.10 9; de 
tijd 1' kan dus b.v. 0,0001 sek. zijn. 
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011 vuur <le lliumagndisdie sw;eoptibiliteit: 

e2 S 
ZA = - NAv S .; ........ (XlV) nmc~ 

ludien men te doen heeft met atomen of molekulen die 
meenlere elektronen bevatten, waarvan de baanvlakken parallel 
zijn, mag men met groote waarsc:bijnlijkheid aannemen dat do 
diamagnctisd1e werkingen der verschillende elektronen geaddeerd 
worden. ~Ion komt dus voor de susceptibiliteit tot de formule: 

e2s, 
XA =-N,iv-., ., 

u rr rn c~ .... (X\") 

waari1t St de som der absolute waarden der oppervlakken van 
alle elektronenbanen in het systeem voorstoH. 

II O O li' D S T U K V I. 

ADIABATISCHE BEÏNVLOEDING VAN EEN 
MECHANISCH SYSTEEM. 

OPMERKINGEN OVER STATISTISCHE 
PROBLEMEN. 

§ 38. BEI~VLOEDlNG VAN EEN MECHANI8CII SYS'l'EEM 

DOOR UITWENDIGE KRACHTE~. ADIABATISCHE 

BEÏN\'LOEDING. 

De aanleiding tot de volgende opmerkingen is een hypothese 
opgesteld door EIIRJfäJ<'gS'L' over de z.g. omkeerbaar-adiabatische 
vemncleringon van een rneehaniseh systeem 1 ). 

Indien eon mechanisch systeem onderworpen is aan de werking 
van uitwendige krachten blijven in het algemeen de bewegings
vergelijkingen van lIA)ULTOX niet meer geldig. De berekeningell 
van hoofdstuk II kunnen dan niet worden toegepast, en men 
kan - tenminste volgens de tegenwoordige stand der theorie -
geen quantenvoorwaarden invoeren. Er is nog geen methode be
kend om deze problemen aan te passen aan de quantentheorie 2). 

Er bestaat evenwel een bizondere wijze van beïnvloeden waarbij 
<le vergelijkingen van I-lA~nLTON hun geldigheid wel behouden; 
dit geschiedt in vele gevallen waarin de beïnvloeding bestaat in 
een langzame verandering van bepaalde parameters die in de 
funktie van HA1IIL'roN voorkomen. 

1) P. EnRENFEST, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 41:i:! vgl., l!ll6. 
(= Ann. d. Phys. 51, p. 327, 1916). 

[2) De beïnvloeding door periodieke krachten, waarmede men te doen heeft btj 
het probleem der diRpersie, is besproken in S 36, bi. 215-218.J 
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Als voorbeeld kan o.a. het volgende genoemd worden: 
Do beweging van eon elektron in eon elektromagnetisch veld 

wor<lt beheerscht door cle LAGRANGE-funktie: 

(zie § ö). Deze funktie geldt - op grond van de vergelijkingen 
der elektronentheorie - ook indien de vier potentialen: cp, ax, 
a!I, a= funkties van den tijd t zijn 1). 

Uit L leidt men met behulp der bekende transformatie van 
ILDIJL'l'OX de funk tie van ILDIIL'l'ON af: 

Do transformatie van HAm L'l'O:N mag ook toegepast worden 
in het geval dat in L (en dus in H) t e:rpliciet voorkomt 2). 

Dus is de funktie van HA~IILTOX (2) ook geldig zoo het elektro
mr,gnotische veld veranderlijk is 3). 

Men stelle zich nu voor dat een elektron in een gegeven 
konstant elektromagnetisch veld een bepaalde beweging B0 uit
voert.. Dan kan men door de parameters a1 , a2 , ••• die het veld 
bepalen oneindig langzaam te veranderen van de oorspronkel\jke 
\\·aarden a10 , a 20 , . . . naar waarden a11 , a 21 , •. , de gegeven he
woging B0 van het elektron in een nieuwe B1 doen overgaan. 
Do konstanten die de beweging B 1 bepalen kan men met behulp 
van de vergelijkingen der mechanika berekenen uit de konstanten 
der beweging B0 , zoo de variaties der parameters a1 , a2 .•. be
kend zijn 4). De variaties dezer konstanten zijn onafhankelijk van 
de wijze waarop de variatie cler parameters plaats vindt, mits 
(le laatste slechts oneindig lai1gzaam geschiedt. 

Deze wijze oen mechanisch systeem to beïnvloeden definieert 
EnREN J,'fü:l'l' als: reversibel-adiabatisch .3). 

') K. ScnwAHZS( ' llrLo, Gött. Nachr. Math. Phys. Kl. l!J03, bi. 127; 
G. A.. Sc110TT, Electromagnetic Radiation (_Cambr. 1912), p. 28-1, verg. (15li). 

2
) Zie b.v. E. T. W111TTAKER, Anal. Dynamics, Cambr 1917, p. 26:J. 

3
) Ditzelfde bewijs is voor een meer speciaal geval reeds boven gegeven (in 

noot 1 ) op hl. 232). 
1

) Cf. ,J. )[. Brnu1ms, Versl. Akad. Arn~terdam XXV, p. föl, 1916. 
5) P. E1111ENFE~T, J. C, 
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EnRENFES'l' heeft nu de hypothese uitgesproken: indien cle 
oorspronkelijke beweging B0 voldoet aan de quantenvoorwaarden, 
zal dit ook het geval zijn met elke beweging B1 die door een 
adiabatisch-rovorsil>ele transformatie er uit is afgelei(l. 

neeft men de quantenvoorwaarden in (]en vorm (zie hoof<l
stuk II, § 10): 

....... (3) 

waar J\ ... P,... de z.g. intensiteitskonstanten der beweging zijn, 
dan kan de hypothese aldus uitgedrukt worden: 

De grootheden: P 1 , P 2 , ... P,... zij,i i1wa1·iant tegenove1· een 
adiabatisch~ beïnvloeding van het systeem . . . . . . ... ( 4) 

Indien deze hypothese juist is zou men er uit mogen afleiden 
dat do reversibele adiabatische processen geheel volgens de klas
sieke mechanika boharnlelcl mogen worden. Dit zou een mid<1cl 
aan de hand doen om weer een belangrijke schrede verder door 
to drino-en in de "quanten-mechanika". 

Een ~roote steun voor (leze onderstelling is de verschiiivingswet 
van '\V ~ Wrn ", welke betrekking heeft op de adiabatische kom
pressio van straling. Ofschoon cleze te rni<lden van cl~ qunntcn
thoorie der straling staat, is ze geheel langs klass10ken weg 
af geleid 1). 

EHRENFES'r heeft bewezen dat in bepaalde gevallen de quan
tenvoorwaarden niet yerbroken worden hij een adiabatische be
ïnvloeding 2); naderhand is door BuRGERs een algemeen bcw~js 
gegeven van stelling (4), dat echter in sommige opzicl~ten niet 
mathematisch streng is, en daardoor niet volkomen zeker 3). 

Bovendien doen zich nog groote moeilijkheden voor bij <le z.g. 
semi-periodieke of ontaarde systemen (zie hoofdstuk II, § 13); 
deze zullen beneden besproken worden. 

Voorloopig zal worden aangenomen dat de hypothese juist is, 
en dat van de moeilijkheden die bij ontaarde systemen optreden 
mag worden afgezien. 

') Zie P. EnRENFEST, !. c. . .. . 

1) L.c. - E11RE:S:FEST noemt de grootheden welke 111et veranderen blJ een ad1ab. 
proces: adiabatische incariwtle11; men moet dus aantoonen dat de quantenvoor
waarden betrekking hebben op dergelijke adiabatische invarianten. 

3) Zie: J. 1\f. BoHGERS, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, bl. 84~, 918, en spe
ciaal lÓfJ:\ l!llG/17. 
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Men kan de hypothese plaatsen naast de reeds vroeger ge
noemde hypothesen der quantcntheorie. Men krijgt dan de vol
gencle (voorloopige) grondstellingen der "quantenmechanika": 

A) de hypothesen over de stationnaire of quantenbewegingen 
(geen uitstraling van energie; formuleering der quanten voor
waarden); , zie hoofdstuk II, § 6, 7 en 10. 

B) hypothesen over de beïnvloeding van een mechanisch 
systeem door uitwendige oorzaken: 

I) Bij een adiabatisch proces blijven de intensiteitskonstanten 
Pi onveranderd; de beweging blijft voldoen aan de quantcn
voorwaarden, en de quantengetallen veranderen niet. 

II) Bij stralingsprocesseil veranderen de quantengetallen direkt; 
voor deze processen gelden de hypothesen van BoHR en EnrnTETX 
(hoofdstuk II, § 8; V, § 33). 

Door middel van beide processen kan energie aan het systeem 
geleverd worden: 

bij een adiabatisch proces is: 

i)a=~ ~K(P,a) ,1a,· ~ ' .......... (:ï) 
i c• ai 

(wanr K (P, a) de funktie yan HA,rrT/l'ON' is, uitger1rnkt in rle 
P's <'n <1c parameters); 

bij een stralingsproces is: 

~ a = a (n"1 .... n"k)- a (n'i . ... n'k) . ...... (G) 

Men kan zich nu ook eenigszins een denkbeeld vormen van 
de wij~e waarop verschillende mechanische systemen elkaar be
ïnvloeden (zooals b.v. de molekulen van een gas). Men kan hierbij 
evenzoo twee typen van werkingen onderscheiden: 

I) adiabatische: het eene molekuul wijzigt door zijn eigen 
krachtveld het veld van een ander molekuul, waar heit langs 
vliegt. Gedurende dit proces bl\jven voortdurend de bewegingen 
in elk molekuul quantenbewegingen. 

II) Beide systemen kunnen door straling energie afstaan en 
opnemen; in het algemeen zijn beide in wisselwerking met het 
stralingsveld. Hierdoor kan indirekt energie (en hoeveelheid van 
beweging - hypothese van ErxsTEIN, zie boven bl. 36) van ·het 
eene systeem aan het andere worden meegedeeld. 

Deze voorstelling moet echter met de grootst mogelijke reserve 
worden beschol_lwd. Er zijn groote moeilijkheden aan verbonden, 
welk<' nog hij na yolkomen onopgelost zijn: 
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A) Bij het bovenstaande is niet gesproken over het geval Jat 
op een mechanisch systeem krachten werken, welke niet oneindig 
langzaam veranderen, zooa1s b.v. periodieke krachten (elektrische ' 
trillingen, e. d.). Deze kwestie, welke ook de groote moeilijkheif1 
vormde bij de dispersieproblemen, blijft nog onopgelost. [Zie 
echter § 36, bl. 215-218.J 

(vVanneer twee moleknlen langs elkaar vliegen zal men ver
wachten dat ze ook periodiek wisselende krachten op elkaar 
uitoefenen, tengevolge van de periodieke bewegingen der elek
tronen, enz. in elk molekuul. Het zou echter mogelijk Z\jn dat 
deze periodieke krachten niet werkzaam zijn, door een of andere 
oorzaak welke verband houdt met de afwezigheid van een uit
straling van energie door deze bewegingen.) 

B) Een tweede kwestie (vermoedelijk van minder gewicht) is: 
hoe moet men de gewone botsingen opvatten? Dit hangt samen 
met het probleem van de translatie·bewegingen (zie hoofdstuk JI, 
§ 15, a). Men kan zich hier (1 °) op het standpunt plaatsen dat 
translatie-bewegingen niet gequantiseerd moeten worden, en de 
botsingen op de klassieke wijze behandelen (zooals b.v. door 
RuTHERFORD gedaan is in de theorie van de verstrooiing d0r 
nJpha-deeltjes; zie hoofdstuk I, § 3). 

(2°) kan men de translatie -bewegingen wel aan quantenvoor
waarden onderwerpen, volgens de methode waarop dit geschiedt 
in de gastheorie van PLANCK 1). De wetten van de botsing 
zullen dan geheel gewijzigd moeten worden, vooral indien men 
<le tweede quantentheorie van PLANCK gebruikt. 

(3°) kan men de translatie-bewegingen der molekulen tot 
periodieke herleiden, zooals in sommige gastheorieën geschiedt 
(LENZ, Km.;soM, e. a.). Dan zullen de botsingen op een geheel 
andere wijze moeten worden opgevat. · 

0) De grootste moeilijkheid hangt evenwel samen met het 
probleem der ontaarde systemen. 

Volgens de formuleering der quantenvoorwaarden in hoofd
stuk II, § 10, 11, wordt bij ontaarde systemen (d. z. systemen 
waar rationale betrekkingen bestaan tusschen de middelbare be
wegingen) slechts een gedeelte cler P's (eventuee1 der P's) ge
(]Uantiseerd. Omtrent de waarden der overige intensitcilskon-

1 

' î l\J. P1.\NC'-, Ritz. Ber. Brrl. Alm,l. l!'llG, p. G:>::l vgl. (zir boven ~ l:\ a) . 
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stanten kan in het algemeen niets worden vastgesteld, <laar deze 
m'et eenduidig bepaald zijn (zie hierover § 13). 

l\1en kan bij deze systemen twee typen van adiabatische be
ïnvloeding onëlerscheiden: 

(1) Een beïnvloeding " 'fütrbij de eenmaal bestaande rationale 
betrekkingen onveranderd geldig hl\jven. Dan zijn de gequan
tiseerde P's adiabatische invarianten; over de andere kan in hot 
algemeen niets gezegd worden. Dit geval geeft niet tot bizonderC' 
moeilijkheden aanleiding 1). 

2) In de meeste gevallen zullen bij een verandering der para
meters <le rationale betrekkingen tusschen de middelbare l>owo
gingen geheel of ten deele verdwijnen. Men gaat clan van eon 
systeem met beperkte quantiseering over op eon volledig (of 
althans minder beperkt) gequantiseercl systeem, en de vraag 
doet zich voor: hoc komen de oorspronkelijk niet gequantiscor<1o 
P'R op hun juiste waarden? 

(Men l1oude hierbij vooral in het oog dat indien men van C'On 
ontaard systeem naar verschillende niet-ontaarde overgaat, men 
op geheel uiteenloopende quantenvoorwaar<lon kan komen :l) ). 

'l'er oplossing dezer moeilijkheid kan men twee wegen inslaan: 
(a) Men kan als een bizondere hypothese invoeren dat bij c1on 

overgang van een ontaard systeem op een niet-ontaard, de oor-
spronkelijk niet gequantiseerde P's a. h. w. ,,automatisch" (door 
nog onbekende werkingen) de juiste waarden krijgen. Deze hypo
these lijkt evenwel zeer gekunsteld; bovendien strijdt ze ook 
tegen de oorspronkelijke hypothese van EHRENFEST dat cle aclia
batisohe processen geheel volgens klassieke methoden berekend 
kunnen worden. 

(b) Men kan met EPS'l'EIN 3) aannemen dat ontaa1·dingsgevallen 

1 ) Voorbeeld: Een periodiek systeem, waar de exakte periodicitP,it ge<lurende 
het variatie-proces steeds behouden blijft. Hier is de adiabatische iuvariaute: 

J 
21' 1 

dt. 21 ' = (c = = periode ) ,. ,, ........... (7) 

0 

Zie E11RENFEST, 1. c. en BuRGERS l.c . p . 918. 
2) Zie hoofdstuk II, § 13. Het in § 13 beschouwde grensproces waarbij een 

systeem ontaardt, kan in vele gevallen een adiabatisch proces zijn. 
Op deze kwesties is reeds gewezen door P. E11RENFES'r in het geciteerde arti

kel. Daar is ook een voorbeeld behandeld. 
3) P. 8. ErsTEIN, )'1111. <l. ·Phys. 51, p. 182, 191G. 
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in strengen zin niet voorkomen. Do beweging van een elektron 
om een atoomkern zal b.v. steeds gestoord worden door de elek
trische en magnetiRche krachten cler naburige atomen, welke 
een anisotropie van het veld veroorzaken, enz. 

Alle systemen zijn clan steeds volledig gequantif.,eerd; wat ons 
als ontaard systeem voorkomt is een soort overgangsgebieä, waar 
een bepaald type van quantenvoorwaarden in een ander overgaat. 

Het schijnt dat men op deze wijze de moeilijkheden geheel 
kan ontgaan. Een voorbeeld yan eon <lergelijk overgangsproeos 
zal beneden (§ 40) vermel<l worden 1). 

Afgezien van het bovenstaande blijft <l.e kwestie <lor rationale 
betrekkingen tusschen de middelbare bewegiHgen bij c1e theorie 
,ler adiabatische invarianten nog een andere moeilijkheid op
leveren; men zie hiervoor bl. 244, opmerking 1). 

[•) Neemt men deze onderstelling van EPSTEIN aan, dan zal in het algemeen 
een door een beperkt aantal quantengetallen gekarakteriseerde bewegingstoestaml 
van een systeem dat ons als ontaard voorkomt, inderdaad zijn een bepaalde groep 
van bewegingstoestanden van een volledig ge11uantiseerd systeem. De vorm van 
de quantenformules die men moet toevoegen aan het beperkte stel van j-). 
rnorwaarden dat voor het "ontaanle" systeem is opgesteld, hangt, zooals in 
~ 1 ;J lwsproken is, af Yan de aar<l der storingen welke maken <lat het systeem 
indt>rdaad niet ontaard is. Heeft men een bepaalde storing en gaat men langs 
adiabatischen weg naar een andere 01·er, zonder dat een oogenblik exakte out 
aanling optreedt, dan gaan deze "aanvu ll ings"-quauteuvoorwaarden van het eeue 
type over in het andere; het beperkte stel dat men aan het ontaarde systeem 
had toegekend blijft daarbij in eerste benadering ouyeranderd . (N.B. Het ver
anderen van den vorm der quanten voorwaarden is niet in strijd met de adiabaten
hypothese; deze eischt dat de 1;ua11te11getalle11 onveranderd blij ven). 

De energie van het systeem is daarbij gegeven door een formule van de 
gC'daante: 

" = K11 (P 11 P2 , •• • P J ·- ;.) + K 1 (P 1 , P2 , ••• P J - ;., PJ - l + 1, ... 

waarin li 1 , 1,2 , ••• tle parameters voorstellen die de storingen bepalen; deze 
komen niet voor in tle hoofrlterm Kn· De funktie KI is zeer klein ten Gpzichte 
van K0 , daar aangenomen is dat de storingen zeer gering zijn. 

In de meeste gevallen zal men de bewegingen slechts behoeven te kennen 
voor zoover ze bepaalll z\jn door P 1 ••• P/ i. \ b.v. wanneer men cle energie 

moet berekenen ) ; bewegingen waarvoor P/ ). + 1 ... P/ verschillend zijn onc!Pr

scheiden zich clan niet . 
Men vergeltjkc in verbant! hiermee ook de opmPrkingen over de g;ewichts

fnnktie voor ontaarde systemen, bi. :2,iG, vgl. J 



§ 39. OPMERKINGEN OVER HET BEWIJS VOOR DE 

INVARIANTIE DER P's. 

Een bewijs voor de invariantie der P's (eventueel der P's) 
bij een adiabatische beïnvloeding van het systeem i gegeven 
door BURGERS 1). 

Dit bewijs zal hier niet herhaald worden; slechts wil ik er 
enkele punten van vermelden. 

Ondersteld wordt dat gedurende de variatie van een parameter 
a de vergelijkingen van HAllfIL'l'ON, uitgedrukt in de oorspronke
lijke koordinaten en momenten q en p, blijven gelden (definitie van 
,,adiabatisch"); verder wordt aangenomen dat da/dt konstant is '.l). 

Omtrent het mechanische systeem zelf is aangenomen dat de 
beschouwde groep van oplossingen stabiel is in den zin van 
definitie (1) op hl. 135, en dat deze oplossingen kunnen worden 
uitgedrukt met behulp van reeksontwikkelingen naar de sinussen 
en cosinussen van n hoekvariabelen. 

Is de parameter a konstant, dan wordt de beweging der groot
heden Q en P beheerscht door de funktie van HAMILTON: 

H=K(P,a) .. . .. . (8) 

welke de Q's niet bevat (zie hl. 43). De middelbare bewegingen 
der Q's zijn gegeven door: 

. (0) 

• 
Ondersteld wordt dat er geen rationale betrekkingen tussC'hen 
de w's bestaan 3). 

l) J. M. BURGERS, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 1055, 1917. 
2) Dat de wijze waarop a met den tijd verandert zonder invloed is op het 

resultaat der adiabatische beïnvloeding, is nog niet bewezen. Vermoedelijk is dit 
juist, indien slechts niet da/tlt "resoneert" op een der frequenties van het systeem, 
en oneindig klein is t. o. v. de snelheden in het systeem. 

3) Indien er een aantal rationale betrekkingen tusschen de middelbare bewe
gingen bestaan, en men zich beperkt tot llie beïnvloedingen welke deze betrek-
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Indien a niet konstant is, blijft voor de beweging der Q's en 
P's de funktie van HAMILTON (8) in het algemeen niet geldig, 
daar de parameter in de transformatie-vergelijkingen kan voor
komen. In de plaats van (8) komt dan de funktie: 

Il*=]( (P, a)- F (Q, P, a). da/dt . ... . .. (10) 

waar F te schrijven is als een meervoudige FouRIER-reeks naar 
de Q's 1). 

Uit (10) volgt <lat de bewegingsvergelijking voor Pk is: 

d 1\ __ èt H* _ · [ . . , l sin ! J 
dt - èlQk -a L, ± m1r.C1111 ... ,111 cosj (m1Q1+,.rn1Q1) 

...... (11) 

Bestaan er nu geen rationale betrekkingen tusschen de middel
bare bewegingen der Q's, dan is het tijdgemiddelde van deze 

kingen onveranderd laten, zal op een analoge wijze aangetoond kunnen worden 
clat die P's welke volgens § 10 en 11 gequantiseerd moeten worden, adiabatische 
invarianten zijn. (Vergelijk voor het geval dat de bewegingsvergelijkingen met 
behulp der methode v /d separatie der variabelen behandeld kunnen worden: 
,J. M. BuRUERs, !. c. p. \l18.) 

1) [ De vorm der funk tie !f·X· is n,f te leiden met hehu lp van de theorie der 
kontakttransformaties; zie W111°1"!'AKER, Analytica! Dynamics (Cambr. 1917), p. 288 
en vgl. Volgens deze theorie moet men in den differentiaal vorm: , 

Ipdq-JI(q,p,a)dt .......... (l) 

voor de q's en Ji's hun uitdrukkingen in de Q's, de P's en a substitueeren, 
waarbij a als gegeven funktie van t beschouwd moet worden. Hierdoor gaat (1) 
over in: 

~'PdQ-H*(Q,P,a)dt+DJV(Q,l\a) ..... (II) 

waar IJ l/T de volledige differentiaal van een funktie lfT van de Q's, de P's en t is: 

De koefficient JT• van d t in (Il) is dan de funktie van HAillL'l'ON voor de (J's 
en P's gedurende het variatieproces, en men kan aantoonen dat deze van de 
boven aangegeven gedaante is, m.a.w. dat de Q's hierin slechts in den vorm van 
trigonometrische funkties voorkomen. Op dit laatste berust de afwezigheid van 

sekulaire termen in de vergelijking (11) voor d Pk, zoodat de totale verandering 
dt 

van P1. willekeurig klein gemaakt kan worden t.o.v. de verandering van cle 
1iarameter a.] 

Zie J. M. ButWEfl<:;7 I.c. p. 105ï, 1059. 
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uitdrukking nul, en dus is: 

. r) J>,. 
L1rn. ) · --=O 1) ............ (12) 

r a 

Opmerkingen. 
1) Jn het bovenstaande is steeds aangenomen dat er geen 

rationale betrekkingen bestaan tusschen de middelbare bewe
gingen. Deze middelbare bewegingen zijn echter in het algemeen 
funkties van de parameters a, zoodat hun waarclen veranderen 
bij de variatie der a's. J)an loopen hun vahowlingen 1Joortdurencl 
door rationale waarden hee11 2). 

In hoeverre dit tot moeilijkheden aanleiding kan geven is nog 
niet nader onderzocht. 

In verband hiermee moet het volgende opgemerkt worden: 
Steeds is omtrent de gebruikte reeksontwikkelingen aange

nomen clat ze gelijkmatig en voldoende sterk voor alle waarden 
van t konvergeeren . Dit schijnt bij vele problemen niet het geval 
te zijn; de meeste reeksen die in de astronomische. mechanika 
gebruikt worden zijn z.g. asymptotische reeksen 3). 

Hierbij schijnt ook do kwestie van het al of niet aanwezig 
zijn van rationale betrekkingen iusschen <le rnicldelbaro he\YC

gingen van belang te zijn: het kan voorkomen, dat men zood ra 
er rationale betrekkingen tusschen de w's bestaan, reeksontwikko
lingen moet gebruiken welke niet aansluiten bij die voor naburige 
problemen, waar deze rationale betrekkingen niet bestaan 4). 

Al deze problemen moeten grondig onderzocht zijn, voordat 
de theorie_ der adiabatische invarianten op vasten grondslag 
gesteld kan worden. De laatstgenoemde ( over de kon vergen tie 
cler reeksen) zijn trouwens ook voor de geheele theorie der hook
variabclen van groot belang. 

Het is mogelijk dat alle theorema's over do ontwikkeling 
naar hoekvariabelen en wat hiermee samenhangt, slechts uit
gesproken mogen worden voor een hegrensrl tijdsverloop 'l', 

•) Cf .. J. M. Rune: 1ms, l.c. p. 1058. 
2) Itlem, p. 1061. 
3) Zie b.v. een interessant artikel Yan K. S(•11wAnisc11r1.n, Phys. Zeitschr. 4, 

11, 76f>, 190:3: C'ber Himmclsmechanik. 
•) Vergel\jk in verbafül hiermee: E . T. 'rV1lf'rTAKEn, On the Adelphic Integral 

of tlle Equations of Dynami,·s, Pror. lloy. Roe. Eclinburgh 37, p Dj, Hll7. 

-· 

. 

. 

§ 39.J VAN EEN M ~CHANISCH SYS'fEEM. 2-15 

dat in het algemeen wel zeer groot is, doch niet oneindig 1). 
In vele gevallen schijnt het me toe dat de moeilijkheid ver

minderd, of soms geheel weggenomen wordt, <loorclat men zich 
kan beperken tot een eindig aantal termen in do reeksontwikke
lingen en ook in de funktio Ji' (Q, P, a) in verg. (10). Dan zijn 
er in het algemeen slechts bepaalde rationale betrekkingen welke 
gevaar kunnen opleveren, terwijl <lo overige niet hinderen. 

Met het volgende voorbeeld kan dit toegelicht worden: 
Beschouw oen anisotrope oscillator van twee graden van vrij

heid; de beide elasticiteitskonstanten wr en w: zijn de para
meters . pe funktie van HAMILTON luidt: 

. (13) 

Transformatie -vergelijkingen ter invoering der hook variabelen: 

c - V 2 P0w1 cos Q1 1 
enz. . ....... (14) 

P:c = - V 2 P1 w1 sin Q1 \ 

Vergel~jking (10) worrlt in, dit geval: 

· P 1 sin 2 Q1 P2 sin 2 Qz 
B*=o11I\+w2P2-w1 --wz - - . (15) 2 W1 2 Wz , 

Zoodat: 
d P1 - + . P1 l:OS 2 Q1 

l 
- W1 , , , , , • , , • (H5) 

c t w, 
Git vergelijking ( lö) blijkt dat bjj dit eenvuudige probleem 

rationale betrekkingen tw,sehen w1 en w~ niet storen; de eenige 
waarden van w1 en WJ waarvoor oen siuguluritei t kan op
treden zijn: 

en: (17) 

Eon nader onderzoek omtrent deze problemen is echter zeer 
gewenscht. 

2) Een algemeen kriterium om te beslissen wanneer een ver
andering der parameters als een adiabatische besehouwd mag 
worden, en wanneer niet, is nog niet gegeven 2). 

1) In de astronomie kan men slechts bewijzen llat ons planetenstelsel gedurende 
een eindige, zeer groote tijd stabiel is (cf. K. ScHWARZSl'lll1.11, l.c. ). 

2) Eenige voorbeelden zijn door BulWEHS genoemd, l.c. p. 851; zie ook 
boven hl. 2:Jö. 
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Ook moeL nog onclerzoeht worden of het voldoernlc is daL de 
vergelijkingen van ILDuwoN voor de oorspronkelijke koordi
naten en momenten q en p sleehts tot op tonnen van de 

2° en hoogere orde in a onveranderd blijven 1). 

3) De theorie der adiabatische invarianten kan - in den hoven 
gegeven vorm - niet worden toegepast op bewegingen die het 
karakter van periodiciteit of quasi-periodiciteit geheel missen, 
zooals b.v. hyperbolische bewegingen 2). 

Of het mogelijk zal zijn een zoodanige uitbreiding te vinden 
dat dergelijke bewegingen er ook onder vallen, is nog niet 
onderzocht 3). 

1) BLIIWERS, l.c. p. 1060. 
2 ) Vergelijk 1,. E11RENFEST, Vers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 427 of ,fä8, 1916; 

Ann. d. Phys. 51, p. 345, 1916. 
l Evenmin is een oplossing gevonden voor de moeilijkheid die zich voor

cloet bij het passeeren van een singuliere beweging met ot1ei,uli!J groote pe,·iode 
(asymptotische bewegingen ). Vergelijk P. E11RENFEST, l.c. ongeveer p. 420, en 
ook Versl. Akad. Amst. XXII, p. 586, 1913.J 

3 ) Misschien kunnen voor deze problemen van nut zijn de opmerkingen van 
PoINCAIÜ~ over de analytische voortzetting van banen die naar het oneindige 
loopen ( H. PoINCARÉ1 Mécanique Céleste III, p. 168). 

§ 40. VOORBEEJ1D VAN EEN ADIABATISCH .PROUES, 

DA'r OM EEN ON'rAARDINGSGEVAL HEENGAAT. 1) 

In het volgende zal worden afgezien van de in § 3H genoemde 
moeilijkheden; aangenomen wordt dat de adiabaten-hypothese 
juist is. 

Beschouwd wordt de beweging van een elektron in een ge
geven elektromagnetisch veld; ter vereenvoudiging wordt het 
probleem tot twee afmetingen beperkt. 

Men kan uitgaan van een anisotroop, quasi-elastisch krachtveld, 
en dit door een adiabatische transformatie omzetten in een 
isotroop, n·iet quasi-elastisch (m.a.w. in een willekeurig centraal) 
krachtveld 2). In het eerste geval moeten de beide hoofdtril
lingen gequantiseerd worden; in het tweede het moment van 
hoeveelheid van beweging, en de faze-integraal: 

J Pr d1·. 
~+ 

Voert men nu den overgang aldus uit: men laat eerst het 
krachtveld: 

v = ~ (;,. .i;'.l + À y'.l) 

in een isottoop overgaan, door de beide clastieiteitskonstanten 
.,. en '}, aan elkaar gelijk te maken, en men maakt daarna het veld 
niet quasi-elastisch door termen van den vorm : Ai ri aan de 
potentieele energie toe te voegen, dan gaan deze quantenvoor
waarden niet in elkaar over zooals door EnRENFES'l' is aan
getoond. 

t) Dit voorbeeld is gekozen nam· aanleiding van een opmerking van P. E111tEN
rnsT, Versl. Akad. Amsterdam XXV, p. 426 of 427, 1916; Ann. d. Phys. 51, 
p. 343, 1916. 

2) Deze, overgang geeft een verband tusschen de oorspronkelijke quanten
onderstellingen van PLANCK, en die van Som1ERFEL1J. 

Cf. P. ErrnENFEST, l.c. 
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Wil men dat het eene stel quantenvoorwaarden kontinn in 
het andere overgaat, dan moet worden zorg gedragen dat het 
singuliere geval van een isotroop quasi-elastisch veld niet op
treedt. Men kan dit bereiken door reeds voordat x = Î, geworden 
is termen van den vorm: Ai ri aan V toe te voegen. 

Een andere methode - welke voor de berekening gemakkelijker 
is - bestaat hierin dat men een magnetisch veld aanbrengt, 
loodrecht op het vlak der beweging; de oorspronkelijk recht
lijnige hoofdtrillingen in het anisotrope veld gaan dan over 
in elliptische, die bij het verdwijnen der anisotropie cirkulair 
worden. Daarna kan men aan V de extra termen Ai ri toe
voegen, en het magnetisch veld laten verdwijnen. 

Het eerste gedeelte van dit proces - tot aan de beweging in 
een isotroop veld, onder invloed van een magnetische kracht -
is in een eenigszins ander verband boven (§ 23, 1) behandeld; 
daar is aangetoond dat de quantenformulès voor het anisotrope, 
quasi-elastische veld kontinu overgaan in die voor een centraal veld: 

f Pr dr=n1 h; 
-<-+ 

De overgang van hier naar een niet quasi-elastisch centraal 
veld, zonder magnetisme, is zeer gemakkelijk 1). 

1) Het probleem is gekarakterü,eerd door de funktie van HAMILTON : 

In het geval vau een quasi-elastisch krachtveld zijn alle koefficienten .A.; - U, 
met uitzondering van A 2 ; in het andere grensgeval heb beu deze koefficienten 
willekeurige waarden, doch is ï = U. 

De quanten voorwaarden zijn: 

frtr v-2 a - 2 i' p,p - ~~~'2 - 2 L, Ai 1·i -il r'2 = n1 h 
-<-~ 

§ 41. OPMERKINGEN OVER STATISTISCHE 

PROBLEMEN. 

Over de statistika van een ensemble van systemen wier be
wegingen door quantenvoorwaarden zijn gebonden, zullen hier 
slechts enkele punten vermeld worden. 

Voor eenige algemeene onderzoekingen die op dit gebied be
trekking hebben wordt verwezen naar artikelen van P. EI-IRE~
FEST, speciaal: Phys. Zeitschr. 15, p. 657, 1914 en Akad. Amsterd. 
XXV, p. 423, 19Hi (= Ann. d. Phys. 51, p. 340, 1916). De ver
schillende problemen die door EHRE~FmiT opgeworpen en onder
zocht zijn zullen in het volgende niet worden behandeld: ik wil 
me beperken tot het aangeven van een bepaalde toestandsver
deeling en aantoonen dat deze voldoet aan de door EHRE~FEST 
gestelde eischen. 

À. Onderi;telcl ,rorclt dat men een ensemble heeft van N ,iiet
ontaatd1; ( dus volledig ge(_Jtta,itiseercle) systemen 1). 

De bewegingstoestand van elk systeem kan gekarnkteri:,;eerd 
worden door de waarden dor 2 f' intogrntiekonstanton: J\ ... I'f 
::1 ..• EJ (cf. boven, § 10), zoodat de systemen afgcheeld kunnen 
worden door punten in een 2 !-dimensionale E-P-rnimto. - Do 
P's kunnen slechts de diskrete waarden: 1\ = n; . h/2 n hebben; 
de E's daarentegen kunnen alle waarden van O tot 2 n kontinu 
doorloopen. 

Nu wordt aangenomen dut de stationnaire tooslandsvenleeling 
in de E-P-ruimte beschreven kan worden als de waarschijnlij!.·stc 
vercleeling der systemen bij gegeven totale energie, wanneer men 
elke bewegingstoestand: 

1) Voor ontaarde ~ystemen zie men beneden C, II. 
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1-\ = 11;. h/2 'Tl: 

E; = willekcnrig 
.......... (1) 

als a priori even waal'l,chijnlijk beschouwt 1). 
Het aantal systemen waarvoor: Pi = n; h/2 n is, terwijl de 

faze-konstauten tusschen Ei en E; + d Ei liggen, zij voorgesteld door: 

N 
(2 n)f . <IJ (n1 .... n1 Ei, ... EJ a1 a2 ... ) dê 1 ••. d EJ 2) ... (2) 

V olgern, bl. 43 is de energie van een bepaald systeem slechts 
een fnuktie der P's (dus der quantengetalleu o1 ... n1) en cler 
parameters a1 a2 . • • van het systeem; ze is onafhankelijk van 
cle E's: 

a=a(n1 .... nra1aJ ... ) .......... (3) 

Hieruit volgt dat ook de verdeelingsfunktio </1 onafhankelijk 
moet zijn van de faze-konstanten, zoodat het totale aantal syste
men waarvoor P;= n; h/2 11: is bedraagt: 

N. <JJ (111 .... n1 a1 a2 .... ) 3) ....•... (4) 

De funktie tP moet nu voldoen aan de volgende voorwaarden: 

L-... L-<JJ (n, a) = 1 . . . . . . . . . . . . . (5) 
n 1 tij 

L-... L N. <IJ (n, a). a (n, a) = E= totale ene1·gie. (6) 
n1 i,I 

W = - N! = rna.cimtirn ......... (7) 
fI . .. Tl (N. <l>) ! 
,z1 n

1 

De laatste voorwaarde kan ook geschreven worden: 

lg W = konst. - L-... L-N. <JJ. lg <JJ = ma.i:irnwn .. (7a) 
ll1 ,Il! 

1) In de terminologie van EHRENFES'f uitgedrukt: 
in de E-P-rnimte wordt ingevoerd de gewiclitsfanktie: 

U (t, .. Ef P, .... P1 ) =U(P 1 •• . . P1 ) = /
l(P-=tt· k) 

i 1 2 l( 

> k ' 
ü(Pi ni ) < 2:-r 

') a 1 , a 2 • • • zijn de parameters van het systeem. 
3) Men kan dit ook gemakkelijk uit de formules afleiden indien men eerst 

E, .. Ei in de funktie <P laat staan, en dan op de gewone wijze doorrekent. 
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Uit deze drie 
methoden: 

voorwaarden vindt men volgens bekende 

l -1<« 
<JJ = ,, zv . ( 1:)) 

waar ,u = µ (E, a1 , a:!, ... ) eon ingevoerde multi plikator 1s ( on
afhankelijk van de n's); terwijl: 

Z=Z(E,a 1 •..• )=L,···L-c-1•" 1) ...... (g) 
,t , ltf 

B. De gevonden verdeelingsfunktie <JJ bezit de volgende eigen
schappen: 

I) Zo voldoet aan de door E11RK~F1~S'l' gestelde eischen, welke 
noodig zijn opdat het ensemble aan de tweede hoofd wet kan 
voldoen 2). 

Bewijs. 
a) Beschouw een kleine verandering van den toestand van 

het ensemble, waarbij de parameters ai toenemer.J. met à ai, en 
de totale energie met r) E wordt vermeerderd 3). 

Bij dit proces wordt door het ensemble een nitwendige arbeid 
verricht, gegeven door de formule: 

t) [Hierbij is ondersteld dat de reeks~ ... .2,'e- 1"' konvergeert. Vergelijk 

voor een geval waarbij dit niet zoo is: § 42.] 
2) P. EHRENFES'f, Phys. Zeitschr. l.c. 
3 ) De verandering geschiedt oneindig langzaam ten opzichte van de bewe

gingen en de energie-uitwisseling in het ensemble, zoodat men mag onderstellen 
dat op elk oogenblik de toestandsverdeeling een stationnaire is. 

\) Indien men - adiabatisch - de parameters et 1 , a2 , ... van het systeem 
varieert, neemt de energie toe met: 

~ _ , è\ !( (P, a) ~ _ ..,. èl a (11, a) i) (l) 
oa-~ oai-- , ai ..... . 

; il a; i c• a; 

daar bij het proces de grootheden P 1 •.• P1 , en dus de quantengetallen n 1 ••• nt, 
1tiet ce!'a11de!'@ ( vergelijk ook § 38, formule 5 ). 
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• \.ls "aan het ensemble toegevoerde warmte" wonlt gedefini
eenl de grootheid : 

,)' Q = o E+ r) A = o l} - .\' L <1> o u ..... (11) 

~u m ,u r) Q een volledige differentiaal: 

,tt r) (2 = ,)' (.u FJ) - E 1) ,u - J.Y L, ,u <JJ o u = 
= o (.u E) - 1 L ( a r) ,u + ,u o u) e - ,, " = 

= iî (.u E + N lg Z) ................ (12) 

Uit formule (7a) volgt dat voor deze toestandsverdeeling: 

lg l V = kon1:1t. + (.u E + N lg Z) . (13) 
zoodaL: 

Deze vermeerdering van energie i~ daaraan te danken dat bij de verandering 
der parameters door uitwendige krachten arbeid aan het systeem is geleverd. 
Het tijdgemiddelde van deze uitwendige krachten is dus gelijk aan: 

f.* = ·i\ u (n, a) 
• cl rti . . . (II) 

en de geruiddelde kracht door het .v;stee,11 "i11 de richting van de paraweter at 
tlitgeoefend: 

t·-- è\u(n,a) 
1-

i\ Cli 
. . . (III) 

tCf. J. M. B, IH,LRs, Vers!. .Had. ,\.111,t. XXV, p. lU:i~, noot •. 
l!Pef't men een e,,seh/ble, dan volgt uit de gelijkmatige verdeeling cler systemen 

over de E-ruimte, in verband met de periodiciteitseigenschappen iler systemen, 
dat men het tijdgemiddelde voor een bepaald systeem mag vervangen door 
het getalgemiddelde voor alle systemeii waarvoor de quantengetallen dezelfde 
~·aarden hebben. 

De kracht door het ensem bie "in de richting van de parameter a ;" uitgeoefend 
is dus: 

F . " ,. \' I i\u (l\T) i==:-- ... -.._ () ......... . 

"' u.r il a, 

terwjj I b\j een verandering der parameters door het entiemble een arbeid wordt 
geleverd: 

i> A = ~-Pi r) ai= - ~; ... 2-' N <fi (~' ;) ;b a; ) . . . (V) 
t 11, J/f t I 
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h) Koppelt men twee ensembles van systemen, en bepaalt men 
de waarschijnlijkste toestandsverdeeling bij gegeven totale energie, 
dan treedt bij beide ensembles dezelfde parameter ,u in de ver
deelingsfunktie op 1). Neemt men voor het oene ensemble een 
klassiek ideaal gas, dan is ,u <le parameter van <le snelhei<lsver
<leeling yan M.\xwi.;r,r., ón is dus gelijk aan: 

. . . ( 15) 

waar '1' de absolut1 temperafuv r is. 
c) Op grond van het bovenstaande kan men nn 

S =k. lg TV ........ . 

de!inieeren als rle cnil-opic van het ensemhle, en vcrrler: 

P = E- 'l'. S = - ~Y. 1~. 'l'. lg Z 

als de vrije energie 2). 

Men heeft dan de volgende relaties: 

uit (14), (15), (1 G): 0 (! - ' ' 'P -<H,. .. •. 

. (J G) 

. (17) 

(18) 

verder: 
c)S(E,a1,a2 ... )_l o (

9 ,) E 'P ·') . . . . . . . . 1 ) 

en uit (17): ,) 1
11 

('P, a1, a2 . .. ) = pi .......... (20) 
i'ai 

Hierin stelt P; de kracht voor, door het ern;emblo in de rich
ting van de parameter a; uitgeoefend 4). 

1) Zie P. E1mtNFF:8T, Phys. Zeitschr. 15, p. GGl (si 4, (JI)), Hl14. 
2 ) S moet beschouwd worden als funktie der totale energie 8 en der para-

meters a 1 a 2 ••• : S= S(B, a 1, a 2 , •• • ). 

F moet opgevat worden als funktie van de absolute temperatuur '/' en van ile 
parameters: F = F ( 'l', a 1, 112 , .•• ). 

3 J Bew\js: Uit (1:ll volgt: - (N.B.: Wise1·enalsSfnnktievan 8,a"enz.)-

=.a. 
l ) Dit volgt onmiddell\jk uit verg. (17) door differentiatie naar een der pa

rameters. Zie 110ot '• , hl. "2~11/"25"2 . 
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Uit de bovenstaande formules blijkt dat een ensemble met de 
door vergelijkingen (8) en (9) gegeven toestandsverdeeling vol
doet aan de verschillende formules der thermodynamika. 

Opmerkingen. 
1) Over de thermodynamische funktie tI" van PLANCK zie 

noot 1). 
2) Op de kwestie van de absolute waarde der entropie zal bier 

niet worden ingegaan. 

Il) De beschouwde gewichtsfunktie G sluit zoo nauw mogelijk 
aan bij die welke in de klassieke statistische mechanika door 
BoLTZ1IANN is ingevoerd: nl. dat aan gelijke volumina der faze
ruimte (q-p-ruimte) gelijke gewichten worden toegekend. (iie 
P. EnRENFES'r) 2). 

Men heeft nl. 3) : 

r (q1 .. · (Jf Pi··· P1) 
,, (E1 ... Ef P1-~ P;-J 

:Met gelijke volumina in de q-p-ruimte korrespondeeren dus ge
lijke volumina in de e-P-ruimte. 

Volgens BoLTZl\IANN zou men derhalve aan gelijke volumina vnn 
de e-I'-ruimte gelijke gewichten moeten toekennen. Bij de boven 
gebruikte gewichtsfunktie hebben gelijke volumina in de E-ruimte 
hetzelfde gewicht, terwijl in de P-ruimte een net van equidis
tante punten genomen is (,,hyperkubisch net"), aan elk waarvan 
hetzelfde gewicht is gegeven. 

1 ) Zie M. PLAN1..a,, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 17, p. 444, 1915. 

" 
l/i = tJi ( T, a1 , a,i .. ) = N lc-lg Z = N 1.~ lg L, e - "T . 

Uit 1/f volgt omgekeerd voor de energie: 

lliernit ,Ie soorteltjke warmte: 

èl l/i 
E= 'J'2 

:., () '/' 

2) P. Err1rnNFEST, Phys. Zeitschr. 15, p. 657, 1914; 
\'ers!. Akad. Amsterdam XXV, p. 423/424, 1:tlG. 

l ) Zie b.v. E. 'J'. \\r111·rTA1rnn, Analytica! Dynamics, Cambr. 1917, p. 312, Ex. 3. 
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111) Voor zeer hooge temperaturen levert de beschou w<le toe
standsverdeeling het equipartüie-theorema. 

Volgens formule (I) in § 16, b) kan men als gemiddelde kine
tische energie per vrijheidsgraad van een bepaald systeem beschouwen: 

'1, _ 1 p Q. _ 1 p 1 p cl K 1 cl a (22 i- 2 i i- 2 iwi= 2 i TPi = 2 ni èlni · · · ) 

De gemiddelde wtUndo voor alle systemen van het ensemble 
is dus: 

Bij zeer hooge temperaturen mag men approximatief de som
maties door integraties vervangen; men krijgt dan op de be
kende wijze: 

7.: ']' 

2 
... (21) 

J f l l - ,. " • • • < n1 ... cn1 e · 

Opmerking. 
Hierbij is aangenomen dat: 
a) over de n's hetzij van O tot oo, hetzij van - oo tot + oo 

geïntegreerd wordt; 
b) dat voor ni = 0 de funk tie a geen singulariteiten vertoont; 
c) dat voor ni = ± oo: 

Lim. a (ni ... n1) = oo. 
ni=±cn 

Aan deze voorwaarden is niet steeds voldaan; zie b.v. beneden, 
~ 42 (statistika yan hoi atoommo<lcl van ·waterstof - K. F. 
HERZFELD). 

C. Verdei·e opmei·kingen. 

1) De besproken toestarnlsvordoeling 1s axiomatisch afgeleid 
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als een wáarschijnlijkste vercleeling onder bepaalde voorwaarden. 
}fon moet echter ook aantoonon: 

a; clat ze werkol~jk stationnair is; 
b) dat oen willekeurig gegeven toestarnlsvenleeling vanzelf in 

<leze overgaat. 

\' oor wover ik weet r.ijn in <1eze ric:hting nog geen onderzoe
kingen gedaan. - Het zal hiervoor noodig zijn nader in te gaan 
op de werkingen tusschen de systemen onderling, en op do 
,;•,isselwerking dor srstemen met het stralin<rsvelcl. Dit laatste zal 

. • h 

\'PrmoPdc•lijk epn lwlangrijke rol s1wlc'n, <laar de c1uantengotallen 
in <1e eerste plaats, zoo niei ui t:-:1 uitend, Yeranderon teHgevolge 
van omissie of ahsorbtie yan liehtstraling 1). 

Il) ,, O,itaardc systemen". 
Indien een systeem 1iiet volledig gequantiseenl is kan men 

de boven aangenomen gewiehtsfunktie G niet meer gebruiken. 
Door het ontaarde systeem op te vatten als een grensgeval van 

een niot-ontaal'(l (volle<lig gcquantisecrd) systeem, worrlt nwn er 
(op gehrnc-ht tr on<lerstollcn dat <ll' <Jnantrnhewegingen: 

P; = n; h/2 rr (i = J. .. J -J,)2) 

niet alle hetzelfde ycwicht hebben, <loch dat aan elk een zoo groot 
gewicht moet "·orden toegekend, als het aantal der niet-ontaarde 
bewegingen bedraagt, waaruit de l>eschouwdo ontstaan is. 3) 

Voorbeelden. 
f l) r.~otrope oscilfator van twee graden van vl'ij heid. 
Bij een anisotrope osC'illntor wor<li aan elke heweging: 

P, =n1 h/2 rr l'~ = ?l~ li/2 n 

hetzclfdr gcwicl1l ioegt·kernl. 
(htat do osC'illator ov0r in een isoLropr, dan wol'(kn de rnirl-

1
) ;\Jen zon het probleem knnncn ,·r,·eenvoudigen iloor zirh te beperke11 tot 

systemrn <lic niet ornni,ldelltjk op elkaar inwerken, cloeh slcrl,ts· Pnng-it' nih, Ï8-

sc'1en met het straling-sveltl, terwjjl il!' parn111etcrs alleen 1loor uitwe1ulig-e 
krachten kunnen wor<l<·n beïnvloeil. 

2
1 }. is het aantal 1ler rationale bl'trt>kking-rn tusschen de micl1lelbare bewe

gingen (zie s 10). 

[J YergrJijk noot 1) op hl. :?41.J 
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delbare bewegingen van Q1 en Q2 aan elkaar gelijk. Pas de 
transformatie toe : 

I\ +P2= P1 
P2= P2 

QL = 01 
- Q1 + Q~= 02 

B~j een anisotrope oscillator zijn de qnantenbewegingen dan 
voor te stellen door: 

Elke kom bi natie: n1 *, n2* heeft hetzelfde gewicht 1); echter is steeds: 

O<n2* <n1* 

zoodat er bij één waarde van n1 *: (n1 * + 1) waarden van 7i2 zijn. 
Ontaardt nu de oscillator in een isotrope, dan wordt de mid

delbare beweging van 02 nul; alleen P1 wordt gequantiseerd. 
Aan elke beweging: 

zal men nu een gewicht: 

moeten toekennen. 

(Men kan de isotrope oscillator ook laten ontstaan uit een 
beweging in een niet quasi -elastisch, centraal · krachtveld. Dit moet 
hetzelfde resultaat geven. 

In een niet quasi-elastisch, centraal krachtveld zijn de quan
tenform ules : 

P1 = .}n f Pr dr = n1 ;in ; P2 = Pq, = n2 2hn . 
..:-+ 

Gaat het veld over in een quasi-elastisch krachtveld, dan wordt 
de middelbare beweging van Q1 gelijk aan tweemaal die van Q2 2). 

Men voere nu de substitutie uit: 

•) Men denke hierbij aan de betrekking: 

.a (P1 P2) _ 
1 èl (P1 P2) - . 

i) Voor de energie, uitgedrukt in de P's, vindt men: 

cc= K (P) = w (2 P1 + P2 ) (w = frequentie). 

17 



258 S'l'ATISTISCRE PROBLEMEX. [§ 41. 

2 P1 + 1 P2 1 = P1 ± Q2= 01 
Pi = P2 Q1 + 2 Q2 = 01! 1) 2). 

In het niet-ontaarde geval ZJJn cle bewegingen gekarakteri
seerd door: 

waarbij het teeken van P2 positief of negatief kan zijn . 
Bij cle aftelling van het aantal quanlenbewegingen waan·oor 

P1 = n 1* h/2 rr is, moet ornlerschciden ,rnnlen tussc·lwn 111':' = Pven 
of= oneven: 
a) n 1* = even. 

Dan kan n1 cle waarden hebhen: 0 ] ?l */9. ' ) • • • ·l M J 

en n2 ± n1*, ± (n1* - 2), .... 0. 
'rotaal: n 1* + l bewegingen. 

b) n1* = oneven. 
Waarden van n1 : 0 1 , 

van n2: ± n1*, ± (n1 * ·- 2), 
Totaal: n 1* + l bewegingen. 

(n1* -1)/2; 
± l. 

In beide gevallen vindt men dus nt* + l bewegingen, zoo<lat 
in het geval van een quasi-elastisch, isotroop veld aan de he-
weging waarvoor: 

het gewicht: 

moet worden toegekend. 
Dit stemt overeen met het. boven gevonden resultaat, ,laar in 

bei<le gevallen P1 dezelfde grootheid voorstelt :1).) 
(2) KEl'LER·bewegingen. 
Op analoge wijze als boven vindt men b~j de elliptische be

weging met inachtname cler rèlativistische termen, dat aan de 
beweging, bepaald door de quantenvoorwaar<len: 

1
) Men moet de bovenste, resp. de onderste teekens nemen al naar 1lat P 2 

positief of negatief is. 

2 • • èl(P1P2 ) è\(Q1 Q2 ) _ 
) Funktionaaldeternnnant: , (P p = O = + 1. 

l' 1 2) è\(0 1 2) 
3) Dit blijkt het eenvoudigste uit de formule voor de energie, welke in beide 

gevallen luidt: " = w P 1. 
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waar n2 ~ n1 is, het gewid1t moet worden toegekend: 

I' = 2 n2 + 1. 1) 

Houdt men geen rekening met de relativistische korrekties, 
zoodat de beweging zuiver periodiek is, en alleen P1 gequanti
seerd wordt, clan heeft de beweging waarvoor: 

het gewicht : 
n2=n1 

I'= L (2 n2 + l) = (n1 + lf - 1 2). 
n2=l 

Een algemeene formule voor deze gewichtsfunktie I'* heb ik 
niet kunnen vinden. 

•) Zie hoofdstuk III, § 17 en 19. 

Is een magnetisch veld aanwezig met krachtlijnen // de z-as - zie hoofd
stuk III, § 20 - dan zijn er bij gegeven waarden van il I en 11

2
: 2 11

2 
+ 1 

verschillende standen van het baanvlak mogelijk, daar ,1 3 alle waarden van 
- n 2 tot + n2 kan doorloopen. 

2) ln aansluiting aan SomrnRFELD wordt aangenomen dat een r,llips met 
excentriciteit 1 niet kan voorkomen: de waarde H 2 = 0 wordt uitgesloten (zie 
boven, bl. 82 noot 5 ) ) . In de uitdrukking voor r moet de sommatie dus 
loopen van n 2 = 1 tot n 2 == it 1 • 

N.B. ,z2 kan geen negatieve waarden hebben. 
[Sluit men n2 =Ü niet uit, dan is I' =( 1t 1 + 1)2.J 



§ L12. OPMERKINGEN OVER DE STATIS'l'IKA V,\..N IIET 

ATOOMMODEL VAN WATERSTOF. 

De toepassing der besproken statistische formules op ver
schillende systemen zal hie.r voorbijgegaan worden 1 ). 

Slechts zou ik een paar opmerkingen willen maken naar aan 
leiding van een onderzoek van K. F. HERZFELD over de statistika 
van het model van het Waterstof-atoom volgens BoHR 2). 

Wanneer men afziet van de relativistische korrekties is de 
beweging van het elektron om de atoomkern exakt periodiek; 
de intensiteitskonstanten (,,elementen") der elliptische baan ZIJD: 

P~ = V m e2 a (1 - E~) 1 
, / · ... (I) 

P3 = v m e2 a (1 - 1:2) . cos i I 
(Zie hoofdstuk III, § 17.) - Van de drie grootheden P1 P2 Pa 
wordt slechts de eerste, P1 , gequantiseerd. 

Voor de energie, uitgedrukt als funktie der P's, wordt ge-
vonden: 

rn el 
a=- 9 p2 

w j 

2 n2 m e4 

n2 h2 

Het probleem vertoont de volgende bizonderheden: 
1) er is ontaarding; 

... (ll) 

2) het quantengetal n kan slechts positieve waarden vanaf 1 
tot oneindig doorloopen; 

3) wanneer n oneindig wordt, nadert a tot een eindige grens
waarde (in casu: 0). 

') Statistische problemen in verband met de quantentheorie zijn behandeld 
door PLANCK, E11RENFES'f, Ersn1N en vele anderen. - Met betrekking tot de 
roteerende systemen, speciaal het model van het H 2 -molekuul, zij hier slechts 
vermeld: P. E11RENFES'r, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 15, p. 451, 1913 en P. S. 
EPS'fE!N1 idem, 18, p. 398, 1916. 

(Vergelijk over het laatste ook noot 1) aan het slot van § 29). 
2) K. J<'. HERZFELU, Ann. d. Phys. 51, p. 261, 1916. 
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1) Ter vereenvomliging zal vooreerst worden afgezien van de 
ontaarding en zal worden gerekend alsof het probleem slechts 
1 graad van vrijheid bezit (gerepresenteerd door P1 en 01). 

Dan volgt uit 3) dat: 
n=oo 

Z= L,e-"/kT divergeert. 
n=l 

Men kan hier dus niet de statistische formules van § 41 
toepassen. 

Om een konvergente funktie Z te verkrijgen zou men een 
gewiehtsfunktie r (n) kunnen invoeren, zoodat: 

oo "(n) 

Z·•· ""' r ( ) - ; r (III) ··· = ,,,,:;,_, n .e c •••••••••• 
l 

eindig is 1 ). 

In aansluiting aan het. artikel van HERZFELD zal hier ge
nomen worden: 

I'(n)= / 1 
0 

(1 ~ n ~s) j 

1 
. ........ (IV) 

(n >s) 
waar s een gegeven getal is. 
Dan is: 

s "(n) s 64000 

Z*=L,e-k'l'=L,10 n''I' 2) ...... (V) 
l l 

De waarschijnlijkheid "a posteriori" of verdeelingsfunktie rJJ 
(cf. bl. 251, form. 8) is: 

J fü()()() 
rJ, = 10 n'T 

Z*' 
(n ~ 11) .•.•..••. (VI) 

De zoo verkregen toestandsverdeeling bezit o.a. de V(?lgenchl 
eigenaardigheden : 

s 

L-'''(n) 
a) 2 

rJ, (l) < ( s - 1) e 
48000 

dus: < (s - 1) 10- - T-

1
) Bij invoering van een g!)wichtsfunktie r kan men met de hier gedefinieerde 

funktie Z* evenzoo rekenen als vroeger met de funktie Z (zie boven § 41, B, 
en: M. PLANCK, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 17, p. 444, 1915). - Zal het e1t
semble voldoen aan de tweede hoofd1cet, dan moet de ge1richtsfunktie aan bepaalde 
eischen gehoo,·zamen, welke door E11RENFES'f geformulee,Yl zijn (Phys. Zeitschr. 15, 
p. 657, 1914). 

Zie hierover het slot van deze §. 
2

) De getallenwaarde is overgenomen van HERZFELU, l.c. p. 26~. 
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Voor niet to groote waarden van s on T is <leze verhouding 
zeer klein, zoodat praktisch allo elektronen zich op de binnenste 
baan (n = 1) bewegen 1). 

b) De soortelijke warmte is bij lage temperaturen nul, neemt 
dan toe tot een maximumwaarde, en neemt voor hoogere tempera
tiiren weer tot nul af 2). 

II) Wil men in aanmerking nemen dat de beweging 3 graden 
van vrijheid heeft doch ontaard is, dan kan men in aansluiting 
aan bl. 259 als gewichtsfunktie invoeren b.v. 

/(n+lf-1 
r (n) = O ll~n~sl: 

l n>s I 
... (VII) 

Het algemeene karakter van de toestandsverdeeling bij niet 
te hooge temperaturen verandert hierdoor niet. 

111) HERZFELD zelf voert niet in een bovenste grens voor n 
- wat neer zou komen op een m~ximumwaarde voor de groote 
as van de baan - maar een grens,raarde R0 voor den afstand 
elektron-kern 3). 

De aphelium-afstand elektron-kern is: 

Men kan 3 groepen van banen onderscheiden: 
('l'er hekorting der notatie wordt geschreven: 

3'2 h2 R- . 
o- 4 rr2 m eZ' 

P2 = n_gh ; 
2 rr 

Il :; h, 
Ps = ... (lX) 

2 rr 

waann s, nz, n3 niet geheel behoeven te z~jn). 
A) n2~s2/2. 
Deze banen liggen alle binnen een bol met straal R0 , onaf

hankelijk van de grootte der excentriciteit. 
B) s2/2 < n2 ~ s2. 
De banen liggen slechts dan binnen den bol, zoo de excen

triciteit niet te groot is: m.a.w. zoo: 

n~ ~ 2 s"2 - s4/n'2 ............ (.X) 

1) Zie HERZFELD, l.c. p. 269 - 271. 
1) HERZFELn, l.c. p. 272-275. 
3) HERtFELD, l.c. p. 261, vgl. 
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C) n2 >s2. 
Alle banen snijden den bol. 
De vraag is nu: hoe moet in dit geval <lo gewichtsfunktie /' 

gekozen worden? 
In aansluiting aan het voorgaande (bl. 256-258) zou men 

kunnen nagaan hoeveel verschillende geheele ,vaarden van n8 en 
n3 mogelijk zijn b~i een gegeven waarde van n, en rlaarnaar de 
gewichten kunnen verdeclen. 

A) 
B) 

1\1011 komt rlan tot: 

r (n) = (n + ] )2 _ ] 

r (n) = (n + 1)2 - (11*)2 
(Xla) 

(XIh) 

waar: n* =-= n* (n) de Nein.~te geheelc waar<le van n2 is, rlio aan 
vergelijking (X) voldoet 1). 

0) r ( n) = O Z) . . . . • . . . . . . . • . • ( XIc) 

HERZl•'ELD zelf kiest een andere gewichtsfunktie 3). 
Aan welke gewichtsfunktie men bij dit probleem <lc voor

keur moet geven, valt moeilijk te zeggen; hoogst waarschijnlijk 
zal men later de middelen vinden, nooclig om rlezo problemen 
op te lossen. 

Op de statistika cler hyperbolischf banen, en de theorie van 
de dissociatie van waterstof-atomen welke HER.ZFELn geeft 4), 
zal hier niet worden ingegaan. 

Echter moeten nog eenige woorden gezegd worden over <le 
vraag of de besproken toestandsverdeelingen voldoen aan de 
tweede hoofd wet. 

1) Steeds is: é· ~ 1 ( cf. bi. 259, noot 1 ) . ) 

1) f'oorbeeld. 

Zij: s = 10. Dan heeft men: 

n - 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11, enz. 
n*= 1 1 1 1 1 1 1 7 9 10 
I'= 3 8 15 24 35 48 63 32 19 21 O, enz. 

3 ) liERZFELD, l.c. p. 268. 
Men vergelijke ook: A. SomIERFELD, Sitz. Ber. Münch. Akad. 1917, p.183, vgl. 
(SültMER~'ELD bespreekt verschillende methoden om tot een "ewichtsfunktie 

te komen). 
0 

4) HERZFE1.u, l.c. 
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Ter vereenvoudiging wil ik me beperken tot het boven onder 
l) (bl. 261) besproken probleem. 

In de gebruikte gewichtsfunktie (IV), en dus ook in de ver
kregen verdeelingsfunktie rJi, komt een parameter s voor, de 
bovenste grens voor het quantengetal n. In plaats van s kan 
men, zooals reeds gezegd is, een bovenste grens R invoeren voor 
de groote as van de elliptische baan. 

Zal de verkregen toestandsverdeeling voldoen aan de tweede 
hoofdwet, dan moet volgens EnRENFES'l' 1) de gewichtsfunktie 
gehoorzamen aan de betrekking: 

L,e 
n 

rt(n) 

lel' 
0:t) c} s = O ........ (XII) 

of - wat op hetzelfde neerkomt - aan: 

n'i: 0 r(n) os= 0 2) ......... (XII*) 
n=A è) S 

Hieraan is niet voldaan; dus schijnt de verkregen toestands
verdeeling niet 111 overeenstemming te wezen met de tweede 
hoofdwet. 

Men zou dit op twee verschillende wijzen 111 orde kunnen 
brengen: 

a) Men zou kunnen aannemen dat bij geen enkel proces dat 
met een verzameling van waterstof-atomen wordt uitgevoerd, <le 
grootheid s ( of R) verandert. s verliest dan het karakter van 
een parameter, en (XII) en (XII*) vervallen. 

Dit lijkt me echter in strijd te zijn met de opvatting van 
HERZFELD: HERZFELD denkt zich de maximumwaarde voor de 
grootte der banen een gevolg te zijn van de botsingen der 
atomen; volgens hem moet R (of R0) van de orde van grootte 
van de middelbare vrije weglengte zijn 3). Dan zou R en dus 
s veranderen met de dichtheid van het gas. 

b) Men zou de funktie vom· de energie zoo kunnen wijzigen, 
dat voor n > s de energie oneindig groot wordt, zoodat reeds 

•) P. EnRENFEST, Phys. Zeitschr. 15, p. 657, vgl., 1914. 
2) P. E11RENFEST, l.c. p. 660. 
3) K. F. Hrnzn:1.0, l.c. p. 2ïl. 
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zonder dat men een extra gewichtsfunktie inyoert: 

en 

Liin e - "/kl' = 0 is, 
11, :..: f. 

,,o "(n) 

Z= L, e- kl' kollvergeert. 
1 

2G5 

.Men is clan nog volkomen vrij in de manier waarop men deze 
wijziging wil aanbrengen en hoc men s b.v. van het volume 
van het gas zal laten afhangen : steeds zal vol<laan zijn aan de 
tweede hoofdwet daar er nu geen van ~ afhankel~jke gewichts
funktie meer is. 

Zoodra men de parameter s in de energie-formule brengt, 
zal het ensemble een "kracht" in de richting van deze parameter 
uitoefenen (zie bl. 252, formule (IV)). Indien s een funktie is van 
het volume van het gas zou dit een bijdrage geven in de dnû· l). 

I J Het probleem vertoont groote analogie met het probleem van cle druk in 
de klassieke kinetische gastheorie. Schrijft men bij de berekening van de 
toestandsverdeeling aan de molekulen eenvoudig voor dat ze alle binnen een 
volume V moeten liggen - voert men dit dus in als een "gewichtsfunktie" -
dan geeft de aan (l V), bl. 2f>2, analoge formule 11iet de druk van het gas tegen 
de wanden van het volume, en de afleiding van formule (14) voor de tweede 
hoofdwet geldt niet meer (in de klassieke theorie verloopt de afleiding hiervan 
op dezelfde wtjze ale in S 41, Il, 1). Voert men evenwel een potentieele energie 
van de molekulen in welke oneindig groot wordt, zoodra de molekulen buiten f' 
zouden komen, dan hoeft men geen extra gewichtsfunktie in te voeren : de op 
de gewone wtjze verkregen toestandsverdeeling levert vanzelf dat alle moleku Jen 
binnen r liggen, terwtjl men de druk van het gas volgens formule (IV ) van 
b !. :2.-,:2 kan berekenen. 



~TELLING EN. 

I. 

Indien een mechanisch systeem, waarvan de b,ewegingsver
gelijkingen t niet expliciet bevatten, oplossingen heeft van zoo
<lanigen vorm dat de koordinaten kunnen worden uitgedrukt 
als periodieke funk ties van m hoek variabelen Qi = wi t + E;, 

<1an kan het aantal cler grondfrequenties (d.z. de frequenties 
tw,schen welke geen rationale betrekkingen bestaan) niet grooter 
zijn dan het aanlal der vrijheidsgraden van het s.,·steem. 

TI. 

Men kan voor een mechanisch systeem, waarvan de oplossing 
uitgedrukt kan worden met behulp van periodieke funkties van 
m hoekvariabelen, steeds op eenduidige wijze zooveel quanten
voorwaarden aangeven als er grondfrequenties bestaan. 

Door deze quantenvoorwaarden is de grootte van de energie 
van het systeem bepaald. 

Zie in verband hiermee: Dissertatie, ~ J 1 en 12. 

nr. 

Voor een vrij mechanisch systeem (d.w.z. een systeem waarop 
geen uitwendige krachten werken) is het aantal der grond
frequenties minstens vier kleiner dan het aantal der vrijheids
graden. 

Zie: Dissertafü, § lG, a). 
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IY. 

De onderstelling van Erwrnrn dat ontaardingsgevallen in 
strengen zin niet voorkomen, heeft groote waarschijnlijkheid ; 
ze neemt vrijwel allo moeilijkheden weg die anders aan <lr 
hrhanclcling der ontaarde systemen verbonden zijn. 

P. R. EPsn:IN, Ann. d. Phys. 51, p. l 82, l !HG. 
Zie: Dissertatie, bl. 241, noot ' ). 

v. 

Bij de statistische behandeling van een verzameling van 
systemen 8 wier bewegingen door quantenvoorwaarden zijn ge· 
bonde11, moet men zoo de systemen zich als ontaard voordoen, 
aan elken door <le quantengetallc:11 hepaalLlen bewegingstoestand 
van een systeem !i een gewielit r Loekennen, waar r gelijk is 
aan het aantal verschillende quantenbewegingen van een niet
ontaard S)'Steem 8*, welke samenvallen in den beschouwden be
wegingstoestand van S, wanneer S* kontinu in S ontaai·dt. 

Dit aantal F is onaf hanlcelijk van de aard van het systeem S*, 
wn.armee men S vergelijkt, zoo slechts S als ontaarding van 1",'* 

h0srhouwd kan worden. 

Zie in verband met het eerste deel van deze stelling: Dissertatie, 
bl. 256-259; N. Bo1m, On the Qnantnm Theory of Li11r

Spectra I, p. 26. 

Vl. 

Ilet is waars('hijnlijk dat cle oplossing van de kwestie omtrent do 
instabiliteit van de bewegingen in de atoommodellen van Bol-IR 
daarin gezocht moet worden, dat willekeurig kleine storingen 
van een beweging welke bij gegeven omstandigheden aan <le 
quantenvoorwaarden voldoet, niet mogel~jk zijn. 

Zie in verband hiermee: Dissertatie, § 26, Noot TT, Pn ~ 3ii, 

opmerking 5). 

YII. 

Bij de berekeningen over modellen van atomen en molekulen 
levert het veel gemak op een stelsel van eenheden te O'ebruiken 1-, 

1, 

' 1 

11 

r, 

11 

11 

11 

1 ' 

,, 

ii 

dat als YolgL go<lolinieonl wonlL: 

eenheid van lengte: hZ/4 n'2 m e'J; 
eenheid van massa: m 
eenheid van tijd: h3/8 n3 m e4. 

(m = massa van het elektron; 
e = lading van het elektron m E.8.E.; 
h = konstante van PLA:S<'K.) 

Deze eenheden zijn ontleend aan <le afmetingeu van het 
waterstof-atoom in den normalen toestand (volgens het model 
van Bo1rn). 

iie: Dissertatie, bL 167. 

VIII. 

De quantengetallen welke SomrnRFELI> mot behulp van zijn 
dispersietheorie afleidt voor de elektronen in de hoofdring bij 
02, N2, en NO, kunnen verklaard worden door aan te nemen 
dat alleen het moment van de geheele ring gequantiseercl moet 
worden, en niet cls1t van elk elektron afzonderlijk. 

Zie: Dissertatie, bl. :.!:l5. 

IX. 

De hooge frequenties van cle spektmallijneu der .J-reeks, welke 
door BARKLA gevonden ziju, kunnen niet verklaard worden met 
het atoommodel van BonR, tenzij men aanneemt dat er be
wegingstoestanden mogelijk zijn waarbij een ring van s elek
tronen rninder dan s quanta bezit. 

Zie: C. G-. BARKLA & MAHU. P. WJJ1n,:, Phil. Mag. 34, p. 270, 1917. 

x. 

. Bij zeer lage t~mperaturen is de energie-inhoud van de straling 
m een leege rmmte van gegeven grootte niet meer evenredig 
met de vierde macht van de absolute temperatuur; ze nadert 

1 

i 

1 

1 

1 

' 
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dan exponentieel luL nul volgens een J'orn1ule Yan <len vurrn: 

Hetzelfde geldt voor de energie van een vast liehaam op grond 
der theorie van D.1<~B1JK 

XJ. 

De formule welke door ÛLA Y is gegeven voor de herleiding 
der weerstanden van platina-draden op elkacn: 

.i w = C (0,0039164 t - 0,0000009427 t2) 

kan niet sLeeds worden toegepast. 

J. CLAY, Jahrb. Rad. u . .l!.:lektr. Xll, p. :261, 1915. 
,',ie: P. G. CATII , il. K,1111m1 . 1N«11 ÜNNE S en J . .lll. BL 11u,Ut ~, Vers!. 

.A.kad .. \ mst . .x..x. V 1, p. 6%, rn 17. 

Xll. 

Het mechanisme dat J. J. THO~ISON voorstelt ter verklaring 
van het geleidingsvermogen van metalen voor elektriciteit en 
in 'L bizonder Ler verklaring van den 8t1prageleide1llle11 toestand, 
maakt niet duidelijk hoc de elektrisehe weerBLaml een verlies 
van energie teweegbrengt, en is moeilijk Le vereenigen met het 
beeld dat men zieh vormt van <le sLrukLuur ,der vaste lichamen 
op grond van het atoom model van H eTUElWOlrn-Bmm. 

Zie: J. J. T1JO)ISON, l'hil. )lag. 30, p. 1U2, Hll5. 

XUJ. 

r' De formule Q = C-
1
~ cp welke JEAN Dcm1~F in een artikel: 

"Action cl'un corp8 éleeLriBé 8lU une nélmleuBe" opgeeft voor 
de krachtlijnen van het door dit lichaam opgewekte veld, is 
onjuist. 

De loop der krachtl\jnen op een bepaald oogenblik is gegeven 
door de vergelijkingen : 

z = Z + 01 e - q_/k !.! = 02 e - q /k 

heselwu wL men (zooab <ie sd1 rijvor se hij n L Lo \\'illen docu) lle 
impuls van <le kraehten, in de onderstelling <lat het liehaam 
met zeer groote snelheid in een rechte lijn door de nevel heen 
vliegt, dan zijn de vergelijkingen: 

z = willekettrig 

(Uubruikt zijn cilinderkoordinaten, met de UB langs <ic baan van 
hel liehaam; Z is de plaats van het lichaam op de as; k is een be
paald verhoudingsgetal, afhankelijk van massa, elektrische lading 
en snelheid van het lichaam). 

Zie : JEAN Dunrn1 ··, Bull. de la Soc. Astron. de France 31, 
p. 28\), 1!!17. 

XIV. 

flcL theorema van M1.:s K.OW::iKl daL de omtrek der orthogonale 
prujekLie (de "omvang") van een liehaam van konstante dikte 
onafhankelijk is van den stand van het lichaam, kan zeer ge
makkelijk meetkundig bewezen worden met behulp van de 
eigenschappen der krommen van konstante breedte. 

Zie: H. Mrn1,owsi;1, Gesammelte Abhandlungen ll. 
F. SrntLLJ!<U, Zeitschr. f. Math. u . .Phys. 63, p. 67, 1914. 

XV. 

illen kan de naderende breuken van de ketLingbreuk-onLwik
keling der wortels van de vergelijking: 

a .r~ + ~ b .r + c = 0 

waar . a, b, c rationale getallen zijn, vinden door een meet
kundige konstruktie, met passer en lineaal uitvoerbaar. 

Zie in verband hiermee: G-. HmuiERT, Sur les fractions continues 
ordi naires, J ourn. d. Math. .Pures et Appliq uées (V 11) 2, 
p. 104, 1916. 

X\ ' I. 

Het heeft geen zrn te spreken van een meerdere of mindere 
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mate van "geordendheid'' of van een grooLere uf kleinero "waar
sel1ij11lijkheicl" van den toestand waarin de wereld verkeert. 

Zie voor de invoering van dit begrip: Prof. P11. KoHNSTAmr, 
W arrnteleer, p. 225, en Ontwikkeling en onttroning van het 
begrip natuurwet, p. 50. 

XVII. 

Het is niet goed in zijn meeningen toegeeflijkheid te betuigen 
jegens andersdenkenden. 

• 






