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ffigïisKj!

mmmSksgsas^

^S*pv«1

f ELK f  lil HIK.mu C :
11111

ölgfĉ ïk̂
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I N L E I D I N G .

I.

Een zeer eenvoudige proef is het punt van uitgang voor

de volgende beschouwingen. Wanneer een ligt voorwerp in
de nabijheid van een stemvork is opgehangen, dan zal deze
laatste, in trilling gebragt zijnde, dat voorwerp aantrekken.
Hoewel deze proef eerst in den allerlaatsten tijd de aan
dacht eenigzins getrokken heeft, is zij niet zoo geheel nieuw;

zij is het eerst genomen door Dr. Guyot, die haar in 1835
in een werk over luchtbeweging beschreven heeft. Na een

reeks van gewaagde hypothesen, door hem in zijn “Élé-
ments de physique générale” uitgesproken, was hij tot de
slotsom gekomen, dat weegbare materie in trillende bewe
ging, het medium, waarin zij zich bevindt, verdunt, dat
medium moge een gas of de aether zijn; op dit begin
sel steunende, hoopte hij de verschijnselen der algemeene

aantrekkingskracht en de cohaesie te verklaren door een
verdunning van den aether ten gevolge van moleculaire tril
lingen. Guyot twijfelde niet of trillende ligchamen moesten
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ook een verdunning van de omringende dampkringslucht te

weeg brengen, waardoor voorwerpen, in de nabijheid ge

plaatst, als bet ware naar die ligchamen heengezogen zou

den worden.
Hij nam de proef met een stemvork, maar aanvankelijk

zonder den gewenscbten uitslag. Zoo vast was hij evenwel

van de noodzakelijkheid van het verschijnsel overtuigd, dat

zes maanden van vruchteloos zoeken hem niet ontmoedig
den, en, volgens zijn zeggen, slechts de dood een einde

aan zijn nasporingen zou hebben kunnen maken.
Of de vastheid dezer overtuiging door de deugdelijkheid

harer gronden gewettigd was, laten wij in het midden. Zeker

is het, dat in het eind de uitkomst Guyot’s ijver bekroonde.
Het gelukte hem de aantrekking van de stemvork op een

zeer ligte stof (merg van de zonnebloem) aan te toonen,
eenmaal meester van het feit zijnde, kostte het hem niet

veel moeite de proef op allerlei wijzen en met verschillende
zelfstandigheden te herhalen, totdat de aantrekking van de
stemvork even tastbaar gemaakt was als die van den mag

neet. En niet alleen de stemvork vertoonde die eigenschap,
maar trillende staven, klokken, snaren en platen deden het

evenzeer. Guyot merkte nog op, dat bij deze laatsten de
aantrekking zich niet vertoont in de nabijheid van de knoo-
pen, en het sterkst daar, waar de beweging het sterkst is.
Uit al deze proeven maakte hij de gevolgtrekking, dat de
trillingen van vaste ligchamen de veerkrachtige media, waarin
zij zich bevinden, in hun nabijheid verdunnen en daardoor
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hun drukking verminderen, terwijl die verdunning kleiner
wordt naarmate de afstand tot het trillend oppervlak grooter
wordt.

De proeven van Guyot zijn, met zijne speculatieve be
schouwingen waaronder hij ze begraven had, in het ver
geetboek geraakt; zelfs een nieuwe mededeeling, door hem

daarover in 1861 in de “Presse scientifiqne” geplaatst, schijnt
onopgemerkt gebleven te zijn, totdat Prof. Guthrie er on
langs de aandacht op vestigde. Deze laatste had de ver
handeling van Guyot eerst leeren kennen nadat hij zelf

de aantrekkingsverschijnselen hij trillende stemvorken, zoo-
als hij meende voor het eerst, gezien had, terwijl bijna
gelijktijdig en onafhankelijk van hem Schellbach zich met

dergelijke onderzoekingen bezig hield. Opmerking verdient
het dat Guthrie en Schellbach, zoowel als Guyot, op de
mogelijkheid wijzen dat een juiste verklaring van het be
sproken feit eenmaal de sleutel kan worden tot de ver

klaring van de overige bekende aantrekkingsverschijnselen,
bij welke dan de aethertrillingen dezelfde rol zouden spelen
als de luchttrillingen bij de aantrekking van stemvorken.

Voorbarig en onwetenschappelijk zou het zijn, zich door
deze verwachting te veel te laten meêslepen en er nu reeds
hypothesen op te bouwen; maar zeer natuurlijk is het dat

die gedachte zich moest opdringen bij het zien van een
verschijnsel, waarbij periodische beweging en aantrekking
zich in zulk een onmiddellijk verband vertoonen.

Een groot deel toch der natuurkundige wetenschap wordt
1 * -
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tegenwoordig door de studie der periodische bewegingen be-

heerscht, en zoo de verschijnselen die binnen dat gebied

vallen al niet een volledige verklaring gevonden hebben,

zoo is toch de weg tot die verklaring gebaand. Aan den
anderen kant bieden de verschijnselen der algemeene aan
trekkingskracht en de elektrische aantrekking tot nog toe

aan iedere poging tot verklaring weêrstand; en toch wijst
de wet van het behoud van arbeidsvermogen, door de er

varing van iederen dag gesteund, telkens op een nauwe
betrekking tusschen de eerste en de laatste klasse van ver
schijnselen. Geen wonder dus, dat de ontdekking van het

genoemde feit eenigermate de hoop deed ontstaan, dat het

wat licht zou werpen op de nog zoo raadselachtige aan-
trekkingsverschijnselen. Deze en dergelijke gevolgtrekkingen,

zoolang zij nog niet den geringsten steun van de ervanng
verkregen hebben, latende voor hetgeen zij zijn, kan men
toch niet ontkennen, dat het feit zelf merkwaardig genoeg

is om er bij stil te staan en er een verklaring voor te
zoeken. Vreemd genoeg, hebben nog weinigen zich met

dat onderzoek bezig gehouden.
In het Aprilnummer 1871 van het ‘‘Philosophical maga

zine” komt een artikel voor van Prof. Challis: “On ap
proach caused by vibrations of the air,” waarin hij in zeer

algemeene trekken uit de grondbeginselen der hydrodynamika

het verschijnsel van de aantrekking der stemvorken ver

klaart. Die verklaring kwam mij bij de lezing zoo aannemelijk

voor, dat ik besloot haar eenigzins nader uit te werken.
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Alvorens daartoe over te gaan, is het noodig een over-
zigt te geven van de proeven, door Guthrie en Schellbach
genomen, en daarna van de wiskundige theorie van de be

weging der gassen, daar zich de beschouwingen van Chal-

lis onmiddellijk daaraan aansluiten.

Het vermogen van een trillende stemvork om ligte voor

werpen aan te trekken, was niet het eerste verschijnsel,
tot de klasse der hier besprokene behoorende, dat Schell
bach opmerkte; zijn opmerkzaamheid werd het eerst getrok

ken door het volgende: De vlam eener stearinekaars was
bijna in aanraking gebragt met een horizontaal bevestigde
stemvork van 256 trillingen; zoodra de vork in trilling ge
bragt was, werd de vlam zeer kennelijk afgestooten zoo

lang als de vork trilde. Als de vlam onder de vork ge
plaatst was, werd zij naar beneden gedrukt en tot een
schijf uitgespreid. Een kaarsvlam aan den mond van een
met een stemvork voorzienen klankbodem werd sterk en

aanhoudend afgestooten zoolang als de vork geluid gaf; bij
zeer hevige trilling van de vork werd de vlam uitgebluscht.
Een gasvlam van een centimeter lengte, gevoed door een

nauwe glazen huis, splitste zich in twee tongen, wanneer
zij voor de opening van den klankbodem geplaatst was. De

rook van een smeulende kaars werd evenzeer afgestooten.
Deze proeven werden door Schellbach op verschillende

wijzen herhaald; wij zullen ze evenwel voorloopig laten rus-
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ten, daar de omstandigheden hier veel ingewikkelder zijn

dan in gevallen, waar de luchttrillingen oorzaak zijn dat

vaste ligchamen zich in een bepaalde rigting bewegen. Deze
laatsten worden door een trillend voorwerp steeds aange
trokken, zooals Schellbach ook aantoonde; vlierpitballen,

aan draden opgehangen, werden zoowel door stemvorken

als door trillende platen aangetrokken. De boven reeds ge
noemde klankbodem trok metalen plaatjes en hollen, zelfs

tot een gewigt van 120 gram en op een afstand van acht

centimeters, duidelijk aan.
Een glazen huis, 64 centimeters lang, werd horizontaal

bevestigd. Als nu een stemvork van 512 trillingen (de over

eenkomstige golflengte was dus nagenoeg gelijk aan de
lengte der buis) aan het eene uiteinde der buis in trilling
gebragt werd, werd een ligte glazen hol of een schijfje aan

het andere uiteinde sterk aangetrokken. De schijfjes en bol
len, waarmede de proeven genomen werden, waren aan het

einde van een ongeveer twee decimeters lange koperen naald
vastgemaakt; deze naald was in het midden van een agaten
hoedje voorzien en even als een magneetnaald om een hori

zontale as draaibaar gemaakt. Een gewone kleine magneet

naald, die aan de eene pool een schijfje papier van 4 cen

timeters middellijn draagt, wordt duidelijk door een tril
lende stemvork aangetrokken op een afstand van meer dan

een decimeter. — De volgende proef van Schellbach is merk

waardig , omdat zij, naar ik meen, geheel analoog is aan
een van de voornaamste proeven van Guthrie en beiden zich
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gemakkelijk door de theorie van Challis laten verklaren:

Twee dunne glazen platen, 2 decim. lang en 15 centim.
breed, waren op twee blokjes vastgemaakt en in het zelfde

vertikale vlak gebragt, zoodat er een vertikale spleet van

15 millim. breedte tusschen beiden open bleef. Op een af
stand van een decimeter van de glazen platen was de

boven gebruikte klankbodem geplaatst, met het vlak van
zijn opening evenwijdig aan de platen. Werd nu een stukje
kaartpapier tusschen den klankbodem en de spleet gebragt,

en wel in de onmiddellijke nabijheid van de laatste, van
5 tot 8 millim. er van verwijderd, dan werd dat stukje pa
pier, nadat de stemvork in trilling was gebragt, niet tot
den klankbodem aangetrokken, maar er van afgestooten

en dus tegen de spleet aangedrukt. Was het stukje papier
aan den van de stemvork afgekeerden kant van de spleet
opgehangen, dan werd het, zooals in het gewone geval,
aangetrokken. In beide gevallen dus beweegt het papier
zich naar de spleet toe.

Schellbach heeft tot nu toe geen nieuwe onderzoekingen
bekend gemaakt.

Guthrie heeft zijn proeven, op ons onderwerp betrekking
hebbende, beschreven in de “Proceedings of the Royal So
ciety of London” (vol. X IX ), en er later een meer syste

matisch geordend verslag van gegeven in het “Philosophical
Magazine” Nov. 1870.

Hij stelde zich, ter verklaring van de door hem gedane

waarneming van het aantrekkend vermogen eener stemvork,
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het volgende ten doel: experimenteel vast te stellen, of lucht-

stroomingen dan wel verschillen in de digtheid van de de
stemvork omringende lucht die aantrekking veroorzaakten.

Dat het eerste mogelijk is bewijst de bekende proef van

Clément, bij welke twee evenwijdige schijven tot elkander

gedreven worden door een aanhoudenden luchtstroom, die
van de gemeenschappelijke as naar den omtrek gaat, en

even zoo het door Savart en Faraday bestudeerde verschijn

sel, dat een zeer ligt en fijn poeder, op een trillende plaat

gestrooid, zich niet op de knooplijnen ophoopt, maar op de
punten waar de beweging het sterkst is. Volgens de alge

meen aangenomen verklaring van Faraday is dit toe te
schrijven aan kleine wervelwinden, die door de trilling van

de plaat ontstaan; het ligte poeder kan niet uit die kleine
cyklonen ontsnappen, hoewel zwaardere korrels er gemak
kelijk door heen gedreven worden. Met het oog op deze

beide feiten wilde Guthrie onderzoeken, of door de trillingen
van de stemvork, hetzij permanente voortgaande (niet in

zich zelven geslotene) luchtstroomingen of cyclonen ontstaan,
en , zoo een van deze beide vooronderstellingen mogt blijken

waar te zijn, of die stroomingen dan in staat zijn om de

waargenomen aantrekking te weeg te brengen. De proeven

door Guthrie genomen om het eerste punt uit te maken, en
waaruit hij besluit tot de afwezigheid van een aanhouden
den niet in zich zelf terugkeerenden luchtstroom, komen

mij voor niet zeer afdoende te zijn, hetgeen toe te schrijven

is aan zijn onbekendheid met het feit, dat massa s van ge-



9

ringere densiteit dan de dampkringslucht in sommige geval
len door de trillende stemvork worden afgestooten, zooals

uit de proeven van Schellbach blijkt. Hij brengt namelijk

een opstijgend rookzuiltje zeer digt in de nabijheid van een
stemvork, en als dit even rustig blijft opstijgen nadat de

vork in trilling is gebragt, maakt hij daaruit de gezegde
gevolgtrekking op. Ware de proef anders uitgevallen en de

rookkolom afgestooten geworden, zooals Schellbach dit onder
dergelijke omstandigheden waarnam, dan zou dat hem nog
niet het regt gegeven hebben om tot het bestaan van een

luchtstroom te besluiten, evenmin als men uit het feit dat
een stukje papier door de trillende vork wordt aangetrok

ken, zonder meer, mag opmaken dat er een luchtstroom naar
de vork toegaat. Hiermede vervalt dus, zooals ik meen, de

bewijskracht der proef. De tweede proef, met hetzelfde
doel gedaan, zouden wij met stilzwijgen kunnen voorbijgaan,
daar zij niet veel van de eerste verschilt en aan hetzelfde

euvel mank gaat. De invloed van een trillende stemvork
wordt bij haar wederom beproefd op rook, die ditmaal niet

in een zuil opstijgt, maar in een horizontale buis besloten
is; de buis heeft het eene, geheel geopende, einde naar de

vork toegekeerd; het andere uiteinde loopt in een nauwer
huisje uit. Ook hier is het resultaat weder negatief. Bij een

derde proef wordt dezelfde buis gebruikt, met deze wijzi
ging, dat het nauwere buisje vervangen is door een vlakke

zeepblaas, die het van de stemvork afgekeerde einde der
buis sluit; deze wordt door de trillingen van de vork niet
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bol gemaakt, waaruit dan wederom door Guthrie wordt be

sloten tot het niet aanwezig zijn van luchtstroomingen. Maar

daar verschillen in de drukking der lucht buiten en binnen

de buis op de blaas denzelfden invloed zouden kunnen heb
ben als luchtstroomingen, of de werking van deze laatsten,

zoo zij er mogten zijn, zouden kunnen opheffen, bewijst

deze proef even weinig als de vorigen. Dat evenwel de aan-
trekkingsverschijnselcn niet het gevolg kunnen zijn van voort

gaande luchtstroomen, blijkt 'uit de proeven van Schellbach
met de van een klankbodem voorziene stemvork. Een blaadje

papier voor den mond van dien klankbodem gehangen,

wordt altijd aangetrokken, voor welk punt van de opening

het zich ook moge bevinden. Was nu die aantrekking het
gevolg van luchtstroomen, dan zou hieruit volgen dat overal
lucht uit den klankbodem stroomde, en nergens naar binnen,

of omgekeerd; wat ongerijmd is.
Het tweede punt dat Guthrie wenschte uit te maken, n. 1.

of in de nabijheid van de trillende stemvork cyklonen ontstaan,
behoefde niet opzettelijk onderzocht te worden, daar Faraday

op deze vraag reeds het bevestigend antwoord gegeven had,
toen hij zocht naar de oorzaak van de internodale ophoopingen

van fijn poeder op trillende platen, en bij die gelegenheid
ook met stemvorken en poeders proeven deed. Evenwel

bleef het onuitgemaakt of die cyklonen zich tot zulke be
trekkelijk groote afstanden van de stemvork uitstrekken als
waarop zich de aantrekkingsverschijnselen nog duidelijk

vertoonen; daarenboven was het zeer mogelijk dat die
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wervelwinden gewijzigd werden wanneer zij ontstonden in

de onmiddellijke nabijheid van een vast ligchaam; en daar
de aantrekking op een vast ligchaam in de nabijheid van
de stemvork wordt uitgeoefend, vond Guthrie proeven in
die rigting noodzakelijk.

Te dien einde bediende hij zich van een zeer ligt poeder

(carbonas magnesii), dat hij op een gladde oppervlakte
strooide, en op verschillende wijzen aan den invloed van
een trillende stemvork onderwierp. Hij ging uit van de
vooronderstelling, dat de wijze waarop het poeder zich on

der dien invloed zal schikken van twee omstandigheden
afhangt: ten eerste van de cyklonen aan de oppervlakte
van de stemvork, en in de tweede plaats van de ligging

der knooplijnen van de plaat, die door inductie meêtrilt.
Om van de laatsten onafhankelijk te zijn strooide hij bij
zijn eerste proeven het poeder op een aanbeeld met een
gladde oppervlakte; maar toen het bleek dat het poeder

zich daarop eveneens schikte als op een glasplaat, gebruikte
hij verder de laatste. De stemvork werd nu in trilling ge-

bragt en daarna in verschillende standen tot de plaat ge
naderd; het bleek, dat zij in al die standen tot op zeer

weinig millimeters boven de plaat naderen moest om het
poeder in beweging te brengen; als die beweging tot stand
kwam, was zij van dien aard dat zij zich niet anders als
door wervelstroomingen liet verklaren. Hieruit trok Guthrie

het besluit, dat de cyklonen slechts in de onmiddellijke nabij
heid van de stemvork ontstaan, en dus niet de oorzaak kun-
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nen zijn van de aantrekkingsverschijnselen door deze te weeg
gebragt, daar die zich op veel grooter afstand openbaren.

Er blijft dus niets anders over, dan aan te nemen dat
door de trillingen van de stemvork veranderingen in de
gemiddelde drukking der lucht worden te weeg gebragt,
die, van punt tot punt verschillende, de waargenomen be
wegingen van vaste ligchamen ten gevolge hebben.

Dat die wijziging van de gemiddelde drukking werkelijk
door de aangewezen oorzaak kan plaats hebben, toont

Guthrie door een zeer fraaije proef aan.
Een stemvork was op haar klankbodem vertikaal beves

tigd; een van haar tanden was in een glazen buis van Ader
decimeter lengte en vier centimeter inwendigen diameter in -
gesloten; het onderste uiteinde van de buis was gesloten
met een kurk, waardoor de tand heengestoken was; aan
het andere uiteinde was door middel van een tweede kurk
een dubbelgebogen buis van drie millimeter inwendigen
diameter bevestigd, welker vertikaal naar beneden gebogen
einde in een bakje met water stak. De verschillende ver
bindingen waren met was luchtdigt gemaakt, en, door de
wijde buis een weinig te verwarmen, was er eenige lucht
uitgedreven, zoodat het water in de nauwe buis eemgzins
gestegen was. Zoodra nu de vrije tand werd aangestreken
en daardoor ook de andere in trilling gebragt, daalde het
water in de dunne buis tot drie millimeters toe, en toonde
dus een- vermeerdering van luchtdrukking in het einde van
die buis aan. Die vermeerdering van drukking duurde zoo-
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lang als de vork trilde, en hield plotseling op wanneer de

trillingen gestuit werden, zoodat zij geen gevolg van ver
warming der lucht kon zijn.

Guthrie verklaart zijn proef op de volgende wijze: “De
trillingen van een vast ligchaam in een gasvormig medium
hebben op dit laatste een dergelijke uitwerking als zou te

weeg gebragt worden door een uitzetting van het ligchaam,
n. 1. een verplaatsing van het medium. Indien de lucht
volkomen veêrkrachtig was en geen inertie bezat, zou zulk
een totale verplaatsing niet kunnen plaats grijpen.”

Deze bewering geloof ik niet dat zoo gereedelijk behoeft
te worden toegestemd. Want zij berust op de overweging
dat, wanneer door de een of andere oorzaak de drukking

in een punt van een opgesloten luchtmassa vermeerdert,
die drukking in alle punten van die massa een even groote
vermeerdering heeft moeten ondergaan, daar anders geen

evenwigt mogelijk is. Zulk een vermeerdering van drukking

kan slechts ontstaan door verhooging van temperatuur of

vermindering van volumen. Daar in het hier behandelde
geval de eerste oorzaak vervalt, kan slechts vermindering

van volumen het waargenomen verschijnsel te weeg bren
gen ; en dus moet wel aangenomen worden dat de trillingen
van de stemvork de lucht verplaatsen, evenals zij dit de
deelen van een taaije vloeistof zouden doen. Welke rol
evenwel de onvolkomen inertie hierbij vervult, is mij niet
duidelijk geworden.

De geheele redenering steunt dus op de stelling, dat in



een afgesloten luchtmassa de drukking in alle punten de

zelfde moet zijn. Bij een toestand van rust is hiertegen
niets in te brengen; maar h priori is het niet te beslissen

of ook in een luchtmassa in beweging, en bepaaldelijk in
een beweging waarbij de drukking met den tijd verander
lijk is, de gemiddelde drukking in alle punten dezelfde

zal blijven. Is dat niet bet geval, dan ligt er niets tegen
strijdigs in de voorstelling dat, zelfs bij volkomen elastici

teit en bewegelijkheid, de drukking gedurende de bewe

ging in het eene punt grooter en in een ander kleiner dan
de normale is; dit zou dan de beschreven proef mogelijker

wijze even goed kunnen verklaren, en het vervolg zal doen
zien dat die verklaring door de theorie geheel geregtvaar-

digd wordt. Maar er kan nog een bedenking in het mid.

den gebragt worden tegen de verklaringswijze van Guthrie.

De snelheid waarmede lucht in een vacuum stroomt is on

geveer 400 meter in de secunde; Guthrie beweert dat de
maximumsnelheid van de deelen der stemvork niet bekend

is, zoodat het onmogelijk is uit te maken in hoeverre de

lucht in staat is hun beweging te volgen; maar mij dunkt

dat men veilig mag aannemen dat bij een gewone stem
vork de snelheid der uiteinden nooit in de verte een maxi

mum bereikt van 400 meter of een dat er ook maar eenig-

zins nabij komt, zoodat tengevolge van de traagheid of de
onvolkomen elasticiteit der lucht geen permanente verdun

ning in de nabijheid van de vork behoeft te ontstaan. Maar
zelfs al neemt men aan dat er een verplaatsing geschiedt
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van denzelfden aard als door een uitzetting van het ligchaam
zou te weeg gebragt worden, dan kunnen daardoor nog
geen verschillen in de luchtdrukking van punt tot punt
ontstaan, en deze zijn noodig om bij afwezigheid van stroo-
mingen de aantrekkingsverschijnselen te verklaren.

En al geeft men dit punt toe, dan is er nog een bezwaar
tegen het denkbeeld van Guthrie om de onvolkomene elas
ticiteit en de traagheid der lucht als de oorzaak van een
luchtverdunning in de nabijheid van een trillend ligchaam
aan te nemen, die, steeds minder wordende, zich tot op
eenigen afstand van dat ligchaam zou uitstrekken en zoo
het verschijnsel der aantrekking zou kunnen te weeg bren
gen. Dat bezwaar wordt aan zpn eigen proeven ontleend

en bestaat in de wederkeerigheid van de aantrekking. Die
wederkeerigheid toonde hij aldus aan: De stemvork was
aan het einde van een staaf van een meter lengte vastgemaakt;
aan het andere uiteinde van de staaf was een tegenwigt
bevestigd, en het geheel aan een zijden draad opgehangen.
De vork werd in trilling gebragt, en een stuk kaartpapier

van vijf centimeters in het vierkant digt bij haar gebragt:
de vork naderde steeds het stuk papier; maar tengevolge
van de groote massa van het geheele opgehangen systeem,
was de beweging veel langzamer en minder in het oog
vallend, dan in het geval dat het papier bewegelijk opge
hangen was.

Uit deze proef volgt, dat de aanwezigheid van een lig

chaam, dat de trillingen terugkaatst, invloed uitoefent op
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de verdeeling der luchtdrakking in de nabijheid van de

stemvork, en wel zoo, dat de drukking aan den van bet
ligchaam afgekeerden kant grooter is dan aan den tegen-
overgestelden. Nu kan men zich de werking van zulk een
ligchaam zoo voorstellen, alsof er van ieder punt van zijn
oppervlak nieuwe geluidgolven uitgaan; en wanneer veran

dering in de gemiddelde luchtdrakking een verschijnsel is,
dat noodzakelijk met geluidgolven zamenhangt, dan kun
nen die teruggekaatste golven die verdeeling van de druk

king in de nabijheid van de stemvork in het leven roepen,
en ligt er dus in de wederkeerigheid der aantrekking niets
bevreemdends. Maar daar het ligchaam, dat die terugge
kaatste golven doet ontstaan, zelf onbewegelijk blijft, kan
hier niet gedacht worden aan luchtverdunning door onvol

komen elasticiteit en traagheid der lucht veroorzaakt, en dus

is de wederkeerigheid daaruit niet te verklaren.
Het verdient opmerking dat bij de verklaringswijzen, die

wij tot nog toe aangevoerd hebben, het aantrekkingsver-

schijnsel wordt beschouwd niet als een gevolg van de perio-
dische luchtbeweging zelve, maar als een secundair ver

schijnsel dat door de beweging van een vast ligchaam in de
lucht wordt te weeg gebragt. Zij zouden dus dadelijk blij
ken onjuist te zijn, wanneer het mogelijk was aan te toonen,

dat een centrum van periodische luchtbeweging dat aantrek
kend vermogen bezit, ook dan wanneer geen trillend vast

ligchaam zich in dat centrum bevindt. Om dit te onderzoe

ken , heb ik getracht de volgende proef te nemen. Een stem-
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vork van 256 trillingen werd geplaatst in het brandpunt
van een brandspiegel; tegenover het brandpunt van een twee

den spiegel, die met zijn opening naar die van den eersten

toegekeerd was, en wel zoo dat de assen van beiden te zamen
vielen (de afstand tusschen de beide spiegels bedroeg onge
veer vier meters), bevond zich een blaadje aluminium

van vijf centimeters in het vierkant; dit blaadje was be
vestigd aan het uiteinde van een ongeveer twee deci
meters lang, zeer ligt staafje, dat in het midden een

agaten hoedje droeg, waarmede het op een vertikale as
rustte en waarop het zich gemakkelijk bewegen kon; het

andere uiteinde van het staafje was met een gewigtje be

zwaard om het geheel in evenwigt te houden. Met dit toe

stelletje konden de aantrekkingsverschijnselen op de ge
wone wijze zeer fraai vertoond worden; het was nu zoo ge

plaatst, dat het blaadje loodregt op de as des spiegels

stond en slechts weinige millimeters van het brandpunt
verwijderd was. Indien nu werkelijk een punt waarvan lucht
trillingen uitgaan een aantrekkend vermogen bezit, dan

moest het blaadje aluminium tot het brandpunt van den
spiegel aangetrokken worden, wanneer de stemvork, die
zich in het andere brandpunt bevond, in trilling gebragt

werd. Het bleek al spoedig, dat groote moeijelijkheden aan

het gelukken der proef in den weg staan. Het was n. 1.
wel te verwachten, dat de uitwerking slechts zeer klein

kon zijn, en de waarneming van zeer kleine regelmatige

bewegingen van het blaadje werd bemoeijelijkt door de
2
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groote bewegelijkheid er van, die het zeer gevoelig maakte
voor luchtstroomingen, zoodat het niet tot rust te bren

gen was. De trillingen van de stemvork (die ook hij

directe inwerking op het plaatje dit slechts weinig,
hoewel duidelijk aantrok) bleken dan ook te zwak te

zijn om het verlangde uitwerksel te weeg te brengen.

De stemvork werd toen door een tongenpijp van 256
trillingen vervangen, en niettegenstaande de waarneming

door de voortdurende beweging van het blaadje zeer be

moeijelijkt werd, scheen het toch dat het een streven had

om tot het brandpunt te naderen: wanneer de pijp werd
aangeblazen op een oogenblik dat het blaadje zich naar het

brandpunt toe bewoog, kreeg het plotseling een schok,
waardoor zijn beweging versneld werd. Hoewel ditzelfde

eenige malen door mij en nog twee waarnemers gezien

werd (o. a. door den Heer Logeman, die zoo goed was mij
tot bet nemen der proef in staat te stellen), deel ik dit

resultaat toch zeer onder voorbehoud mede; misschien ge
lukt het later, den lastigen invloed der luchtstroomen te

overwinnen.
Uit deze proef wensch ik dus geenerlei besluit te trekken

en voer ze alleen ter opheldering van het gezegde aan.
Trouwens uit het voorgaande is reeds voldoende gebleken,

dat de tot nu toe aangevoerde verklaringswijzen door ver

schillende feiten weersproken worden. Wij moeten dus ten

slotte wel aannemen, dat de beweging der lucht zelve een

toestand in het leven roept, waarbij de gemiddelde druk-



19

king niet in alle punten dezelfde blijft. En hiermede komen

wij tot de verklaringswijze van Challis, die mij toeschijnt
van alle aantrekkingsverschijnselen, die een gevolg zijn van

luchttrillingen, volkomen natuurlijk rekenschap te geven.
Ook had Challis reeds, vóór de proeven van Schellbach

en Guthrie tot zijn kennis gekomen waren, op hydrodyna-

mische gronden beweerd, dat een trillend ligchaam ligte
voorwerpen moest kunnen aantrekken. Hij sprak dit uit in

een werk: “On the principles of mathematics and physics”
en voegde er bij: “Het is wenschelijk dat deze gevolgtrek
king, afgeleid uit erkende dynamische grondbeginselen,

proefondervindelijk getoetst worde, door snelle luchttrillingen
op een kleinen bol te laten inwerken. Hoewel in dit geval

de werking slechts zeer klein kan zijn, zou het toch mis
schien, wanneer de zaak goed aangevat werd, gelukken ze
te ontdekken.”

In algemeene trekken is de beschouwing, waarop zjjn
theorie berust, deze:

Wanneer een luchtmassa door een periodisch veranderlijke
kracht in beweging gebragt wordt, zoodat er een geluid-

golf ontstaat, dan zal in het algemeen zulk een bewegings-
toestand hiervan het gevolg zijn, waarbij de snelheid in

ieder punt van de ruimte eveneens een periodische functie
van den tijd is. De wetten der hydrodynamika, berustende

op de eigenschappen van vloeistoffen en gassen, doen zien,
hoe die snelheden zich in de massa voortplanten en van
punt tot punt veranderen; tevens sluiten zij in zich, dat met

2*



die snelheden veranderingen in de drukking gepaard gaan,
en hg gassen tevens verdigtingen en verdunningen. Nu
ligt de vraag voor de hand, of, wanneer de snelheden ge
geven zijn door een periodische functie van den tijd, de
verdigtingen en verdunningen en de drukking ook door zulk
een functie zullen bepaald worden, en of binnen het ver
loop van een periode (een trilling) de gemiddelde drukking
gelijk zal zijn aan de drukking van de luchtmassa in haar

evenwigtstoestand.
Het antwoord op deze vraag luidt alleen bevestigend bij een

bijzondere onderstelling, namelijk dat de snelheden en ver
digtingen zeer klein zijn. Het strenge antwoord is evenwel
ontkennend; dus zelfs bij kleine snelheden en verdigtingen,
zooals zij bij de geluidbeweging alleen voorkomen, behoeft
de gemiddelde digtheid en drukking in ieder punt streng
genomen niet gelijk aan de normale te zijn, hoewel zij er

slechts weinig van afwijkt.
Door toepassing van de theorie vindt men b. v. hij een

geluidgolf, die van een enkel punt uitgaat en waar dus het
golffront een boloppervlak is, de gemiddelde drukking steeds
kleiner dan de normale dampkringsdrukking, zoodat het
punt, waarvan de beweging uitgaat, de lucht als het ware
voor zich uitdrijft; die gemiddelde drukking neemt met den
afstand tot het centrum evenwel zeer snel toe en nadert
zoo tot de normale drukking. Een voorwerp nu, in de golf
geplaatst en klein genoeg om de uitbreiding van die golf
niet merkelijk te hinderen, zal aan de naar het bewegings-
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centrum toegekeerde zijde een kleinere drukking ondervin
den dan aan de tegenovergestelde, en dien ten gevolge naar
dat centrum toegedreven worden.

In het algemeen blijkt, het dat de gemiddelde verdigting

in een punt (in het vervolg zal van verdigting gesproken

worden als van een grootheid die ook negatief zijn kan,
zoodat verdunning evenzeer hieronder begrepen is) afhangt

van de snelheden en periodische verdigtingen, die in dat
punt heerschen. Een aangroeijing der snelheid heeft een ver

mindering der gemiddelde digtheid ten gevolge, en een toene

ming fax periodische verdigtingen gaat met een aangroeijing van

diezelfde digtheid gepaard. Wordt nu de golf door een vasten

wand in haar uitbreiding gestoord, dan is de snelheid van die
luchtdeeltjes, die aan dien wand grenzen, aan nul gelijk, terwijl

de periodische verdigtingen een groote waarde bereiken; het

gevolg is dat de gemiddelde digtheid in de nabijheid van den

wand grooter is dan de normale digtheid. Denken wij ons
nu dat een klein gedeelte van dien wand bewegelijk is, dan

zal aan de eene zijde van het bewegelijke stuk de gewone
dampkringsdrukking heerschen, en aan de andere, naar het
bewegingscentrum toegekeerde, een gemiddelde drukking

die grooter dan deze is; en dien ten gevolge zal dat stuk

een streven hebben om zich van het centrum te verwijde,

ren. Hierdoor worden nu tegelijk twee proeven verklaard,

die in de vorige bladzijden beschreven zijn: de proef van
Schellbach met de spleet, en die van Guthrie met den ma
nometer. Bij de eerste vormt de glazen plaat den vasten
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wand, en het stukje papier, dat juist voor de spleet hangt, is

het bewegelijke stuk. Na het voorgaande is het duidelijk,

waarom het papier naar de spleet toegedreven wordt wanneer

het zich tusschen deze en de stemvork bevindt; is het aan

de andere zijde van de platen opgehangen, dan kan men

alle punten van de spleet als nieuwe centra van beweging
beschouwen, even als men dit in de leer van het licht pleegt

te doen. De golven die van die punten uitgaan worden door

het kleine blaadje en hun uitbreiding weinig gehinderd, en

dus wordt dit laatste ook in dit geval tot de spleet aange

trokken. De proef van Guthrie laat zich geheel op dezelfde

wijze verklaren; de trillingen, door de stemvork opgewekt,
planten zich door de beide huizen tot aan de oppervlakte
van het waterzuiltje voort en worden daar gestuit; opvol

gende verdigtingen en verdunningen blijven evenwel plaats

hebben en, zooals gezegd is en in het vervolg bewezen zal

worden, moet een verhoogde gemiddelde drukking daarvan

het gevolg zijn, die zich door depressie van het zuiltje
moet verraden, daar de drukking van buiten constant is.

Wanneer daarentegen in een punt de snelheden zeer groot

zijn en de periodische verdigtingen klein, dan zal een ver

dunning van de lucht daarvan het gevolg zijn. Een voor
beeld daarvan zien wij aan den mond van den klankbodem

eener stemvork en aan dien van een open orgelpijp. Het
zou misschien niet onmogelijk zijn, hier die verdunning direct

door middel van een manometer zigtbaar te maken. Het

verschijnsel van het zuigen bij het uitstroomen van lucht
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uit een nauwe opening kan ook tot voorbeeld dienen van

een luchtverdunning ontstaan door snelle luchtbeweging zon

der verdigting of verdunning; de beweging is hier evenwel
niet periodisch; in dit geval is de luchtverdunning zeer ge
makkelijk door manometerproeven aan te toonen (Zie Mul

ler’s Physik, deel I pag. 253).
Tot nog toe is slechts gesproken van de aantrekkings-

verschijnselen, die door luchttrillingen in het leven geroe

pen kunnen worden; maar er is reeds op gewezen, dat in
sommige gevallen een ligchaam van het centrum van be

weging wordt afgestooten. In alle gevallen waarin die af-
stooting werd waargenomen, had het afgestooten ligchaam

een geringer specifiek gewigt dan de dampkringslucht.

Eenigzins voorbarig evenwel komt het mij voor, met het

oog op de weinige en onvolkomen waarnemingen die hier
over bestaan, met Schellbach de stelling uit te spreken, dat

door de trillingen van een medium alle ligchamen van een
geringere densiteit dan het medium van het centrum van
beweging worden afgestooten, en die van grootere densiteit

aangetrokken. Te eerder mag deze stelling betwijfeld wor
den daar er reeds een waarneming bekend is van aantrek

king uitgeoefend op een ligchaam van geringer specifiek
gewigt dan de lucht. Deze waarneming is gedaan door

Tatlock, die haar aldus beschrijft:
Een ligte collodionballon is met waterstof gevuld, en de

draad, waarmede de opening gesloten is , is tot veertig duim
(inches) verlengd. Aan het vrije uiteinde van den draad is
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een stuk hout gebonden om als drijver te dienen. Dit laat

ste wordt nu op de oppervlakte van water gelegd en dient
om de ballon vast te houden, terwijl het te gelijker tijd

vrijheid van beweging in alle rigtingen toelaat. Indien nu

een blad tin (of heter nog een ligt houten bord met afge

ronde kanten) vertikaal en op eenige duimen afstands van

de ballon heen en weêr bewogen wordt, dan nadert de bal

lon de plaat, den drijver over de oppervlakte van het water

met zich meêslepende. Tevens werden trillingen van de bal

lon opgemerkt, isochroon met die van de plaat.
Uit deze proef zou blijken, dat het aantal trillingen invloed

uitoefent op het verschijnsel, daar Schellbach met een der

gelijke ballon en een stemvork van 256 trillingen afstooting

verkreeg. Ik  kan niet ontkennen, dat ik in de theorie van
Challis geen sleutel tot deze verschijnselen kan vinden, maar

geloof toch ook niet dat zij er mede in tegenspraak zijn.
Men mag gerustelijk aannemen dat, indien het mogelijk

ware een vast ligchaam te verkrijgen van een geringer spe

cifiek gewigt dan de lucht, dit ligchaam door een trillende
stemvork zou worden aangetrokken. Wanneer men zich toch
het ligp.haam onbewegelijk denkt en de stemvork als bewe

gelijk, dan zal de laatste, in trilling gebragt zijnde, door

het ligchaam aangetrokken worden, daar er geen enkele
reden bestaat waarom dat in dit geval minder zou plaats

hebben dan in het geval dat men een ligchaam heeft van

grooter densiteit dan de lucht. Denkt men zich nu omgekeerd

de stemvork vast en het ligchaam bewegelijk, dan moet men
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wel aannemen dat .ook nu aantrekking zal plaats hebben,

tenzij men de vreemde gevolgtrekking zou willen toelaten,

dat bij bewegelijkheid van beiden het geheele systeem zich in

een bepaalde rigting zou voortbewegen. Thomson merkt in

een brief aan Guthrie bij een dergelijke conclusie op:

“Men zou kunnen aanvoeren, dat deze consequentie niet
onmogelijk is, daar het zou kunnen gebeuren dat de leven

dige kracht van de luchttrillingen zich langzamerhand om

zette in een levendige kracht van translatie van de vaste
massa. Maar het “gezond verstand” is reeds geneigd om zulk
een argument te verwerpen, en daarenboven wordt de on

houdbaarheid er van aangetoond door de mathematische
theorie, in het bijzonder de theorie van de momenten in de

hydrodynamika, zooals die uiteengezet is in mijn verhande
ling over vortex-beweging.”

Het kan niet anders, of de trillingen van het in een bal
lon besloten ligte gas en de reactie van deze op de omrin

gende lucht moeten van grooten invloed op het verschijn
sel zijn; en daar deze weder afhankelijk zijn van den graad

van elasticiteit en spanning van de membraan waaruit de

ballon vervaardigd is, zijn hier de omstandigheden zoo za-

mengesteld, dat een mathematische theorie zich nog niet
wel laat geven.

Deze laatste beschouwing is slechts dan van toepassing,
wanneer het ligchaam groot genoeg is om niet in zijn ge
heel de luchttrillingen te volgen. Is het zoo klein dat het

dit wel doet, dan moet het als een deeltje van de trillende



luchtmassa beschouwd worden, en de rigting, waarin het

zich ten gevolge van de luchttrillingen zal bewegen, is dan

niet meer uitsluitend afhankelijk van de verdeeling der
drukking in de omringende lucht. Immers juist die trillin

gen maken een toestand mogelijk, waarbij de gemiddelde

drukking van punt tot punt verschilt, zonder dat er een

luchtstroom ontstaat, die dat verschil tracht op te heffen.
In het geval dat wij op het oog hehhen, bevinden zich

de deeltjes van rookzuilen en vlammen, die volgens de

proeven van Schellbach van het middelpunt van beweging

afgestooten worden. Hier kunnen zeer goed andere oorzaken

voor de afstooting bestaan, die in de beweging der deel

tjes zelven gelegen zijn.
Tot opheldering hiervan moge dienen een uittreksel uit

een brief van Thomson aan Guthrie (de brieven, die hier
aangehaald zijn, komen voor in het “Philosophical Magazine”

van Juni 1871); daar hij evenwel zijn meening niet door

bewijzen staaft, deel ik ze mede zonder ze daarom tot de

mijne te maken.
“Men denke zich in de eerste plaats een zeer klein deel

van de vloeistof, (Thomson heeft bij zijn onderzoekingen
steeds het oog op niet zamendrukbare fluida) dat, ten ge

volge van de door den vibrator in de vloeistof onderhouden

trillingen, zich heen en weêr beweegt. Laat het zoo klein
zijn in al zijn afmetingen dat het, gedurende de periode

van zijn beweging, geen merkbare verandering in gedaante

ondergaat. Indien dit deel vast wordt, zal dat vast worden
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slechts oneindig weinig verandering brengen in zijn eigen

beweging en in die van de vloeistof rondom. Indien nu door
het aanbrengen van een kracht, die periodisch verandert

volgens een eenvoudige periodische functie, het kleine lig-
chaam gedwongen wordt zich sneller of langzamer te bewe

gen dan de omringende vloeistof, dan zal er een bepaalde,
standvastige gemiddelde kracht noodig zijn om het te ver

hinderen zijn gemiddelde plaats over te brengen naar
punten waar grooter of kleiner beweging heerscht. Wan

neer de toegevoegde kracht de natuurlijke trillingen van het

ligchaampje vermeerdert, is de rigting, waarin het zich zal
trachten te bewegen, van punten van grooter naar punten

van geringer beweging; het omgekeerde heeft in het tegen
overgestelde geval plaats.

Ten slotte: de gedachte toegevoegde vibratie wordt wer

kelijkheid, indien de densiteit van het ligchaampje grooter
of kleiner is dan die van de vloeistof; in het eerste geval
worden de natuurlijke trillingen verkleind, in het tweede

geval vergroot. Hieruit volgt, dat een zeer klein ligchaam
van een andere densiteit dan de omringende vloeistof zich
zal trachten te bewegen naar punten van grooter of kleiner

snelheid (met andere woorden naar den vibrator aangetrok
ken of van hem afgestooten zal worden) naarmate zijn digt-
heid grooter of kleiner dan die van de vloeistof is.”

Men ziet hieruit, dat bij een ligchaam dat geheel of ge
deeltelijk gasvormig is, in welk geval het als een deel van

het trillende medium beschouwd kan worden, de beweging



van nog geheel andere oorzaken afhankelijk kan zijn dan
van verschillen in de drukking van het omringende medium,
zoodat de afstooting, die bij ligchamen van geringere den
siteit dan de lucht is opgemerkt, geen bewijs is tegen de

theorie van Challis.
Wij zullen in het vervolg onderstellen, dat wij te doen

hebben met ligchamen van grooter densiteit dan de damp
kringslucht; van deze weten wij toch dat zij in alle geval
len tot een centrum van beweging worden aangetrokken,

ï  wanneer niets aan de vrije uitbreiding van den geluidgolf

aanmerkelijk in den weg staat.
Onderzoeken wij thans de drukking van een medium waarin

periodische beweging plaats heeft. Vóór dit onderzoek is
het onvermijdelijk een overzigt te geven van de leer der
beweging van gassen, daar het zich onmiddellijk aan die

theorie aansluit.
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II.
TH EO R IE DER BEW EGING VAN V LO EISTO FFEN  EN GASSEN.

Het problema dat aan de hydrodynamika ten grondslag
ligt en welks oplossing haar doel is, is het volgende:

Wanneer een begrensde of onbegrensde massa van een
vloeistof of gas gegeven is, en men kent den bewegings-

toestand van die massa op een bepaald tijdstip, benevens
de krachten die op ieder oogenblik op de deelen dier massa

werken, wordt gevraagd naar den bewegingstoestand op een
willekeurig tijdstip.

Reeds dadelijk doet zich bij de studie van dit problema

de vraag voor, hoe men den bewegingstoestand bepaald wil
hebben. Dit kan namelijk op twee wijzen geschieden. In de
eerste plaats kan men ieder deeltje afzonderlijk in het oog

houden en dit gedurende de beweging volgen; de bewegings
toestand van zulk een deeltje wordt dan bepaald evenals
die van een stoffelijk punt in de dynamika.

Men neme b. v. een regthoekig coördinatenstelsel aan en
beschouwe het deeltje welks coördinaten bij het begin der
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beweging zijn: y t en zt . Na den tijd t is het in het alge
meen van plaats veranderd: noemen wij zijn coördinaten na

dien tijd: +  { , yx +  », *, ±  «• De componenten der

snelheid zijn dan:

<?? <?>i <?£—j — en -r-
to 3t $t

Deze grootheden evenals ?, « en ? zijn functiën van xt ,

y\ > en t.
Zijn deze functiën bekend, dan kent men ook den bewe-

gingstoestand van de geheele massa; het spreekt van zelf
dat in deze functiën nog constanten voorkomen, die door

den aanvankelijken bewegingstoestand bepaald worden.

Is de vloeistof zamendrukbaar, dus een gas, dan dient

ook nog de digtheid van ieder deeltje, die wij p zullen

noemen, ter bepaling van den bewegingstoestand.
Gewoonlijk slaat men evenwel een anderen weg in , en

volgt niet ieder deeltje van de massa gedurende de bewe

ging, maar beschouwt de snelheden en digtheden, die in

ieder punt van de ruimte heerschen.
De componenten der snelheid in het punt (x y z) van de

ruimte noemen wij «, » en w. Wij stellen ons dus voor,
deze grootheden benevens ? in functie van x , y  en * te vinden.

Men ziet, dat bij deze wijze van beschouwen de verplaat
singen niet gevonden worden, en in zooverre is zij minder

volledig dan de eerste methode; evenwel is het gemakke
lijk in te zien, dat de grootte der verplaatsingen tot den

eigenlijken bewegingstoestand niets afdoet.
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Het is gemakkelijk om, wanneer een vraagstuk naar de

eerste wijze van opvatting opgelost is, uit die oplossing een
andere af te leiden, die de vraag in den tweeden zin be
antwoordt. Men weet dan namelijk, dat op den tijd t in het

punt (xy ?i, y t -f- vt , z, +  S) de snelheid tot compo
nenten heeft:

dt $t St’

waarbij deze laatste grootheden functiën zijn van xt , yx, z,

en t. Bedenkt men nu dat men ook ?, « en ? als functiën
van ar,, ylt z, en t kent, en stelt men

*1 - H  = ® t Ji + 1 = }  en « , + {  =  *

dan kan men x. y  enz. en daarna-^, — en — in x, y ,  zen
St St St “ '

t uitdrukken. Deze laatste grootheden, op die wijze uitge
drukt, zijn nu niets anders als de grootheden, die wij u , v
en w genoemd hebben, en hebben betrekking op het punt
(x y  z); zij zijn m. a. w. de componenten van de snelheid
in een willekeurig punt van de ruimte.

Zoeken wij nu de algemeene bewegingsvergelijkingen der
vloeistoffen. Wij moeten daarbij natuurlijk, behalve van het

beginsel van d’Alembert, dat ook hier onmisbaar is, ge

bruik maken van een kenmerkende eigenschap van vloei
stoffen en gassen.

De eigenschap, die hier in aanmerking komt, is deze:

De drukking in een vloeistof (of gas) is in een punt naar

alle rigtingen dezelfde. Voor het evenwigt is deze wet ex-
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perimenteel bewezen; of zij ook bij de beweging geldt, weet

men niet, maar onderstelt het ook dan. De drukking wordt

herleid tot de eenheid van oppervlakte. De aangehaalde wet

kan dus op deze wijze vertolkt worden: Men denke zich
door een punt van de vloeistofmassa een vlakte-element ge

legd; de deelen van de vloeistof, die door dat element ge

scheiden zijn, oefenen een drukking op elkander uit in een

rigting loodregt op het element; de grootte van die druk
king, gedeeld door de oppervlakte van het element, is on

afhankelijk van de rigting van dit laatste.
Heeft men met een gas te doen, dan moet, behalve van

deze wet, nog gebruik gemaakt worden van de betrekking,

die tusschen digtheid en drukking bestaat.
Noemen wij nu de drukking in het punt ( x y z )  p, en de

componenten van de uitwendige krachten, die in dat punt

op de eenheid van massa werken (die eenheid in het punt

geconcentreerd gedacht) X ,  I  en Z,  en stellen wij de be
wegingsvergelijking op voor een deel der vloeistof, dat de

gedaante heeft van een regthoekig paralellopipedon met de

zijden dx ,  d y  en dz. Het hoekpunt, dat het digtst hij den

oorsprong der coördinaten ligt, zij het punt ( xy  z). De krach

ten, die in de rigting van de positieve *-as op dit paralel

lopipedon werken, zijn:
1° de kracht p X  d x d y d z .
2° p d y d z ,  d. i. de drukking op het zijvlak, dat even

wijdig aan het vlak Y Z  is en door het punt {xyz )  gaat, en
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3° —  (P
Sp

dx) d y d z ,  d. i. de drukking door de

vloeistof op het tegenovergestelde zijvlak uitgeoefend.

De totale bewegende kracht in de rigting van de posi
tieve «as is dus:

jjo X  — dx dy dz.

Dan is volgens het principe van d’Alembert:

P dt* d x d y d z— — J ? \  dx dy dz.

1 Sp
p dx

-  r  d%
~  X ~  dT*

Evenzoo heeft men in de rigting van de beide andere
assen:

1 dp d \  1 Sp d*Z-  r- =  Y -----en -  — =  Z — —- •
p &y dt* p Sz dt*

Tot nu toe hebben wij de eerste beschouwingswijze van
den bewegingstoestand moeten volgen, en de vergelijkingen
voor de versnelling van het paralellopipedon gevonden voor
den stand, waarin het zich op een bepaald oogenblik be
vindt ; het hebbe in dien stand een snelheid, waarvan de com

ponenten zijn w, v en w. Daar wij nu niet de vergelijkin

gen zoeken van de aangroeijingen der snelheid van het para
lellopipedon, welks plaats in de ruimte veranderlijk is, maar

van de snelheid in het vaste punt (x  y  z ) , moeten wij een

betrekking trachten te vinden tusschen d*Z d*r, d*K
d t* '  d t* '  d t* en

du dv Sw
d t ’ d t ’ ~dt’

■
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Merken wij daartoe op, dat op het oogenblik dat wij be-

Sri S£
schouwen u, v en w tezamenvallen met t-> en a“een

met dit onderscheid, dat wij ons de eersten uitgedrukt den
ken in x, y ,  z en t en de tweeden in xi} yu zl &a.t, waarbij
xlf yl} zl de oorspronkelijke coördinaten van het punt zijn,
dat zich nu in (x y z) bevindt; yl} zyn natuurlijk van

t onafhankelijk.
De eerste en tweede differentiaalquotienten van ?, n en %

ten opzigte van t ,  in den zin waarin zij hierboven gebruikt
zijn, duiden een totale differentiatie aan, hij welke ?, v en ?
als functiën van yt , zt en t gedacht worden, terwijl x„
yx en zx standvastige grootheden zijn.

Worden nu de eerste differentiaalquotienten als functiën
van s ,  y ,  z en t geschreven, dan zijn hij een tweede diffe
rentiatie ook x, y  en z als functiën van t te beschouwen,

en men heeft:

Si SJ Si Si
SSt * St dx St dy St dz

<sx at

of:
d*i
dts

en evenzoo:
d’n Sv , Sv Sv
_____ ____ —— —I—  U  -----  - f *  V  T “

dt2 dt dx dy
Sv

+  w Tz

(î C Sm
d t1

Sw Sw Sw
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Brengen wij deze waarden in onze bewegingsvergelijkin

gen over, dan worden deze:

f  1 Sp .. _ V"
Su Su Su Su

r S x
— A -----

St U S x  ~ v
----- W  *r“

Sz

)I Sp Sv Sv Sv Sv

Sy
___ Y  ___

S t ~ u T x  ~
V  —

S y
----- W  T—

Sz

i Sp Sw Sw Sw Sw

[-7 Sz
—  z  —

S t ~ u Tx  ~ V Sy ~ w T g '

vierde vergelijking vinden wij door een zuiver meet-

kundige beschouwing. Beschouwt men een geheel begrensd

deel Van de ruimte, dan zal op ieder oogenblik vloeistof

dit deel binnentreden en evenzoo er uitgaan. Is de vloeistof
niet zamendrukbaar, dan mag de hoeveelheid vloeistof, die
zich binnen de begrenzing bevindt, daardoor noch vermeer

deren noch verminderen; is het een gas, dan heeft vermeer

dering of vermindering in het algemeen wel plaats, maar
gaat gepaard met een daarvan afhankelijke verandering in
de digtheid van den inhoud; beide gevallen kunnen in een

enkele vergelijking zamengevat worden.
Het vlakte-element d M ligge ergens binnen de vloeistof;

de deeltjes, die in de onmiddellijke nabijheid van dat vlakte-
element liggen, hebben eene snelheid s , waarvan de rigting

een hoek 3 met de normale op het element moge maken.
Het volumen van de hoeveelheid vloeistof, die in den tijd
dt het vlakte-element doorgaat, is gelijk aan dat van een
cylinder met de bazis d a ,  en de hoogte s cos 3 dt; dus die

hoeveelheid zelve is gelijk aan:
3*
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p s cos 3 dt da
en men ziet dat s cos 3 de projectie van de snelheid op de

normale van het vlakte-element is.
Denken wij ons nu weder in de ruimte, die door de vloei

stof wordt ingenomen, een regthoekig paralellopipedon met
de zijden dx, dy en dz evenwijdig aan de coördinatenassen,

en zoeken wij de hoeveelheid vloeistof, die in den tijd dt
dat paralellopipedon binnenstroomt. Het hoekpunt, dat het

digtst hij den oorsprong der coördinaten ligt, zij wederom

het punt (x y  z). Dan volgt uit het bovenstaande, dat de hoe
veelheid vloeistof, die door dat zijvlak dy dz naar binnen
stroomt, dat door het punt (x y z) gaat, gelijk is aan:
p u dy dz dt-, door het tegenovergestelde zijvlak stroomt een

hoeveelheid naar binnen, die gelijk is aan:

—  (<* “*■ d x )  dy dz dt'

van de vloeistof binnen het

hetgeen een vermeerdering

paralellopipedon geeft van

__ ^  dx dy dz dt. Voor de vermeerdering van vloeistof ten
Sx

gevolge van het binnenstroomen door de andere zijvlakken,

vindt men analoge uitdrukkingen, en dus is de totale ver

meerdering in den tijd dt:
,S ju  V  3pw\ dz dt.
\  Sx ^  Sy ^  S z )  3

Een andere uitdrukking voor dezelfde vermeerdering vindt
men door de aangroeijing der digtheid binnen het paralel

lopipedon in den tijd dt met het volumen van dit laatste

te vermenigvuldigen; die uitdrukking is dus:
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Sp
■j-.dxdydz dt.

Beide uitdrukkingen aan elkander gelijkgesteld geven de
betrekking:

( 2) ^  V  V
K J St ix Sy Se ~

Dit is de zoogenaamde continuiteits-vergelijking; zij kan
voor een niet zamendrukbare vloeistof, bij welke dus p con
stant is, vereenvoudigd worden, en gaat dan over in:

Su Sv Sw
Sx Sy Se

Wij hebben nu het vereischte aantal vergelijkingen om u,
v, w, p  en p te bepalen, daar wij, zooals reeds is opge

merkt, nog een vergelijking hebben, die voor zamendrukbare

vloeistoffen de betrekking tusschen de digtheid en de druk
king geeft.

In het algemeen is dus het gestelde probleem opgelost;
de onderscheidene gevallen die kunnen voorkomen zijn alleen
verschillend in den aard van de begrenzing en den aan van

kelijken bewegingstoestand, die bij hen ondersteld wordt.

Slechts in zeer weinig gevallen is een volledige oplossing
mogelijk, wegens de analytische moeijelijkheden, aan de

behandeling der hier voorkomende partieele differentiaal
vergelijkingen verbonden. Men maakt ze dan ook gewoonlijk

eenigzins handelbaarder door een bijzondere onderstelling,
die in de werkelijkheid dikwijls geoorloofd is.

Zij heeft ten doel de drie vergelijkingen (1) tot één zamen

te trekken; men bereikt dit door aan te nemen dat X ,  Y
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en Z  de partieele differentiaalquotienten naar x, y en z
van een functie V zijn; deze onderstelling heeft zeer wei
nig beperkends, daar alle in de natuur voorkomende krach
ten aan die voorwaarde voldoen; daarenboven neemt men
aan, dat de componenten der snelheid, u, v en w, evenzeer
door de partieele differentiaalquotienten van een zelfde functie
<f kunnen voorgesteld worden. Vermenigvuldigt men, dit
voorop gesteld zijnde, de drie vergelijkingen (1) naar volg
orde met dx, dy en de, en telt ze dan bij elkander op, dan

vindt men voor de som:

Bij alle in deze formule voorkomende totale differentialen
is t standvastig ondersteld. De vergelijking kan gëintregeerd

[(£)’+ (|)‘+(£)']

worden en geeft dan:

T  is een functie, die onafhankelijk van x y en z is, maar

afhankelijk van i zijn kan.

[(Lf)V(g) + (rI)

Te zamen met de continuïteitsvergelijking (2) en de be
trekking tusschen p  en p, bepaalt (3) de onbekende fnnc-

tiën ?, p en />.
De onderstelling, die wij met betrekking tot u, v en w

gemaakt hebben, schijnt zeer willekeurig te zijn, maar is
in de werkelijkheid dikwijls van toepassing. Dit volgt reeds
uit de volgende stelling, die van Lagrange afkomstig is.

De differentiaal-uitdrukking udx - 4-  vdy -|- wdz is een vol-
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ledig differentiaal gedurende het geheele verloop der bewe
ging, wanneer zij het voor een enkel tijdstip is.

Alvorens deze stelling te bewijzen, zij het mij vergund,
in navolging van Stokes, er de meetkundige heteekenis van

te doen zien.

Men denke zich om een onwillekeurig punt van de ruimte,
die door de vloeistof wordt ingenomen, met een willekeu-
rigen straal een boloppervlak beschreven; die deeltjes, die
zich op een gegeven oogenblik binnen dat boloppervlak be

vinden, hebben zekere snelheden, die zich naar de methode
van Poinsot als krachten laten behandelen; men kan ze tot

een resultante zamenstellen, die haar aangrijpingspunt in
het centrum van den bol heeft, en een koppel.

De componenten der snelheid in ieder punt zijn wederom
u, v en w. Wanneer nu de beweging van dien aard is, dat

het op die wijze verkregen koppel altijd aan nul gelijk is,
welk punt van de ruimte men ook als middelpunt van den

bol moge beschouwen, dan is de uitdrukking u dx -+- v dy -+- w dz
een volledig differentiaal; en omgekeerd, zijn u , v en w
partieele differentiaalquotienten van een zelfde functie, dan
zijn alle koppels, die men op de aangegeven wijze verkrijgt,

nul. Men houde in het oog, dat op de wijze van krachten
worden zamengesteld de producten van de snelheden met
de volumen-elementen, die die snelheden hebben, en niet

met de massa-elementeu; m. a. w ., men moet zich den in-
houd van den bol homogeen denken met een densiteit gelijk

aan de eenheid.
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Dus bij vloeistoffen vallen beide soorten van koppels te

zamen, of zijn ten minste slechts door een constanten factor

onderscheiden. Hetzelfde heeft plaats hij gassen, wanneer

men den straal van den bol oneindig klein neemt. In dat

geval is ook het resulterende koppel oneindig klein, en het

verschil van de waarden van beide soorten van koppels is

een oneindig klein van hoogere orde, dat verwaarloosd mag

worden.
Om het eerste gedeelte der stelling te bewijzen, kiezen

wij het middenpunt van den bol tot oorsprong van coördi
naten en nemen den straal oneindig klein, zoodat wij voor

alle punten binnen den bol mogen stellen:

/ i » \  /<h>\

WaJ,, X \%Jo

f#w\ /Stv\tely + teAW0 4-

De index 0 duidt van de grootheden, die er mede voor

zien zijn, de waarde in het middelpunt aan.
Volgens de gebruikelijke notatie noemen wij de compo

nenten van het resulterende koppel L ,  M  en N ,  en wij

hebben vooreerst voor L:
L  — J  (yw —  zvj dk.

Het integraal strekt zich over den geheelen inhoud van

den bol uit.
Schrijft men hierin voor v en w de bovenstaande uitdruk-
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kingen, dan kan de integratie uitgevoerd worden, en men
vindt wegens:

f y d k = f z d k  =  0 en

/  xy dk z= f  yz dk =  f  xz d k= . 0 en

f  y*dk — J  z'idk — \  (Moment van inertie =  A).

ro a  -  m
Op dezelfde wijze verkrijgt men voor de overige koppels

[(£>. - ©J
Deze uitdrukkingen kunnen niet nul zijn, tenzij in het mid

delpunt voldaan is aan de voorwaarde die udx vdy +  wdz

tot een volledig differentiaal maakt; en daar het middel

punt willekeurig gekozen is , volgt hieruit het gestelde.

Is omgekeerd: <?© <f© <y©

JZ ’ * -  JZ ’ w — JZ > dan ziJn de
<?©

Sy

uitdrukkingen, die wij L  M  en N  genoemd hebben, nul

voor iederen bol die in de vloeistof of het gas gedacht kan

worden; bij het bewijs dezer stelling behoeft de straal van

den bol niet oneindig klein te zijn.

Wij kiezen het middelpunt van den bol weder tot oor

sprong der coördinaten, en voeren poolcoördinaten in door
middel van de substitutiën :

x  =  r cos 5 ,  y  — r sin 5 cos >p, z — r sin $  sin ip ;

dan gaat de uitdrukking L  =  J * [^ y - J  _  * ^  dk over in :
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L — J 'J 'J* -j^r^sin  3 dr d3 dfi — ^iPsinS dr d£ J *JTJ

!ir

Maar J *  j?  d j =  O
O ‘

voor alle waarden van r en 5; dus is:
L — o.

Evenzoo bewijst men dat M  — o en N  — o 1.
Wij kunnen nu overgaan tot het bewijzen der hoofdstel

ling, dat n. 1. udx 4- vdy +  wdz een totaal differentiaal zal
blijven, wanneer deze uitdrukking het voor een enkel oogen-

blik der beweging is. Hiertoe is het voldoende aan te too-

nen, dat, indien het gestelde waar is voor den tijd tl f  het

nog waar zal zijn voor den tijd -+■ dt.
Merken wij vooreerst op, dat, daar de componenten der

uitwendige krachten zelven partieele differentiaalquotienten

van eenzelfde functie zijn, de veranderingen, die zij in de

componenten der snelheid veroorzaken, eveneens partieele
differentiaalquotienten van eenzelfde functie zijn, en zij dus

niet kunnen te weeg brengen dat de uitdrukking udx +  vdy

+  wdz ophoudt een volledig differentiaal te zijn.
Denken wij ons nu een van de boloppervlakken die wij

reeds gebruikt hebben, en wel weder een met een oneindig

kleinen straal; en nemen wij aan dat het resulterende kop-

i Deze bewijzen zjjn gevolgd naar Thomson, die ze geeft in zjjn ver
handeling on Vortex-motion. (Transactions of the Royal Society of Edin

burgh). Oorspronkelijk zjjn z{j van Stokes.
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pel op een gegeven oogenblik gelijk aan nul is; kunnen

wij nu bewijzen dat dat koppel op een volgend oogenblik

der beweging nog nul zal zijn, dan is daarmede ook de
stelling bewezen; aan de algemeenheid van bet bewijs wordt

daarenboven niet te kort gedaan door de omstandigheid dat

wij den straal van den bol oneindig klein onderstellen; want
blijft het koppel voor zulk een bol nul, dan blijft daarmede

u dx +  v dy -f- w dz een volledig differentiaal in het mid

delpunt van dien bol; hieruit volgt, dat hetzelfde voor een

willekeurig punt plaats heeft, en dan blijft ook het koppel
nul voor iederen willekeurigen bol, zooals uit het tweede
gedeelte der hulpstelling blijkt.

Het resulterende koppel van den inhoud van het bolop-
pervlak kan door twee oorzaken veranderen: 1°. door de

drukking, die er door de omringende vloeistof op wordt uit
geoefend, en 2°. doordat deeltjes den bol verlaten en an
deren er in stroomen; door de reeds bestaande beweging

kan het koppel, volgens de stelling van het behoud der
koppels, niet veranderen.

De eerste oorzaak geeft in ons geval geen verandering,
daar de drukking overal normaal en dus naar het middel
punt van den bol gerigt is. Wij hebben dus slechts het

moment te zoeken van de deeltjes, die in den tijd dt naar
binnen stroomen; (bet moment van die, welke den bol verlaten,

wordt, zooals van zelf spreekt, als negatief in rekening gebragt.)

De projectie van de snelheid in het punt (xyz) van het
boloppervlak op de inwendige normale is:
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dus het volumen van de hoeveelheid vloeistof, die in den
tijd dt door het element da in dat punt naar binnen stroomt, i s :

ux -f- vy du dt.

Het moment van die hoeveelheid ten opzigte van de z as

is d u s:

—  (uy  —  vx)  (ux  • + -  v y  wz).  dadt.
r

De totale aangroeijing van het moment om de z as in den

tijd dl is dus:
dt /*•
— J  (uy — v * ) (ux  +  ^y  +  wg) d<->,

en is de stelling die wij uitgesproken hebben waar, dan

moet het bovenstaande integraal, over het geheele bolopper-

vlak uitgestrekt, verdwijnen.

Wij hebben weder:

•->  + & •
*- -• + (c)
w — w0 -\-

r  y

V- *  ■+■ ( r. I y

Sw\
— I X
OX /o

Sn
*y
$v\
Fy
Sw
$y+  I r-1 y  +

(Sv\
\9z),
l  Sw\
' SzK

Worden deze waarden in het integraal gesubstitueerd,

dan kan de integratie uitgevoerd worden; men doet dit ge

makkelijker door reeds dadelijk op te merken, dat alle
termen verdwijnen, waarin een of meer der veranderlijken

tot een onevene magt voorkomen.
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Zoo is b. V. J  yz da =  o.

Voor het integraal kunnen wij schrijven:
S  (*** t’3) %y d a  — J  uv (x- — y-) dot + J  wz (uy — vx) d a .

Met behulp van bovenstaande opmerking en van eenige
gelijkheden, die van zelf in het oog springen, zooals:

/ ® ! dat =  ƒ  y l dat, etc.

benevens van de betrekkingen:

{—) = ft?) ft?) — /<M _ /M
y fyh  > W o  \<ty/o Ua:/0 _  W ,

die voor den tijd ty gelden, ziet men gemakkelijk dat het

laatste van deze drie integralen verdwijnt, en dat de beide
eersten zich te zamen laten trekken tot

[O. (e). -  (£)„ ©»]/[<'’ x*y* du .

Door overgang op poolcoördinaten door middel van de
substitutiën:

x — rcos 5 sin -p, y  — rsin 5- sin p , z zr rcos p
dus d a  zz r 1 sin p da

wordt het integraal
7T !jr

r* *f  [sm5 p d p f  cos 4M 3 ] .

*ic
En daar fcos 43d3- ~  o is de stelling bewezen.

Het hier gegeven bewijs van Lagrange’s stelling is om-
slagtiger dan dat, hetwelk gewoonlijk er van gegeven wordt;

maar zijn geometrische aanschouwelijkheid weegt mijns in
ziens wel tegen dit bezwaar op en moge de ontwikkeling
er van hier niet misplaatst doen zijn.
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Keeren wij nu tot de vergelijking (3) terug; zij bevat

nog iets onbepaalds, n.1. het integraal J* — , dat geen zin

heeft zoolang er nog geen betrekking tusschen ? en P ge
vonden is. Bij niet zamendrukbare vloeistoffen is p constant

• Pen het integraal gaat dan over in —•
r

Bij zamendrukbare vloeistoffen of gassen, met welke wij

ons in het vervolg uitsluitend zullen bezig houden, moet
die betrekking afzonderlijk bepaald worden. Wij kunnen niet

volstaan met de wet van Mariotte te gebruiken; want deze
onderstelt dat de temperatuur van het gas constant blijft;

dit is nu bij gassen, die plotseling zamengedrukt worden of
zich uitzetten, niet het geval, daar met het eerste steeds
een verhooging, met het laatste een verlaging van tempe

ratuur gepaard gaat. Ten gevolge daarvan is bij verdigting

de drukking steeds grooter en bij verdunning kleiner dan
uit de berekening naar Mariotte’s wet zou volgen. Men neemt

gewoonlijk aan dat het meerdere evenredig is aan de ver
digting (wat bij kleine veranderingen in de digtheid geen

bezwaar oplevert). Noemt men de verdigting y en is dus:

p =  Pt (1 +  7)»
waarbij p, de normale digtheid voorstelt, dan is

p  =: a 1 (1 +  y) +  &*y
a * en zijn constanten; de quadraten dienen slechts om

aan te toonen dat zij essentieel positief zijn. Verder is
dp —  (a1 +  &*) dy
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/*  dp a* +  i 1
/  — — ---------- Natlog (1 +  y) — c2 Natlog (1 +  y).»/ p pt

Helmholtz gebruikt 1 voor de betrekking tusschen digtheid

en drukking een andere formule, die op het eerste gezigt
juister schijnt te zijn, n. 1.:

P =  c p*,
waarin k de verhouding tusschen de waarden der specifieke
warmte van de lucht bij constante drukking en bij constant

volumen voorstelt. Deze formule is de vergelijking der zoo
genaamde adiabatische lijn, waardoor de betrekking van
drukking en digtheid voorgesteld wordt, wanneer de toe

standsveranderingen van een gas plaats hebben zonder dat
er warmte wordt toe- of afgevoerd. Maar zij is alleen dan

van toepassing, wanneer die veranderingen, volgens de uit

drukkingswijze der mechanische warmtetheorie, omkeerbaar
zijn; m. a. w. wanneer alle arbeid die bij de zamendrukking
verloren gaat of bij de uitzetting gewonnen wordt, haar

aequivalent vindt in de temperatuursverandering, zonder dat
een deel er van in de beweging van de gasmassa terug ge

vonden wordt; dit nu is bij de beweging der gassen niet
het geval, tenzij men de snelheden zoo klein onder
stelt, dat de tweede magt er van, dus de levendige kracht
der beweging, verwaarloosd mag worden. Onderstelt men
dit, dan voert ook werkelijk de formule van Helmholtz tot
dezelfde uitkomsten als de meer gebruikelijke, die wij ook

1 Helmholtz, Theorie der Luftachwingungen in Köhren mit offenen
Enden; in Crelle’s Journal für Mathematik Bd. LVII.
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in het vervolg behouden zullen, hoewel het niet mag ont
kend worden dat zij wel aan bedenking onderhevig is.

Voor de vergelijking (3) hebben wij dus ten slotte:

3a) cH (1 4- 7) =  V — - h 4 -T.

Wij zullen nu verder onderstellen, dat in het deel van de
lucht dat wij beschouwen geen uitwendige krachten werken,
en dat de slechts van t afhankelijke functie T  reeds in
de functie ? begrepen is, wat wij doen mogen, daar zij
toch geen invloed op de partieele differentiaalquotienten van
f  naar x, y  en 2 kan uitoefenen; daarenboven nemen wij aan,
dat de snelheden zoo klein zijn, dat haar derde en hoogere
magten verwaarloosd mogen worden.

Lossen wij nu 7 uit bovenstaande vergelijking op, dan

vinden wij

c“ +  -U t  2
rw +  füY 4- w_v<w w  w . — 1

en na de ontwikkeling der exponentieele functie, met in
achtneming der gemaakte onderstelling:

4) c17 Tt ! ? ! m 4- f —1 :)]
cV is de overmaat der drukking boven de normale druk

king, zooals gemakkelijk te zien is.
Bij de gewone vraagstukken der hydrodynamika verwaar

loost men ook de tweede magten der snelheden en der ver-
digtingen (die van dezelfde orde als de snelheden zijn), en
men heeft dan voor de vergelijking 2)
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Sy 3u 3v 3w
3t +  3x + 3y +  Sz ^

en voor de vergelijking 4)

4“) 7 =
1 3<f
c* St

Uit de beide laatste vergelijkingen kan 7 geëlimineerd

worden, en dit geeft:
(3*<p 3*<p

»> P = -  (s  -  9 +
Men kan 7 ook uit de volledige vergelijkingen 2) en 3»)

elimineren, en verkrijgt dan in plaats van 5) een andere

vergelijking.
Helmholz heeft nu aangetoond (zie de boven aangehaalde

verhandeling), dat bij een periodische lucbtbeweging en een

bepaalde begrenzing, de integralen van die meer volledige
vergelijking hierin van die der vergelijking (5) verschillen,

d a t, wanneer deze de beweging voor een enkelvoudigen

toon bepaalt, gene nog een aantal boventoonen in de functie
<f doet optreden. Voor ons doel zijn die boventoonen van

weinig gewigt en, waar het noodig is, gebruiken wij dus
de vergelijking (5).

De beschouwing van de meer volledige vergelijking voor
de verdigting is evenwel noodzakelijk, daar juist die be

schouwing tot een verklaring zal voeren van het verschijn
sel, waarover dit proefschrift handelt. Waar het evenwel

zonder bezwaar kan geschieden, zal ook somtijds van de
vergelijking 4®) worden gebruik gemaakt.

4



III.
OVER DE GEM IDDELDE D IG TH EID .

In het eerste hoofdstuk is reeds gezegd dat de theorie

van Challis geheel berust op de beschouwing van de ge
middelde verdigting, die gedurende een periodische lucht

beweging in een punt plaats heeft. Die gemiddelde verdig
ting hebben wij dan vooreerst uit de vorige vergelijkingen

op te maken. Wij moeten daartoe de uitdrukking voor y voor

den duur van een geheel aantal trillingen integreren.
In het algemeen is het niet mogelijk y over een bepaal

den tijd te integreren; maar wanneer wij de beweging pe-

riodisch onderstellen, weten wij op welke wijze de tijd in

de functie ? voorkomt, en de integratie is dan zeer ge

makkelijk.
Zijn dus de snelheden periodische functiën van den tijd,

dan is de vorm van y algemeen:
t 21 „ nt

V =  / ,  cos 2 n -  +  f t  cos 2 TT -  • • • +  f n  COS 2 1T -

t 21 nl
4  ƒ /  sin 2 re -  + f t ' sin 2  w -  ■ • • +  f n  sin 2 tt -  .



51

De functiën /'„  zijn functiën van x , y  en z
alleen; T  is de tijd van één trilling.

Door deze uitdrukking voor j> in de partieele differentiaal
vergelijking, waaraan zij voldoen moet, n. 1.

<füT J

3’?
3? 3z\

te substitueren, en op te merken dat aan de uit die sub
stitutie voortvloeiende vergelijking voor alle waarden van

t voldaan moet zijn, vindt men, dat voor alle functiën ƒ
de vergelijking geldt:

9*fm
Sxs

3 ' f n
3x* +

3y'
**ƒ'.

+  +  m * f* /»  —  0

3y’ + i ' f \
3zi + « V / »  = 0

waarin q geschreven is in plaats van ^  •

De gemiddelde drukking is voor k geheele trillingen
AT

A~T /  **■O
Stellen wij p — h jo,, waarbij h de normale drukking

voorstelt, dan is:
Pi =  e*7

en bet overschot van de gemiddelde drukking boven de
normale drukking i s :

AT AT

4 *

c1 V dt
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Daar ? periodisch is met de periode T , is de waarde van

dit integraal onafhankelijk van k , en men mag dus stellen

k  =  1; daarenboven is om dezelfde reden:
k T .

O

zoodat ten slotte:
T

Men kan nog opmerken dat deze uitdrukking niet ver
andert wanneer er uitwendige krachten aanwezig zijn; want

de beweging kan alleen dan periodisch blijven, wanneer

ook deze krachten periodische functiën van t zijn,' zooals

gemakkelijk blijkt, wanneer men de functie V weder in

voert. V heeft dan den vorm:
t nlAt COS 2 1T -  +  Ai COS 2 ir ^  • • • +  AH COS t  ir -

t 21 nt
+  Bt sin 2 k -  +  Bt sin 2 ir -  • • • +  Bn sin 2 k -

en dan is ook
T

J  V dt =  0.
O

Voert men de in de uitdrukking voor P  aangeduidde dif

ferentiaties uit, dan kan ook de integratie naar l uitgevoerd

worden.
In de som komen integralen voor van den vorm

T T
£* mt i*

J  sin5 2 TT -  dt en J  cos1 dt
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die beiden gelijk aan -  zijn, en verder integralen van den
A

vorm

/*  . mt . mt l f*  mt . m. t
J  sui 2 n — cos 2 je — d t , J  sin 2 i t— sin 2 tc-— at,
O O

T T
f '  .  mt m, t  / *  . mt m. t

J  cos 2 TT— cos 2 7t a te n J  sm 2 n — cos 2 i t - ~  dt,cos 2 .. T  _.. T
O O

die allen gelijk aan nul zijn.
Houdt men dit in het oog, dan i s :

^  — c^T1 - i™ 1 + f  **)

of, eenvoudiger, terwijl wederom 1 gesteld wordt:

waar Fm zoowel voor f m als voor ƒ„/ geschreven is.
Deze uitdrukking voor P  kan tot een meer symmetrischen

vorm gebragt worden door te letten op de differentiaalver

gelijking, waaraan de P ’s gebonden zijn, n. L:
9*Fm 8*Fm i'F m
jjr + v -+ ST- + »’V'«. = »•

Ten gevolge van deze vergelijking heeft men ook:

z L v p *, + p , **Fm _  t*Fm
—  + FmW

=  o.
J*» r *  ty* m iz*

Trekt men deze vergelijking van (6) af, en let men op

de identieke vergelijking:
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dan komt er:

1 <yy _ /«jy\ 2

2 f a*~ y fa* \fa) ’

(6°)
■ t * F * .

fa 1

**F*U
V

* W  _+  Ji> J '
-  -  f  [ a (ƒ*„ + ƒ ',») •

Uit de vergelijkingen (6) en (6a) blijkt, dat, wanneer de

vorm der luchttrillingen niet enkelvoudig is, maar aanlei

ding geeft tot een grondtoon en een reeks van harmonische

hoventoonen, de overmaat der drukking boven de normale

eenvoudig de som is van de verhoogingen der drukking,

die met ieder van die toonen afzonderlijk zouden gepaard

gaan. In het vervolg zal kortheidshalve steeds ondersteld

worden dat de functie ? slechts een enkelen toon bevat.

De functie y wordt, daar zij de componenten der bewe

ging op dezelfde wijze bepaalt als de potentiaalfunctie de
componenten der krachten, wel eens snelheidspotentiaal ge

noemd.
De vergelijking (6«) doet een nieuwe analogie in het oog

vallen tussehen de leer van de potentiaalfunctie en boven

staande theorie.
De grootheid ƒ 2 +  f ' 2 is n. 1. het quadraat van de grootste

waarde, die het snelheidspotentiaal in een punt van de

ruimte kan aannemen.
Noemt men toch die grootste waarde M dan wordt zij

gevonden door eliminatie van 5 tussehen de volgende twee

vergelijkingen:
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3  5=  / c o » 2 i r - + / ' « » 2 i r -

5 5
O =  — f  sin 2 ƒ  ' cos 2 iz — .

Die eliminatie wordt gemakkelijk uitgevoerd door beide
vergelijkingen in het quadraat te verheffen en vervolgens

hij elkander op te tellen. Men vindt dan:

Mf * =  f  4 /'*•

Daar deze grootste waarde natuurlijk onafhankelijk is van

den tijd, waarop de beweging begint, verandert zij niet

door een lineaire transformatie ten opzigte van t ,  en dit
zelfde is dus ook het geval met de functie P , zooals ook

a priori te verwachten was. De functie P staat nu, volgens
de vergelijking (6°), in dezelfde betrekking tot het quadraat

van deze grootste waarde van j> als de digtheid van een
agens tot de potentiaalfunctie. Die betrekking is n. L, wan

neer D de digtheid van een agens voorstelt en V  de po
tentiaalfunctie,

— 4 TT D zz A V

geheel analoog aan de vergelijking (6a).

In de elektriciteitsleer wordt van den vorm dezer uit
drukking voor de digtheid zeer dikwijls partij getrokken,
omdat die vorm zich leent tot een toepassing van het theo

rema van Green, dat daardoor tot verschillende fraaije stel
lingen aanleiding geeft. Tot voorbeeld, dat datzelfde theorema

ook in deze theorie goede diensten kan bewijzen, moge het
betoog van de volgende stelling dienen:
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Heeft in een aan alle zijden begrensd deel der ruimte
periodische luchtbeweging plaats, en is die beweging van dien
aard, dat overal aan de begrenzing de componente der snelheid
in de rigting der normale gelijk aan nul is (hetgeen b. v. het
geval is wanneer die begrenzing door een vasten wand ge
vormd wordt), dan volgt uit bovenstaande vergelijkingen,
dat de gemiddelde drukking over den inhoud van het geheele
stuk genomen, gelijk aan de normale drukking is, of:

f f f  P  dx dy dz =  0.

Het kan schijnen alsof deze stelling een axioma is, dat
geen analytisch bewijs behoeft, daar de hoeveelheid lucht
binnen de begrensde ruimte door de beweging geen ver
meerdering of vermindering ondergaat, en dus de gemiddelde
digtheid daar binnen dezelfde blijft; en dit ligt ook in de
continuiteitsvergelijking opgesloten. Maar men bedenke, dat
in onze formules steeds ondersteld is dat de snelheden en
verdigtingen grootheden zijn, wier tweede en hoogere mag-
ten tegen de eerste verwaarloosd mogen worden; de groot
heden van de tweede orde werden slechts aan een afzon
derlijke beschouwing onderworpen, waar die van de eerste

T

verdwenen, zooals in J* y dt het geval is. Nu drukt de
O

continuiteitsvergelijking:

SP ~  V&K» +  S f  Sz')
een betrekking uit enkel tusschen grootheden van de eerste
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orde, zoodat in deze formule slechts ligt opgesloten, dat
het verschil tusschen de gemiddelde digtheid in de afge

sloten ruimte, en de normale digtheid, van een orde is die
verwaarloosd mag worden, dus minstens van de tweede.

Wanneer nu de stelling uitgesproken wordt, dat door toe

passing van bovenstaande formule dat verschil zelfs niet van
de tweede orde is, dan leert die stelling werkelijk iets nieuws.

Wanneer G en H  funtiën van x , y  en z zijn, die binnen

een begrensde ruimte doorloopend en eindig blijven, dan
leidt men uit het theorema van Green af dat

f f f  G b H d x d y d z  —  f f f  H  \  G dx dy dz —

De integralen van het tweede lid strekken zich over de

geheele oppervlakte der begrenzing uit. —  en — zijn de
Sn Sn J

differentiaalquotienten van G en H  in de rigting der inwen
dige normale. Stelt men G — 1 en H  — ƒ* +  dan
komt, als men let op de vergelijking (6“)

voor alle waarden van t  vervuld moet zijn, is daar te ge-

f f f  P  dx dy dz =

en daar aan de begrenzing de vergelijking
Sf
Sn

lijkertijd -  =  0 en -  o, zoodat

f f f  p  dx dy dz =  0.
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Men kan deze stelling ook bewijzen zonder van het theo
rema van Green gebruik te maken. Eenvoudigheidshalve

stellen wij 9 =  f  cos 2 ^ ,  een vorm, waartoe ? steeds

door een lineaire transformatie ten opzigte van t terug te

brengen is.
Nu is:

4 f  J * f  ̂  d®

=ƒƒƒ["■-©'-(!)'-(s) dx dy dz.

Verder is:

///e9 ,*+*=L/y>2**3
/ f f i% * * *

door partieele integratie over een cylinder evenwijdig aan
de ar-as, met een doorsnede dy dz. In het dubbel-integraal
moet voor x eerst in de plaats gesteld de abscis xi van
dat uiteinde van den cylinder, waarvan de abscis het
grootst is; vervolgens x0, de abscis van het andere uit
einde; en de laatste waarde moet van de eerste afgetrok
ken worden. De uitdrukking, die men dan verkrijgt, kan
aldus getransformeerd worden: noemen wij de hoeken, die
de naar buiten gerigte normale aan een punt van de begren
zing met de coördinatenassen maakt, p, q en r, en de op-
pervlakte-elementen, die door den cylinder van het opper
vlak afgesneden worden du> en do>l , dan is:

ï Stilzwijgend is ondersteld dat een lijn, evenwijdig aan de *-as, de
oppervlakte van het begrensde stuk slechts in twee punten snijdt; een
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[dy dz]Xi — ch>t cos p t en [dy dz\r<s — — cos p^

en dus is:

T xdy dzt l>=1f \ ^ T x C0Spda,\ + f \ ?

en daar men alzoo over alle oppervlakte-elementen moet
integreren, kan men schrijven:

fff^ix]  ̂dy dZ =ff%c0SP d« “  f f f f  j f s  *  dydz.

Telt men deze uitdrukking met die, welke men op dezelfde

wijze voor f f f  { ^ ' d x d y d z  en f f f ^ d x d y d z

verkrijgt, bij elkander op, in het oog houdende, dat
S ' f  S \ f  s*f

** I *f i « / ____ 2  i*

Sx! Sy* Sz* ~  ~~ q J *
S f

en dat: -  cos p 4- /  cos q -j- d. cos r — ”/ _  q
OX  / i «  J w

f f
3y'

3 f
Sz

f f
Sn

dan vindt men voor die som eenvoudig + J f f q ' f ' d x d y d z ,
en dus is

f f f  P  dx dy dz — 0.
Het verdient opmerking, dat, wanneer wij voor de be

trekking tusschen digtheid en drukking de vergelijking

P — bpk gekozen hadden, wij noch de gemiddelde verdig-
ting, noch de gemiddelde overmaat van drukking (die in
dat geval niet meer aan elkander evenredig zijn), gelijk nul

zouden gevonden hebben door toepassing van de onvolledige

kleine wijziging in de redenering, die van zelf in het oog valt, maakt
haar ook toepasselijk op het geval dat zulk een lijn het oppervlak in
een grooter aantal punten snijdt.
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continuïteitsvergelijking; waaruit mede ten overvloede blijkt

dat de stelling geen axioma is.
Passen wij onze uitdrukking voor de gemiddelde druk

king nu in de eerste plaats toe op het geval dat de bewe
ging van een enkel punt « uitgaat, en zich in de onbe
grensde ruimte voortplant, zoodat de bewegingstoestand in
een bepaald punt slechts afhankelijk is van den afstand van
dat punt tot a. Noemen wij den afstand van een punt {xyz)
tot het centrum van beweging r, en transformeren wij de
vergelijking (5) op poolcoördinaten, in aanmerking nemende,

dat t  alleen van r en t afhankelijk is, en niet van de rig-
ting van de lijn, die « met {xyz) verbindt; die vergelijking

wordt door de substitutie

x — r simp cos S, y — r sin -p sin $ , z =  rcosp

' 3 f  3f .
en met inachtneming dat — =  0 en ^  =  0

%  =  c* ( g  +  -  £)> of eenvoudiger =  c*

Het algemeene integraal van deze vergelijking is:

r <f — F  (r —  ct +  k) -+- Ft (r 4- ct +  k),

waarin k een willekeurige constante voorstelt. Daar even
wel de beweging in het punt « begint, dus * =  0 voor
alle waarden van r, wanneer t — 0, zoo volgt, dat F{$* +  k)
en F  (S1 +  k) gelijk nul zijn voor iedere waarde van 3 ; en
daar ct +  r uit den aard der zaak steeds positief is , volgt

dat ook Ft (r +  Ct + k) =  0, zoodat men overhoudt
r f  — F  (r — ct -f* &)•
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De beweging begint dus in een punt eerst wanneer r — c i,

zoodat c de voortplantingssnelheid der beweging is.

Is nu de beweging periodiscb en komt zij daarenboven
overeen met een enkelvoudigen toon van n trillingen in de
seconde, dan is

. 2nn 2nn
rf  =  A cos —  (r — ct -\-h) -+• B  sin —  {r — ct +  le).

Door een lineaire transformatie ten opzigte van t ,  waar
door P  niet verandert, zooals reeds opgemerkt is, kan deze

uitdrukking gemakkelijk teruggebragt worden tot den vorm:
27W»

rf =  A cos---- (r — ct -4- le) ;

dus is A
: f — ~  008

2 tch

—  ( r + .k) ien

, A 2imf  =  -  sinr —  (r +  £).

• is in ons geval:

A P  - /27TW\2
= ( — J (r  + n  -

(Sf'
\($y,

V  / « r y
1 V* - )

- — r 2im 2 nn 2im ~\
r* L

- --- sin —
c c - (r +  *) -— cos —  (r -f. le) J

_  A  r 2-jtn 2nn
(»’ + *0 —

2ixn 1
r* L—  cos —c c sin —  (r  + fc)J

Sr

Sf'
Sr

en hieruit volgt gemakkelijk

Dus zien wij vooreerst dat periodische luchtbeweging,
die van een enkel punt uitgaat en zich onbeperkt kan ver
spreiden, altijd een vermindering van gemiddelde luchtdruk-
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king ten gevolge heeft, en dat dié verdunning zeer snel
met den afstand tot het centrum van beweging afneemt.
Ook blijkt uit bovenstaande vergelijking dat de grootte
van die lucbtverdunning onafhankelijk is van de periode
der beweging, en e venredig aan de intensiteit, daar die
intensiteit evenredig aan A 2 is. Is de toon niet enkelvoudig

maar zamengesteld, zoodat
“ 2 idn , „ ..r a — 2. Ai cos ------(r —  ct f  « i),

T i = i  c

een uitdrukking, die evenzeer aan de differentiaal-vergelijking

voldoet, dan is
m 2
2 A

4 P =  — 1__L ■
r 4

Bevindt zich nu in de nabijheid van het punt a een voor
werp dat de verbreiding van de golf niet aanmerkelijk ver
hindert , dan ondervindt dat voorwerp aan de van a afgekeerde
zijde een grootere drukking dan aan de zijde die naar a is
toegekeerd, en dien ten gevolge zal het een streven heb
ben om tot het centrum van beweging te naderen.

Zij het voorwerp een cylinder, waarvan de zeer kleine
dikte i en het grondvlak o is, en nemen wij aan, dat het
in de nabijheid van het punt « zoo geplaatst is, dat de lijn,
die dat punt met het midden van het schijfje verbindt, lood-
regt op het laatste staat, en zij de digtheid van het voor
werp p. Dan is de gemiddelde drukking aan den binnenkant
op de eenheid van oppervlakte h + P  en aan den buiten

kant h + P  + — wanneer h de normaal dampkrings-
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drukking voorstclt , en duur deze drukking uun beide zijden

op een oppervlakte o werkt, is de krucht, waarmede het
SP

schijfje naar « gedreven wordt, o i — , en dus de ver-
Sr

snellende kracht (de krucht die op de massa-eenheid werkt):
1 SP

De aantrekking is dus omgekeerd evenredig aan de vijfde
magt van den afstand, altijd in de vooronderstelling dat
het schijfje zeer dun is. Is de dikte van dit laatste niet zoo
klein dat men die tegen den afstand r mag verwaarloozen,

dan wordt de versnellende kracht kleiner, daar in dat geval:

Het is dus, om een zoo groot mogelijke aantrekking te
verkrijgen, voordeelig om bij gelijk volumen de dikte van
het voorwerp, dat men wil dat aangetrokken zal worden,

zoo klein mogelijk te nemen. De ondervinding schijnt dit
reeds geleerd te hebben, want bij het doen van de proeven

kiest men bij voorkeur dunne blaadjes. Men ziet ook, dat
de kracht omgekeerd evenredig is aan de digtheid van
het aangetrokken voorwerp.

p Sr

In het geval van een enkelvoudigen toon is:
JP  _  A 1
Sr r s

Dus
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Het geval, dat wij nu beschouwd hebben, is door de
proef met de stemvork bij lange na niet verwezenlijkt,
daar bij deze de trillingen niet van een enkel punt uitgaan;
maar het heeft er toch overeenkomst mede, en kan in allen
gevalle doen zien, hoe door periodische luchtbeweging aan

trekking kan te weeg gehragt worden.
Iets meer kan men de omstandigheden van de proef, met

die, welke hij de berekening ondersteld zijn, doen zamen-
vallen, wanneer men aanneemt dat de trillingstoestand in
een punt van de ruimte wel enkel afhankelijk is van den
afstand van dat punt tot een vast punt, maar dat de tril
lingen niet in dat punt « zelf opgewekt worden, maar in
punten die er op verschillenden afstand van verwijderd zijn.

Inderdaad kan men bewijzen (zie Helmholtz in de reeds
aangehaalde verhandeling) dat, wanneer trillingen van een
aantal punten uitgaan, het golffront meer en meer tot
den vorm van een boloppervlak nadert, naarmate het zich
verder van die punten verwijdert. Denken wij ons een-
voudigheidshalve een enkel centrum van beweging, dat
zich op een afstand b van « bevindt; in dat centrum zij

de vergelijking voor de snelheid:
V — [i sin 2irnt,

zoodat r het aantal trillingen in de seconde voorstelt. 1

. Deze beschouwing is bijna onveranderd van Challis overgenotnen;

zU k0mt voor in de reeds in de inleiding aangehaalde verhandeling: “On

approach caused by vibrations of the air.”
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Wederom heeft men als boven:
2 ren

5> =  A  cos (r — ct -f- k).

Men vindt nu, door in de uitdrukking voor de snelheid,
die door differentiatie van 7 naar r verkregen wordt, b in
plaats van r te stellen:

Tr 2rm A  2im A  2 ten
V — ------ sin —  (b —  ct+Ic) — — cos —- (b —  c t + k ) ,

en door de substitutie: —
2imb

V  =  — 2tto41 _ 2 tzti 2im ]
) T  — c< -f- £) -+- fg# cos —  (5 — c f -f fc) j5 C c 1

of F =  -

cb

2imA f
cb 1 +

c ~  . | Z i m  / t  . "i

a,ra i ~  (i — c i +*)  +
T2to

en daar tevens deze waarde voor F  gelijk moet zijn aan

p sin 2 rent, en wel voor alle waarde van t ,  heeft men

voor de tot nog toe onbepaalde grootheden A  en k de be
trekkingen

4re 2A*n2
c2é*

2 ren
c

1 + irzWb1/

(b -f- k) -f- S — n,

waaruit volgt

2renk 2rebn
— re------------- bgtg c

2renbo c
waardoor k in bekende grootheden is uitgedrukt en

A*=
1 - f -

é r e ^ iH 1

Dus is ten slotte

5



66

P — ~  (  4:7T*n*b*\
1 +

Hier is dus de gemiddelde drukking wel van de toon

hoogte afhankelijk: maar in den regel is b zeer klein in

vergelijking van de golflengte, zoodat — klein is. Heeft

men meer trillende punten, dan zal men een gelijksoortige
uitdrukking bekomen, en door die punten te vermeerderen

en digter hij elkander te brengen, kan men meer en meer
tot in werkelijkheid voorkomende gevallen, zooals dat van

een trillende stemvork, naderen.
Wij hebben nu aangetoond, dat in een voortgaande ge-

luidgolf de gemiddelde drukking in een punt niet gelijk is
aan de drukking van den dampkring in zijn evenwigtstoe-

stand; dat die gemiddelde drukking steeds kleiner is en
meer en meer tot de normale drukking nadert, naarmate

men zich van de bron van het geluid verwijdert.
Hierbij werd evenwel nadrukkelijk ondersteld, dat geen

beletselen aan de uitbreiding van de golf in den weg staan.

Zijn er zulke beletselen aanwezig, dan kan de gemiddelde
drukking zeer goed in sommige punten grooter dan de normale

zijn; dat zal bij voorbeeld het geval wezen, wanneer een
golf gestuit wordt door een vasten wand, die loodregt op
de voortplantingsrigting van de golf staat. Alsdan toch is

in de onmiddellijke nabijheid van dien wand de snelheid,

dus ook de uitdrukking +- ^  gelijk aan nul, en kan
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dus 4 P =  j  V s — nimmer negatief zijn.

Plant b. v. een vlakke golf (een golf met een vlak golf
front) zich voort, dan heeft men, wanneer de voor tplan tings -

rigting tot «-as genomen wordt, en men de trillingen enkel
voudig onderstelt:

f  ~  (A cos qx -f- B sin qx) sin c qt;

bevindt zich nu aan den oorsprong een vaste wand loodregt

op de «-as, dan is y  — o voor « =  0 , hetgeen geeft

B =: 0.

Dus is ƒ  =  A cos qx

en 4 P  =  A* q* cos 2 qx.

Voor x = 0 , dus aan den vasten wand, is nu

4 B  =  A*q*.

Hierdoor wordt theoretisch de reeds in het eerste hoofd
stuk gegeven verklaring van twee aldaar beschreven proeven
bevestigd.

Het ligt nu voor de hand, ook staande golven met be
trekking tot de gemiddelde verdigting, die gedurende de
beweging kan plaats hebben, te onderzoeken.

Daar men zich een staande golf kan denken als ontstaan
te zijn uit de zamenwerking van voortgaande golven, zoo
is het waarschijnlijk dat de gemiddelde verdigtingen, die
met ieder van die golven gepaard gaan, elkander in sommige
punten zullen versterken, en in andere geheel of ten deele
opheften; er zullen dan punten moeten zijn waar de gemid-

5*
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delde verdigting een grootste of kleinste waarde bereikt; in
die punten is dan de verandering der gemiddelde drukking

gelijk aan nul, en er heerscht dus in zekeren zin evenwigt;
of liever, een klein voorwerp dat zich in zulk een punt

bevindt zal aan alle kanten gelijke drukking ondervinden

en dus in evenwigt blijven; er valt dan nog te onderscheiden

tusschen standvastig en wankelbaar evenwigt.
Nemen wij als voorbeeld een eenvoudig geval: onderzoeken

wij n. 1. de staande golven, die in een aan beide ein
den gesloten buis bestaan kunnen, of, als men wil, de
eigentoonen van een afgesloten luchtcylinder, en wel bepaal

delijk die toonen waarbij de luchttrillingen in de rigting

van de as des cylinders plaats hebben.
Wij bepalen een punt door zijn afstand x tot het eene

uiteinde der buis, gemeten in de rigting van die as.
In dit geval is de vergelijking voor de lucbtbeweging

en het gezochte integraal van deze vergelijking moet daar

enboven voldoen aan de voorwaarden:

wanneer l de lengte van de buis voorstelt. Die voorwaarden
drukken uit, dat de beweging aan de uiteinden van de

buis door een vasten wand gestuit wordt.
Het algemeenste integraal van de vergelijking, dat tevens

een enkelvoudige periodische beweging voorstelt, is:

**T _  ,  **?
i t* — C ix * ’

Ï Ï 2  (O

lx2

voor x — 0 en x — l
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?== (A cos q x -\-B  sin qx) (sin cq t  4 -  C cos cq t).

Stelt men het begin van den tijd op een oogenblik dat
j> gelijk aan nul is, dan is G ~  0.

De bovengenoemde voorwaarden voor de beweging aan

de uiteinden der buis geven B =  O en q =  ,

als k een willekeurig geheel positief getal voorstelt; dus i s :
X  ' c

¥ —  A cos Ictc — sin Jen —r t .
v L

Wij hebben voorondersteld, dat de toon enkelvoudig is,

en dat y dus slechts uit een enkelen term bestaat; de

beweging kan evenwel van dien aard ziin, dat zij aanleiding

geeft tot het ontstaan van een grondtoon met een willekeurig
aantal harmonische boventoonen.

Daar wij de functie P  zoeken, en wij weten dat die

functie voor een zamengestelde luchtbeweging eenvoudig de

som is van de bij de zamenstellende toonen behoorende

overeenkomstige functiën, is het gemakkelijk van het door

ons vooronderstelde eenvoudige geval tot het meer zamen
gestelde over te gaan.

Wij hebben nu

f  — Acoskiz —

Sf .A b t , x
X~ — --------- r -  sm kit —Sx l l

_  A^k**1 n i x
p ~  — cos y

Nu zal een klein voorwerp van alle kanten gelijken druk

ondervinden op die punten waar P  niet verandert en waar
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dus — =  0; en daar

$P A*Jc*ir3 . _ X x
-------- —  —  --------------------  S lt l  KTC —  COS K it  —  l

Sx 21* l l

zijn die punten gegeven door de vergelijkingen
X  & rvsin hit —  — 0 en cos Ter: y —  0.
I  *•

Het niet veranderen van P  in een punt duidt aan, dat
P  in zulk een punt een grootste of kleinste waarde heeft,
en het is duidelijk, dat een voorwerp, wanneer het zich niet
in een der punten van evenwigt bevindt, zich steeds naar
zulke punten zal trachten te bewegen, waar de drukking
het kleinst en dus P  een minimum is. Hieruit volgt, dat
men deze punten punten van standvastig evenwigt kan
noemen; en daarentegen die, waar P  een minimum is,
van wankelbaar evenwigt; want zoodra het kleine voorwerp
zich even van zulk een voorwerp verwijdert, zal het in
de zelfde rigting steeds voortbewogen worden, totdat het een
punt van standvastig evenwigt bereikt. Het tweede differen-
tiaalquotient van P  beslist over een maximum of minimum.

Men heeft
S*P A*k*nk T , * • j * 1----  — — ---- -— I cos *7T — — sinr re — I,t e »  z* L l 1 J

en uit deze uitdrukking volgt, dat P  in punten, die gege

ven zijn door de vergelijking cos n — =  0, een minimum,

en in die, welke bepaald worden door de vergelijking

sin TT j  =  0, een maximum is.

%
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Nu volgt door differentiatie van ? naar x ,  dat deze
laatste punten tevens die zijn, waar de snelheid nul is, dus

de zoogenaamde knoopen. Lost men de vergelijking op,
dan vindt men voor die punten;

Men ziet tevens, dat in die punten ƒ 2 de grootst moge
lijke waarde bereikt, hetgeen beduidt dat de periodische

veranderingen der digtheid er een maximum zijn, gelijk
blijkt uit de vergelijking

1 ïïcp
y =  Jt'

De uiterste waarden, die 7 binnen den duur van een
t

trilling kan aannemen, zijn dus in ons geval ±  L-, en dus

wijst een maximum van ƒ 2 op een grootste periodische
digtheidsverandering.

De punten, gegeven door de vergelijking coskn— =  0,

zijn tevens die, waar — 0, en dus de snelheid een ma

ximum is, en waar daarenboven f  =  0, of wat hetzelfde is

— =  0. In deze laatste vergelijking wordt uitgedrukt, dat

dat deel der periodische verdigtingen, dat van de eerste

orde is, verdwijnt, gelijk uit de vergelijking 4») blijkt. Deze

punten zijn de zoogenaamde buiken, in welke dus tevens

het evenwigt standvastig is; de oplossing der vergelijking
cos Jen j  =  0 , geeft



Op dezelfde wijze zal men vinden, dat voor een buis,

die aan het eene uiteinde open en aan het andere gesloten
is, de knoopen zamenvallen met de punten van wankelbaar,

en de buiken met punten van standvastig evenwigt.
Kundt heeft de luchtbeweging in buizen door het in-

strooijen van poeders aanschouwelijk gemaakt, en hierin
zelfs een middel gevonden om de voortplantingssnelheid van

het geluid in verschillende gassen zeer naauwkeurig te be

palen.
Gebruikt men tot dat doel b. v. semen Lycopodii, dan

hoopt zich dat steeds in de knoopen op; maar gebruikt
men een poeder, waarvan de enkele korrels een grootere

massa hebben, b. v. kurkvijlsel, dan verzamelt dit zich
daarentegen op de buiken en schikt zich daar op rijen lood-

regt op de as van de buis. Het ontstaan van deze rijen is
een tot nog toe niet genoegzaam verklaard verschijnsel;

maar het feit dat zij juist ontstaan op de huiken, komt

mij voor door bovenstaande theorie als van zelf verklaard

te worden. De reden, waarom een fijner poeder zich op de
knoopen ophoopt, is dezelfde, die een dergelijk poeder noopt

om op een trillende plaat zich aan de punten van groote

beweging te verzamelen. De geringe massa der enkele kor
rels maakt ze geheel tot een speelbal der luchtbeweging,

en deze verhindert ze om aan kleine uitwendige krachten

te gehoorzamen. Wij hebben reeds gezien, dat de versnel
lende kracht, die door de verschillen in de gemiddelde
drukking ontstaat, alleen afhankelijk is van de densiteit



en niet van de absolute grootte der ligchamen, waarop zij
werkt, mits deze slechts niet groot genoeg zijn om de voort
planting der luchtbeweging aanmerkelijk te storen. De be

weging der lucht daarentegen heeft den meesten invloed

op voorwerpen, die bij een gegeven massa de grootst mo
gelijke oppervlakte hebben, en dit is het geval bij zeer fijne
poeders.

Wij hebben dus hier te doen met een verschil, dat geheel
analoog is aan het verschil dat fijne en grove poeders ver-
toonen, wanneer zij op een trillende plaat gestrooid worden,
en waarover reeds in het begin van dit opstel gesproken is.

73



IV.

REG TH O EK IG E LU CHTPLATEN.

Onderzoeken wij nu een geval dat eenigzins meer zamen-

gesteld is, n. L de staande golven, die bestaan kunnen
in een afgesloten luchtvolumen. Wij onderstellen evenwel

dat in dat luchtvolumen de beweging overal evenwijdig is

met een bepaald vlak; dit is b. v. het geval wanneer

een der afmetingen zeer klein wordt, en wij met een zoo
genaamde luchtplaat te doen hebben. Dit laatste is even

wel niet noodzakelijk; men kan zich even goed voorstel

len dat wij een regten cylinder hebben met een willekeurig

grondvlak, waarin de beweging overal loodregt op de as

plaats heeft en in iedere doorsnede evenwijdig met het

grondvlak dezelfde is. Dit geval is dus in zekeren zin

het omgekeerde van het vorige, waar wii de beweging

evenwijdig met de as des cylinders onderstelden. Het is

hierom van bijzonder belang, omdat de resultaten, die de
berekening zal opleveren, vatbaar zijn voor experimenteele

verificatie. Het middel daartoe wordt aan de hand gedaan
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door de fraaije onderzoekingen van Kundt over de trillingen
van luchtplaten, waarop het dus noodig zal zijn later terug
te komen.

Nemen wij een der grondvlakken van den cylinder als
®y-vlak aan; dan is de vergelijking voor de luchtbeweging,

daar overal — =  0 en dus ook r-1- — 0:iz  $z*

die weder gëintegreerd moet worden met inachtneming van
de voorwaarde, dat aan den omtrek van den cylinder de nor

male componente der beweging nul is. Bij een enkelvoudige
periodische beweging, waarvoor ? den vorm moet hebben:

t  — f  cos c q t ,
heelt men voor ƒ  de nieuwe differentiaal-vergelijking:

De componenten van de versnellende kracht, die, ten

gevolge van de verschillen in de gemiddelde drukking ge

durende de beweging, op een ligchaampje van dé digtheid

Het negatieve teeken staat voor deze uitdrukking, omdat,

bij aangroeijing der drukking in een bepaalde rigting, de
kracht in de tegenovergestelde rigting werkt.

De punten, waar beide componenten nul zijn, zijn punten

dt* _  V & c *  Syt) *

P f  p ƒ

+  ? y  =  o
en voor P

/</V_ ( * f \ *
\ tx )  ' t f y /

± P  — q%f

P werkt, z i jn -----— en — - —
r  ’ J p Sx p Sy •

1  SP  • 1  SP



76

van evenwigt, en, door de uitdrukking voor P  te differen

tiëren, ziet men dat vooreerst alle knoopen zulke punten

zijn: m. a. w. de vergelijkingen -  =  0 e n - r  0 sluiten in
OOD Ou

SP SPzich — =  0 en — =  0. Het is misschien niet overbodig te
Sx oy

wijzen op het onderscheid, dat tusschen de klankfiguren van

gewone platen en membranen, en luchtplaten bestaat. Bij de

eersten zijn de plaatsen van rust lijnen, bij de laatsten punten.

Stelt men zich nu de vraag, of in de knoopen het even-

wigt standvastig of wankelbaar zal zijn, dan is het antwoord:

Het evenwigt is voor alle knoopen, in welke / 2 een

maximum of een minimum is, wankelbaar.
Dit antwoord wijst reeds op het bestaan van twee ver

schillende soorten van knoopen, die waar ƒ 2 een maximum,

en die waar dezelfde grootheid een minimum is. Deze on

derscheiding is het eerst door Kundt gemaakt; hij noemt de
eerste soort enkelvoudige knoopen of knoopen van de eerste

orde; de tweede, dubbele knoopen of knoopen van de tweede
orde. Tevens is de mogelijkheid niet uitgesloten, dat er knoo

pen zijn waar / 2 noch een maximum noch een minimum is.
Deze benaming van dubbele knoopen wordt hierdoor ge-

regtvaardigd, dat in die punten niet slechts geen beweging

plaats heeft, maar ook geen periodische verdigting en ver
dunning; men herinnert zich, dat bij luchttrillingen in de

rigting van de as eens cylinders, in alle punten waar geen
beweging plaats heeft de periodische verdigting en verdun

ning een grootste waarde bereikt. Dat dubbele knoopen
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in dat geval niet kunnen bestaan, volgt uit de differentiaal
vergelijking voor / :

3*f
S3 + ? V = 0 ;

die ook geschreven kan worden :
*»ƒ*
3x' - f

In de punten, waar f f
Sx — 0, is dus

*\r <
<fe* = 0 ,

en een minimum van / 2 vereischt dus f 1 — 0.

Maar in punten, waar tegelijkertijd

/ = 0  en g =  o ,

zijn ook volgens de differentiaalvergelijking alle verdere
differentiaalquotienten van ƒ  gelijk aan nul, zoodat dit geval
alleen kan voorkomen wanneer er nergens beweging is.

Geheel anders evenwel is het, wanneer de beweging zich

over twee afmetingen kan uitstrekken. Dan veroorzaakt het

tegelijkertijd nul zijn van ƒ, en ^  niet het verdwijnen

van alle verdere differentiaalquotienten van / ,  en kunnen er
dus gedurende de beweging punten optreden, w a a r in /2 een

minimum is en tegelijk | - o  en |  =  ö. Ook in dit geval

valt een minimum van ƒ 2 tezamen met . f — 0,  gelijk gemak

kelijk uit een redenering, analoog met de bovenstaande, blijkt.
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Wij zullen nu bewijzen, dat in beide soorten van knoopen

het evenwigt wankelbaar is.

Uit de vergelijking

volgt in de onderstelling ^  =  0 en j -  = 0 ,

v 9 **p _  . , _ ( * £ \ %-  fi^-Y
a> 1 $xt  ~  2 J

/W  _  ( * * f  Y
Wv

Let men op de differentiaalvergelijking:

jaT1 +  8yl + q ' f o,

en schrijft men ter bekorting:

n * 2 . dan is
/  \SxSv)  <?** $yl ’

«)
<?*P

J** . 2 ? V

Sxiïy)
8*f
lx*

Df en 2

*y'
s*p
8y* - * * V V

Verder vindt men gemakkelijk :

8x8y H 8x8y

en dus 4 Dt — Df (2 j* ƒ* — D f ) ,
/ t* P \*  S1P 3*P

wanneer Dp geschreven wordt voor: )  j£ ï"  f y ï  '

Nu behoeft, zooals reeds is opgemerkt, in een punt waar

S1  — Oen -  — 0 ,f  nog niet noodzakelijk een maximum of een
$x 8y
minimum te zijn; daartoe wordt nog vereischt dat Df <  0 .

Evenzoo moet, opdat P  een maximum of minimum zij, be-
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behalve aan de vergelijkingen — =  O en — =  0. nog vol-ox oy °

daan zijn aan de ongelijkheid Dp <  0. Uit de uitdrukking,

die wij voor Dp gevonden hebben, blijkt evenwel dat, wan-
i f  Sf

»eer f x =  ° , ƒ  =  Oen Pf  <  O, ook JDt  <  O is. Is nu

D f <  O, dan hebben —t en , hetzelfde teeken, dat blij

kens de differentiaalvergelijking het tegenovergestelde van dat
van f  is. Hieruit volgt, als men let op de uitdrukkingen voor
d*P §*P
$x* en ~sïp ’ ^eze grootheden het negatieve teeken heb

ben, en dat dus P  een maximum is. En dit wilden wij be
wijzen.

Beschouwen wij nog die knoopen, voor welke D . •-? 0.

Is l i j  — 0 , dan is ook Pp — O, en —  en -— zijn om
oxz J

dezelfde redenen als boven negatief.

In dit geval is er dus éen richting, waarin het tweede
different laai (Quotient van P  nul is j m. a. w. stelt men
ds — dx cos a -f- dy sin a, dan is er een waarde van <* te

P
vinden, zoodat —0; en dan is in de rigting, die met

de rigting van de *-as een hoek «, maakt, het evenwigt
onverschillig, en een klein ligchaam, dat uit den knoop in
die rigting een weinig verplaatst wordt, blijft in rust.

Is P / >  o ,  dan moet onderscheiden worden tusschen de
gevallen P f  $  2gif \

lsDf  ' > dan is Dp <  o, en dus P  een maximum of
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een minimum5 dat P  wederom een maximum is , vindt men

door de vergelijkingen b) bij elkander op te tellen; men

vindt:
S*P
Sx*

A ip
+  ~  = - ( ïV  +  %)•

V

Is Df <  2q T ,  dan is DP >  0 , en dus P  noch een maxi

mum, noch een minimum; evenwel blijft de uitdrukking

SXP
SÏP

SXP
negatief.

In het laatste geval zijn er twee rigtingen, waarin het

evenwigt onverschillig is.
Men kan zich deze resultaten aanschouwelijk voorstellen,

door zich P  als een derde coördinaat te denken. De verge

lijking: 4 P  =  q*f* — ( - ) - ( l ) 2 is dan de vergelijking

van een oppervlak.

De punten, waarvoor ^  en ^  nul zijn, zijn dan die,

waarin het raakvlak evenwijdig aan het vlak xy is. Is

Dp <  0 , dan zijn die punten elliptische punten; is Dp =  0 ,

dan zijn zij parabolische, en is Pp >  o, hyperbolische of zadel-

punten. In een oppervlak is steeds, zooals men weet, de

som der krommingen in twee loodregt op elkander staande
SP

rigtingen constant; die som is in ons geval (waar —  =  0 en

_  o) —  o - —  en wij hebben gezien, dat die som
Sy ' Sxx Syx

in alle knoopen negatief is.
Op de knoopen vonden wij een eenvoudige uitdrukking
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voor die som; een dergelijke eenvoudige uitdrukking vindt

men evenwel voor haar in alle punten.

In het algemeen is n. 1.

_ £ v _  <?y y * y  /**/v  */
<fa:2 ^ ^(fa;1 ® \J®/ [ j* 1/  Sx Sx* \Sx3y) Sy#x*Sy

s jp _  £*ƒ ,|<f/y y*y / * y y  * / «ry.
<fy2 ^ ^  (fyl ^ \(fy/ \<fysJ tfy (fy3 \SxSy) Sx Sx <fy*

Door te letten op de betrekkingen

en de vergelijkingen, die door differentiatie naar x en y uit

deze voortvloeijen,

Uit deze vergelijking volgt, dat wanneer overal Bf — 0,
en dus de vergelijking z — f  een ontwikkelbaar oppervlak
voorstelt, de functie P  aan een differentiaalvergelijking
voldoet, die alleen van die voor ƒ  verschilt, doordat 2q in
de plaats van q komt.

Een dergelijk geval hebben wij reeds gehad, toen wij de
trillingen van een luchtcylinder evenwijdig aan de as be
handelden. De uitdrukking voor P ,  hij een zekeren toon
gevonden, is daar ook slechts door een constanten factor

onderscheiden van de functie ƒ  voor den toon van het dub
bele aantal trillingen.

Daar uit de vergelijkingen

**ƒ (f1/ +  qV=  0Sx* Sy'

en 4 P =  q3f

vindt men voor de som

-Piq*P +  Df —  0.

6
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S P _ (  , _£V\V_ _£Y «V _ 0
<?a; v  ' Sx1) Sx SxSy Sy

*1 = _ l ï  * l , ( ()t f _ S'J\*I==o
Sy SxSy Sx V fy1}  ty

— en geëlimineerd kunnen worden, wanneer ze niet bei

den nul zijn, zoo geldt voor alle punten, waar evenwigt

is en die niet tevens knoopen zijn, de betrekking

( * ■ / - $ ( • * ' - £ ) - ( & )  =  ■ \

In al die punten is dus Df  -  0. Stelt de vergelijking

z — f  een ontwikkelbaar oppervlak voor, dan is in al die

punten f  = 0 ,  m. a. w. er hebben geen periodische ver-

digtingen en verdunningen plaats. In het bijzondere geval

van een luchtcylinder, waar de trillingen evenwijdig met de

as plaats hebben, hebben wij dit reeds bevestigd gevonden.

Als bijzonder geval van een luchtplaat zullen wij zulk een

luchtplaat beschouwen, waarvan de begrenzing een regt-

hoek is.
Noemen wij de zijden van den regthoek a en b, en stel

len wij den oorsprong der coördinaten in een der hoekpun

ten van den regthoek, terwijl wij twee der zijden met de

coördinatenassen doen zamenvallen. De differentiaalverge

lijking moet dan geïntegreerd worden

met inachtneming der grensvoorwaarden:

— Q voor ï  =  Oen^ =  a  en =  0 voory —  0 eny — b.
Sx Sy
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Stellen wij f  — e dan is volgens de ver
gelijking: a 4 4 - 132 =  q1. Door de exponentieele functie in
goniometrische over te brengen, en de eigenschap van par-

tieele differentiaalvergelijkingen toe te passen, dat, wanneer
f(xy) en i(xy) er aan voldoen, ook Af -+- B een integraal
der vergelijking is, vindt men gemakkelijk dat cos ax cos fiy

cos ax sin p y , sin ax cos /3y  en sin ax sin Py integralen der

differentiaalvergelijking zijn. Yan deze voldoet evenwel slechts

de eerste aan de grensvoorw^arden: ^  =  0 , voor x — 0
S f

en — 0 , voor y  — 0. De overblijvende grensvoorwaarden

geven: <*a =  mn en (2b =  mc, wanneer m  en n geheele ge
tallen voorstellen.

terwijl m en  n  aan elkander verbonden zijn, door de be
trekking :

Daar q evenredig is aan het aantal trillingen in de seconde,
vindt men de trillingsgetallen van alle mogelijke toonen der
plaat door aan m en n  achtereenvolgens alle mogelijke waar
den te geven. Zijn » en 5 ten opzïgte van elkander on
meetbaar, dan behoort bij zulk een trillingsgetal slechts éen
bepaald stel waarden van m en n. Is dit evenwel niet het

Dus is:
mie nic

f  — A  cos —  x cos —  y ,
a b

geval, dan kan q
a 4 b 1 a s

n.
+ 7j > en dan geeft

6 *
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. ...... . . m, v n.ir
de vergelijking ƒ  =  At cos —  x cos y  evenzeer een mo-

gelijken trillingsvorm van dezelfde periode, zoodat een alge-

meener uitdrukking voor f  voor die periode wordt:
mn nu m.ic n ,ir

f  — A cos —  x cos — y - + -  A. cos---------x cos —  y.J a b a b

Evenzoo kan in sommige gevallen de uitdrukking voor /

uit drie en meer termen bestaan, die met willekeurige con
stanten vermenigvuldigd zijn; in zulk een geval is de tril

lingsvorm der plaat van die constanten afhankelijk, en dus

onbepaald.
Wij zullen in het vervolg onderstellen dat a en b onderling

onmeetbaar zijn, of, waar wij dit niet doen, ons tot toonen
bepalen waarbij slechts één stel waarden van wen»behoort.

Voor de ligging der knoopen hebben wij het volgende

stel vergelijkingen:
3f _ Amn .  miz nit .

------------------- sin —  x cos — y =  0
3x a a b a
i f Amt rmt nit

------------------cos —  x sin — y =  0.iy  ~ b a b *

Deze vergelijkingen laten zich splitsen in de volgende paren:
rmt m t

sin —  a? —  0a en sin T ' = °
rmt m t

cos —  x —  0a en cos *
5 II C

Men ziet dat de waarden van x en y ,  die aan het laatste
paar vergelijkingen voldoen, tevens voldoen aan de verge

lijking f  —  0 , en dat de punten, die door haar bepaald

worden, dus knoopen van de tweede orde zijn. In de knoopen
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die door het eerste paar vergelijkingen gegeven worden, is
ƒ 2 een maximum, daar in die punten ƒ  <  0 en Z>/< 0.

Voor beide soorten van knoopen moet dus het evenwigt
naar alle rigtingen wankelbaar zijn, en men zal dit ook in
het volgende bevestigd vinden.

Voor P  hebben wij
.n it nit

cos — x cos2 — v —
a b 9

mV . , mv nit # V  mit
—— s«n2 — xcos — y — —-  cos1 —xsin1

a b b ad1
nit

„ 4P  m1 2 mx (  ny \ 2 n1 2 ny (  mx \ 2
of: ~ ^ c<w —  b * j +  ï >cosT  *1“” T * ) '

Hierait volgt
4 m . 2ma; fm 2 (m 1 n ls\ 2na 1~ 3 w *  -  *  L a ~  +  1 ^  r * J C0S
4 <f.P w . 2ny Vn1 lm 1 n1\  2mx ~\

~IV 2 % -  b m  T  n Ibi +  + b i ) C0S ~ ^ n l '

De punten van evenwigt worden gevonden door deze uit
drukkingen aan nul gelijk te stellen.

Dit geeft de volgende paren vergelijkingen:



86

De beide eerste paren bepalen tevens de knoopen.
d*p j»p

De ontwikkeling van en — , doet gemakkelijk zien

dat P  in die punten een maximum is, zooals wij reeds

weten dat het geval moet zijn.
In de twee volgende paren zijn alle punten opgeslo

ten , waarin het evenwigt standvastig is. In die punten is

<?» p  <PP J»P
SxSy ~  °  611 te*" en

beide grooter dan n u l, zoodat

Dr <  0, waaruit de standvastigheid van het evenwigt in

alle rigtingen blijkt.
Eindelijk is in de punten, die door het laatste paar ver-

tf»p J*P
gelijkingen bepaald worden, =  0 en -gr* — O, zoo

dat Df >  0. P  is dus in die punten noch een maximum
noch een minimum. De vergelijking z — P ,  als de verge

lijking van een oppervlak gedacht, heeft in die punten een

gelijkzijdige hyperbool tot indicatrix, van welke de asymp
toten evenwijdig aan de coördinaten assen loopen. Dus wordt

de kleine vlakte om zulk een punt door lijnen, evenwijdig

aan de coördiatenassen getrokken, in vier quadranten ge

deeld, in welke beurtelings de drukking grooter of kleiner

is dan in het punt zelf.
De ligging van alle bijzondere punten der regthoekige

luchtplaat kan men zich nu op de volgende wijze veraan

schouwelijken :
Beschouwt men van de vergelijkingen, die de enkelvou-
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dige knoopen bepalen, sin — n =z 0 en sin y i r ^ O  als ver

gelijkingen van regte lijnen, dan wordt door die lijnen de
luchtplaat in m y n gelijke en gelijkvormige regthoeken ver

deeld, in al welke de bijzondere punten geheel op dezelfde
gelegen zijn; de hoekpunten van iederen regthoek zijn de

knoopen van de eerste orde; in het middelpunt van iederen
regthoek ligt een knoop van de tweede orde; want die

mx cos ny
punten zijn gegeven door cos — n =  0 en ——  n =  0,

, , 1 a 3 a 2m-l adus door x — -  .......... -5 — -2 m 2 m 2 m
1 } 3 6 2»-l 6en v — -----, -—  ..........—— -  .
2 n 2 n 2 n

Het midden van de zijde van een regthoek is een punt

van standvastig evenwigt, daar zulk een punt voldoet aan
de vergelijkingen

. oix _ cos ny .sin — jr — 0 en —-— 7t =  0 of
a 0

mx „ sin ny
cos —  ir — 0 en —-— n =  0.

a o
De punten van gemengd evenwigt zijn in iederen regt

hoek ten getale van vier voorhanden; hun ligging wordt
bepaald door de vergelijkingen:

ra*

•  =  (?W)£ ± a
^  +  6^

m l
b b a l

y — (2 fc,-l) — +  —  bg cos — ------ - •
2 n 2w7r mr n 2

oï + 6r

en
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h en Tct zijn geheele positieve getallen, en die resp. alle

waarden tusschen 0 en m en 0 en n kunnen aannemen.

Denkt men zich dus ter weerszijde van de lijnen, die in een

regthoek de middelpunten van twee overstaande zijden veree-

nigen, lijnen daarmede evenwijdig en resp. op een afstand
a «‘a1 b . m2bl A

Yan 2m ^ m V + n W  “  £  ~  ^  ^
de vier punten, waarin deze vier lijnen elkander twee aan

twee snijden, de gezochte punten van gemengd evenwigt.
Er moet nu nog onderzocht worden in welke quadranten

de gemiddelde drukking aangroeit en in welke zij afneemt.
S'P

Stelle te dien einde -r-r het tweede differentiaal-quotient
0 8 *

van P  voor in een rigting, die met de positieve «-as een

hoek a maakt. Dan is:
S\P t*P  , 9*P
Jï* — cos “ +  9x9y

8'P
sin 2 a  - f -  -r—r  sin *a.

Nu is in de beschouwde punten —  = 0  en — , =  O

S*P mn (m1 »*\ . 2mx 2nyen ------  — ------------I —- -4- — I stn ------  it sm —— ir.
9x9y 2 ab b* / a b

8*P , . 2mx . 2my .
DUS - =  7 Z sin---- 7t sin n sm Ja  ;

os1 a o
y1 is een van x y  en « onafhankelijke positieve grootheid.

Het product sin 2—  % en cos is positief of negatief,

naarmate in de uitdrukkingen voor x  en y  gelijke of onge

lijke teekens genomen zijn.
8*P

In het eerste geval is positief voor O <  « <  90°
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en 180 <  a <  270°; in het laatste voor 90° <  <* <  180°
en 270° <  a <  360°.

Hieruit volgt, dat de drukking in de vier binnenste qua-
dranten, m. a. w. in die, waarin zich het middelpunt van
den regthoek bevindt, toeneemt; in de quadranten, die er
tegenover liggen, neemt zij natuurlijk evenzeer toe; in de
overige neemt zij af.

Er is reeds op gewezen, dat de klankfiguren van lucht
platen het middel opleveren, om de resultaten der theorie
aan de ervaring te toetsen. Die klankfiguren worden op de
volgende wijze verkregen 1:

Tusschen twee horizontaal op elkander liggende glazen
platen wordt een blad bordpapier gelegd, waarin een stuk
is uitgesneden, van den vorm van de luchtplaat die men
onderzoeken wil. Die platen te zamen met het blad bord

papier sluiten dus een luchtvolumen af van de gevorderde
gedaante. Om dit luchtvolumen in staande trillingen te bren
gen is in de bovenste plaat eene opening geboord van on
geveer anderhalven centimeter middellijn; die opening wordt
met een schijfje kurk gedekt. Wordt nu een glazen buis,
welker longitudinaaltoon overeenkomt met een van de eigen-

toonen der luchtplaat, met een nat lapje gewreven, terwijl
men ze verticaal in het midden vasthoudt, en wel zoo, dat
het onderste uiteinde, dat met een kurk gesloten wordt,

1 Ik ben deze methode verschuldigd aan Prof. Kundt te Würzburg,

onder wiens welwillende leiding ik mjj eenigen t|jd met luchtplaten heb
bezig gehouden.
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met het kurken plantje in aanraking is, dan zal dit laatste

de beweging van het uiteinde der buis volgen en zoo de
trillingen aan het zich daaronder bevindende luchtvolumen meê-
deelen. Men moet het zoo inrigten, dat zich onder de opening
juist een knoop bevindt, daar de verticaal op-ennedergaande

beweging van het plaatje alleen aanleiding geeft tot opvolgende

verdigtingen en verdunnningen van de lucht, die er zich onder

bevindt, en niet tot luchtheweging in een bepaalde rigting.
Om den trillingsvorm van de luchtplaat zigtbaar te ma

ken , is op de onderste plaat een fijn poeder gestrooid.

Stemt nn de toon der buis overeen met een der eigentoonen

van de plaat — en die overeenstemming laat zich na eenig
beproeven gemakkelijk tot stand brengen — dan zal dit poe

der, wanneer het zeer fijn verdeeld is, zooals b. v. semen

Lycopodii of carhonas magnesii, in hevige beweging gera
ken en zich langzamerhand in de knoopen ophoopen. Is

het daarentegen niet zeer fijn, maar toch van eene ge

ringe densiteit, zooals kurkvijlsel, dan zal het zich niet
naar de knoopen begeven, maar integendeel op plaatsen, waar

de luchtheweging zeer sterk is, de reeds meer besproken rijen

vormen, die steeds loodregt op de rigting der beweging staan.
Het ligt nu voor de hand te onderzoeken, of de plaatsen

waar die rijen zich bij voorkeur vormen, waar dus het
meeste poeder zich ophoopt, misschien de punten zijn waar
de gemiddelde digtheid een minimum bereikt; hij de proeven

met dat oogmerk door mij genomen, is dit werkelijk gebleken.

Deze punten vallen dus in de klankfiguur eener trillende
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luchtplaat dadelijk in het oog. Maar ook de enkele en dub

bele knoopen zijn in zulk een figuur gemakkelijk te her

kennen en van elkander te onderscheiden. Dit laatste
wordt mogelijk gemaakt door de omstandigheid, dat de rijen
altijd loodregt op de rigting der beweging staan. Men

houde daarbij in het oog, dat zij niet uitsluitend optreden

in de punten van standvastig evenwigt, maar overal waar
luchtbeweging is; slechts zijn zij in die punten dikker en

worden dit, wanneer de toon eenigen tijd aanhoudt, hoe
langer hoe meer. Ik laat hier de woorden van Kundt over

het onderscheid tusschen enkele en dubbele knoopen eener
klankfiguur volgen.

“Om enkele punten schikt zich het poeder in zeer regel
matige concentrische kringen; in het midden van deze krin
gen bevindt zich een punt, waar de lucht in rust blijft. Dit

punt moet noodzakelijk een enkelvoudige knoop zijn; want
de beweging der lucht is van alle kanten radiaal naar dit

punt heengerigt of er van af. Er moet dus afwisselend in
ieder middelpunt der kringen verdigting of verdunning

heerschen. Daar deze kringen het beschouwde punt geheel
omringen, zonder ergens afgebroken te zijn, is het onmoge
lijk dat een deel der lucht naar het middelpunt toestroomt,
terwijl tegelijkertijd een ander deel er van wegstroomt,

zoodat in het middelpunt toch altijd de drukking de nor
male blijft; had dit plaats, dan zouden noodzakelijk tusschen

de heide luchtmassa’s, wier hewegingsrigting ten opzigte
van het middelpunt tegenovergesteld was, de kringen er-
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gens afgebroken moeten zijn. Alle punten dus, die door

concentrische kringen omgeven zijn, zijn enkelvoudige knoo-

pen. Vier zulke enkelvoudige knoopen met de kringen rond
om, sluiten evenwel nog een punt van rust in, dat dus

door vier groepen cirkelboogvormige kringen omgeven is.

Deze punten zijn knoopen van de tweede orde of dubbele
knoopen. Beschouwt men namelijk een tijdstip, waarop in
een der vier omringende enkelvoudige knoopen de verdig-

ting een maximum bereikt, dan moet in de beide naast

liggende knoopen de verdunning een maximum bereiken.

Dit behoeft geen nader bewijs; het is duidelijk dat in twee

naburige knoopen, die door een enkelen buik gescheiden

zijn, de phasen tegenovergesteld zijn. Er moet dus in den

vierden, enkelvoudigen knoop weder een maximum der

verdigting zijn.” Wanneer men zich nu de beweging der
lucht rondom dat punt voorstelt, ziet men gemakkelijk in,

dat in het door de vier kringen omgeven punt verdigting

noch verdunning kan plaats hebben. Er zijn n. 1. tegelij

kertijd vier stroomen, waarvan er twee zich van het punt
af bewegen, tengevolge van de verdunning in twee der

omringende knoopen; de twee overigen bewegen zich naar

het punt toe, ten gevolge van de in de beide andere
omringende knoopen heerschende verdigting; zoodat er in
het punt zelf geen vermeerdering of vermindering der hoe
veelheid lucht plaats heeft. De dubbele knoopen zijn dus in

het algemeen hierdoor gekarakteriseerd, dat zij niet door

gesloten kringen omgeven zijn, maar door verscheidene
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groepen van rijen, die haar convexe zijde naar den dub
belen knoop toekeeren.

Kiezen wij als voorbeeld een vierkante luchtplaat met de
zijde a. Geeft deze plaat haar tweeden eigentoon, voor welken
dus m — 1 en n — 1 (voor den laagsten is m =. 1 f n = : 0) ,

dan is in overeenstemming met het bovenstaande de schik
king van het kurkvijlsel aldus: In de nabijheid van de vier
hoekpunten is het poeder verdwenen; het heeft zich in krin

gen, die nagenoeg den vorm van cirkelquadranten hebben,
om die hoekpunten geschikt; in het midden van de zijden

van het vierkant, waar dus twee kringengroepen elkander
raken, is de ophooping van poeder het sterkst; in het mid

delpunt van de luchtplaat bevindt zich, evenals in de hoek
punten, bijna geen poeder meer; men ziet met den eersten
oogopslag dat dat punt een dubbele knoop moet zijn, daar
de kringen er hun convexe zijden heen gekeerd hebben; de

punten van wankelbaar evenwigt zijn door geen bijzonder
heid in de figuur gekenmerkt; zij liggen in ons geval op
de diagonalen en deelen die in drie gelijke stukken; want
daar a — b en m =  n =  1, zijn zij gegeven door de verge
lijkingen

’* =  %  a ± l b9oos ! e a y =  Ë d  a ± t  bg cos

en dus k =  -  « of |  a en y  =  |  a of a ,

Daar q =  - J / 2  , is de toonhoogte dezelfde als van den

grondtoon eener aan beide einden gesloten buis, waarvan
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de lengte gelijk is aan den halven diagonaal van de lucht
plaat; want bij zulk een buis is voor den grondtoon

7T

q  ~  i a l / 2

Brengt men de toonen m — 2 n — 2,  m — 3 n — 3 , enz.
voort, dan verdeelt de plaat zich in 4 , 9 etc. stukken, in ieder
van welke de reeds beschreven klankfiguur teruggevonden

wordt. Voor alle andere toonen is de klankfiguur theoretisch

onbepaald; zoo komt b. v. met den trillingsvorm m =  2
n — 3 dezelfde toon overeen als met den trillingsvorm
m — 3 n — 2,  zoodat beide vormen tegelijk kunnen bestaan,

en dus de overeenkomstige klankfiguren elkander weder-

keerig kunnen wijzigen. De resulterende figuur is dan na
tuurlijk afhankelijk van de betrekkelijke intensiteit en het
onderscheid in phase van beide zamenstellende trillingsvor-

men; de vergelijking voor f  zal dan zijn

2ir 3rr 3tt 2jt
f = S c o s  —  xcos — y e cos —  x  cos — x ,J a a a a

waarin S en s willekeurige constanten voorstellen, een uit

drukking, die, zooals men ziet, zoowel aan de oorspronke
lijke differentiaalvergelijking als aan de grenswaarden voldoet.

Bij de figuren, die men in de werkelijkheid verkrijgt,
verdwijnt evenwel een groot deel van die onbepaaldheid,
daar de zamenstellende trillingsvormen onder dezelfde om
standigheden ontstaan, en dus in het algemeen van gelijke

intensiteit en phase zullen zijn. Gebruikt men b. v. een
buis, waarvan de toon overeenkomt met den toon m — 2
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n =  0  van de luchtplaat, en brengt men dien eigentoon
der plaat voort, terwijl men de opening van de bedekkende
glasplaat het middelpunt van het vierkant doet innemen,

dan is er geen reden waarom de trillingsvormen m —  2

n ~  0 en m =  0  n — 2 ,  die nu te gelijk ontstaan, niet
dezelfde intensiteit en phase zullen hebben; men vindt dan

ook de figuur, die men theoretisch kan afleiden uit de
vergelijking

Diezelfde figuur kan ook gemakkelijk uit de figuur van
den trillingsvorm m =  2 n =  2 afgeleid worden. Men

merke daartoe op, dat bij dien vorm de snelheden der lucht
deeltjes, die op een diagonaal liggen, in de rigting van dien

diagonaal vallen, zoodat de figuur niet verandert wanneer
men langs den diagonaal een vasten wand plaatst. Beschrijft
men nu met den diagonaal als zijde een nieuw vierkant, en

voltooit men de klankfiguur, die nu voor een vierde gedeelte
van dit nieuwe vierkant bekend is, dan heeft men de figuur

van de luchtplaat met de zijde 2 voor dentoon, waarvoor

q =  ~  »/ 2> +  2S, dus stellende a V 2  — a ' , q =  -,1^2» +  O3;

het is dus voor de nieuwe luchtplaat de toon (2 0). Ana
lytisch is dezelfde transformatie deze: men stelle in
,  2»  2»  _
f - c o s  - x c o s - y ,  ï  =  iK 2  ( x ' -  y )  en y  =  \  (x‘+ y 1),

wat dus een transformatie op nieuwe regthoekige assen is;
dan wordt de vergelijking:

f  — A  ( cos x -f- cos
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f — cos — x' +  cos —— y .
2 <y 2

2 *  . . .

Deze vergelijking geeft de uitdrukking van f  voor den toon

voldoet aan de differentiaalvergelijking en aan de voorwaarden

Door de transformatie kan evenwel de figuur zelve niet

veranderd zijn; zij is slechts in stand veranderd.
Zoeken wij nu de vergelijking van de reeds meermalen

genoemde rijen waarin het poeder zich schikt. Daar deze

rijen, zooals reeds gezegd is , steeds loodregt op de rigting
der beweging staan, moeten zij stukken zijn van lijnen, die

voldoen aan de partieele differentiaalvergelijking:

Sy

zoodat hun vergelijking is:
f  =  const.

In alle punten dus, die tot een zelfden kring behooren,

zooals die door de rijen aangegeven worden, is de verdig-
ting, dus ook de drukking, op ieder tijdstip der beweging

dezelfde.

i in  het duitsch noemt men ze “Rippungen” ; ik heb dit woord niet

(2 ,0 )  van een vierkante luchtplaat met de zijde 2; zij

-L  — o voor x' — 0 en x' =  < y  2
Sx'

en 0 voor y' — 0 en =  al

dy — 0

anders weten te vertalen.
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Het komt mij voor, dat deze omstandigheid kan dienen
om het bestaan van die rijen te verklaren: want zij vormen
als het ware muurtjes, die gedurende de beweging aan
beide zijden een verschillende drukking ondervinden; al
leen wanneer het verschil in drukking over hun geheele
lengte dezelfde is, kunnen zij blijven bestaan; in het tegen

overgestelde geval moeten zij noodzakelijk vernield worden.
Wanneer nu oorspronkelijk het poeder gelijkelijk over de
onderste plaat verdeeld is, zal ten gevolge van de lucht
beweging die poederlaag hier en daar gescheurd worden

en dan een soort van netwerk vormen, waarvan alleen die
stukken kunnen blijven bestaan, die loodregt op de rig-

tingen der beweging staan. Zulke rijen, eens ontstaan zijnde,
kunnen nu wel dikker, maar niet dunner worden, daar
het poeder, dat zich tusschen twee rijen bevindt, langzamer

hand tegen deze aangedreven zal worden en dan gestuit
wordt, terwijl de korrels, die reeds deel uitmaken van zulk
een muurtje, elkander wederkeerig beschutten.

Men merke nog op, dat het feit van het ontstaan der
rijen in luchtplaten niet op zich zelf staat; men kan het

in verschillende gevallen waarnemen, waar lucht of een

vloeistof zich over een laag kleine ligchaampjes heen beweegt.
Zoo zal b. v., wanneer men den bodem van een met water
gevulden bak met een laagje zand bedekt, en de bak heen

en weer beweegt, zoodat het water eene gelijkmatige schom

melende beweging aanneemt, het zand zich op dergelijke
ïijen schikken, als die wij bij de luchtplaat waarnemen;

7
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daar zij dan natuurlijk veel langzamer ontstaan, kan men

dan tevens zien, hoe zich eerst het zand tot een netwerk

schikt, waaruit zich dan vervolgens de rijen op de boven
beschreven wijze vormen. Het schijnt mij toe, dat de gol

vende gedaante, die het zand van den zeeoever na den
vloed vertoont, en de streepsgewijze schikking der wolken,

waarbij de strepen loodregt op de bewegingsrigting staan,
een schikking die men dikwijls kan waarnemen, geheel ana

loge verschijnselen zijn.
Dat in de luchtplaat de rijen niet overal even sterk op

treden, en op vele plaatsen, met name op de knoopen,
geheel ontbreken, meen ik dat zeer goed verklaard kan
worden door de ongelijke verdeeling der gemiddelde druk

king, gelijk ik boven heb trachten aan te toonen.
Ten bewijze dat hetzelfde beginsel ook voor andere dan

vierkante luchtplaten kan toegepast worden, diene een korte

theorie der cirkelvormige luchtplaten.



y.
C IR K E L  V O R M IG E  L U C H T P L A T E N .

Om de vergelijking van het snelheidspotentiaal te vinden
voor een luchtplaat, waarvan de begrenzing een cirkelom
trek is, moet de partieele differentiaalvergelijking

. *V\
St* V&e1 $y')

op poolcoördinaten getransformeerd worden. De substitutie:
x — r cos s ,  y  — r sin 3> geeft:

t — 0t ( 2 S? _l
St2 y?rs r Sr r 2 ’

Stelt men nu y =  -S © T, waarbij R, ® en t  resj). functien
van r, 5- en t voorstellen, dan ziet men dat een functie
van dien vorm aan de vergelijking voldoet, wanneer

1 )
d1T

T =  0

2 )
d * ©  .

^ + ” 0 =  O

3)
d !i ? 1 dR I , ra’N
dr2 +  r d r  +

7 *
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waarbij } en « voorloopig willekeurige constanten voorstel
len. Men overtuigt zich daarvan gemakkelijk door boven

staande vergelijkingen naar volgorde te vermenigvuldigen

met — —r en ©t , en ze vervolgens bij elkander opcz cz

te tellen; de oorspronkelijke differentiaalvergelijking komt

dan terug.
Daar t een periodische functie van t moet zijn, is:

1») T “  cos q ct.

De vergel. 2) geeft:
2°) © =  cos n $ , welke uitdrukking voldoet aan de voor

waarde o (2tr) =  y (0), wanneer n een geheel getal is.
De vergel. 3) kan gëintegreerd worden door de methode

der onbepaalde coëfficiënten; men vindt dan als particulier

integraal: •

3°) li =  A rn r  (sr (f)‘
; 1. n + 1 +  1.2... (» +  !)(» +  2)

In het algemeene integraal wordt R  oneindig voor r — 0 ,

zoodat d it, als met den aard van het vraagstuk in strijd
zijnde, verworpen moet worden. Nu moet nog voldaan wor

den aan de voorwaarde - r  =  0 poor r — 1, wanneer wij

den straal van de luchtplaat gelijk aan de eenheid nemen.
Hierdoor is een vergelijking gegeven tusschen q en n.

Deze vergelijking heeft voor iedere waarde van n een
oneindig aantal bestaanbare wortels, die allen van elkander
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verschillend zijn, zoodat bij verschillende waarden van n

niet dezelfde waarde van q kan behooren. Bourget heeft dit
bewezen 1 voor de vergelijking B  =  0, en nit zijn beschouwing

cLR
kan hetzelfde ten opzigte van de vergelijking — =  0 afge

leid worden; iedere waarde van q bepaalt een der eigen-
toonen van de luchtplaat. Stelt men zulk een waarde in de
vergelijking in plaats van q, dan is f  — l i & T  het snelheids-
potentiaal voor den overeenkomstigen eigentoon.

De ligging der knoopen is bepaald door de vergelijkingen

— 0 en — =  o, welke zich laten splitsen in de beide

volgende stellen:

.ft =: 0 en e  =  0

en dB
dr 0 en d&

d3 0 .

De punten, die door het eerste stel bepaald worden, zijn

dubbele knoopen, daar in die punten j-  =  0 ; het tweede

stel vergelijkingen bepaalt de enkelvoudige knoopen.

Men ziet dat beide soorten van knoopen gegeven zijn als
snijpunten van een groep concentrische cirkels en een bundel
stralen, en tevens dat de enkele en dubbele knoopen regel
matig met elkander afwisselen; zoodat, wanneer op een
cirkel of straal enkelvoudige knoopen liggen, op den vol
genden dubbele gelegen zijn.

1 Bourget, Théorie der membranes circulaires. Annales de 1’École
Normale, Tome III.
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Verder heeft de omstandigheid, dat bij twee verschillende

waarden van n nimmer dezelfde waarde van q kan behooren,

ten gevolge, dat bij een bepaalden toon nooit twee verschil
lende trillingsvormen kunnen bestaan, zoodat bij cirkelvor

mige luchtplaten de klankfiguren altijd geheel bepaald zijn,
wat wij gezien hebben dat bij regthoekige niet het geval is.

In plaats van uit te gaan van een bepaalde luchtplaat,
kan men ook van een bepaalden toon uitgaan en den straal

der plaat voorloopig onbepaald laten; men kan b. v. q — 1
stellen en vervolgens iederen cirkel, waarvan de straal

dR
voldoet aan de vergelijking —  =  0 , als begrenzing aan

nemen. Wij zullen nu dien weg volgen.
Beschouwen wij R  als ordinaat en r als abscis van een

kromme lijn, dan kan de vergelijking 3») geconstrueerd

worden. 1 Beschrijft men, dit gedaan zijnde, met den oor
sprong der coördinaten als middelpunt, cirkels, die door

de punten gaan waar de kromme lijn de as snijdt, en even-
dR

zoo cirkels door die punten der as, voor welke — 0,

dan kan iedere cirkel der laatste groep als de begrenzing
van een luchtplaat beschouwd worden; op alle cirkels van

dezelfde groep, die binnen de aangenomen begrenzing lig
gen, liggen de enkele knoopen; de dubbele knoopen liggen

op de cirkels van de andere groep.

1 Zie voor den vorm dezer ljjn: Riemann, Partielle Dififerentialglei-

chungen, § 97.
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Het is gemakkelijk de stralen, waarvoor cos nB —  O (op

welke dus de dubbele knoopen liggen), en die voor welke

sin nB —  O, (die de enkele knoopen bevatten) te construeren.
Verder heeft men

n %
cos1 nB — —— sin1 nB',

r*

dus zijn de punten van evenwigt gegeven door de verge

lijkingen :

Sr
= ¥(ldr V,

4 ^  =dB

(PR'
dr1

'dsy
Kdr )

n*R (dR
dr

, n*R /,
I cos1 nB — —— I

/  r 1 Vi
sin3 nB — 0

sin 2nB = . 0.

Als punten van evenwigt vindt men dus vooreerst de

knoopen, daar aan bovenstaande vergelijkingen voldaan

wordt door R  =  0 en cos nB =  0,
dR .

en door — =  0 en sm nB — 0.
dr

Wij weten reeds dat het evenwigt in de knoopen wan

kelbaar is.
Vervolgens is er evenwigt in de punten, gegeven door:

_ dR  R
cos nB =  0 en — — .

dr r

De ligging dezer punten kan men vinden, door uit het

middelpunt raaklijnen te trekken aan de kromme lijn, die
de functie R  voorstelt; wanneer men dan met de abscissen
der raakpunten als stralen cirkels beschrijft, die den oor

sprong der coördinaten tot middelpunt hebben, dan zijn
de snijpunten van die cirkels met de stralen der dubbele



knoopen de gezochte punten. Een van die punten ligt, wan
neer men van het middelpunt uitgaat, tusschen een cirkel
der dubbele knoopen en een der enkele, en nadert tot
dezen laatste meer en meer, naarmate het verder van het
middelpunt verwijderd is.

In de derde plaats is er evenwigt in de punten, die ge
geven zijn door de vergelijkingen:

Deze punten liggen op de stralen der enkele knoopen,
tusschen de cirkels der enkele en die der dubbele knoopen,
wanneer men wederom van het middelpunt uitgaat, en na
deren meer en meer tot deze laatsten, naarmate zij verder
van het middelpunt verwijderd zijn.

In de beide soorten van punten, die wij het laatst be
handeld hebben, is het evenwigt standvastig, gelijk door
de beschouwing der tweede differentiaalquotienten van P
gevonden kan worden.

Eindelijk is er evenwigt in de punten, die te gelijkertijd
voldoen aan de vergelijkingen

In deze punten is het evenwigt in sommige rigtingen
d*P

wankelbaar en in andere standvastig, daar in hen =  0.

Daar zij in de klankfiguren geen bijzondere kenmerken
vertoonen, zullen wij ze niet verder onderzoeken.

Na het aangevoerde is het nu niet moeijelijk na te gaan,

sin nS — 0 , R  —  ——  .ar2

dP  „en — — 0.ar
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welke de klankfiguur van een cirkelvormige luchtplaat
zijn moet. Kiezen wij tot voorbeeld den tweeden toon,
terwijl ji — 2.

Op een cirkel, waarvan de straal ongeveer de helft van
den straal der luchtplaat is, liggen vier enkele knoopen;
die knoopen zijn door kringen omgeven, die het dikst zijn
in de punten waar zij elkander raken (dat zijn de punten
die op de stralen der dubbele knoopen gelegen zijn), en

in de punten, die het digtst bij den rand der luchtplaat lig
gen (deze punten liggen op de zelfde stralen als de enkel
voudige knoopen). In iedere kringengroep liggen dus drie

punten, waar een ophooping van poeder plaats heeft. Ein
delijk zijn er nog kringen om de vier randknoopen; in deze

zijn slechts vier nieuwe ophoopingen niet ver van den rand,
op de stralen der dubbele knoopen. Men ziet dat zulke dubbele

knoopen te herkennen zijn, doordat zij besloten zijn tus-
schen vier kringen, die naar den dubbelen knoop de con
vexe zijden toekeeren, en dat het middelpunt der plaat
zulk een dubbele knoop is.

Neemt men de proef op de reeds bij de regthoekige
luchtplaten beschreven wijze, dan vindt men werkelijk de
figuur, die door de theorie gevorderd wordt; alleen de krin
gen om de randknoopen zijn minder duidelijk.

Kiest men een andere waarde voor n en een hoogeren
toon, dan verkrijgt men een dergelijke figuur met meer sec
toren en meer cirkels, waarop knoopen liggen.

Het geval n —  0 geeft geen knoopen, maar knooplijnen,
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evenals een membraan; Semen Lycopodii poeder schikt zich dan

in concentrische cirkels om het middelpunt der plaat; dubbele
knoopen ontbreken natuurlijk. Evenzoo treden in dit geval
lijnen van evenwigt in plaats van punten op ; dus schikt

zich ook kurkvijlsel in concentrische kringen, die niet ver

van de buiken verwijderd zijn.

Vermits het meer gebruikelijke teeken in de gebezigde lettersoort

ontbrak zjjn de partiëele differentialen met een $ moeten gezet worden,

wat trouwens hier geen verwarring met varia tic te tekens kon geven.



S T E L L I N G E N .

L

De verklaring, die Challis geeft van de aantrekkings-

verschijnselen door luchttrillingen veroorzaakt, vindt een
grooten steun in de resultaten, die de beschouwing van de
klankfiguren der luchtplaten heeft opgeleverd.

n.
Bij de vorming van die figuren speelt de gemiddelde digt-

heid der lucht gedurende de beweging een groote rol.

III.

De betrekking tusschen digtheid en drukking, die uitge
drukt wordt door de vergelijking der adiabatische lijn, voert
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in de theorie van de beweging der gassen evenmin tot vol

komen juiste uitkomsten als de meer gebruikelijke.

IV.

Het bewijs van de hydrodynamische stelling van Lagrange,

dat de uitdrukking udx -f- vdy +  wdz een volledig differen

tiaal blijft, wanneer zij bet voor een oogenblik der beweging
is, zooals dat gegeven is in Riemann’s “Partielle Differen-

tialgleichungen” § 101, is valscb.

V.

Teregt zegt Edlund: Die Ordnung der Metalle in der

elektromotorischen und thermoëlektrischen Reihe ist vol

kommen dieselbe.
Pogg. Ann. Bd. 143. pag. 562.

De wijze waarop Bezold de werking van den Elektropboor

verklaart, verdient de voorkeur boven de oudere theorie

van Riess.
Pogg. Ann. Bd. 143.

VII.

Bij metingen met een galvanometer, verdient, ter verkrij

ging van astasie, het gebruik van astatische naalden de

voorkeur boven dat van een vasten magneet.

VIH.

De theorie van Lommel verklaart de fluorescentie niet.
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IX.

Nörrenberg’s elementair bewijs van de stelling, dat het
trillingsvlak van een lichtstraal, die door een toermalijn-

plaat is gepolariseerd, evenwijdig is met de krystallogra-
phische hoofdas, is onvoldoende.

Müllers Physik. I. pag. 805.

X.

Het is niet waarschijnlijk dat actieve chloor een grooter
volumen inneemt dan niet-actieve.

XL

Ten onregte zegt Beer, dat, wanneer een regte lijn zoo

met elektriciteit belegd wordt, dat de digtheid evenredig
is aan den afstand tot een der uiteinden van de lijn, de

potentiaalfunctie in dat uiteinde onbepaald is.
Elektrostatik pag. 35.

XII.

De beantwoording der vraag, hoe het komt, dat wij regt
zien, terwijl de beelden op het netvlies omgekeerd staan,
ligt buiten het gebied der natuurwetenschap.

XIII.

De theorie van Zöllner ter verklaring van de periodici
teit en de heliographische verbreiding der zonnevlekken is
onvoldoende.
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XIV.

Het bewijs volgens Durège van de stelling, dat y (2) in
a doorloopend is, wanneer (z-a) y (2) voor z — a tot nul

nadert, is onjuist.
Theorie der Functionen einer complexen

Gröase pag. 107.

XV.

Het is verkeerd om, bij bet zamenstellen van een leer

boek der physika, zich te binden aan de historische volg

orde der feiten.

XVI.

Het onderwijs in de hoogere analysis moet van de be

schouwing der bepaalde integralen uitgaan.

XVH.

Evenwijdige lijnen mogen niet bepaald worden als lijnen,

die, in hetzelfde platte vlak gelegen, elkander, hoever ook

verlengd, nimmer zullen snijden.

xvm.
Wie in het vervolg over spontane generatie proeven wil

doen, zal moeten zoeken niet naar infusoriën, maar naar

moneren of hunne naaste verwanten.
Isis. N°. 17.
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