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V O O R R E D E .

De keuze van het onderwerp, dat mij de stof heeft geleverd voor

dit proefschrift, is het gevolg van den wensch om een grootheid

te kennen, die in de theorie der capillariteit, zooals die door la

place ontwikkeld «is, een zonderlinge rol speelt. Het is de groot

heid, die den molekulairen druk voorstelt op de eenheid van op

pervlakte bij een vloeistof, die door een plat vlak is begrensd. Of

schoon zij op rechtmatige wijze te voorschijn treedt, ziet men ze

altijd uit de eindvergelijkingen verdwijnen. Niet dat zij zoo klein

is, dat zij ten opzichte van de andere grootheden, welke behouden

blijven, kan verwaarloosd worden. Zij is integendeel millioenen

malen grooter. Dit geregeld verdwijnen van die machtige groot

heid moge aantoonen, dat zij in de theorie der c a p i l l a r i t e i t

niet rechtstreeks noodzakelijk is, gelijk dan ook latere methoden,

waarin zij niet meer optreedt, getoond hebben. Toch is het niet te

ontkennen, dat voor een juiste kennis der verschillende vloeistoffen,

men het bedrag van haar waarde noodzakelijk weten moet; zij toch

is de maat voor de cohesie der stof.

Daar mij geen weg open schijnt om langs proefondervindelijken

weg het bedrag dier constante te vinden, was het noodig om ze

door theoretische beschouwingen te bepalen. Deze beschouwingen



VI VOORREDE.

hebben er mij toegebracht tusschen den gas- en den vloeistoftoe

stand continuiteit op te merken, waarvan het bestaan, zooals mij

later bleek, reeds door anderen was vermoed.

De gewaarwordingen, die ik ondervind, nu ik geroepen ben dit

proefschrift te verdedigen zijn van verschillenden aard. Heeft er

kentelijkheid den boventoon jegens een Faculteit, aan welke ik mijn

vorming heb te danken, en in het bijzonder jegens U, Hooggeleerde

r i j k e , Hooggeachte Promotor! wiens onderwijs liefdevoorde Physica

in mij wist te wekken — met weemoed denk ik aan hen terug, die

in de weinige jaren, welke sedert den tijd, dat ik het onderwijs

aan deze Hoogeschool genoot, verloopen zijn, door den dood aan

de wetenschap zijn ontrukt, en aan wie ik ook zooveel te danken

heb.
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EERSTE HOOFDSTUK.

Algemeens beschouwing.

§ 1. De voorstelling, waarbij de molekulen van een in molekulair
evenwicht verkeerend lichaam gedacht werden in rust te verkeeren,
en waarbij het voortdurend blijven bestaan van de afstanden tus- *
schen die molekulen toegeschreven werd aan een afstootende kracht,
is algemeen verlaten geworden. Zij was dan ook niet bestand tegen de
alles beheerschende kracht van de wet van het behoud van arbeidsver
mogen. Want, ofschoon de mechanische theorie der warmte, zich vrij
willende houden van alle mogelijke hypothesen, den eigenlijken aard
der lichamen, waarop zij hare wetten toepast, in het onzekere laat,
het is licht in te zien, dat het aannemen van een afstootende kracht
tusschen de molekulen, vooral bij gassen, niet over een te brengen
is met de hoofdbegnppen der wet van het behoud van arbeidsver
mogen n. 1. het begrip van arbeid, van potentieel en actueel ar
beidsvermogen en van de equivalentie van arbeid en warmte.

§ 2. Wordt een stolfelijk punt door een ander aangetrokken met
een kracht = f  (r), dan zal, zoo de afstand van r0 op een groo-

/>i
teren rt gekomen is, een hoeveelheid arbeid verricht zijn =  /  f (r)  d r.

J r„
Wij zeggen, dat er dan een even groote positieve hoeveelheid poten
tieel arbeidsvermogen gewonnen is; terwijl de mechanica leert, dat er
in dat geval een equivalente hoeveelheid levende kracht of actueel
arbeidsvermogen is verloren gegaan. Omgekeerd, verwijdert zich

1
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een punt onder den invloed eener afstootende kracht, dan gaat er
een hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats verloren, maar komt
een equivalente hoeveelheid arbeidsvermogen van beweging daarvoor
in de plaats.

En eindelijk leert de natuurkunde, dat zoo verrichte arbeid niet
geheel teruggevonden wordt in nieuw voortgebracht arbeidsvermo
gen van plaats en van beweging, zoo als bij niet volkomen ónver-
anderlijke lichamen het geval kan zijn, het overige deel een equi
valente hoeveelheid warmte zal voortbrengen.

§ 3. Onderzoeken wij nu, na het voorop stellen dezer beginselen,
wat er met een gas geschiedt, als het zijn volume verandert, dan zal blij
ken, dat het aannemen van afstootende krachten tusschen de molecu
len daarmede in strijd is. Zoo leert het onderzoek, bijv. bij de proeven
van joule en Thomson, dat de permanente gassen, als zij zich uitzetten
zonder uitwendigen druk te overwinnen, geen verhooging, maar wel
eenige verlaging van temperatuur ondergaan. Bestonden er afstoo
tende krachten, dan zou na de vergrooting der door het gas inge
nomen ruimte, de hoeveelheid potentieel arbeidsvermogen vermin
derd zijn en moest dus het gas verwarmd zijn geworden. Evenzoo
zou er bij samendrukking van een gas zoodanig, dat de uitwendige
druk voortdurend gelijk is aan de spankracht van het gas, een
hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats voortgebracht worden, in
geval die spankracht bestond in een afstooting, en de mechanische
theorie der warmte zou dus niet, zooals zij wel doet, mogen stel
len, dat er een hoeveelheid warmte voortgebracht wordt, die equi
valent is met den uitwendigen arbeid. De spankracht der gassen
zal dus in iets anders dan in een afstooting moeten gezocht worden.

§ 4. Bestaat er geen afstootende kracht tusschen de deeltjes van een
gas, dan zal niemand het waarschijnlijk achten, dat die wel noodig
zou zijn om den vloeibaren of vasten aggregaats-toestand te ver
klaren. Dat in die toestanden evenmin een afstootende kracht be
staat, kan gemakkelijk rechtstreeks aangetoond worden. Immers de
proef leert, dat ook bij de vloeistoffen en de vaste lichamen, die
door verwarming uitzetten, samendrukking warmte teweegbrengt,
meer dan met den uitwendigen arbeid overeenkomt. Indien nu wer
kelijk de stofdeeltjes behalve elkander aan te trekken, bovendien
elkander afstooten en de uitwendige drukking dienen moet om de
overmaat van afstooting boven de aantrekking te overwinnen, dan
zou de verrichte arbeid weder geheel of gedeeltelijk teruggevonden
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worden in d e . vermeerdering van potentieel arbeidsvermogen, en is
het ontstaan van meerdere warmte dan met den uitwendigen arbeid
overeenstemt, niet te verklaren.

§ 5. Men is dus genoodzaakt om een andere oorzaak te zoeken,
ter verklaring van het verschijnsel, dat elkander aantrekkende deeltjes,
ofschoon slechts door ledige ruimte gescheiden, niet samenvallen.
En geen andere oorzaak kan gevonden worden dan in de beweging
dier molekulen. Deze moet van zoodanigen aard zijn, dat zij het
kleiner worden van het volume belet en zich dus aan ons als af-
stootende kracht voordoet. Omtrent den aard dier beweging zijn,
voor de verschillende aggregaatstoestanden, voorstellingen gegeven,
die in meerdere of mindere mate uitgewerkt zijn. Vooral voor zoo
genaamde gassen kunnen wij, voornamelijk door de onderzoekingen
van clausius en maxwell, de theorie der warmtebeweging vér
gevorderd rekenen. Alvorens evenwel omtrent den aard dier be
weging in de verschillende aggregaatstoestanden in bijzonderheden
te treden, zullen wij in een, door clausius in 1870 gegeven the
orema I), het verband vinden tusschen de hoeveelheid levende kracht
dier beweging en de molekulaire aantrekking. Clausius heeft deze
formule gegeven, om langs beginselen, alleen aan de Mechanica
ontleend, de tweede wet van de mechanische theorie der warmte te
bewijzen. Hier zal de formule voor bovengenoemd doel gebezigd
worden.

1) Pogg. Ann. CXLI pag. 124.



TWEEDE HOOFDSTUK.

Afleiding Tan den grondvorm der isothermische lijn.

§ 6. Denken wij ons een aantal stoffelijke punten, die te samen
een onveranderlijk deel der ruimte vullen. Wij kunnen ze voorloo-
pig in beweging onderstellen. De uitkomst onzer voorgenomen bere
kening zal ons een maat voor die beweging doen vinden, of ons
anders leeren. zoo die gelijk nul mocht uitvallen, dat de punten
in rast zijn. Omtrent den aard hunner beweging zullen wij alleen on
derstellen, dat zij, zooals clausics ze noemt, een s t a t i o n a i r e  is;
dat wil zeggen: de afstanden, waarop zij zich van een willekeurig
gekozen punt bevinden, mogen veranderen, maar slechts binnenzeer
enge grenzen; of ingeval de vergrooting dier afstanden een merk
bare waarde verkregen zou, dan moet de verplaatsing zoodanig zijn,
dat de deeltjes kunnen beschouwd worden onderling hunne plaat
sen te hebben geruild. Een onderstelling, die bij de stofdeeltjes
van een in evenwicht verkeerend lichaam vervuld is. Stellen wij
nu de componenten der krachten, die op een gegeven oogenblik op de
stoffelijke punten werken door X, Y en Z voor; en de coördinaten
dier punten door x, y en z, dan komt het er op aan de waarde
van 2 \ x ,  Z Y  y en A' Z z te vinden.

tP x-
' Daar voor elk deeltje m  ■

d P
—  X is, komt het zoeken van JSXx

d1 x
neder op het zoeken van 2  m x — t. Daartoe differentieeren we de
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d x
uitdrukking x -— naar t. Dan vinden we

d t

\  d t  /  _  d* x / d x \ i
d t  X dt* \ d t ) ( 1)

En zoo we in aanmerking , dx
nemen dat x  —

d t
gelijk is aan

kannen we (1) ook aldus schrijven

2S m x

SSXx 2S m  Y®2

In het geval, dat de massa van alle stoffelijke punten even
groot blijft, kan m  onder het differentiaalteeken gebracht worden; en
volgens het begrip van de onderstelde stationaire beweging kan

X^
m — als constant gedacht worden, zoo men voor de beide andere

termen van (2) hun middenwaarde in een korteren of langeren

diwi( r )
tijd neemt, zoodat SS

d t ■ 0 is. Betrof het n. 1. periodieke

bewegingen allen van denzelfden schommelingsduur, dan zou men
(2) naar t kunnen integreeren en werd (2), zoo * dien schom-
melingstijd voorstelde, voor elk deeltje

Maar daar

X r  dt

is, vallen die termen
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weg, terwijl de twee overblijvende termen de middenwaarden van
X x  en V»1 voorstellen.

Zoo de bewegingen niet periodiek zijn, dan is het verschil van

^  ^ ^  en {  \  \  niet gelijk nul. Maar vol-
\  d t  /  t \  d t  /  ®

/  YYh X* \
gens het begrip van stationaire beweging kan I — 1 slechts zeer

weinig veranderen. Daarentegen kunnen we t, waardoor het verschil
moet gedeeld worden, steeds laten toenemen. Dit verschil kan niet
voortdurend toenemen, waaruit we besluiten dat x zoo kan geko
zen worden, dat ook dan de vergelijking geldt: de middenwaarde
van — 2 X ï  gelijk aan de middenwaarde van Z  m  V*2.

Hebben niet al de deeltjes dezelfde massa, maar moet het lichaam
als een mengsel of chemische verbinding beschouwd worden, dan
geldt voor elk der soorten van deeltjes onder dezelfde voorwaarden
een zelfde vergelijking. En dus in al de opgenoemde gevallen heeft
men

—  Z X x  =  Z m Y x* ............................. . (3)

Wij hebben evenzoo de vergelijkingen

— Z Y y  = .  2  m  . .......................... (4)
' en

—  Z l z  =  2 m Y , ' .................................... ....  . (5)

En

v#*+v-f-V,*=v*
stellende, vindt men door sommatie van (3), (4) en (5)

2 ^ -  v* =  — i  S ^ X x  +  Y y  +  Zz)  . . . . . ( 6 )

In géval er alleen aantrekkende krachten tusschen de deeltjes
van het lichaam heerschen, of er bovendien een naar binnen ge
richte uitwendige druk noodig is om het evenwicht in stand te
houden, is het licht aan te toonen, dat het tweede lid van (6)
steeds een positieve waarde zal opleveren, en nimmer nul kan zijn.
Uit andere vormen, waaronder dit tweede lid straks zal voorgesteld
worden, zal dit bovendien van zelve blijken.

De stofdeeltjes zijn dus in beweging, en tegelijk kennen wij een
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uitdrukking voor de hoeveelheid levende kracht dier beweging. Bij
gassen, in zeer verdunden toestand, en waarbij wij voorloopig de
onderlinge aantrekking verwaarloozen zullen, leert ons de ondervin
ding, dat steeds uitwendige krachten noodig zijn om het evenwicht
te doen voortduren. Daar stellen X, Y en Z de componenten voor
van de krachten, die langs het oppervlak werken en als het ware
de rol der ontbrekende aantrekkende krachten moeten overnemen.

§ 7. Voor wij uit deze vergelijking (6) eenige besluiten trekken,
zullen wij door herleiding eenige andere vormen zoeken, waaron
der de uitdrukking

2( X x - \ - Y y - \ - Z z )

voorgesteld kan worden.
Stellen wij de kracht, die op een deeltje werkt door E voor; de

hoeken die de richting der kracht met de assen maakt door <*, p en
y. Noemen wij den afstand van het stoffelijk punt, waarop die kracht
werkt, tot aan den oorsprong r, en de hoeken, welke die afstand
met de assen maakt, uy, py en yy; dan kan

,  2 ( X x  +  Y y  +  Zz)

voorgesteld worden door

(cos. Uy COS. a +  COS. P  COS. Py -+- COS. y  COS. yj)
of

— .S’ E  r cos. (E, r) == 2  »n V1 ..........................(7)

De kracht, die een stoffelijk punt a op een ander b uitoefent,
is gelijk maar tegengesteld aan die, welke 6 op a uitoefent. Laat
die kracht aantrekkend zijn en door f  worden voorgesteld. De som
van de twee termen, die door de kracht, die tusschen a en b
werkt, geleverd worden, kan op de volgende wijze onder een
zeer eenvoudige gedaante worden voorgesteld. Voor het punt a
is de, door de aantrekking van b, geleverde term f  r  cos. ( f , r), en voor
b levert die kracht de waarde — fry cos. (f, rfj. Maar r cos. (f, r)
stelt de projectie voor van r  op de lijn ab, en cos. (f, r{) die van
ry op die lijn. Het verschil dezer projecties is de lijn a b zelve. De
som der twee genoemde termen is dus als de afstand der beide
punten door q wordt voorgesteld, gelijk aan f  X §. Op deze wijze
wordt dus de vergelijking (6) herleid tot de gedaante

2  ~  VJ =  i  2 f q  —  ^  2  R r  cos. (E, »•) (8)
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In deze vergelijking heeft S f q  betrekking op al de molekulaire
krachten, mits een kracht, die tusschen twee molekulen werkt,
nu slechts eens in rekening wordt gebracht. Daarentegen heeft de
laatste term alleen betrekking op de uitwendige krachten.

Tot de vergelijking (8) kan ook uit (6) besloten worden, zonder
eerst tot (7) over te gaan op de volgende wijze

De term X x  wordt voor die enkele kracht die door & op a

wordt uitgeoefend, voor het punt a ^ z f x  —---- voor het punt

b wordt zij gelijk aan — f x  1 Xi — x
De som dezer termen is ge-

( £ l? i  X
lijk aan — f  — -—  . Zoo leveren de twee overeenkomstige termen

Y y  de waarde — f  —--- — . En de 2 termen Z z de waarde

- f
O i —  z)»

e . Voor de kracht, die tusschen a en 6 werkt, wordt dus

X x  -f- ï  y  -j- Z z —  — f  Q,
Om de termen, die betrekking hebben op de uitwendige krachten

te herleiden, zullen we het geval onderstellen, dat de druk over
het geheele oppervlak gelijkelijk verdeeld is en loodrecht op het
oppervlak werkt. We zullen dus afzien van de zwaartekracht.
Hierbij zullen we gebruik maken van een gevolg van de stelling
van green , die in de leer der potentialen van electrische massa’s
een uitgebreide toepassing vindt. Het gevolg dezer stelling, dat
wij voor onze herleiding noodig hebben, komt gewoonlijk onder
dezen vorm voor:

f ^ Y d k = f d- ^ d s .  . . .  . . .  . . . .  . - (A )

Hierin stelt V een functie van x, y en z voor, d k een lichamelijk
element; terwijl de integratie over al de punten eener aangewezen

ruimte moet uitgestrekt worden. in het tweede lid stelt voor
d n

de zoogenaamde differentiatie van F naar den normaal op het opper
vlak en ds  een element van dit oppervlak, terwijl de integratie in
het tweede lid over de geheele oppervlakte der aangewezen ruimte
moet uitgestrekt worden.

De integraal, waarvan de waarde moet gezocht worden, is als N
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de grootte van de normale druk op de eenheid van oppervlak
voorstelt

j N r  cos. (N, r ) ds

fd(r>)i f d M
3 J  d r

d s cos. (N, r)

Maar

d (r^1 __d (r*) d x  d (r*) dy  d (r1) de  _
d n  d x  d n  d y  d n  d z  dn

—  2 j x cos. (N, X) +  y cos. (N, Y) +  z cos. (N, Z) | =
d (r*)

: 2 r cos. (N, r) s s  — —- cos. (N, r)
d r

Substitueert men deze waarde d (r1)
d r

cos. (N , r) in de te

zoeken integraal, dan neemt zij dezen vorm aan:

2 J  . d n
Maar volgens de vergelijking (A) is dit gelijk aan

 ̂N ƒ  A 1 (r*) d k  —  31$ v

ingeval wij het volume door v voorstellen *).
De vergelijking (8) wordt nu aldus geschreven, ingeval van een

gelijken normalen druk:

De herleiding van

ƒ '
N r  cos. (N t r) ds

-1) Zie Einleitung in die Electrostatik enz. van aug . b e e r , b l . 15. Ik laat
deze herleiding voorafgaan aan de volgende, niet omdat zij eenvoudiger is,
maar alleen omdat ik geloof, dat het mogelijk is vele van de stellingen om
trent de potentialen in de leer der gravitatie en electriciteit toe te passen op de
molekulaire krachten. Ik meen dus niet verkeerd te doen met de aandacht daarop
te vestigen.
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tot den vorm 3 N t i  geschiedt eenvoudiger aldus. Het element
r  cos. (N, r) d s  van dezen integraal stelt 3 maal het volume van
een pyramide voor, en wel van een pyramide die den oorsprong
tot top en d s tot basis heeft, daar r cos. (N , r) de hoogte van
die pyramide voorstelt. Sommeeren wij dit over de geheele opper
vlakte, als negatief in rekening brengende die elementaire pyrami-
den, waarbij cos. (N ,r)  negatief is, verkrijgen wij dus juist 3N
maal het volume van het lichaam.

§ 8. Stellen wij ons nu als eerste benadering een gas voor als
bestaande uit stoffelijke punten, die geen aantrekking op elkander
uitoefenen, dan vervalt uit (9) de term e , en wij verkrijgen
de vergelijking, die clausius het eerst gevonden heeft

Zoo Vj’ de middenwaarde voorstelt van de quadraten der snel
heid, wordt (10)

In  (11) stelt N het aantal kilogrammen voor, dat de drukking
per □  meter bedraagt, en <t het aantal kilogrammen, dat 1 kub.
meter weegt; terwijl g en Vx in meters uitgedrukt zijn.

s 9. Het omgekeerde van wat wij hierboven onderstelden, kan als
eerste benadering bij vloeistoffen gesteld worden. Bij die kunnen wij
den uitwendigen druk wegdenken; maar de molekulaire krachten mogen
daar in geenen deele verwaarloosd worden, en moeten daar bestand
zijn tegen den invloed der warmtebeweging, waardoor Se stofdee-
len zich anders voortdurend van elkander verwijderen zouden.

Wij kunnen als bewezen aannemen, dat de molekulaire kracht
zich slechts tot op zeer geringe afstanden doet gevoelen, of dat zij
bij vermeerdering van den afstand der stofdeeltjes zoo snel afheemt,
dat zij op meetbare afstanden onmerkbaar wordt. Onderzoekingen
pmtrent den afstand, tot waarop zich die werking nog doet gevoe-

(10)

-  M V ,* z z
2 1

of daar M —  — , als d de densiteit en g de intensiteit der zwaar-
9

tekracht voorstelt, kan (10) ook aldus geschreven worden

V1* =  3N-3- =  8 N 4 r ( l  +  “ 0  • • • • ( 1 1 )
® <*0
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le n , hebben wel is waar nog geen overeenstemmende uitkomsten
gegeven; maar daarin komen ze overeen, dat zij dien afstand als
zeer gering doen kennen. Trouwens de algemeen aangenomen onder
stelling, dat bij gassen die aantrekking nagenoeg geheel ontbreekt,
is een uitdrukking voor het zeer klein zijn van dien afstand.

Ten tweede kunnen wij ook als door de uitkomst volkomen ge
rechtvaardigd beschouwen de onderstelling, dat bij een zelfde vloei
stof, die in evenwicht van temperatuur verkeert, door de geheele
massa heen dezelfde dichtheid heerscht. Al besloten wij tot de
mogelijkheid, dat die dichtheid in een dunne laag langs de opper
vlakte een andere is, dan midden in de vloeistof, zoo leert ons
het onderzoek, dat de dikte dier laag te' gering is , dan dat zij
tot nu toe experimenteel is kunnen bepaald worden.

Beschouwen wij nu de deeltjes van een vloeistof, evenals wij tot
nu toe bij gassen gedaan hebben, als stoffelijke punten, dan kunnen
wij ook voor vloeistoffen de vergelijking (6) onder een vorm bren
gen, die met dien van vergelijking (10) voor gassen een vol
maakte overeenstemming vertoont.

Daar wij geen uitwendigen druk onderstellen, hebben de krach
ten X, Y en Z slechts betrekking op de krachten, die op de
stoffelijke punten door de anderen die aanwezig zijn, worden uit
geoefend. Uit onze eerste opmerking, —  omtrent den geringen
afstand der molekulaire werking— volgt, dat wij voor elk der stoffe
lijke punten slechts als aanwezig behoeven aan te nemen, die deel
tjes, die zich om dit punt heen bevinden, binnen een bol die dit
punt tot middelpunt heeft en tot straal een lijntje van zeer geringe
afmetingen. Die kleine bol wordt gewoonlijk de sfeer van attractie
voor het beschouwde punt genoemd, en vandaar voor den afstand
tot waarop de molekulaire werking zich doet gevoelen, de naam
van straal van de sfeer van attractie. Maar volgens onze tweede
opmerking, dat de dichtheid door de geheele massa heen dezelfde
is, volgt dan ook, dat elk punt der vloeistof, waar «m heen we

' Y

zulk een bol met vloeistof geheel gevuld kunnen teekenen, in even
wicht is. Dit beteekent niet, dat het in evenwicht is onder den
invloed der attractie en der warmtebeweging té samen, zooals dit
voor de massa in haar geheel waar is, maar onder den invloed der
attractie alleen. Met andere .woorden de krachten X, Y en Z zijn
voor al de opgenoemde punten gemiddeld gelijk nul. Dus zal ook
voor al die punten de uitdrukking ^ (X x  +  Yy +  Zz) gelijk nul
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zijn. De punten binnen in de vloeistof verkeeren dus in omstandig
heden, welke met die, waarin de deeltjes van een gas verkeeren,
de grootste overeenstemming vertoonen. Op de deeltjes van een
gas is geen kracht aanwezig, op die binnen in de vloeistof zijn
er krachten, die elkander opheffen. In beide gevallen zal dus de
beweging ongestoord doorgaan, zoolang geen ander bewegend
deeltje ze door botsing verhindert of wijzigt.

De deeltjes, voor welke de krachten gelijk nul kunnen gesteld
worden, maken wel verreweg het grootste gedeelte der massa uit,
er blijven echter nog deeltjes over, waarop de molekulaire krachten
niet door andere geheel opgeheven worden. Deze laatsten liggen langs
de oppervlakte en vormen, wat de ruimte aangaat, die ze innemen,
een dun vlies, ter dikte van den straal van de sfeer van attractie. Die
deeltjes worden naar binnen getrokken. Want teekenen wij weder om
een zoodanig deeltje den bol ter grootte van de sfeer van attractie,
dan valt een gedeelte van dien bol buiten de vloeistof. In dat ge
deelte ontbreekt dus vloeistof, die noodig zou geweest zijn om het
punt in evenwicht te houden. Nu die massa niet voorhanden is
blijft er dus een kracht naar binnen over, even groot als de aan
trekking, die het punt van de ontbrekende massa ondervinden zou.
Wij zullen later enkele vormen aangeven, waaronder die kracht kan
voorgesteld worden, en nagaan hoe de kracht, die op een element
der oppervlakte werkt, een lichte verandering ondergaat, als de vorm
van het oppervlak gewijzigd wordt. Voor het oogenblik zij het ge
noeg de richting der kracht te zoeken, terwijl we om tot de stand
vastigheid dier kracht op de verschillende punten van het opper
vlak te kunnen besluiten, dat oppervlak bolvormig onderstellen, — de
eenige vorm dan ook, waaronder een vloeistof, als zij onttrokken is
aan den invloed van uitwendige krachten, in evenwicht zijn kan.
De richting dezer kracht besluiten wij loodrecht te zijn op het op
pervlak, wat de vorm van dit oppervlak ook zij, als gevolg van de eigen
schap, die de deeltjes van een vloeistof vertoonen, dat zij n. 1. vol
komen bewegelijk zijn. Ofschoon niet alle vloeistoffen deze eigen-

. schap in gelijke mate bezitten, en sommige reeds overgangen
beginnen te vertoonen tot den vasten aggregaatstoestand, waarbij
die eigenschap geheel ontbreekt, nemen wij deze eigenschap als
volkomen aan en zullen wij de vloeistoffen, waarbij afwijking in dit
opzicht voorkomen als niet volkomen vloeistoffen betitelen.

Wij komen dus nu tot het besluit, dat langs de oppervlakte
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eener vloeistof naar binnengerichte krachten werkzaam zijn, lood
recht op het oppervlak. De aangrijpingspunten dier krachten vallen
wel is waar niet allen juist in het oppervlak, maar de verplaatsing
dier krachten tot in het oppervlak zal wegens de geringe dikte
der beschouwde laag ook slechts een geringe fout doen ontstaan.
En zoo zijn wij bij vloeistoffen tot een gelijk geval gekomen, als
wij by volkomen gassen te beschouwen hadden. Er werken n. 1. bin
nen in de massa geen krachten en alleen loodrecht op de opper
vlakte. Zij de grootte dier normale kracht op de □  meter =  N,
dan verkrijgen wij ook in dit geval

1 3
2 ~  i» D  =  - N ii.................... ............... (12)

Zoo wij de krachten niet allen in het oppervlak verplaatst had
den, zouden wij een reeks van normale krachten te beschouwen
hebben, door de oppervlaktelaag in een reeks van evenwijdige la
gen te verdeelen. Noemen wij de krachten, die in de verschillende
lagen werken Nj, N2 enz. en de volumina, welke deze lagen als
oppervlak insluiten wx, u2 enz., dan verkrijgen wij de vergelijking

1 3 B
2 - m V 1—  - 2 N „ e „

0  0  1

Noemen wij de som van Nx, N2 enz. N, v het totale volume
der vloeistofmassa en ex dat deel van het volume dat begrepen is
binnen de oppervlaktelaag, dan hebben wij

3 1 3
— N » >  I -  m V l >  -r-Nuj
3 2

In al die gevallen, waarin v en «x niet merkbaar verschillen
kunnen we dus tot (12) besluiten.

§ 10. Als tusschentoestand tusschen vloeistoffen, waarbij wij geen
uitwendigen druk aannamen, en de gassen, waarbij wij geen mole-
kulaire krachten onderstelden, hebben wij den toestand, waarbij
beiden aanwezig zijn. Een toestand die, zooals wij later zien zullen,
eigenlijk de eenige is die voorkomt. Wij nemen dus wel moleku-
laire aantrekking aan; maar de ervaring leert ons, dat deze alleen
niet voldoende is om aan de warmtebeweging weerstand te bieden.
Uitwendig gelijkt deze toestand I  bijv. diep der zeer verdichte gas
sen of dampen meer op dien der zoogenaamde volkomen gassen dan
op dien der vloeistoffen, daar er wanden noodig zijn om de stof
binnen de haar aangewezen ruimte te doen blijven.



14

In dezen aggregaatstoestand heeft dus

— 2  (X x Y y  -j- Z z)

zoowel betrekking op inwendige als uitwendige krachten. Zoeken
wij de waarde dezer uitdrukking eerst voor zoover de uitwendige
krachten betreft, dan vinden wij even als bij gassen voor de som.
der termen van den uitwendigen druk J N v. Maar ook voor de
molekulaire krachten moet de som der bovenstaande producten een
uitkomst van gelijken vorm opleveren. Immers ook bij dampen zal
elk deeltje binnen in de massa in evenwicht zijn, en zal, zoo
wij die deeltjes als stoffelijke punten beschouwen mogen, de som
der termen van de op die deeltjes werkende krachten verdwij
nen. Ook bij dampen blijven dus evenals bij vloeistoflen alleen
als werkzame krachten over, die, welke werken op de deeltjes
in de buitenste laag. Zonder bedenken zullen wij die in dit
geval als krachten op het oppervlak werkende, in rekening mogen
brengen. Zij zullen dus als het ware als vermeerdering van den
uitwendigen druk mogen beschouwd worden. Deze molekulaire druk,
die zich in dit geval bij den uitwendigen druk voegt, is zeker
veel kleindr dan bij vloeistoffen, daar de dichtheid der dampen
zooveel malen geringer is, dan die der vloeistoffen. Binnen een
bepaald gedeelte van de sfeer van attractie, bevindt zich dus veel
minder stof, en daar bij de molekulaire krachten ook de aantrek
king wel evenredig aan de massa zijn zal, blijft op elk deeltje van
de oppervlaktelaag, slechts een geringe kracht over, die naar binnen
gericht is. Stellen wij dien molekulairen druk op den □  meter door
Nx voor, dan wordt (6) voor dampen

( N - f - N i)  u ................... (13)
2 2 \  /

In vergelijking (13) ligt dus de stelling opgesloten, dat voor de
stof in dien toestand het product van uitwendigen druk en volume
kleiner is, dan zou gevonden worden in de onderstelling dat zij
een volkomen gas is. Om een constant product te vinden, moe-

. ten we niet N met v vermenigvuldigen, maar N -f- Nx. Het ver
schil N i v van het ware product van drukking en volume en het
door de proef geleverde product kan ons eenigsints over de grootte
der molekulaire kracht doen oordeelen-. Bleef dat verschil standvastig,
dan zouden we daaruit besluiten mogen, dat ook de molekulaire druk
bij standvastige temperatuur omgekeerd evenredig was aan het vo-
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lume. Wij hebben evenwel geen reden a priori dit besluit te ne
men. Zoo als wij later zien zullen, is het veeleer te wachten, dat
die druk evenredig is aan de tweede macht der dichtheid. In dat
geval zal Ni v met het kleiner worden van het volume toenemen;
een uitkomst, • die geheel in overeenstemming is met de stelling, dat
bij niet volkomen gassen het product van drukking en volume bij
verhoogde drukking afneemt.

Is een vloeistof onderworpen aan een uitwendigen druk, die zoo-
als wij weten loodrecht op de oppervlakte en, mits wij de vloei
stof aan de zwaartekracht onttrokken denken, overal gelijk sterk
moet zijn, dan wordt (6), even als dit bij dampen plaats had,
tot den vorm

2  — m V ! =  - ( N  +  NO v
2 2

teruggebracht. Het behoeft nauwelijks opgemerkt te worden, dat de
betrekking tusschen N en Nj in dit geval een geheel andere is
dan bij dampen. Bij vloeistoifen is Nx (de molekulaire druk) on
vergelijkelijk veel grooter dan N gewoonlijk wezen kan. De ge
ringe samendrukking van vloeistoffen voor de vermeerdering van
uitwendigen druk gelijk aan een atmosfeer, kan ons dus geen ver
wondering baren. De betrekkelijke vermeerdering in druk, die de
vloeistofmassa daardoor ondervindt, is van zoo geringe beteekenis,
dat men vroeger zelfs meenen kon, dat vloeistoffen niet samen
drukbaar zijn.

§ 11. Vergelijking (13) geeft een betrekking tusschen t> en N.
Nemen wij v als abscis en N als ordinaat, dan verkrijgen wij, de
temperatuur en dus V standvastig stellende, een kromme lijn, die
onder den naam van isothermische lijn bekend staat. Deze betrek
king geldt, evenwel slechts onveranderd, als wij de molekulen als
punten aannemen. Daar dit in strijd is met de werkelijkheid, zal
(13), vóór wij ze op de werkelijk voorkomende stoffen zullen kun
nen toepassen, een verbetering behoeven, die wij later zullen leeren
vinden. Daarenboven moet Nj in functie van v gevonden worden.
Vergelijking (13) kan dus als de grondvorm der isothermische lijn
worden beschouwd.



DERDE HOOFDSTUK.

Analytische uitdrukking voor den moleknlairen drnk.

§ 12. Gaan wij nu over tot het zoeken eener analytische uitdruk
king voor de grootte der molekulaire drukking bij een groep van
deeltjes, die krachten op elkander uitoefenen, welke op merkbare
afstanden nul zijn.

Om tot een der vormen voor die kracht te geraken, zullen wij
den gang van la place in zijn Mécanique Céleste volgen. *)

Vooreerst trachten we te bepalen de aantrekking van een bol
op een oneindig dun zuiltje, loodrecht staande op zijn oppervlak
en buiten den bol gelegen.

Zij (fig. 1) M het middelpunt van den gegeven bol en P een der pun
ten, die tot het vloeistofzuiltje behooren, en laat M P —  r  gesteld wor
den. Denken wij nu om M een dunne bolvormige schaal gelegen tus-
schen stralen gelijk u  en u - \ - d  w. Een element Q dezer schaal zal
tot inhoud hebben

u* d u  sin. & d & d a

als & voorstelt den hoek, welken de voorstraal M Q  met M P , en
01 den hoek, welken het vlak door M P  en M Q gaande met een
vast vlak maakt. Noemen wij ƒ  den afstand van Q tot P , dan is

ƒ 1 =  r* -f- u* —- 2 u r cos. 3-
Stelt <p (f),  de grootte der kracht voor, welke het deeltje in P

aanwezig van de eenheid van massa, die zich in Q bevindt, ondergaat,

!) Méc. Cél. Tome IV, p. 399.
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dan stelt Dti’ iiu  sin. 9 d 9 dm<P (f) cos. ( f, r) de kracht voor door
het element Q volgens de lijn, die P met het middelpunt verbindt,
op P uitgeoefend, als D de densiteit voorstelt van den bol.

Stelt <p ( / )  den vorm der kracht voor, dan is j  <p ( f )  d  f  de ver
richte arbeid en zoo we die integraal tusschen de grenzen oo en f
nemen, zal zij den vorm aannemen c — n  ( f) . Hierin stelt c voor
de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats, die P bezitten zou, als
het op oneindigen afstand verwijderd was van de eenheid van massa
in Q voorhanden, n ( f ) stelt het verloren gegaan arbeidsvermogen
van plaats voor door de nadering tot op den afstand f ,  zoodat
c — TT (ƒ) de hoeveelheid arbeidsvermogen aangeeft, die nu nog
voor P als voorhanden beschouwd kan worden door de kracht, die
de eenheid van massa in Q er op uitoefent.

Als f  een merkbare waarde heeft is c — n  ( f )  even groot, als of
die afstand oneindig was, en dus n  ( f )  gelijk nul.

D w1 d u sin. 9 d & d « j c  —- n (ƒ )t stelt dus het arbeidsvermogen
van plaats voor, dat P bezit door de aanwezigheid van Q. Dit gediffe
rentieerd volgens r  moet de grootte der kracht volgens die rich
ting opleveren, waarvan men zich ook, lettende op de gelijkheid

van cos. (ƒ, r) en overtuigen kan.

Integreeren wij nu ten opzichte van « , dan stelt de uit
komst het arbeidsvermogen van P voor, aan de aanwezigheid van
een ring te wijten, die door Q gaat en loodrecht op de lijn M P
staat. De grenzen zijn in dit geval m —  o en m =  2 n. Deze inte
graal heeft den vorm

2 it D ul d u sin. 9 d 9  j c — n  ( f ) J
Deze uitdrukking moet nu ten opzichte van 9 geïntegreerd wor

den. De eerste term levert dan tusschen de grenzen 9  —  o en
9  = :  .t, de waarde 4 c m D u* d u. De tweede term kan door de op

merking dat sin. & d 0- gelijk is aan gelijk uit de differentia-
r u

tie van f t z = r i - \-u i — 2 u r  cos. 9- blijkt, tot den vorm

u2 d u  f
— 2 b D ------- l f . d f n ( f )  ku r  J

gebracht worden. De grenzen van. f  zijn dan voor 9 =  o , f  =r r —tt;
en voor 9 = .  180°, /  =  r  +  u. Zij ƒ — f  d f .  n (f)  =  y (f), dan moet
ifr (ƒ) de eigenschap hebben om bij merkbare waarde van f  gelijk

2
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nul te worden; en de integraal, die de hoeveelheid nog voorhan
den arbeidsvermogen van plaats aangeeft, die P onder den invloed
der bolvormige schaal bezit, heeft den vorm

Deze functie zou nu naar r  moeten gedifferentieerd worden om
de grootte der aantrekking volgens r te vinden, welke zooals hier
gemakkelijk in te zien is, te gelijk de resulteerende aantrekking
aangeeft.

Maar als wij na de differentiatie die uitdrukking weder gaan
integreeren naar r  om de attractie te vinden, die' op het vloeistof-
zuiltje in zijn geheel wordt uitgeoefend, zullen wij dezelfde functie
natuurlijk weder terugvinden. Het is blikbaar, dat dit alleen waar
is in het geval dat het vloeistofzuiltje overal gelijke densiteit
heeft; — iets, wat la place overal bij zijn ontwikkelingen blijkt te
onderstellen. Begint het vloeistofzuiltje op een afstand 6 van M af
gerekend, dan moet voor r —  b de attractie gelijk nul zijn. Bijge
volg wordt de attractie, die een zuil van gelijke densiteit met een
hoogte r  — b van de vloeistofschaal ondervindt, gelijk aan

Kennen we aan de vloeistofzuil een merkbare hoogte toe, dan
zullen we y (r — b) =  o kunnen stellen; maar dan ook des te eer
der ^ ( r - f -  u), ifi (6 +  m) en y ( r — u). Voor de attractie blijft
dus alleen over

En deze uitdrukking heeft dan alleen nog maar een waarde als
(6 — u) uiterst klein is.

Om eindelijk de attractie van den geheelen bol te vinden, moet
die uitdrukking nog volgens u geïntegreerd worden, en zoo we
willen, dat het vloeistofzuiltje juist op den bol rust, worden de
grenzen u  =  o en u —  b, en dus de uitdrukking voor de geheele
attractie

j’f’ (*• +  «) — (r — w I4 n c D « ! dM +  2 n D

d u  jip (r -j- u)

d u  |v< (b -f- w)

2 re D — d u t/i (b — u).

D u d u 1// (6 — m).
b
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Is D constant, dan kan D buiten het integraalteeken gebracht
worden, en verkrijgen we

2 n D
b f

« o

u duip (b — m)

Bij een bol zal, zao er verschil in densiteit is, die in een con
centrische schaal natuurlijk standvastig moeten zijn, van daar dat
we eerst nu op de mogelijke verandering in densiteit behoefden
acht te geven, Als gevolg van een vroegere opmerking hebben we
recht om, als de densiteit veranderlijk is, die bij een in evenwicht
verkeerende vloeistof gelijk

D | 1 - / ( 6  — u)\

te stellen; de functie ƒ  (6 — w) weder de eigenschap vertoonende,
om voor merkbare waarden van (b— u) gelijk nul te zijn.

Door in de laatste integraal voor b — u de waarde z te substi-
tuëeren, neemt zij den vorm aan

»,Dr
J  o

■ d Zip(z)

of zoo wij de densiteit van het vloeistofzuiltje niet gelijk 1, maar
ook gelijk D stellen

2 n Dl /  —-— d Zip (z).
J  o

Deze integraal splitst zich in twee anderen

r  . . . ,  2 W d * i b2 n  D2 I ip (z) d z ------ -— ƒ z d  z ip (z)
J  o J  o

Zonder dat dit eenige verandering zal teweeg brengen, kunnen
we de bovenste grens onbepaald doen toenemen en dus ook

2 TT D*

schrijven.
Onder dezen vorm blijkt, dat de attractie, die zulk een onein

dig dunne vloeistof kolom van een bol ondervindt, uit twee termen
bestaat, waarvan er een onafhankelijk is van de grootte van den
aantrekkenden bol, en de ander een waarde heeft omgekeerd even-

/ :
ip (z) d z — 2 WD* f

6 / „
z d zip(z)



20

redig aan den straal van den bol, en dus kan voorgesteld worden
door

§ 13. De beteekeriis van K is gemakkelijk te bepalen. Stellen
wij toch 5 =  oo, dan blijkt dat K de attractie is, die een onein
dig dunne zuil ondervindt, als zij rust op een door een plat

H
oppervlak . begrensde vloeistof. En de term —  blijkt dan ge

lijk te zijn aan de attractie, die uitgeoefend wordt door een hoe
veelheid vloeistof, welke tusschen het platte oppervlak en dat van
den bol zou kunnen geplaatst worden.

H is blijkbaar onvergelijkelijk veel kleiner dan K. Immers elk
element, waaruit de integraal K is samengesteld, moet om een over
eenkomstig element van H op te leveren, met de grootheid z ver
menigvuldigd worden. Maar alleen voor zeer kleine waarden van z
heeft y  (z) een waarde; waarbij nog moet opgemerkt worden, dat
juist voor de grootste waarden van z , die nog in rekening gebracht
worden, y  (z) de kleinste waarden heeft.

Het behoeft nauwelijks opgemerkt te worden, dat

ook de aantrekking voorstelt, die slechts een deel van den bol op
de vloeistofkolom uitoefent; mits wij dat gedeelte,  dat aan de kolom
raakt, nemen en dit een afmeting geven, welke den straal van de
sfeer van attractie overtreft. Het daardoor weg gevallen deel van
den bol is te ver weg, om invloed te kunnen uitoefenen.

§ 14. Gaan wij er nu toe over de attractie te vinden, uitge
oefend op een oneindig dun vloeistofzuiltje, binnen de massa ge
legen, en met het eene einde rustende op de bolvormige opper
vlakte.

Om tot dit doel te komen, wordt gezocht de attractie, op a 5
uitgeoefend, fig. 2, door een massa, die bestaat uit de massa beneden
p q en die, welke ligt tusschen p q en een bolvormig oppervlak,
symmetriek gelegen ten opzichte van p  q met het oorspronkelijk bol
vormig oppervlak. Kiezen wij daartoe twee punten c en d,  het een
het spiegelbeeld van het ander, dus beiden gelegen in een lijn evenwij
dig aan a 5, maar het een zooveel beneden het uiteinde o als het ander
er boven lig t, dan wordt door beiden a b evenveel benedenwaarts
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getrokken. Het bewijs Fig. 3 hiervoor is blijkbaar gegeven, door de
opmerking, dat van de oneindig dunne zuil het gedeelte a f, als
df ,  evenwijdig aan ac  getrokken is, niet naar beneden getrokken
wordt door d. Het aangetrokken deel der zuil a b door het punt
c ligt dus volkomen gelijk ten opzichte van dat punt, als dit het
geval is met het deel der zuil, dat wel door d wordt aangetrokken.

Volgens deze opmerking is dus de attractie van een bolvormig
uitgeholde vloeistofmassa, op een zuiltje, dat buiten die massa lood
recht op zijn oppervlakte staat, zooveel grooter dan K, als de
attractie van den bol alleen kleiner dan K is. En daar om die zuil
in evenwicht te doen blijven, het aanvullen der uitholling noodig
en voldoende zou zijn, zal dus ook de attractie van een bol op een
zuiltje, op genoemde wijze binnen zijn massa gelegen, gelijk zijn

T J

aan K -)---—.
b

§ 15. Om de uitdrukking te vinden voor de kracht, waarmede
een oneindig dun binnen een vloeistof gelegen zuiltje, loodrecht
staande op het, oppervlak, naar binnen getrokken wordt bij een wil
lekeurige gedaante van dat oppervlak, kan men op de volgende
wijze te werk gaan.

Denken we ons door het punt, waar de vloeistofcuil aan het op
pervlak raakt, een raakvlak aan dat oppervlak geconstruëerd, dan
weten we de kracht, waarmede het zuiltje vloeistof naar de vloei-
stofmassa getrokken wordt, gelijk K, ingeval die massa de geheele
ruimte vulde aan eene zijde van dat raakvlak. Het komt er dus
nog maar op aan de attractie te vinden, die uitgeoefend wordt
door dat gedeelte der vloeistofmassa, dat tusschen het raakvlak en
het oppervlak zich bevindt, of ingeval van een convex oppervlak
ontbreekt. Daartoe denken wij door de normaal op het oppervlak
twee vlakken gebracht, die een oneindig kleinen hoek d & inslui
ten. Die tweevlakkige hoek snijdt uit de aantrekkende massa een
gedeelte weg, dat gelijk kan gesteld worden met een gedeelte, dat
weggesneden zou worden uit een vloeistofmassa, die aan de eene
zijde begrensd wordt door het raakvlak, en aan de andere zijde
door het oppervlak van een bol, mits de straal van den bol gelijk
genomen worde aan den kromtestraal van de doorsnede, die een der
vlakken van den tweevlakkigen hoek met het oppervlak der vloei
stofmassa maakt. Beginnen we den hoek & te tellen van een der
hoofdsneden van het oppervlak, en noemen we de beide hoofd-



kromtestralen R en R j , dan wordt de waarde van den kromte
straal voor het vlak, dat den hoek & maakt, gevonden uit de
formule

1 1 __ cos. sin. *o
g

H
eDaar

R +  Rx
• de attractie voorstelt, die op de yloeistofzuil uitgeoefend

zou worden, door de geheele ruimte tusschen het raakvlak en het

oppervlak van een bol met den straal ? , ’ H d &«aJL.
e de attractie

voorstellen, uitgeoefend door het gedeelte, dat in den oneindig
kleinen tweevlakkigen hoek gelegen is , en dus de geheelë attractie

f  ~  d ^ __ H (  n  ( cos.,1o sin. \
J 0 f  2 « r “ 2 )r ]  \  R + - b T  ) d& —

H
Y

De geheele attractie wordt dus voorgesteld door

K -f- — j— -i— —
a ( r ■ Rj

In deze uitdrukking moet die kromtestraal als negatief in aan
merking genomen worden, die tot een doorsnede van de vloeistof-
massa behoort, welke voor een beschouwer daar buiten con
caaf is.

§ 16. Wij zullen, ter berekening van den molekulairen druk, die
door een massa elkander aantrekkende deeltjes op het oppervlak
wordt uitgeoefend, nog een tweeden weg volgen. .

Zoeken wij daartoe de aantrekking, die het punt P fig. 4 door een
daar boven geplaatste massa vloeistof ondervindt. Verdeelen we de
massa in evenwijdige lagen. Zoo we uit het voetpunt van de lood
lijn, uit P op een dier lagen neergelaten, een lijn trekken naar een
vloeistofdeeltje Q. in die laag gelegen, en de lengte dezer lijn door
u  voorstellen, kunnen we het element der ruimte, door dat deeltje
ingenomen, gelijk stellen aan u d u  do> dx ,  als d x  de dikte der laag
.voorstelt. Of zoo wij den hoek, dien de lyn P Q met de loodlijn
maakt, & noemen, en den afstand P Q  = f ,  zoodat u =  xtg. & en dus

do-d u = :  x
cos. tO wordt dat element der ruimte gelijk aan

d o
d x x t g . O  x

cos. 1o
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Zij de krachtsfunctie weder <p(f), dan is de aantrekking, die P  in
een richting J_ op de beschouwde laag van Q ontvangt, zoo wij de
densiteit als constant buiten rekening laten, gelijk aan

d & (  x \
dm d x . x t g . &x  -------- —  sp ( ---------- I • cos■ &cos. i» \cos. &/

of
1 /  x \

d x . x td ------- ip I --------- l uw.cos. & \cos. & /
Integreeren we nu ten opzichte van m tusschen de grenzen

ft. — n en M —- H ,  dan vinden we voor de aantrekking van den
ring door Q gaande

. , 1 /  x \
2  n x *dx d . - - - - - - - -  sp I  -------- Icos. & \  cos. & /

Om de aantrekking van de geheele laag te vinden, moeten we,
x constant latende, ten opzichte van & integreeren tusschen

x  x
en » =  — , o f -----. .2 cos. &

: x  en

2 n x d x f  2 * { —^ - r )  ; )/ \  cos. & )  \  cos. &/
J X  0

Noemen wij evenals vroeger f*p (x) d x =  C — n (x), dan wordt de
aantrekking der geheele laag I n  x dx.n  (*)•

Voor 'merkbare waarde van x , verdwijnt n (x)
Om nu de aantrekking te vinden, die een vloeistofkolom op P

uitoefent, moet gezocht worden

Stellen wij nu weder f x n ( x ) d x  evenals vroeger gelijk aan
Cl — y (x), dan verkrijgen we 2 n y  (x); de functie ip (x) weder de
eigenschap vertoonende om voor merkbare waarden van x gelijk nul
te zijn. Hieruit blijkt de beteekenis van tp (®) op eene andere wijze
dan vroeger. Deze functie stelt dus voor de krachtsfunctie voor een
vloeistofdeeltje op een afstand x  geplaatst boven een door een plat
vlak begrensden cylinder vloeistof. Nemen wij nu in aanmerking,
dat die gedeelten van den cylinder, die verder van het aangetrok
ken deeltje verwijderd zijn, dan de straal van de sfeer van attractie
bedraagt, zonder werking zijn, dan blijkt ip (x) ook te zijn de krachts-
functie voor een deeltje onder den invloed van een vloeistofmassa

\
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die een bolvormig segment van de sfeer van attractie vult, dat
op een afstand x  van het aangetrokken deeltje begint.

§ 17. Van deze laatste opmerking gebruik makende, zullen wij
de attractie bepalen, waarmede een oneindig dun vloeistofzuiltje naar
binnen getrokken wordt bij een door een plat vlak begrensde vloei-
stofmassa. Nemen wij een deel dier zuil ter dikte van dx,  als x
voorstelt den afstand, waarop dit gedeelte beneden het oppervlak
ligt. Construeeren we om dit punt als middelpunt de sfeer van at
tractie, dan zal, als x  kleiner is dan de straal van dien bol, die
sfeer voor een gedeelte buiten de vloeistof komen. Men ziet dan
gemakkelijk in, dat daaruit voortvloeit, dat de kracht, waarmede dit
deel der vloeistofzuil naar binnen getrokken wordt, gelijk is aan
2 n y { x ) d x .  Voor de geheele zuil vinden we dan even als vroeger

§ 18. Evenzoo kunnen we een beteekenis vinden voor elk element van

oppervlak bij 2 n f y ( x ) d x  moet gevoegd worden om den moleku-
lairen druk op te leveren.

Beschrijven we namelijk om P fig. 5, een deeltje uit de oppervlakte-
laag, de sfeer van attractie, dan is het weder ligt in te zien, dat
P naar binnen getrokken wordt, door een kracht gelijk aan die,
welke de vloeistof zou uitoefenen, die in het ledige gedeelte van
de sfeer van attractie zou kunnen geplaatst worden. De kracht,
welke in dat geval het bolvormig segment zou uitoefenen, kennen
^  2 ï i (i (a), als a de afstand voorstelt, waarop P van het

raakvlak verwijderd is. Wij zullen nu aantoonen, dat 2 n  —  y  (a) de
b '  J

kracht is, welke het overige gedeelte van de ledige ruimte van de
sfeer van attractie zou uitoefenen, als zij met vloeistof gevuld ware,

Een bolvormige schaal, tusschen oppervlakken met u en u d u
als stralen beschreven, bevat, voor zoover ze blijft tusschen het
raakvlak en het bolvormig oppervlak der vloeistof, een ruimte gelijk
aan 2 n u  d u  (b — b cos. <p), als b de straal van den bol is en <p de
hoek, welken de straal door P gaande maakt met de lijn uit het
middelpunt getrokken naar een punt waar genoemde bolvormige

i(i (x) d x
•OO

den integraal 2 n I —  y ( x ) d x ,  die in geval van een bolvormig
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c sAiil door het oppervlak der vloeistof gaat. Voor 6 — 6 cos. v vin-
- ■ i q 2

den we gemakkelijk de waarde —j------ r- uit den driehoek, die u,
éi (6 ---Cl)

b — a en b tot zijden heeft. Wij hebben n. 1.

u1 = .  6* +  (6 — a ) s — 2 6 (6 — a) cos. <p
of

u* —1 a1 =  (61 — a1) -f- (6 — a) 1 — 2.6 (6 — a) cos. <p
of

u1 — a1 (6 — a ) |  26 — 26 cos. ip | .
Stellen we nu de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats, die

een vloeistof verliest door van oneindigen afstand tot op een af
stand =  w tot een aantrekkend deeltje te naderen, weder evenals
vroeger door n (u) voor, dan is die hoeveelheid voor het gedeelte
der bolvormige schaal, dat tusschen het raakvlak en het oppervlak
ligt,

~ o?
2 n u d u  —7------- r n  (u )

2(6 — a) v ’
Daar a ten opzichte van 6 zeer klein is, zullen we de laatste

uitdrukking niet merkbaar vergrooten, door voor haar in de plaats
te stellen de eenvoudiger uitdrukking

'in  u d u n (u)

Deze grootheid, ten opzichte van a gedifferentieerd, en van tee-
ken veranderd, zal de grootte der aantrekkende kracht doen kennen,
welke a van het genoemde deel der bolvormige schaal ondervindt.
Deze bedraagt dus

a
2 n u —— n (w) d u

6

Om nn de kracht te vinden, die de geheele ruimte tusschen raak
vlak en oppervlak uitoefent, moet de laatste uitdrukking ten op
zichte van u  tusschen u  =  a en u = . oo geintegreerd worden, en
daar wij weten dat y  ( oo ) :=  o is, vinden we

2 n  —  i(i (a),

als we evenals vroeger ƒ u n (m) d u =  cx — <p (u) stellen.
Voor het oneindig dun zuiltje, waarvan P een deel is, wordt de

attractie dan
r  co
I ®2 tv I  -j— xp (ar) d X.

J  o
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§ 19. De waarde van K is voor vloeistoffen tot hiertoe niet be
kend. Wij zullen ze voor water later wel op eenige duizend atmos
feren druk leeren schatten. De waarde van H daarentegen is
reeds herhaalde malen het onderwerp van experimenteele onderzoe
kingen geweest. De zwarigheid, die zich tegen de bepaling van K
verzet, is daann gelegen, dat de vorm van een vloeistofmassa van
deze grootheid totaal onafhankelijk is. Zij bepaalt in verband met de
warmtebeweging het volume, evenals bij een volkomen gas het vo
lume door den nitwendigen druk en de warmtebeweging bepaald
wordt. De gedaante, die de vloeistofmassa inneemt, hangt, behalve
van de uitwendige krachten, af van de grootheid H, gelijk uit de

uitdrukking van den molekulairen druk, waar zij met — ( —  ^
2 \  B R-j/

vermenigvuldigd voorkomt, blijkt. Deze grootheid draagt ook wel
iets tot de hoegrootheid van het volume bij; haar invloed in dit
opzicht is echter van weinig belang, daar zij, gelijk uit het voor
gaande blijken kan, .zelve slechts klein is. De wijze, waarop haar
bedrag, door experimenteele onderzoekingen in het gebied der
capillariteit is bepaald geworden, genoegzaam bekend onderstellende,
vergenoegen wij ons de waarde van H voor water op te geven. Zij
bedraagt per □  millimeter 16,4 milligrammen. Zij voegt zich bij
den normalen druk K op de binnen de grenslaag gelegen vloeistof,
evenzoo als een elastiek vlies doen zou op een binnen haar beslo
ten volkomen beweeglijke massa molekulep, als in dit vlies een
spanning heerschte, zoodanig, dat een reepje van dit vlies ter breedte
van een millimeter met een kracht van 8,2 milligram trachtte in
te krimpen. Voor een bol vormige massa vloeistof wordt dit aldus
aangetoond. Denken wij ons een grooten cirkel als doorsnede en
laat de kracht, waarmede een strookje ter breedte van een milli
meter in een richting loodrecht op den cirkelomtrek tracht in te
krimpen door a voorgesteld worden, dan wordt dus de bovenste
helft van het bolvormig oppervlak door de andere helft naar bene
den getrokken met een kracht gelijk aan 2 rt r « milligram. Zij a de
daardoor veroorzaakte druk op de binnenruimte van den bol per
□  millimeter, dan bedraagt dit n r* a milligram voor den halven
bol in een richting loodrecht op het vlak van den grooten cirkel.

Bij gevolg is 2 n r a  =  mri o

T T
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Voor een oppervlak van willekeurige gedaante, zouden wij op
een hierboven gevolgde wijze tot dezelfde uitkomst geraken *).

§ 20. Men wachte zich echter de oppervlaktelaag in alle opzichten
bij een elastiek vlies te vergelijken. Zij wijkt reeds in dit gewich
tig opzicht van gespannen vliezen af, dat haar spanning voor een
zelfde vloeistof bij onveranderde temperatuur een onveranderlijke
is, welke ook de vergrooting of verkleining is, die de oppervlakte
reeds ondergaan heeft. Dit komt daarvan daan, dat de oppervlakte
laag steeds dezelfde samenstelling behoudt. Bij vergrooting van
oppervlak, komen molekulen, die anders binnén gelegen waren op
de oppervlakte te voorschijn; bij verkleining worden molekulen,
die buiten gelegen waren, naar binnen gebracht. De grootheid H
is vergeleken met de zwaartekracht, weder zeer groot; een □  milli
meter uit de oppervlaktelaag bevat toch, de geringe dikte dier laag
in aanmerking genomen, zoo weinig stof, dat wij 16,4 milligram
als zeer groot moeten beschouwen. Van daar ook dat bij zeer ge
ringe vloeistofmassa’8, als dunne vloeistofplaten, de zwaartekracht
buiten rekening kan worden gelaten.

Bij groote massa’s vloeistof daarentegen blijkt de zwaartekracht
zeer goed opgewassen te zijn tegen den molekulairen druk, die aan
de grootheid H te danken is. Zoo neemt een groote druppel kwik
op een glazen plaat niet een bolvormige gedaante aan, zooals een
vloeistofmassa, die aan de zwaartekracht onttrokken is, doen zou.

§ 21. Wij zullen nu nog de uitdrukking

2 ' - » i V ! =  J -  ( X x - \ - Y  y - \-  Z z)
& z

voor een vloeistofmassa, die aan de zwaartekracht onderworpen is,

*) Men ziet uit het voorgaande, dat de druk —,b die men als een gevolg van

een tangentieele spanning in het oppervlak zou kunnen beschouwen, en die dus
invloed op de gedaante der vloeistofmassa uitoefent, in geen vergelijking kan
komen met de grootheid K. Toch ziet men vaak zonderlinge vergissingen om
trent beide grootheden maken. Zoo vindt men o. a. in wüllner’s Lehrbuch der
Experimeutalphysik, dat de kracht, waarmede de grenslaag naar binnen getrokken
wordt bij een vloeistof met plat oppervlak, proefondervindelijk blijkt te bestaan
bij zeepbellen, die inkrimpen als ze niet geheel gesloten zijn. W üllner denkt dus

het bestaan van K aan te toonen door een effect, dal aan 11 te wijten |s,
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herleiden in de onderstelling, dat het lichaam, dat haar ondersteunt,
geen andere werking op haar uitoefent dan haar te dragen.

In dat geval werken er krachten op de oppervlakte n. 1. de mo-
lekulaire druk, en krachten door de gdheele massa heen n. 1. de
zwaartekracht. De normale druk is nu echter niet constant, maar
neemt toe met de diepte. Zijn R en Rj de hoofdkromtestralen voor
het hoogste punt der vloeistofmassa, gelegen op een afstand h van
het horizontale vlak, en heerscht dus daar een drukking

dan zal in een laag ter hoogte z gelegen, die drukking

K+? G + s1) +I><'‘- ' )
bedragen, als D de densiteit der vloeistof voorstelt. Langs den om
trek dier laag, moeten dus de hoofdkromtestralen p en ^  aan de
volgende voorwaarde voldoen:

K +  | ( i - + - )  =  K + ®  ( - +  1 )  +  D (A- z).

Wij moeten dus voor den normalen druk in het algemeen het
tweede lid der laatste vergelijking in rekening brengen. Wat de
zwaartekracht aangaat, de termen, die zij onder het 2  teeken levert,
hebben, als wij een doorsnede ter hoogte z gelegen door S voor
stellen, de gedaante

D z S d z.

Wij kunnen dus in het door ons beschouwde geval schrijven:

2  - m  V1 =. 1 j  r cos. (N, r )d O  |k +  2- ^2 +  +  C*- z )j

-1 -JD  J z S d z

Volgens vroeger gevolgde methode, heeft de bepaling van

J r  cot. (N, r ) d °  | k  -4-  -5  ( |  +  - ) j

wegens het standvastig zijn van K, H. R en Rx geen bezwaar. Wij
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vinden voor de waarde dier intpgraal

3lK+f ( i+s;)!v’
als v het volume voorstelt.

Ook de waarde van de intëgraal

ƒz S d z

is ligt te bepalen. Zij z1 de ordinaat van Jbet zwaartepunt, dan
vindt men voor haar waarde Zj v.

Dus alleen de waarde van fr  cos. (N, r) dO. (h  — z) moet nog be
paald worden.

Wij zullen dit weder doen door gebruik te maken van de stel
ling van geeen. Zijn L en G twee functiën van de coördinaten
van punten eener afgesloten ruimte, dan is

f  d L  f  f d G  d L
I G. — - dO  =  lG A* L d fc -f- /  —— . —  cos.&dk,J  d n  J  J  dg  d l

Hierin stellen G en L functiën van x, y  en z voor, en moet de
integratie in het eerste lid over de geheele oppervlakte Van een
aangewezen rnimte en in het tweede lid over al de punten van die
ruimte uitgestrekt worden.

stelt voor, wat men noemt het differentiaalquotient van
d n

L volgens den normaal op het oppervlak van de afgeslo

ten ruimte en ------ en ------de differentiaalquotienten van de func-
d l  dg

tiën L en G volgens de richting der normalen op de vlakken
L —  C en G =  C1; terwijl J de hoek voorstelt, tusschen de laatst
genoemde normalen. Vroeger hebben we gezien, dat r cos. (1ST, r)

gelijk was aan — ; dus schrijven we voor de beschouwde inte

graal
1
¥ d- W ( h - z ) d  O

d n

Om nu de aangehaalde stelling op onze integraal te kunnen toe
passen, beschouwen we h —  z als G en r* als L; en daar
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A*(***)—  6 is, —— —  — 1 —— z= 2 r  en cos. &■ =rr —
dg d l  - r

is, wordt

1 [d(r*)  , l  f  i f
T j  -j^ (-h ~ z)d0 =  j ]  6(-h- ^ dk~  j j z t d k

De substitutie van deze waarde, geeft voor 2  J w V ' de volgende
waarde

t ■ iK+? ( i + è ) \ + T B f (h- z)dk’
of weder zl voor de ordinaat van het zwaartepunt schrijvende,
vinden we

2 2 l  2 \ R ï 1)+D(* " 4
Stellen wij ? en ei de hoofdkromtestralen langs den omtrek der

laag, die door het zwaartepunt gaat, zoo wordt

M ij zien uit deze uitkomst, dat de invloed van de zwaartekracht
op het volume van dezelfde orde is als de molekulaire constante
H, en omgekeerd.

§ 22. Wij hebben bij de afleiding van de formule van clausius

gezien, dat in het algemeen

X  4  w V** É T x  is.

Men zou nu, daar de zwaartekracht slechts in vertikale richting
werkt, kunnen meenen dat V*1 grooter zou moeten zijn dan Vx 1
en Vy J. En bij een vast lichaam is dit zeker wel het geval. Bij
een vloeistof evenwel is door het aannemen, dat een drukking, die
een deeltje ondergaat met gelijke intensiteit naar alle richtingen
wordt voortgeplant, met één omtrent de gelijkheid van V*1 met VXJ
en Vy* uitspraak gedaan.

Wij zullen die gelijkheid evenwel tot wegneming van moge/ijken

twijfel rechtstreeks aantoonen, door de waarde van - i t n V ,  2 te
2

berekenen. Omgekeerd kan het volgende ook als een eenvoudige en
meer voor de hand liggende wijze van afleiding der formule (n)
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beschouwd worden. Evenals hierboven, verdoelen we de krachten, die
op de vloeistofmassa werken, in zulke, welke op de oppervlakte en
zulke, welke door de geheele massa werken; maar voor die, welke
langs de oppervlakte werken, moeten wij slechts de vertikale com
ponent in rekening brengen. Dus op een element der oppervlakte
een kracht gelijk aan

d O | k  4 - - -  H -f- jj- ̂  +  D (h — 1p) | cos. (z, N),

zoo wordt dus

=  z d 0 c o s - ( . z > N) jK +  t ( i ï

+  — D I  z S d z

Nemen wij nu in aanmerking dat d O cos. (Nj z) de projectie van
d O voorstelt op het horizontale vlak, dan kunnen wij, die projectie
door d U voorstellende, de waarde van het tweede lid der laatste
vergelijking bepalen, als wij een uitdrukking kennen voor JzdU en
Jz2d U , mits wij die projectiën als negatief beschouwen, die bij de
ondervlakte van het ligchaam behoor en. Van f z d  U stelt elk ele
ment een elementairen cylinder voor; de waarde van deze integraal
is dus gelijk aan het volume der vloeistofmassa. Elk element van
fz H  U stellen wij voor door z 2 A U. Noemen wij de bovenste or
dinaat van het element van het oppervlak dat A U tot projectie
heeft z2 en de onderste z3, dan kan Jz2 d U als de limiet beschouwd

worden, waartoe 2  ^ z *— z \  A U nadert. Maar dit is gelijk aan

2 2-(Zj — zs) A U z± ± l \

Onder het 2  teeken stelt (z2 — z3) A U een elementairen cylin
der voor, waarin we het lichaam verdeeld kunnen denken, en
z% ~t~ zz

2
de afstand van het zwaartepunt van dien cylinder boven

het horizontale vlak. Bijgevolg

( z ld U ~  2 vzj
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Door substitutie der gevonden waarden, vinden wij voor —  S m  V*J

de waarde:

Bijgevolg
S m V , *  =.  { 2 m V*.

H et is licht in te zien, dat deze uitkomst ons leert, dat bij
vloeistoffen, even als zulks bij gassen het geval is , geen enkele
richting voor d e . beweging der molekulen bij voorkeur voorkomt,
ook zelfs dan als er krachten in een enkele richting op worden uit
geoefend.



VIERDE HOOFDSTUK.

Over de hoeveelheid arbeidsvermogen van p laa ts , die een
vloeistof bezit.

§ 23. Zoolang er tusschen twee elkander aantrekkende deeltjes nog
afstand is, is er ook nog arbeidsvermogen van plaats voorhanden.
Wij kunnen die hoeveelheid het best uitdrukken door van de hoe
veelheid, die op een bepaalden afstand voorhanden is, die af te
trekken, welke equivalent is met den arbeid, welke verricht moet
worden om het aangetrokken punt van den kleineren afstand op
den bepaalden afstand terug te brengen. Staat een ander beletsel
de verdere nadering in den weg, dan moet toch de hoeveelheid
arbeidsvermogen van plaats als bestaande beschouwd worden; even
als een gewicht op een hooger niveau geplaatst, denk bijvoorbeeld
op een horizontaal vlak zonder wrijving, even goed een hoeveelheid
arbeidsvermogen van plaats heeft, als wanneer het zich geheel vrij
in de ruimte zou bevinden. Dus ook als dat beletsel bestaat in de
onophoudelijke beweging van elastieke lichamen, zooals een gewicht
op een zuiger geplaatst boven een afgesloten gasmassa. En toch
verkeeren dergelijke gewichten, zoowel als zij staan op een vlak,
als wanneer zij opgehouden worden door den stoot van bewegende
lichamen, in evenwicht. Men ziet dus, dat men zich wachten moet
om van een in evenwicht verkeerend deeltje te zeggen, dat het
geen arbeidsvermogen van plaats heeft, omdat 'het in evenwicht
verkeert. Een stoffelijk punt, geplaatst binnen een homogene bol
vormige schaal verkeert in evenwicht, als de kracht werkt in om
gekeerde reden van de 2^e macht der afstanden; er werkt geen kracht

3
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op dat deeltje, en toch bezit het ten opzichte van de deeltjes, waar
uit de schaal bestaat, arbeidsvermogen van plaats. Zoo ook een
electrisch deeltje gedacht binnen een geladen geleider verkeert in
evenwicht, maar toch is er voor de punten binnen den geleider
arbeidsvermogen van plaats. In beide laatste genoemde voorbeelden
is de potentiaal niet nul, maar constant, en werkt op het deel
tje geen kracht, niet omdat het geen arbeidsvermogen bezit, maar
omdat die hoeveelheid voor alle mogelijke verplaatsingen onveran
derd blijft. Zoo ook is het gesteld met een molekuul binnen in
een vloeistof. Ook daarbij hebben wij het geval, dat de kracht ge
lijk nul is , omdat de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats bij de
verplaatsing der deeltjes, mits zij binnen het oppervlak blijven,
standvastig blijft. Ook daar hebben wij deeltjes, die elkander aan
trekken, en die nog op afstanden van elkander geplaatst zijn. De
warmtebeweging belet wel de verdere nadering, maar moet buiten
rekening gelaten worden, als de hoeveelheid arbeidsvermogen van
plaats moet aangegeven worden. Alleen als een afstootende kracht
de nadering belette, dan zou die hoeveelheid niet alleen kunnen
berekend worden uit de kennis van den afstand en van de aan
trekkende kracht, en zelfs als de krachtsfunctie voor de afstootende
en voor de aantrekkende kracht dezelfde was, zou er geen arbeids
vermogen van plaats aanwezig zijn.

§ 24. Moeten wij voor een massa elkander aantrekkende deeltjes
de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats aangeven, dan moet die
voor elk deeltje afzonderlijk bekend zijn; neemt men nu de som
van al die hoeveelheden, dan is het licht in te zien, dat men het
dubbel krijgt van de grootheid, die men zoekt. Zoo heeft men bijv.
toen men voor het deeltje a zocht de hoeveelheid arbeidsvermogen
van plaats, die de anderen ten zijnen opzichte hadden, ook in reke
ning gebracht het deeltje b. En omgekeerd heeft men voor b ook
a in rekening gebracht, en dus het bedrag dat slechts eens moet
genomen worden, tweemalen geteld. Met andere woorden wij moe
ten trachten te bepalen de helft van, wat in de theorie der electri-
citeit genoemd wordt de potentiaal van een massa op zich zelve,
en analytisch voorgesteld wordt door

als V voorstelt de waarde der potentiaal op de eenheid van massa
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in het element der ruimte d k ,  en q de densiteit, welke in die'
ruinate heêrscht.

Beginnen wij nu de waarde der potentiaal te bepalen van een
deeltje, binnen in de vloeistofmassa gelegen. Yoor al die deeltjes is
zij blijkbaar even groot. Voor elk dier deeltjes hebben alleen die
arbeidsvermogen van plaats verloren, welke binnen de sfeer van
attractie liggen; de anderen kunnen voor dat punt beschouwd wor
den als nog op oneindigen afstand te liggen. Verdeelen wjj de
sfeer van attractie in twee gelijke deelen, dan hebben wij slechts
te zoeken hoeveel arbeidsvermogen van plaats verloren is gegaan,
door de nadering van de hoeveelheid stof in die halve sfeer bevat,
en die met 2 te vermenigvuldigen. Wij kunnen natuurlijk ook om
gekeerd te werk gaan, en zoeken hoeveel arbeidsvermogen van plaats
het deeltje verloren heeft dooi* van oneindigen afstand te komen
tot in den stand, die het nu ten opzichte van de halve sfeer in
neemt. En dit is, na wat vroeger behandeld is, gemakkelijk. Wij
weten n. 1., dat de kracht, die de eenheid van massa ondervindt,
als zij op een afstand x van het platte vlak van de halve sfeer ver
wijderd is, gelijk is aan 2 n  D y (x), als D de densiteit is in de
sfeer van attractie. De hoeveelheid verloren arbeidsvermogen van
plaats door een oneindig kleinen afstand dar te doorloopen is dus
2 ji l) i j ) ( r ) ( ir ,  en in het geheel dus

rcc #
I 2 n  D yj (%) d x  —  —

J  o

Voor de eenheid van massa wordt zij dus 2 —, als wij de geheele

sfeer van attractie beschouwen. Konden wij nu alle deeltjes als aan
alle zijden genoegzaam door vloeistof omringd denken, dan had
ï ƒ q d k V de waarde v K , als v het volume voorstelt. De deeltjes in de
grenslaag zouden in dat geval verkeeren, als wij nog een laag er om
heen brachten, ter dikte van den straal van de sfeer van attractie.
Nu die laag ontbreekt, hebben zij minder arbeidsvermogen van
plaats verloren, en wel zooveel minder, als de arbeid bedraagt, die
noodig is om die laag weder te verwijderen. Wij kunnen dien ar
beid bepalen door te zoeken, hoeveel arbeid een oneindig dun zuil
tje eischt, die op een vloeistofoppervlak rust, om buiten de aan
trekking dier vloeistof gebracht te worden. Denken wij eenvoudig-
heidshalve dat vloeistofoppervlak plat, daar dit toch slechts een
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verschil kan opleveren van hoogere orde. Denken wij ons een ele
ment van dit zuiltje, ter hoogte van d x , liggende op een afstand
van het oppervlak gelijk x. De kracht, die op de massa van dat
deeltje werkt, is gelijk aan 3nrD*ip(x)dx.  Om het een ruimte
gelijk d x  weg te trekken, is een arbeid noodig gelijk aan
3 ic D* xp (x) dx. dx.

Maar gedurende de verwijdering van het zuiltje, zullen telkens
andere, lager gelegen deeltjes, de plaats van het door ons ^schouwde
innemen, en dus zal voor een zelfde waarde van x de bovenge
noemde arbeid meer dan eens moeten geleverd worden, en wel
zooveel malen, als d x  op x begrepen is. Met andere woorden, om
het zuiltje het aangewezen element van den weg te doen doorloo-
pen, is een arbeid noodig gelijk aan 3 n D2 x y (x) d x ; en dus om
het alle elementen van den weg te doen doorloopen een arbeid,
gelijk aan

Voor de geheele oppervlakte geeft dit een arbeid =  H .0.
Bijgevolg heeft de vloeistof een hoeveelheid arbeidsvermogen van

plaats verloren, gelijk aan

Noemen wij de hoeveelheid, die de massa hebben zou, als al de
deeltjes nog buiten elkanders attractie staan, gelijk aan v C, dan
is het voorhanden arbeidsvermogen van plaats

§ 33. De vergelijking (ff) is rijk aan belangrijke gevolgen. Wij
zullen ons met een paar daarvan bezig houden.

De hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats streeft blijkbaar naar
een minimum. En daar v door de warmtebeweging bepaald is, en
dus bij een gegeven temperatuur een bepaalde grootheid is, moet
het oppervlak dus een minimum-oppervlak zijn. Dus een bol, ingeval
geen andere dan de molekulaire krachten werkzaam zijn.

Om bij gegeven volume het oppervlak te vergrooten, is een hoe
veelheid arbeid

3 nrDJ I X\p(x)dx =  H

Hol.

jv(C_ K )  +  -  H oj  (ff)

H A O

noodig.
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Wij zien hier dus weder- eene andere beteekenis van J H. Het
stelt in millimeter-milligrammen den arbeid voor, die noodig is om
een vloeistofoppervlak 1 □  m.m. te vergrooten. Daar die hoeveel
heid gering is, zien wjj dus hoe weinig arbeid het kost, een vloeistof

Heen andere gedaante te doen aannemen. De uitkomst, dat — den
2

bovengenoemden arbeid voorstelt, is geheel in overeenstemming met
J J

onze vroegere beschouwing van —, als bij water aanduidende een
Jj

spanning in het oppervlak van 8,2 milligram, in een strookje ter
breedte van 1 millimeter. Wij zien dus, dat de beschouwing, om
een vloeistofmassa gehuld te denken in een vlies van onverander
lijke spanning, ten minste zoo lang het volume onveranderd blijft,
steeds uitkomsten levert, die met de waarheid overeenkomen.

§ 26. Hoe klein de spanning — ook is, zij is de oorzaak van de

geheele reeks van verschijnselen, die tot het gebied der capillari-
teit behooren; niet alleen de neerdrukking o^ opheffing, die een
vloeistof ondervindt in nauwe buizen of tusschen dicht bij elkander
geplaatste platen, maar ook de vorm, die liggende of hangende
druppels, gasbellen in vloeistoffen enz. aannemen. Zoo ook al de
verschijnselen, die vloeistofplaten vertoonen. In het kort, alles wat
op de gedaante eener vloeistof betrekking heeft. Het is ons doel
niet de belangrijke proeven vooral van plateau, quincke, van der

mensbrugghe, ludtge enz. hier na te gaan. Alleen zullen wij hier
herinneren de verrassende proev’en door bosscha in den laatsten
tijd gedaan, waardoor het bestaan dier spanning wordt aangetoond
ook bij stoffeD, waar men ze vroeger niet vermoedde. Zoo als wij
later zullen zien, moet zij bestaan bij alle vloeistoffen niet alleen,
maar ook bij alle zoogenaamde gassen. Wat wij bij voorbeeld bij
dampen den molekulairen druk hebben genoemd, die zich voegt
bij den uitwendigen druk, is

r2 n  I ip (%) dx.
J  o

Heeft deze integraal waarde, dan moet ook

f
J  0

Xxp (x) d x

een waarde hebben. Wij kunnen wel verwachten, dat zij zeer klein
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zal zijn bij alle stoffen, waar de afstand der moleknlen zoo groot
is als dit bijv. bij dampen het geval is, maar daar staat tegenover,
dat het lichaam, waarop zij haar werking zal moeten vertoonen,
wegens den hoogen graad van bewegelijkheid der deeltjes zeer ge
makkelijk aan haar invloed gehoor geeft. Aan den anderen kant staat
de diffusie het waarnemen van het verschijnsel in den weg. Uit de
proeven van bosscha blijkt o. a. dat bij tabaksrook en waarschijn
lijk ook bij waterdamp in nevelvorm, die spanning sterk genoeg is
om capillaire verschijnselen voort te brengen ’). Wel is waar zijn dit
geen voorbeelden van eigenlijke dampen; maar toch moeten deze
proeven als een belangrijke steun aangemerkt worden, voor de
hier ontwikkelde theorie, dat vloeistoffen en dampen geen qualita-
tief verschillende aggregaatstoestanden zijn.

*) Bij de door bosscha op dit gebied bekend gemaakte verschijnselen, kan ik
de volgende opmerking voegen. In bevochtigde capillaire buizen, vertoonen nevels,
even als kwik een bolle meniscus, en worden zij neergedrukt. Vooral is het ver
schijnsel duidelijk waar te nemen, als een der beide armen van een Uvormige
buis schoon en de andere bevochtigd is.



VIJFDE HOOFDSTUK.

Invloed van de samengesteldheid der inolekulen.

§ 27. Tot hiertoe hebben we de molekulen steeds als stoffelijke
punten beschouwd, en dus een eenvoudigheid in de beschouwing
ingevoerd, die ten eenenmale in strijd is met de werkelijk bestaande
verschijnselen. In twee opzichten zullen we nu verandering moeten
aanbrengen. Vooreerst, omdat een molekuul weder als een aggregaat
moet beschouwd worden, dat uit atomen is opgebouwd, even als
een stof zelf uit molekulen. Hoogst waarschijnlijk zal het molekuul,
zoo we een vergelijking in dit opzicht moesten maken, bij den vas
ten toestand moeten vergeleken worden. Volgens de begrippen der
nieuwere chemie toch is de plaats, die een atoom binnen een mole
kuul inneemt van genoegzamen invloed om aanleiding te geven tot
de verschillende isomere reeksen, en zal dus die plaats een stand
vastige moeten zijn. Het gevolg van deze meer samengesteldheid
van het molekuul is, dat er inwendige krachten optreden, die wij
tot hiertoe, door de beschouwing van stoffelijke punten in te voe
ren, verwaarloosd hebben. In de tweede plaats zal, zelfs een mole
kuul in de eenvoudigste gedaante, dus als het slechts uit een
atoom bestaat, een zekere uitgebreidheid innemen; de verschillende
krachten, die door de andere molekulen daarop worden uitgeoefend,
zullen dus niet kunnen aangemerkt worden, in één punt aan
te grijpen. De eenvoudige formulen, die wij tot hiertoe gevonden
hebben, zullen dus eenige verbeteringen behoeven, waartoe wij nu
zullen overgaan.
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§ 28. We zullen de formule van clausiüs daartoe herleiden voor
lichamen bestaande uit molekulen, die weder uit atomen bestaan.
Maar ofschoon wij de molekulen dus samengesteldheid toekennen,
zullen frij, bij het in rekening brengen der krachten, die tusschen
haar werken, nog blijven dnderst^llen, dat voor deeltjes, binnen de
massa gelegen, de krachten in een zelfde punt aangrijpen, even als
wij mochten doen, toen wij de molekulen als punten beschouwden.
Dus den invloed der uitgebreidheid zullen wij vooreerst nog buiten
rekening laten.

Noemen wij de coördinaten van het zwaartepunt van een molekuul
op een gegeven oogenblik a, b en c, en de coördinaten van elk
zijner punten

de waarde van m r* voor elk molekuul kunnen voorstellen door

s  f* (a +  %)* +  Z P  (6 +  Pi)* +  2 p (c -f- Zl)».
als /* de massa der atomen voorstelt.

Maar, daar volgens de definitie van het zwaartepunt

m r' =  z M („* +  6* +  c*) Z M (*,* +  Vl* +  tf)

a* +  b* -f- c* =  en »i* +  {/]*'+ *!* =  ri*

waarin dus den afstand voorstelt, waarop de massa’s ,,, waaruit
het molekuul bestaat, van het zwaartepunt verwijderd zijn.

Maar 2 m e* is nu, wat wij vroeger, toen wij de molekulen als ma-
terieele punten beschouwden, door Z m r *  voorstelden, en kan dus
als wij voor V, X, Y en Z, enz. de middenwaarde nemen, als on-

a +  #i> 6 H- yi en c +  z1;
dan zullen we in de vergelijking

2 4
1 d* 2  mr*  1

'dt* 2 X (X *"*"Y y +  Z*)

2 fi 2 ft en 2 /* Zj

gelijk 0 is, wordt dus voor elk molekuul

stellende:
mr* =  m e*-{-Zp

De term
d* 2  m »•*

d* 2  ma* d*Z Z iA .r l*
dT*
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afhankelijk van den tijd gedacht worden. Maar ook de andere term
2  2  i* r i 1 kan in het geval weggelaten worden, als wij het gas een
onveranderlijke temperatuur toekennen, en dus den afstand der ato
men tot het zwaartepunt ten minste gemiddeld als standvastig kun
nen aanmerken; daar we aan de molekulen zelven, al denken we
ze voortdurend veranderlijk, toch niet een veranderlijkheid kunnen
toekennen, die in denzelfden zin voortgaat. Na een kort tijdsver
loop zullen wij ze weder als in vroegeren toestand teruggekeerd
moeten denken. Dus ook nu wordt

i -  w V* =  — — (X a; +  Y y +  Z 2).
0  0

De inwendige krachten zijn nu alleen die, welke tot de instand
houding van het molekuul werkzaam zijn. Stellen wij de kracht die
tusscheu twee punten van het molekuul werkt door ƒ1 en den af
stand dier punten door p1 voor; den uitwendigen druk door N,
den molekulairen druk door N b en het volume door v, dan neemt,
de vergelijking weder den vorm aan

2T -m V * — +

Laten wij in het tweede lid den term — 2  2 f l p1 weg, dus letten
2

we niet op de krachten, die het molekuul in stand houden, dan zal de
hoeveelheid levende kracht te klein gevonden worden. Dan komen
we, ook Nj verwaarlöozende, tot onze vroegere formule terug

1 3
> 2 — m  V ,2 =  — N  v.

2 1 2
Wij kunnen nu ook gemakkelijk inzien, welke snelheid het is, die

door de laatste formule geleverd wordt. Wij hebben de inwendige
krachten van elk complex van atomen weggelaten; maar daardoor
zullen wij aan de beweging van het zwaartepunt geen verandering
hebben toegebracht. VA stelt dus voor de middenwaarde van de
snelheid van het zwaartepunt der molekulen, of wat clausius noemt
de snelheid der progressieve beweging.

Ter berekening dier snelheid, schrijven wij de laatste formule
onder den vroeger reeds opgegeven vorm

V12 — 3 N | - ( l  +  «t )
a0

Voor dampkringslucht, als N  =  10334 kilogram is, isd 0 == 1,293
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Wij vinden dan voor een gas, waarvan de densiteit door tf voor
gesteld wordt,

of

3X  10324X 9.812 1 « t
Y.J —  ---------------------------x  — ------

1 1.293 d

V, —  4 8 5 °  * meter.
-ï>

Werd door de verwarming van een gas alleen de snelheid van
de beweging van het zwaartepunt vermeerderd, dan zou men de
specifieke warmte kunnen berekenen uit de volgende vergelijking:

d ƒ — iwVj1 ^ = —  d (N v) —  A c0d t

waarin A het mechanisch equivalent der warmte-eenheid voorstelt.
Het product N v evenredig zijnde aan de absolute temperatuur,

is d (N v) =  E d t. Hierin is E  het V273 gedeelte van het product,
dat men verkrijgt, als men N in kilogrammen per □  meter ver
menigvuldigt met v in kub. meter uitgedrukt (« n. 1. het volume
van de eenheid van gewicht). Voor dampkringslucht is E gelijk
aan 29.272.

Dus
3 29.272

c0 = —. -------- =  0,1035. Cal.
0 2 424

Voor gassen, waarvan de densiteit gelijk aan <f is, wordt

c __0,1035

of daar — =  v d0, d0 de densiteit van dampkringslucht voorstel

lende, en v het volume van 1 kilogram van het gas,
c„ =  0,1035 v. d0

of

^  é s  0,1035. d0.
v

Deze vergelijking leert, dat de spec, warmte, die dient om de
snelheid der progressieve beweging te vergrooten, pér eenheid van
volume constant is.

§ 29. Maar dat de waarde 0,1035 calorien te klein is, zoo wij
daardoor de totale spec, warmte hg dampkringslucht wilden voor
stellen, blijkt uit twee gegevens, die de proefneming levert: n. 1,
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de spec, warmte bij standvastige drukking, en de verhouding van
de spec, warmte bij standvastige drukking en bij standvastig volume.
De eerste vond begnault gelijk aan 0,2375, en de laatste wordt
uit de, o. a. door de snelheid van het geluid geleverde waarde voor
de verhouding, berekend op 0,1685.

De waarde 0,1035 calorien is dan ook alleen gevonden, door
dat de term 2  2  \  f 1 gelijk nul gesteld werd. Daar f l  de
kracht voorstelt, door de atomen, in het molekuul voorhanden, op
elkander uitgeoefend, en die in geen geval gelijk nul zijn kan,
konden we vooruit het niet samenvallen van de berekende waarde
en die, welke de proef levert, voorzien. Omtrent de verklaring, wat
als oorzaak voor het gevonden verschil moet aangemerkt worden,
heerscht tot hiertoe geen volkomen overeenstemming. ïwee voor
stellingen vindt men met meer of minder scherpte geformuleerd,
om de reden van het niet samenvallen dier waarden aan te geven.

Clausius zegt daaromtrent: „Men moet tot het besluit komen,
dat behalve de progressieve beweging van het geheele molekuul,
nog andere bewegingen van de bestanddeelen der molekulen plaats
grijpen, waarvan de levende kracht evenzeer een deel der warmte
uitmaakt.” Zocht clausius het verschil in vermeerdering van de

'beweging der atomen, anderen schrijven het toe aan een roteerende
beweging, die de progressieve beweging van het molekuul zou ver
gezellen. Trouwens, een normale stoot, tegen een niet bolvormig
lichaam, zal slechts bij uitzondering een niet draaiende beweging
voortbrengen. Maxwell heeft de laatste onderstelling aan de bere
kening onderworpen. Hij onderzocht hoe bij harde, veerkrachtige
lichamen, van willekeurigen vorm, die in een gegeven ruimte zich
voortbewegen, en dus onophoudelijk tegen elkander botsen kunnen,
zich de levende kracht over de draaiende en over de progressieve
beweging zal moeten verdoelen. Het besluit is, dat de twee hoe
veelheden levende kracht aan elkander gelijk moeten zijn. Daar die
gelijkheid bij geen enkel gas gevonden wordt, besluit hij, dat de
molekulen niet als harde, volkomen veerkrachtige, niet bolvormige
lichamen kunnen beschouwd worden. Maar deze voorstelling zal
ook niemand, ten minste van molekulen, die uit meer dan een
atoom bestaan, zich kunnen vormen. Zoodra toch een molekuul uit
meer dan een atoom bestaat, kunnen wij het niet meer als hard
beschouwen. Kunnen wij het ook als veerkrachtig beschouwen? Ver
staan wij door veerkrachtig, zooals men dat gewoonlijk bij een ivo-
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ren bal doet, de eigenschap, dat na eiken stoot de hoeveelheid
levende kracht der beweging geheel gelijk is aan die voor den
stoot, zoodat geen gedeelte daarvan ter vérhooging van de moleku-
laire beweging gediend heeft, dan is het vooruit niet zeker, dat
wij een molekuul, uit atomen bestaande, als volkomen veerkrachtig
moeten beschouwen. Het is toch zeer wel mogelijk, dat een gedeelte
van de hoeveelheid levende kracht der beweging van het molekuul,
in levende kracht der inwendige beweging verandert. Vérhooging
van temperatuur, dat wel in de eerste plaats, vermeerdering der
snelheid der progressieve beweging zijn zal, heeft dan ook vermeer
dering van de inwendige beweging der molekulen ten gevolge.
Alleen dus bij het standvastig blijven der temperatuur, zullen wij
die veerkracht mogen aannemen.

Noemen wij weder Vj de snelheid der progressieve beweging,
dan hebben wij volgens eene vroeger gevonden formule

(1> d ( — =  | d ( N » )  =  ~ E d t  =  Ac0dt

Maar als V de snelheid der totale hoeveelheid levende kracht
voorstelt, hebben we

( 2) ( - m V * )  = d Z j p <!i +  A c 0d t  =  A c 1dt,

waarin Cj de specifieke warmte bij standvastige volume voorstelt.
Verder is,, als c voorstelt de .specifieke warmte bij standvastige
drukking

(3)  ̂ ( t *” V1) + N d »  =  A<!(i<

Maar volgens de betrekking

N v =  B, T,
is bij standvastige drukking

N d « = E d f ,

N d »  zz: — A c 0d t

Stellen wij deze waarde voor Nd v ,  en de uit (2) gevonden

waarde voor d tn \ * \  in (3), dan vinden we de het eerst

door Clausius gevonden betrekking
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of

of

A c j d f H —— A e0d t = : A . c d t

3

d ( j w V ] 2)   3 /  c___ \
d (i-mV*) 2 \  cj /

Voor gassen, waarbij de scheikunde leert, dat het molekuul uit
g

2 atomen bestaat, is — gelijk aan 1,421, of de gezochte verhou
dt

ding gelijk aan 0,6315.
§ 30. Maar deze berekening leert alleen de waarde dier verhou

ding kennen; zij verklaart de oorzaak van het verschijnsel niet. De
formule (2) wijst ons evenwel aan, dat wij het verschil van c5 en
c„ zullen moeten toeschrijven aan verandering van den toestand van

het molekuul. De beteekenis van d — z  2  f l q1 toch kan niet anders
2

worden opgevat, dan dat de elkander aantrekkende atomen bij hoo-
geren graad van warmte van afstand zullen veranderen.

Noemen wij V1 — Vj * —  V0 *, dan geldt, zooats uit het voor
gaande blijkt

Nemen wij evenwel in aanmerking, dat wij aan deze betrek-
dp 2  u r-\ 2

king gekomen zijn, door-----^  d t 1----  gelijk nul te stellen, dan

blijkt, dat wij niet voor eljc molekuul, op elk gegeven oogenblik,

zullen mogen stellen - -  m V, * =  - i  2  f 1 pl. Wij zouden daardoor
2 2

stilzwijgend de onveranderlijkheid van het molekuul aannemen.

Stelden wij m  V„ 2 — — 2  f 1 p*, dan was de krachtsfunctie ge-
2 2

geven, waarmede de atomen op elkander werkten. En voor een mo-
lekuul, uit 2 atomen bestaande, was het dan ligt de baan te vin
den, die elk om het gemeenschappelijk zwaartepunt zou maken.

In dat geval toch is m  —  2 p, als p de massa van elk atoom,
en g1 — 2 r 1, als de afstand van elk atoom tot het zwaartepunt
voorstelt.
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Bijgevolg kan deze vergelijking ook aldus geschreven worden

V*

Hier zou f  dus voorstellen de grootte der centrale kracht, die
op elk atoom, van uit het punt, waarom het zich beweegt, zon uit
geoefend worden. Ter bepaling van de baan, zouden we een bekend
vraagstuk der centrale beweging ontmoeten. De integratie leert als

dveerste betrekking, dat in dat geval het product van r  en — con
ti t

stant moet zijn. De baan is dan een logarithmische spiraal, en dé
grootte der kracht is omgekeerd evenredig met de derde macht van
den afstand tot het centrum. De uitkomst zou dus geheel in strijd
•• d  ̂(wi v*

zijn met onze eerste onderstelling, dat — ' i '  gelijk nul zou zijn.

Alleen het geval van een cirkelvormige beweging van het atoom om
het zwaartepunt, dat we als bijzonder geval van de bovengenoemde

beweging mogen beschouwen, n. L dat, waarbij het product r  —

•• • . d^ (vïh
gelijk nul is, zou in overeenstemming zijn met —  ------ gelijk

d t*
d  2 ( yy\,

nul. Nemen wij den term ————  in aanmerking, dan verkrij

gen wij

. V* =  —1 <*»(»•*)
dt*

\ - f r

of, na herleiding, een bekende uitdrukking voor een centrale
kracht, n. 1. - ,

Met andere woorden, de vergelijking leert ons alleen, dat elk
atoom om het zwaartepunt een baan beschrijft, maar laat ons geheel
in het onzekere, daar de aard der krachtsfunctie onbekend is, om
trent den vorm dier baan. Dat deze baan niet een rechtlijnige,
naar het centrum heen en weer schommelende zijn zal, maar een
kromlijnige, is natuurlijk verreweg het waarschijnlijkste. Maar zoo
zien we, dat de twee schijnbaar geheel verschillende voorstellingen,
die men zich vormen kan. om het tekort komende in de levende
kracht der warmtebeweging te verklaren, eigenlijk als samenvallend



kunnen beschouwd worden. Men kan het met claüsius beweging
der bestanddeelen noemen, of roteerende beweging.

Het is dan wel niet een enkel lichaampje, dat om een as wentelt,
waarvan het moment van inertie om 3 hoofdassen in rekening be
hoeft gebracht worden, zooals maxwell doet. We kunnen dan als
eerste hypothese de atomen als stoffelijke punten beschouwen, en
als moment van inertie het product nemen van de massa, en het
quadraat van den afstand tot het zwaartepunt.
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ZESDE HOOFDSTUK.

Invloed van de uitgebreidheid van het molekunl.

§ 81. Wij zijn dus tot het besluit gekomen, dat als wij door

2  —  m V i de som van de levende kracht der progressieve be

weging voorstellen, de vergelijking

^ ï MV,=l ( N+N>)”
kan behouden blijven. Wij zullen later door toepassing op kool
zuur zien, dat zelfs, tot dat koolzuur in zoogenaamden vloeistof
toestand verkeert, deze vergelijking haar toepassing behoudt, mits
wij, waartoe wij nu overgaan, een verbetering aanbrengen wegens
de uitgebreidheid der molekulen. In het eerste lid der vergelijking
komen alleen de bewegingen van het molekuul als geheel beschouwd
voor, in het tweede lid zijn evenzoo weggelaten de momenten der
krachten, die dat aggregaat in stand houden.

§ 82. Zooals is opgemerkt, moet wegens de grootte der mole
kulen nog een verbetering in de vergelijking aangebracht wor
den. Om die te vinden, heb ik het beter gevonden een anderen
weg, dan ik tot hiertoe volgde, in te slaan. De invloed der grootte
der molekulen zal natuurlijk van dien aard moeten zijn, dat het
volume, waar binnen de beweging plaats heeft, in werkelijk
heid als kleiner moet beschouwd worden, dan het uitwendig
schijnt. Eerst kwam het mij waarschijnlijk voor, dat, als men
het uitwendig volume verminderde met het molekulair-volume,
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het overschietende als de ruimte, die aan de beweging toegestaan was,
moest aangezien worden. Ik meen evenwel door het volgende te
kunnen aantoonen, dat tot op zekeren graad van verdichting der
stof, straks aan te geven, het uitwendig volume moet verminderd
worden met 4 maal het molekulair-volume, en bij grootere verdichtino-
met een aantal malen, dat steeds afneemt. Wij beschouwen dus de
molekulen niet meer alleen als middelpunten van kracht, zonder
uitgebreidheid. Deze voorstelling was in den beginne geoorloofd,
maar als eerste benadering. De latere onderzoekingen over difiFusie
en wrijving der gassen, hebben doen zien, dat wij ze veeleer als
kleine lichamen beschouwen moeten; en ik vlei mij, dat mijne hierna
mede te deelen uitkomsten deze waarheid op nieuw bevestigen zullen.

§ 33. De volgende weg kwam mij geschikt voor om den invloed
te kunnen vinden, die het niet verwaarloozen van de afmetingen
der molekulen op de formule uitoefent, welke het verband aan
geeft tusschen volume, drukking en temperatuur.

De lengte van den gemiddelden weg der molekulen, is reeds
vroeger door clausiüs en maxwell berekend. Gaat men evenwel
den aard hunner berekening na, dan zal men licht gewaar worden,
dat zij de molekulen wel afmetingen toekennen in een vlak lood
recht op de richting der beweging, maar niet volgens die richting;
men zou kunnen zeggen wel breedte, maar geen dikte. Of op een
andere wijze zou men de vereenvoudiging, die zij in de berekening
hebben gebracht, kunnen uitdrukken, door te zeggen, dat zij de
dikte der molekulen verwaarloosd hebben ten opzichte van den ge
middelden weg. Daardoor hebben zij dien gemiddelden weg te groot
aangegeven, evenals, wanneer men bij een bal, die tegen een wand
geworpen wordt, voor den weg zou nemen, den afstand van het
middelpunt in het begin der beweging tot aan den wand; terwijl
die met den straal moet verminderd worden. Neemt men de dikte
der molekulen wel in aanmerking, dan vindt men dus een korteren
gemiddelden weg, en bijgevolg een naar evenredigheid grooter aan
tal botsingen. Maar dan moet ook de druk, die daaraan weerstand
bieden kan, naar evenredigheid grooter genomen worden. Wij weten
n. 1. dat bij gegeven massa der molekulen en gegeven snelheid de
druk evenredig is aan het aantal botsingen per tijdseenheid op de
vlakteeenheid ontvangen.

§ 34. Zoeken wij dus eerst een uitdrukking voor den gemiddel
den weg, onder de boven aangegeven vereenvoudiging.

A
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Zij V de snelheid van een bewegend molekuul, de anderen in
rost gedacht, dan zal, zoo n  voorstelt het aantal molekulen dat in
de eenheid van volume bevat is, V n  ss w het aantal molekulen
voorstellen, waartoe in den tijd van 1 sekonde, het bewegende mo
lekuul nadert tot op afstanden, die s tot grootste waarde hebben.
Dit is n. 1. het aantal molekulen, bevat in een cilinder, die de rich
ting van V tot as, V tot lengte en x s 1 tot grondvlak heeft. Zijn
er onder dat aantal molekulen eenigen, die botsing te weeg bren
gen, dan zal dit wel invloed hebben op de richting van den weg,
dien het bewegend molekuul verder volgt; maar zoo de botsende
deeltjes geen dikte hebben, zal het aantal, dat tot binnen den af
stand s nadert, geen verandering ondergaan. Alleen verkrijgt men
daardoor verschillende cilinder vormige stukken, die tot een cilinder
van de vorige afmeting zouden kunnen worden achter elkander ge
legd. Laat nu s den afstand voorstellen,’waarop de centra der mole
kulen bij de botsing van elkander verwijderd zijn, dan zal V j r s ’n
het aantal botsingen voorstellen, dat in 1 sekonde zal plaats heb
ben, en zoo l den gemiddelden weg tusschen 2 botsingen voorstelt,
zal V n s ' n l  de weg in 1 sekonde en dus gelijk aan V zijn. Hier
uit volgt

1
i =  - r  .srs ' n

Is I de gemiddelde afstand der molekulen, kubische rangschik
king der deeltjes gedacht, dan is n  A3 gelijk aan het volume, dat
wij gelijk aan de eenheid genomen hebben, 'en bijgevolg

Tot hiertoe hebben wij slechts één molekuul laten bewegen, en
de overigen stil gehouden. Clausius heeft aangetoond, dat als wij
ook de andere molekulen laten bewegen, de gemiddelde weg slechts
■* van den pas berekenden is, en dus

_  A3

~ I x
§ 35. Tot zoover komt dus onze uitkomst met die van clausius

overeen. Maar nu moeten wij dan ook beginnen na te gaan, in hoe
ver de dikte der molekulen dien weg bekort. Waren al de stooten
centraal, dan moest met den afstand, dien de centra der moleku
len op het oogenblik van botsing hebben, verminderd worden.
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Immers zoowel aan het begin van den weg, als aan het eind, gaat
er de halve dikte van het molekuul als af te leggen weg verloren.
In dat geval zou dus

Neemt men nu in acht, dat y s den straal van het hier bol
vormig ondersteld molekuul voorstelt, en dat n A5 gelijk v het
uitwendig volume, en dus ook |  « n s* 8 maal het molekulair.-
volume voorstelt, dan verkrijgt men

waarin 6X het volume der molekulen is.
Maar de stooten zijn slechts bij uitzondering centraal, en dus

moet Zj gemiddeld met minder dan s verminderd worden. Met welk
gedeelte van s? Dat kunnen wij vinden uit de volgende beschou
wing. Op het oogenblik van botsing is het. middelpunt van het be
wegend molekuul gelegen op het oppervlak van "bol,- uit het cen
trum van het tweede molekuul als middelpunt beschreven met een
straal gelijk s. Denken wij dien bol door een vlak loodrecht op de
bewegingsrichting, in twee gelijke deelen verdeeld. Bij den centra-
len stoot is het middelpunt van het bewegend molekuul op den
grootsten afstand van dat vlak. Bij zijdelingsch langs elkander glij
den daarentegen juist in dat vlak. Voor alle gevallen tusschen die
twee als uitersten op de overige punten van het oppervlak van den
halven bol. De verkorting van den weg is de afstand, waarop het
middelpunt bij dé botsing van dat middelvlak verwijderd is, en de
gemiddelde vermindering van den gemiddelden weg is dus'de ge
middelde ordinaat van dat halve bolvormig oppervlak. Maar daar
bij de botsing de kans, dat het middelpunt een bepaald punt van
het bolvormig oppervlak rake, voor alle punten van dat oppervlak
even groot is, hebben wij dé gemiddelde ordinaat te zoeken voor
gelijke elementen van dat oppervlak, en niet zooals men lichtelijk
zou kunnen meenen, voor gelijke elementen van het middelvlak.
De waarde, die wij vinden moeten, is, als d <* een element van het
oppervlak voorstelt, gelijk aan

Zj —  Zj — s of
T fr s*

A» — |  n s3
A*

of h.
h

Z2 __v — 8 b1

fz d «)
jd  o)
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Dus dezelfde waarde, die men ook vindt, als men het zwaartepunt
van de helft van een bolvormig oppervlak zoekt. Zonder verdere
berekening weet men, dat dit ter halver hoogte van den straal ligt,
daar de oppervlakken van schijven van gelijke dikte even groot zijn.
En dus moet Zj niet met s, maar met } s verminderd worden. Noe
men wij li — |  s gelijk aan l3, dan is, volgens de hierboven aange
nomen notatie

Zj v —,4 fcj
Zi • v

Maar deze formule kan niet tot de uiterste grens van verdich
ting der stof worden toegepast. Vooreerst natuurlijk al niet als
v <  4 6 j, wanneer wij een negatieven gemiddelden weg zouden vin
den. Maar reeds bij een grooter volume dan dit moeten wij deze
formule verlaten. Wat wij vroeger genoemd hebben, n. 1. den weg,
dien de centra der molekulen zouden afleggen, ingeval er geen
dikte der molekulen was, moet steeds grooter dan s zijn, anders
kan er nimmer een centrale stoot plaats hebben, en vervalt dus
onze formule. Dus reeds als v <  8 ftp Volgens den aard onzer be
rekening verstaan we door centralen stoot, dat, wat eigenlijk beter
„tweevoudig centralen stoot” zou moeten genoemd worden; dat
wil zeggen een weg, waarbij zoowel aan het begin, als aan het einde
een centrale stoot plaats grijpt. Hoe beneden dat volume de waarde
van den factor van 6] zal afnemen, welke functie van het volume
het zijn zal, is mij nog niet gelukt te vinden. Dat deze kleiner dan
4 zal worden, is door het wegvallen der centrale stooten en die,
welke daarbij het dichtst vallen, duidelijk. Deze laatsten namelijk,
zoo zij aanwezig zijn, dragen tot het groot zijn van den factor bij.
Het laat zich echter ook verwachten, dat dan ook de dubbel rakende
stooten wegvallen, zoodat dus de factor 4 niet zoo snel zal afne
men, als men zonder dit zou kunnen verwachten.

Schrijven wij voor 4 6j voortaan 6, daardoor tot op zekere grens
van verdichting 4 maal het molekulair-volume verstaande, en daar
buiten een minder aantal malen, dan is het licht in te zien, dat onze
vroegere formule

—  («)
Jj «

veranderd moet worden in

J57 1  m V’ =  J  (N« +  Ni1} 0  -  6) 0»)
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Immers, volgens onze vroegere opmerking moet de druk evenre
dig met het aantal stooten of omgekeerd evenredig met den ge-

. 1  •• . Vmiddelden weg zijn. Den gemiddelden weg vinden wij -----maalklei-
v— b

ner dan in de onderstelling, volgens welke («) berekend is. Dus
v

moet de druk. (N1 +  Nj1) ook------ maal grooter zijn dan (N -f- Ni)
v — o

,  N ^ N i 1 v
of —-----—  ------  en daaruit (ü).

N +  Nr  o— b



ZEVENDE HOOFDSTUK.

Betrekking tusschen den molekulairen druk en het Tolnme.

§ 36. Zoo' in de formule ( P )  N1 den uitwendigen druk voorstelt,
is, volgens hetgeen wij vroeger hebben gezien, N j1 de kracht waar
mede de vlakteenheid van de grenslaag naar binnen wordt getrok
ken. N j1 zal, behalve van de soort stof, ook Van den graad der ver
dichting afhangen. Wij zullen er nu toe overgaan om te onderzoe
ken, welke functie Nj1 van het volume zijn moet.

Denken wij ons daartoe een oneindig dun zuiltje in de opper-
vlaktelaag, en beschouwen wij beneden de laag binnen de stof een
zoo groot deel der ruimte als noodig is om geen enkel molekuul
buiten te sluiten, dat nog attractie op het zuiltje uit kan oefenen.
Was er in dat deel der ruimte slechts een molekuul voorhanden,
en stond dat op een aangewezen punt der ruimte stil, dan zouden
wij die plaats moeten kennen en den aard der krachtsfunctie om
over de daardoor uitgeoefende attractie te kunnen oordeelen. Maar
beweegt dit deeltje en kan het alle deelen der beschouwde ruimte
evenzeer vullen, dan vervalt voor een groot gedeelte de moeielijk-
heid; dan kunnen wij zeggen, dat de door dat eene molekuul uit
geoefende attractie de middenwaarde is, van al de attracties die
het zou uitoefenen, als het beurtelings alle mogelijke posities binnen
de aangewezen ruimte innam. Is er een tweede deeltje tegelijk met
dat eerste binnen de aangewezen ruimte aanwezig, dan geldt voor dit
dezelfde redeneering. In het kort, de attractie door de stof, binnen ze
ker tijdsverloop in die ruimte aanwezig, uitgeoefend, is evenredig aan de
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hoeveelheid of evenredig aan de densiteit. Maar hetzelfde zal gel
den voor de molekulen in het door ons beschouwde deel van het
oppervlak aanwezig, zoodat de door ons gezochte attractie evenredig
zal zijn aan de 2de macht der densiteit, of omgekeerd evenredig aan
de tweede macht van het volume. Wij leeren hieruit vooreerst, dat
wij bij bewegende deeltjes tot dezelfde uitkomst geraken, als wan
neer wij de stof, zooals bij het integreeren ondersteld wordt,
continue verdeeld denken. Maar verder ook, dat er dan ook geen
spraak kan zijn van gassen, waarbij geen molekulaire werking aan
wezig is. Die aantrekking, welke de grenslaag ondervindt, kan gering
worden bij zeer groot volume; zelfs kan, als wij de deeltjes plotseling
in rust konden brengen, geen enkel deeltje op een ander aantrekkend
werken en toch zou, zoo wij de beweging weer toelaten, een mid-
denwaarde gevonden worden voor de kracht, waarmede de grenslaag
naar binnen wordt getrokken. Binnen in de massa hebben wij vroe
ger de krachten weggelaten, toen wij den invloed der beweging op
die krachten nog niet in rekening brachten. Dit mogen wij nu
evenzeer doen, daar op zeker bepaald punt der inwendige ruimte,
binnen zeker tijdsverloop evenveel positieve als negatieve krachten
te wachten zijn, en voor al de punten dier ruimte de som der mo
menten dus gelijk nul zal zijn. Bij gevolg wordt onze bewegings
vergelijking, zoo p  den uitwendigen druk, v het volume, b eenige
malen het molekulair-volume, en o de specifieke attractie voorstelt.

(p+-^)(.»:*r^) =  ̂ - | m v* W

Daar 2' — m  V1
3

met wat men gewoonlijk door temperatuur ver

staat toeneemt, zullen wij daarvoor in de plaats schrijven

2  -i- m Yj1 (1 +  « f)
O

Volgens deze schrijfwijze verstaan we dus door. o het honderdste
gedeelte van de vermeerdering in levende kracht, welke de progres
sieve beweging der molekulen van een lichaam ondergaat, als het
lichaam van het vriespunt tot het kookpunt van water verwarmd
wordt, mits dit lichaam oorspronkelijk een hoeveelheid levende kracht
bezit gelijk aan de eenheid. Even goed ligt de definitie van tem
peratuur in deze schrijfwijze opgesloten.

Hadden wij niet alleen de levende kracht der progressieve bewe-
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ging, maar de totale hoeveelheid in het oog gehouden, dan hadden
we voor a  dezelfde waarde gevonden; mits we mogen aannemen,
dat de verhouding tusschen die twee hoeveelheden voor een be
paalde stof een onveranderlijk getal is, welke ook de densiteit der
stof is; iets wat waarschijnlijkheid heeft, maar nog niet is kunnen
bewezen worden. Zoo wij onze formule (y) voor alle graden van
densiteit toepassen, dus zoowel als de stof een gas, als wanneer het
een vloeistof genoemd wordt, onderstellen wij dus bij onze bepa
ling van «, dat de levende kracht der progressieve beweging onaf
hankelijk is van de densiteit; dus dat een molekuul water en een
molekuul damp van 0 graden even grooté snelheid van progressieve
beweging hebben. En deze onderstelling heeft zeker nog hoogeren
graad van waarschijnlijkheid, dan die, waarbij de totale hoeveelheid
gelijk beschouwd wordt.

Later zullen wij door voorbeelden de juistheid van onze ver
gelijking ook bij vloeistoffen aantoonen, en daardoor de hierbo-
ven gegeven definitie van a  rechtvaardigen. De vergelijking (y) kan
dus onder de volgende gedaante geschreven worden

+  (» —  &) =  R ( l  +  « f )  (<f)



ACHTSTE HOOFDSTUK.

Toepassingen der isothermische lijn.

a. De spanningscoefficiënt.

§ 37. Voor wij overgaan tot het onderzoek, in hoever vergelijking
(<1), door de waarneming bevestigd wordt, moeten wij zien of onze con
stanten a en b voor een zelfde stof van t afhangen. Dat a niet
van t afhangt, is volgens de beteekenis zeker. Ten minste zoo
we die attractie niet de vreemde eigenschap willen toekennen,
om een temperatuursfunctie te zijn. Maar omtrent b zijn we in dit •
opzicht niet zoo zeker. Zijn de molekulen van een stof bij hooger
temperatuur grooter? of liever, de grenzen van het molekuul, tot
hoe ver een botsend molekuul het naderen kan, hangen die van de
temperatuur af? In de onzekerheid, welk antwoord hierop te geven,
en in elk geval hoe groot van die mogelijke uitzetting de invloed
kan zijn, heb ik dien verwaarloosd. Later onderzoek moet leeren,
in hoever daardoor een fout is begaan.

Daar in de formule v in den meest ingewikkelden vorm voorkomt,
zal dus het eerst voor de hand liggen, zulke veranderingen met
het aggregaat te doen plaats hebben, waarbij v standvastig blijft.
Denken wij dus de stof eerst bij nul graden, en later bij t graden,
en onderzoeken wij, hoe de spanning in het tweede geval is toe
genomen.
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Wij vinden dan

(pt  +  ^ (» — 5) =  R (1 +  a  ()

en

( P ,4" £ )  (* —6) =  E
of tot verschil

of
(Pt — Po) (« — 6) =  R « t
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of in het algemeen
P t t — P n

— iPov'fftti
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(A)

(B)

Noemen wij —— — de spanningscoëfficient, en stellen wij die
Po t

door ap voor, dan is

§ 38. Deze vergelijking geeft aanleiding tot twee belangrijke op
merkingen.

Vooreerst komt in het tweede lid, daar v standvastig gehouden
wordt, bij gelijken oorsprönkelijken druk, of gelijke oorspronkelijke
densiteit, niets voor dat van t afhangt. Dus „bij dezelfde densiteits-
toestand der stof is de spanningscoëfficient onafhankelijk van den
graad, waartoe die stof verwarmd wordt.” E r is dus in dat ge
val geen sprake van gemiddelde spanningscoëfficient tusschen 0 en
t graden. Dus moet bij standvastig volume de spanning der stof
een eenvoudige temperatuurmaat opleveren. Dit is het gevolg van
onze vergelijking, maar in hoever wordt dit door de ervaring be
vestigd? Een onderzoek van regnaitI t, de vergelijkbaarheid van
verschillende luchtthermometers betreffende, staat ons ten dienste
voor dit onderzoek ‘). R egnault vindt dat luchtthermometers, met
verschillende gassen gevuld, koolzuur niet uitgezonderd, gelijk gaan,
zelfs tot boven 300°. Maar een thermometer met zwaveligzuur gevuld,
en die bij 0 en ongeveer 100° gelijk was met een luchtthermome-

]) Mém. de 1'Acad. T. XXI, pag. 180 enz,
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ter, ging boven 100° voortdurend lager wijzen. Het besluit van
REGrNAULT is dan ook, dat luchtthermometers met verschillende
gassen mogen gevuld worden, mits men voor elk zijn eigen span-
ningscoëfficient in rekening brenge; maar dat zwaveligzuur moet
uitgesloten worden, omdat de spanningscoëfficient met de tempe
ratuur afneemt. Ziedaar dus een besliste tegenspraak van een der
billijkste verwachtingen, welke wij volgens onze vergelijking moch
ten koesteren.

En menigmaal vindt men dan ook het omgekeerde, als meer te
verwachten, voorgesteld, ’t  Is waar, zelden vindt men scherp gefor
muleerde uitspraken; maar de vaak uitgesproken stelling, dat „ver-
hooging van temperatuur een gas meer den ideaal-gastoestand doet
naderen,” wat beteekent zij anders, dan dat men verwacht, dat de
spanningscoëfficient bij hoogere temperatuur kleiner en kleiner zal
worden, en een limietwaarde naderen, welke men aan ideaalgassen
als eigen denkt?

Ik kan niet ontkennen, dat d it gedrag van zwaveligzuur mij in
den beginne met eenige bekommering vervulde. Immers zoo er niet
duidelijk een oorzaak voor die afwijking aan te wijzen is, dan zou
ik mijn stelling, dat verhooging van temperatuur een gas of damp
dien zoogenaamden ideaaltoestand niet nader kan brengen, niet
kunnen volhouden, en daarmede zou ook de gegeven vergelijking
omgeworpen zijn. Ik overwoog dan ook alles, wat bij hooger tem
peratuur oorzaak kan worden ter vermindering der spanning. Im
mers een zoodanige oorzaak schijnt bij zwaveligzuur werkzaam te
zijn. Maar het zal niet gemakkelijk vallen, een dusdanige oorzaak
te vinden. Men kan de zaak evenwel anders opvatten, en vragen:
was er ook bij lagere temperatuur een oorzaak, die de spanning
vermeerderde, meer dan de temperatuursverhooging eischt ? En een
dergelijke is wel te vinden. Er kan n. L bij lage temperatuur gas
op de wanden verdicht zijn geweest^ dat gaandeweg of op eens de
wand verliet, en dus, daar de hoeveelheid gas daardoor toenam,
een oorzaak was, waardoor in het begin de spanningscoëfficient te
groot werd gevonden. Dat dit nog niet verklaarde verschijnsel wer
kelijk dikwjjls plaats grijpt, is reeds vroeger door p o d i l l e t  opge
merkt bij platinawanden, en in den laatsten tijd op nieuw bevestigd
door HEEB.IG bij zijn onderzoek over ether en alcoholdamp enz. in
glazen vaten. Het kan ook zijn, dat bij lagere temperatuur een deel
der aanwezige molekulen is saamgevallen, hetzij door vereeniging
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van twee molekulen tot een, of door gedeeltelijke condensatie. Ook
in dat geval moet door de splitsing tot enkelvoudige molekulen»
zoolang dit duurde, de spanningscoefficient te groot gevonden wor
den. Heeft een dier beide mogelijke gevallen werkelijk plaats ge
grepen, dan moet men niet zeggen dat bij hoogere temperatuur de
spanningscoefficient te klein gevonden wordt, maar dat zij in den
beginne te groot werd gevonden. En dat dit ook werkelijk bet ge
val is, blijkt overtuigend uit het volgende. Het is n. 1. te verwach
ten, dat in dat geval, bij zekere temperatuur, het op de wanden
verdichte gas de wand geheel zal hebben verlaten, of de saamge-
vallen molekulen geheel tot enkelvoudige zullen zijn gesplitst.
Van dat oogenblik af is er een onveranderlijke hoeveelheid in een
onveranderlijke ruimte. En dan moet de spanningscoefficient stand
vastig zijn. Nu geeft regnault wel op, dat dit niet het geval is,
maar dat zij voortdurend afneemt; zoodat, als zij tusschen 0 en 98°,12
gelijk is aan 0,0038251, zij tusschen 0 en 310°,31 tot de waarde
0,0037893 is afgedaald, terwijl hij de verwachting uitspreekt, dat
nu de gemiddelde coëfficiënt reeds zoo sterk afneemt, de ware nog
veel sterker zal verminderen. Maar deze verwachting is geheel ver
keerd. Zoekt men de waarde van die ware coëfficiënt volgens
regnault’s proeven, en niet die van de gemiddelde, dan blijkt
dat van af 98°,12, waarop de beide thermometers samengingen,
een onveranderlijke kleinere coëfficiënt geheerscht heeft. En de
standvastigheid van np boven 98°,12 blijkt zoo volkomen te zijn,
dat er grootere overeenstemming te brengen is in den gang dier
beide thermometers, dan bij eenige andere door begnault onderzochte.

Een eenvoudige berekening zal dit aantoonen. Zij t de tempera
tuur, tot waarop de béide thermometers samengingen, en tp de span
ningscoefficient, die tusschen 0 en f voor zwaveligzuur is aangeno-

Pi — Pmen, dan is ---------- = z f pt (1). ‘Toont de zwaveligzuurthermometer
•**0

later een spanning P1, dan wordt de temperatuur f1 berekend uit
p i__p
--------- ? r=  tl (2). Maar indien daarentegen up de spanningscoeffi-

Po fp
cient is voor alle boven t liggende temperaturen, dan is f1 niet de
ware temperatuur, maar volgens onze vroegere vergelijking (B)
berekend uit

P1 -  Pt
==«p (<i — 0
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Trekt men (1) van (2) af, dan vindt men

of

of

p i __ p ,
— p - —

,p (t‘ — t) =  «p (t1 —  t)

—  =  ~  (3)
f  p l l  -------  I

In deze vergelijking stellen t1 en de beide temperaturen voor,
die de zwaveligzuur-thermometer en de luchtthermometer gelijktij
dig aanwijzen. Omgekeerd veroorlooft (8) ook, als pp gevonden is,
uit ï1 de waarde van te berekenen. Neemt men nu voor «p de
waarde 0,0037725, dan vindt men uit (3) de volgende temperatu
ren voor den zwaveligzuur-thermometer. Daarnevens staan de tempe
raturen van den luchtthermometer, en in de derde rij de ver
schillen.

Berekend. Waargenomen. Verschil.

98°12 98°12 0
102°44 102°45 — 0,01
185°39 185°42 — 0,03.
257°10 — 0,07
299°94 299°90 +  0,04
310°31 310°31 Ö

Deze verschillen zijn kleiner, dan ergens anders bij r e g n a u l t .

’t  Is alsof, bij de verrassende afwijking der beide thermometers,
r e g n  \ u l t  scherper heeft waargenomen, dan in de gevallen, waarbij
overeenstemming in den gang plaats had.

Nog een tweede reeks waarnemingen van r e g n a u l t  stelt ons tot
een dergelijk onderzoek in staat, en wel die, waarbij de gang van
een thermometer, gevuld met zwaveligzuur van mindere spanning,
met zijn normaalthermometer vergeleken wordt. Volgens onze formule

is, (straks komen wij hierop nader terug) bij mindere densiteit der
stof, ook ap kleiner.

R e g n a u l t  vond bij dien tweeden thermometer overeenstemming
tot bij 97°56, als hij voor rp aannam de waarde 0,003794. Behan
delen wij deze reeks evenals de voorgaande, en nemen we ap gelijk
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aan 0,0037438, dan vèrkrijgen we de volgende berekende en waar-
genomen temperaturen.

B erekend. W aargenom en. Verschil.
97,56 97,56 0

137,30 137,24 0,06
195,50 195,42 0,08
228,31 228,16 0,15
229,38 229,38 0
260,89 260,84 0,05
320,67 320,68 — 0.01

Ook deze verschillen zijn kleiner, dan bij andere thermometers,
waarbij regnaült zelf tot gelijkheid in den gang besluit. Men
merke op dat, wat" geheel tot steun van onze verklaring strekt, de
temperatuur, waarop _ ap begint, voor beide thermometers dezelfde
is, en dat het verschil van rp en np voor beiden gelijk is. Bij de
eerste reeks is dit verschil 0,000052. Bij de tweede reeks ge
lijk aan 0,0000502. Wat is de beteekenis van de gelijkheid dier
verschillen ?

Noemen wij, om die beteekenis te vinden, Px de spanning, die
in den toestel heerschte op het oogenblik, dat ap begon, dus bij
de temperatuur f, en Vt de spanning, die er geheerscht zou hebben
als er bij de verwarming van 0 tot t, geen gas bij gekomen was,
dan is

P i - P ,

Pr

Po

P . - P .
Po

-P*

-------  fp t

—  au t

Po
—  \ ' p  ■ «J>) t

Voor beide thermometers is het tweede lid der laatste vergelijking
. even groot, en dus ook het eerste lid. Maar de beteekenis van de gelijk
heid van de'eerste leden der vergelijking is, dat de hoeveelheid, die in
beide thermometers tusschen 0 en t er bij gekomen is, evenredig
ia aan de oorspronkelijke hoeveelheid. Is er een dusdanige werking
der wanden aan te nemen? Daar wij den aard dier werking niet
kennen, laat zich dit niet met zekerheid voor onmogelijk verklaren.
Maar was de oorzaak gelegen in splitsing van saamgevallen mole-
kulen of verdamping van een gecondenseerd gedeelte, dan liet zich

a
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deze uitkomst a priori verwachten. Bij een bepaalde temperatuur
zal n. 1. een bepaald gedeelte der aanwezige molekulen deze wer
king ondervinden. In dit geval bij 0 graden ongeveer 0,004.

Ik heb dit iets uitvoeriger uitgewerkt, vooreerst om opmerkzaam
te maken op de afwijkingen, die nog, zelfs al wordt de juistheid
onzer theorie érkend, ter opsporing overblij ven; en ten tweede om
behoedzaamheid te leeren in het toekennen eener spanningscoeffi-
cient aan een stof. Was toch zwaveligzuur alleen tot 100 graden
onderzocht, dan zouden we een te groote spanningscoefilcient aan
nemen. En eindelijk omdat ik, in dit bij den eersten oogopslag met
deze theorie in strijd zijnde verschijnsel, een verrassende bevestiging
meen te zien van de juistheid mijner verwachtingen. Ten minste is
het alleen te wijten aan de standvastigheid van «p,'u i t  de gegeven
formule afgeleid, dat ik, a priori overtuigd, deze heb gevonden.

§ 39. Een tweede belangrijke opmerking, die uit

voortvloeit, is de afhankelijkheid van «p van de densiteit der stof.
Voor alle stoffen is «p >  «; en dit verschil is te grooter, naarmate
a grooter is, maar ook naarmate p0 grooter, of de densiteit groo
ter is. Wij hebben, zooals wij later zien zullen, reden om aan te
nemen, dat bij waterstofgas a onmerkbaar klein is; zoodat «p voor
waterstofgas gelijk kan gesteld worden met «. Dit geeft ons het
middel aan de hand, a te bepalen. Daar alle proeven van regnault

en magnus voor de spanningscoëfficient van waterstofgas geen vol
komen overeenkomst opleveren, zijn wij daartoe niet volkomen in
staat; maar de waarde 0,00366 voor a zal zeer wéinig van de juiste
waarde kunnen verschillen. Wij kunnen onze onderstelling, dat a
voor waterstofgas gelijk 0 kan gesteld worden, toetsen aan een
reeks waarnemingen van regnault, waarbij hij zich ten doel stelde,
“p bij verschillende densiteiten te onderzoeken. Is a gelijk 0, dan
moet «p bij elke densiteit der stof gelijk gevonden worden. Reg
nault kwam dan ook (Mém. de 1’Acad. XXI, pag. 116) tot het
besluit, dat bij 1 en bij 4 atmosferen oorspronkelijke spanning,
geen verschil te bespeuren was. Dit is de eenige stof, waarbij hij
tot dergelijke uitkomst kwam.

Een dergelijk onderzoek van regnault voor koolzuur toont dui
delijk, dat a voor die stof een zeer merkbare waarde heeft. Was
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het om een scherpe bepaling voor a te doen, dan zou de ver
gelijking v

moeten beschouwd worden in verband met

om daaruit het product p0 v* op te maken. Maar dan zou ook b
reeds bekend moeten zijn. De proeven zelfs van regnault laten
die scherpe bepaling evenwel niet toe. Immers zoo lang nog ver
schillen voorkomen in a p bij dezelfde densiteit der stof, als zulks
onder anderen voor koolzuur bij 1 atmosfeer drukking het geval
is: ctp =  0,0036856 *) en otp m  0,003695 s), kunnen wij geen
overeenstemming hopen. Daar het dus slechts om een benaderde
waarde te doen kan zijn, kunnen wij voor « p bij niet al te grooten
graad van verdichting, nagenoeg schrijven

“» =  {l +  a p 0j o
een vergelijking, waarin uitgedrukt staat, dat de vermeerdering in
spanningscoefficient nagenoeg evenredig zal zijn met de densiteit.
Een nauwkeuriger bepaling van a geeft de vergelijking, als wij ze
onder den volgenden vorm schrijven

“' = f '+ r7vl“
Door* het onderzoek van regnault, of koolzuur de wet van

boyle volgt, weten we n. 1. hoeveel maal het product van p 0 en
v0 bij hoogere spanning kleiner wordt.

Nemen we als eenheid van druk den druk van 1 meter kwik,
en als eenheid van volume het volume van 1 kilogram, bij 0 gra
den onder dien druk. Dan vinden we voor a de volgende waarden.

Bij 0,758 meter uit de twee met verschillende methoden gevon
den ap

a pi 0,0099 a =  0,0125
Bij 0,901 a =  0,0103

„ 1,742 |  =  0,013
„ 3,589 a =  0,015

*) M ém. XXI, pag. 1 12.
J) Mém. XXI, pag. 182.
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De groote verschillen in deze waarden, weet ik niet waaraan toe
te schrijven. Regnault vergenoegt zich in dit geval ook met de
resultaten slechts op te geven. Iets wat bij weinigen zijner proeven
het geval is. Uit volgende onderzoekingen zal blijken, dat, als wij
a voor die eenheden =  0,0115 nemen, wij het geheele gedrag van
koolzuur zullen kunnen verklaren. Dit getal wil zeggen, dat als
koolzuur een volume inneemt gelijk aan dat, hetwelk het bij 0
graad en bij 1 meter druk inneemt, de kracht, waarmede de grens
laag naar binnen getrokken wordt, gelijk staat met een gewicht van
0,0115 meter kwik.

Ook de twee vroeger gevonden waarden van "p bij zwaveligzuur van
verschillende densiteit, 0,0037725 bij een druk van 0,7515 meter,
en 0,0037^38 bij een druk van 0,5887 meter, stellen ons in staat,
om de juistheid van de gegeven formule voor ap te onderzoeken.
De benaderde waarde voor a bij zwaveligzuur-gas, vinden wij uit
het eerste gegeven gelijk aan 0,040, en uit het tweede gelijk aan
0,039. Van de waarde voor zwaveligzuur, die we eerst van de be
langrijkste der mogelijke fouten hadden ontdaan, waren we vrij
zeker; we konden dus hier ook goede overeenkomst in de waarde
voor a verwachten.

Het onderzoek naar de waarde van o bij lucht geeft tot de vol
gende opmerkingen aanleiding.

Neemt men de spanningscoefficienten, welke regnault (Mém. de
1’Acad. XXI, pag. 110) voor hoogere drukking dan 1 atmosfeer
opgeeft, dan vindt men de volgende waarden voor a :

Brok. Spannmgsooeffioient. a .

3,655 meter. 0,0037091 0,0037
2,144 0,0036894 0,0038
1,692 0,003680 0,0033
1,678 0,003676 0,0025
0,76 0,003665 0,0017

De drie eerste waarden zijn bevredigend, de twee laatsten wijken
sterk af. Maar men behoeft de vierde der opgegeven spannings
coefficienten slechts gelijk aan 0,0036786 te nemen, om a weder gelijk
aan 0,0033 te vinden. Bij den druk van 1,678 meter deelt regnault

ook slechts twee waarnemingen mede, waarvan de eerste 0,0036734 en
de andere de door mij gekozen waarde voor np is. Men ziet, wat
trouwens veelal plaats vindt, maar vooral bij kleinere drukkingen,
dat regnault’s opgaven groote verschillen in de 6de decimaal be-

5
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vatten. Zoolang dus door kleine veranderingen in die decimaal, de
waarde van a gelijk kan gevonden worden, kunnen eegnault’s op
gaven niet tegen de voorgestelde formule pleiten. Later zal blijken,
dat er grond bestaat, voor a de waarde 0,0037 aan te nemen.

De spanningscoefficienten voor drukkingen kleiner dan 1 atmosfeer,
welke eegnault opgeeft, en die tot 0,0036482 dalen, genieten
zelfs bij eegnault weinig vertrouwen. Hij neemt toch zelf als limiet
waarde voor, ïip voor steeds afnemende densiteit (Mém. XXVI,
pag. 571) de waarde 0,00366 aan. Trouwens de reeks van proeven,
waaruit eegnault de waarde 0,0036482 opmaakt, bevat onder an
deren de waarde 0,0036639.

b. De samendrukking der gassen.

§ 40. Tot hiertoe hebben wij v constant gelaten. Wij zullen nu
t standvastig nemen, en onderzoeken of de betrekking tusschen
v en p, die de formule

( p  +  (» — b) =  R (1 +  « t)

bevat, door de ondervinding wordt bevestigd. Gebruiken wij daar
toe de uitkomsten, door eegnault verkregen bij zijn onderzoek
omtrent de wet van boyle.

Vooreerst voor atmosferische lucht.
De wijze, waarop eegnault dit onderzoek heeft verricht, is be

kend. Hij bepaalde er zich toe het -quotient —-—- bij verschillende

oorspronkelijke drukkingen te zoeken voor het geval, dat hij het
volume nagenoeg op de helft terugbracht. Uit die uitkomsten een
wet op te maken, valt niet gemakkelijk. R egnault bepaalde zich
tot het zoeken eener empirische formule, die evenwel, vooral voor
hooge drukkingen, geen voldoende overeenkomst vertoont met de
waarnemingen. Deze formule heeft de volgende gedaante

of

V V1
Nu kunnen wij, zoo wij, even als eegnault, een meter kwikdruk

als eenheid van druk, en het volume onder die drukking bij 0 gra-
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den als eenheid van volume aannëmen, onze formule aldus schrijven :

? #  =  (1 + « ) ( 1  — 6) ( l + « 0 — — +  +
V V2

Bij kleine drukkingen, waarbij in plaats van p  nog zonder groote

fout —  kan geschreven worden, valt dus de empirische formule

van regnault geheel met de onze samen. 11e waarde A -f- 2 B van
REGNault zal ons dus een benaderde waarde van (a — 6) verschaf
fen. Die waarde is nagenoeg 0,0011. Met de vroeger voor a aan
genomen waarde 0,0037, geeft dit voor 6 de waarde 0,0026. Be
antwoordde regnault’s empirische formule geheel aan de uit
komst der proeven, dan moet het product van a en 6 ten naaste
bij zijn waarde B opleveren. Deze bedraagt 0,0000194, terwijl ons
product daarvan slechts de helft bedraagt. Onze formule geeft dus
een hoogere samendrukbaarheid te kennen dan die van regnault.
Maar als men voor den hoogsten druk, waarbij hij heeft waargeno
men, zijn formule toepast, vindt men dan ook dat lucht werkelijk
meer samendrukbaar is. De hierboven opgegeven constanten geven
echter een eenigsints te hooge samendrukbaarheid aan. Een lichte
wijziging zou ze beter met de waarnemingen doen sluiten. De nauw
keurigste waarden evenwel te vinden, eischt een langwijlige bere
kening, die ik later waarschijnlijk ondernemen zal, maar waartoe
mjj tot hiertoe de tijd heeft ontbroken.

§ 41. Reeds vroeger hebben wij bij waterstof, uit de onafhankelijk
heid van ap van de densiteit, het besluit moeten trekken, dat bij die
stof o geen merkbare waarde bezit. Regnault’s onderzoek omtrent
de samendrukbaarheid bij standvastige temperatuur bevestigt dit vol
komen. Voor waterstof wordt onze formule dus eenvoudiger en wel

p[v  — b) =  ( l  —  b ) ( l + a t)
of

p v =  (1 — 6) (1 +  o 0  - |-  6 p
en dus

P v  (1 — 6) (1 +  K f) +  6 p
Pl V1 (1 — 6) (1 a t) +  6 Pi

Is p j de hoogere druk, dan is de noemer grooter dan de teller,
en bijgevolg het product P i v x grooter dan p v.

Zoo vindt regnault (Mém. XXI, pag. 394) als p  — 2,211 en
Pi —  4,431 bij een temperatuur van 4,4 graden
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V  V
—  =  0,998584.
Pi «i

Hieruit volgt voor b de waarde 0,00066. En als p , =  10,715
meter werd

—— = 0 ,9 9 4 6 7 6 .
Pi «i

Hieruit volgt evenzeer b gelijk aan 0,00065. Voor al de waarne
mingen van regnault over waterstof de berekende waarde voor
b op te geven, zou weinig nut opleveren. Daarvoor stemmen te dik
wijls zijn waarnemingen niet met elkander overeen.

Om hiervan een voorbeeld te geven.
Zoo vindt men door combinatie van N° 24 en 25 als de twee druk-

p v
kingen 9,176 en 18,490 meter bedragen, voor de vèrhouding

de waarde 0,992938, en door combinatie van N° 31 en 32 bij op
zeer weinig na dezelfde drukkingen, de waarde 0,p93618. De eene
waarde geeft voor b 0,00077, de tweede daarentegen weder 0,00065.
De uitersten der waarden van b zijn 0,0005 en 0,0008. De gemid
delde van een groot aantal zijner waarnemingen is 0,00069.

Onze uitkomst wil dus zeggen, dat de molekulen, bevat in 1 vol,
waterstof van 0 graad, en onder een druk van 1 meter kwik, slechts

het 0,00° — van die ruimte innemen. Daar wij voor lucht b =  0,0026
4

vonden, vallen dus de luchtmoleculen nagenoeg 4 maal zoo groot
uit als die van waterstof. Misschien had men deze kleiner gewacht.
Nemen we in aanmerking dat de zuurstofmolekulen 16, en de stik-
stofmolekulen 14 maal meer wegen dan die van waterstof, dan zou
men al licht geneigd zijn, ook die verhouding voor de volumina
te wachten. Men neme evenwel in aanmerking, dat het hier bere
kend volume niet hetzelfde is, als dat wat door de atomen, in het
molekuul voorhanden, wordt ingenomen. Immers ook het molekuul
is weder een aggregaat, bestaande uit stof en ledige ruimte. Mog-
ten we uit deze twee voorbeelden een algemeen besluit vormen,
dan zou het zijn, dat de molekulairvolumes evenredig zijn aan den
vierkantswortel uit het gewicht. De uitkomst die we voor koolzuur
zullen vinden, verdraagt zich zeer goed met dezen regel.

Hier zij mij de volgende opmerking vergund. De hier voor water
stof gevonden uitkomst leert ons, hoe willekeurig het algemeen
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heerschend denkbeeld is over ideaal-gassen. Dit moeten dan gassen
zijn, die de wet van boyle en gay-lussac volkomen volgen. Maar
hier zien we, dat het meest volkomen gas, dat waarbij geen noe
menswaarde attractie heerscht, noodwendig van die wet moest af
wijken. Dat denkbeeld van ideaalgassen zou dus om verwezenlijkt
te kunnen worden stof eischen, die de eenige wezenlijke eigen
schap van stof, het innemen van ruimte, zou missen. Ja, zoo men
een stof had, die binnen zekere grenzen van dichtheid, de wet van
boyle volgde, dan zou dit alleen daaruit voortvloeien, djjt de
waarden van a en 5 slechts weinig verschilden. En zoogenaamde
ideaalgassen zouden dus zulke zijn, waarbij de constante van het
molekulairvolume gelijk was aan de specifieke attractie. Een defini
tie, die niemand van totale willekeur zal willen vrij pleiten.
Kegnault had dan ook recht, om, toen hij deze afwijking van wa
terstof had aangetoond, eenigsints ironisch te zeggen, dat als de
wet van boyle het criterium moet zijn, waarmede men het volkomen
of niet volkomen zijn van gassen moet onderzoeken, waterstof een
„ g a z  p l u s  q u e  p a r f a i t ” zijn zou.

§ 42. Een onderzoek omtrent de samendrukbaarheid van kool
zuur, op gelijke wijze als hiervoor voor lucht gevoerd, levert ons
als verschil van a en 6 de waarde 0,0085. Als waarschijnlijke waarde
van a hebben we 0,0115 en dus voor 6 0,003. Zoodat de formule
voor koolzuur aldus wordt:

(ti — 0,003) =  1,00846 ( l +  o t).

Deze formule geeft de samendrukbaarheid veel beter terug dan
de empirische van begnault. Uit de vele proeven, waaraan we ze
toetsen kunnen, kies ik bijv. de 9de reeks, tegelijk als voorbeeld
op welke wijze de formule het gemakkelijkst getoetst wordt.

Bij die reeks was de oorspronkelijke druk ongeveer 8,4 m eter;
terwijl het volume bij eenige proeven tot op de helft, bij anderen

tot op het - gedeelte teruggebracht werd.
2,87

Die oorspronkelijke druk van 8,4 meter behoort volgens onze
formule bij een volume gelijk J. Of nauwkeuriger— bij een volume
gelijk |  behoort volgens de formule een druk gelijk aan 8,509
meter.
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Of volgens deze tabel
Vol. Berekende druk.

(1)
1;
sT

8,509

(2)
1

18 15,694

(3)
1

9 X 2,87
20,905

V P .

8,509
9

15,694
9 X 2
20,905

9 X 2,87
Berekende verhouding.

( i )
(2)

(J)
(3)

1,0844

1,1673

Waargenomen verhouding.

1,0845

1,1694) afwisselende
waarden.1,1666)

Met i  ~  0,003 geven de verschillende seriën van eegnault de
volgende benaderde waarden voor a

0,0127
0,0114
0,0115
0,0107
0,0120
0,0113
0,0116
0,0111
0,0116

Sluit men de eerste bgiten, die, daar ze bij den geringsten druk
is gevonden, de minste kansen van zekerheid aanbiedt, dan vindt
men voor a de waarde 0,0114,

c. De uitzettingscoejficient.

§ 43. De twee veranderingen, die wij tot hiertoe een gas hebben
laten ondergaan, hebben ons gediend om a en b te berekenen. In
de overige veranderingen, die wij nog kunnen toelaten, hebben wij
een controle over den graad van nauwkeurigheid, waarmede zij be
paald zjjn.

Van die overige veranderingen is de verwarming bij standvastigen
druk wel degeen, die het meest voor de hand ligt en het meest

is toegepast geworden. Noemen wij in dat geval --------de
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uitzettingscoefficient der stof. Wij hebben om vt te bepalen de ver
gelijking

( p  4 -  ^ — i j  =  (1 +  <*) (1 — i) (1 4- « /). . . (E)

en voor «„

( p +  ~ t )  (•• -  b) =  (1 4- a) (1 -  b).................(Ej)

De eliminatie van p  uit beide vergelijkingen geeft vt als functie
van t.

In het algemeen levert dit een zeer samengestelde formule. In
het bijzonder geval van waterstofgas vinden wij

Dus o„ onafhankelijk van t, maar afhankelijk van de densiteit.
Dus zou ook de uitzetting bij standvastigen druk een eenvoudige
temperatuurmaat leveren, iets wat bij andere gassen zal blijken
niet het geval te zijn. Verder blijkt', dat bij waterstof «„ <  «p, iets
wat ook bij andere bekende gassen niet het geval is. Het verschil
tusschen «„ en bij niet zeer hoogen druk is evenwel te gering
om door de waarnemingen met zekerheid te kunnen worden aan
getoond.

§ 44. Onderzoeken wij bij lucht, of onze vroegere constanten zich met
de bij verschillende densiteiten door regnault gevonden waarden
van «„ verdragen.

Wij gebruiken daartoe de reeks van waarnemingen, die hij Mém.
de 1’Acad. XXVI, pag. 571 mededeelt. Wij stellen de daar gevolgde
methode, waardoor regnault voor drukkingen, opklimmende van
3,8472 tot 14,4145 meter de uitzettingscoefficient bepaalt, als genoeg
zaam bekend. Is in vergelijking (E) p en vt bekend, dan verkrijgen we
even zooveel betrekkingen tusschen a en b als er waarnemingen gedaan
zijn. vt moet gevonden worden door v0 uit (Ej) te berekenen en
dan met de door de uitkomst der proef gegeven waarde van (1 4 -  °«t)
tè vermenigvuldigen.

Eenvoudigheidshalve heb ik van de waarde van v0 door regnault

uit zijn empirische formule afgeleid, en die bij de reeks proeven
medegedeeld staan, gebruik gemaakt. Door dan voor b weder 0,0026
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aan te nemen, leveren de verschillende waarden van «„ de volgende
waarden voor a

at a Druk.
0,0037242 0,00367 3,857
0,0037668 0,00358 6,554
0,0037825 0,00375 10,429
0,0037826 0,0039 10,578
0,0038012 0,00385 11,640
0,0037974 0,00414 12,972
0,0038422 0,00352 14,414

Sluit men a =  0,00414 nit, dat nit een waarde van <*„ voortkomt,
die blijkbaar onjnist is, dan kan men a =  0,0087 stellen.

De waarden voor welke regnault op de meer bekende wijze
heeft gevonden, en welke hij tome XXI, pag. 115 mededeelt, zal
ik op eenigsints andere wijze behandelen, om daarbij te doen zien,
welken vorm, bij niet zeer hooge drukkingen, de vergelijkingen
ter controle van de waarde van a en b aannemen. Stelt me/ v t = v x ,
dan is het gemakkelijk uit onze vroegere formules (E) en (Ex) de
volgende af te leiden

x — 1
t |i

« . 1 x  +  1
(1 -4- a) (1 — b) v x 4 -

of

ab x -+- l i
(1 a) (1 — b) vl x1 j

a l : r + l  b ab  x +  l
(1 +  o) 1 — 6) v x v — b (1 +  a) (1 — i) t>* x*

_  x  — (1 +  « {)
x  —  1 ' .................... (E,)

De door regnault opgegeven waarden zijn
Druk. at

0,760 0,0036706
2,525 0,0036944
2,620 0,0036964

Deze getallen geven aanleiding tot de volgende benaderde ver-
•• • • X  ' I 1

gelijkingen, waarin het product a b weggelaten is, en --------gelijk

genomen is aan 1,73, en « =  — is gesteld. Allen vereenvoudigin

gen, die hier van zeer geringen invloed zijn.
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n ~ _ r \ n ---- «  2.62X 1 ,7 3 -  ------  2,62 =  0,0098<1 +  «)(1 — b) (1 +  «)(1 — b)

tt1 . “ -----7? 2,52B X 1,73 — ------- — ------- 2,525 =  0,0093(l +  o)(l—b) ( i_)_a) ( i — J) ’

n  , „w ,---- Ts 0,76 X 1,73— ---- -  0,76 =  0,0029(l +  a)(l—6) (l +  a)(l—b)
of nagenoeg

1.73 a — b=z  0,00374
1.73 a — 5 =  0,00369
1.73 a — 5 =  0,00381

en daar uit het onderzoek omtrent de wet van boyle a — b =  0,0011
volgde

/

a =  0,0036
a =  0,00355
« =  0,0037

Uit den boven aangegeven vorm (E,) blijkt ook, dat, zoo er gassen
zijn waarbij 1,73 a gelijk is aan b, zulke gassen bij niet zeer booge
drukkingen juist a tot uitzettingscoefficient zullen hebben, voor
een verwarming van 0 tot 100 graden; terwijl, ingeval 1,73 « < 5
de waarde van “« <  “ zijn zal. Een nieuw bewijs, hoe willekeurig
het heerschende denkbeeld is, waarbij een ideaalgas gekend wordt
aan de waarde a tot uitzettingscoefficient.

§ 45. Yaak vindt men ook de stelling uitgesproken, waarschijn
lijk omdat men het zoo dikwijls ziet, dat steeds grooter moet
zijn dan «p. Maar de volgende vergelijking toont ons, dat het om
gekeerde zeer goed mogelijk is, en dat bij lucht nagenoeg gelijk
heid tusschen beide waarden zijn moet.

Door behoorlijke combinatie van de vergelijkingen (E) en (Ei),
met inachtneming der waarden van «, en «p, vindt men in het
algemeen

. « “» (, b 2 -f -M l
(“®---°J>) ---- ------ TT . . ] 1 ------- ----------{ — b «».

P» «o ( 1  +  "»<) l « 0 1  +  M )

Voor niet te grooten druk wordt dit nagenoeg

«o («« — "p) —  a ■■ ■■■ — b v
1  +  “« t  v

Ingeval dus kleiner is dan b, zal < « p zijn. Bij lucht
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is er, voor i =  100°, bijna gelijkheid tusschen

0,0037
1,366

l  +  “ i
en b. Immers

is bijna 0,0027, dus slechts weinig grooter dan ii

De hier onder staande waarden bewijzen deze eigenschap.
Druk. ap. Druk. af).

0,76 3665 0,76 3670
1,678 3676 — —
1,692 3680 — —
2,144 3689 — —

— — 2,525 3694
“ — 2,62 3696

3,655 3709 — —
— — 3,857 3724

Het valt in het oog, dat voor t =  100° bij gelijke drukking en ap
nagenoeg gelijk blijven. Maar daar wij weten, dat ttp onafhankelijk is
van de temperatuur, blijkt tegelijk uit bovenstaande vergelijking voor
(«e — "p), dat <*„ een temperatuursfunctie is en wel afhemende
met aangroeiende t. Zoodat dus de verwachting van regnault,
 ̂dat, zoo het praktisch uitvoerbaar was, bij luchtthermometers van
de uitzetting der gassen bij standvastigen druk gebruik te maken,
de verschillende gassen onderling vergelijkbare thermometers zouden
leveren, onjuist is.

§ 46. Ik heb een dergelijk onderzoek ingosteld voor koolzuur,
door gebruik te maken van een reeks onderzoekingen van regnault

over «„ bij zeer verschillende drukkingen. Dit onderzoek heeft mij de
waarde van a —  0,0115 en dus b —  0,003 als de waarschijnlijkste doen
kennen. Maar in den laatsten tijd heeft Andrews onderzoekingen over
koolzuur bij zeer verschillende drukkingen, temperaturen en volu
men medegedeeld, die beter dan eenige andere geschikt zijn, de
waarde onzer formule te toetsen. Alleen zullen we hier opmerken,
dat bij koolzuur het verschil tusschen «„ en «p aanzienlijk is én
en sterk toenemende met de drukking, gelijk uit de ongelijkheid

a
i-------- >  b te wachten was.
1 - t - o f

d. Proeven van Andrews.

§ 47. De onderzoekingen van Andrews, waaraan we de voor
koolzuur gegeven formule toetsen zullen, zijn onder anderen mede-
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gedeeld in Pogg. Ann. Erganzungsband V, Stück I ,  pag. 64. Vo
lume en temperatuur werden door Andrews telkens rechtstreeks
bepaald, maar de druk werd gemeten door de samendrukking of
liever door het volume van een afgesloten hoeveelheid lucht. Om
daaruit tot den druk te kunnen besluiten, moet men de gegeven
formule voor lucht toepassen, waarvan de constanten waarschijnlijk
nog een scherpere bepaling zullen eischen, dan ik tot hiertoe heb
kunnen geven. Van daar, dat de volgende reeks van berekende
waarden niet volmaakt kunnen geacht worden. Ik heb n. 1. de
drukking der lucht niet voor elke proef uit mijn formule berekend,
maar een correctie aangebracht, die ongeveer het midden houdt,
uit die welke de empirische formule van regnault eischt, en de
mijne. Dit alles kan echter op den algemeenen gang sWchts van
geringen invloed zijn.

Deze onderzoekingen van Andrews zijn gevoerd bij drukldngen,
die tot meer dan 110 atmosferen bedragen, en densiteiten leveren
meer dan 500 maal grooter dan die, welke koolzuur bij 1 atmos
feer drukking heeft. Het was dus niet zonder schroom, dat ik voor
dit onderzoek bezigen wilde de waarde der constanten voor kool
zuur, uit de onderzoekingen van regnault afgeleid. Deze toch loo-
pen slechts tot drukkingen van hoogstens 27 atmosferen, Het
resultaat van dat onderzoek is echter zoo verrassend bevredigend,
dat ik voor het oogenblik het beter vind dit mede te deelen, dan
uit Andrews proeven de waarschijnlijkste waarden voor a en 5
zelven op te maken. De eenheden, door Andrews voor volume en
druk gekozen, zijn echter anders dan de door regnault gekozene,
en wel de meer gewone. Wij zullen dan ook hierbij dat volume
gelijk aan de eenheid nemen, dat koolzuur bij 0 graden onder den
druk van 1 atmosfeer inneemt, en dien druk de eenheid van druk
noemen. Daardoor veranderen de waarden onzer constanten, en wel
op de volgende wijze. By dien druk is het volume nagenoeg

maal zoo groot als dat ónder 1 meter druk. De molekulaire

druk, «welke zich bij den uitwendigen voegt, evenredig zijnde aan
het kwadraat der densiteit, is dus slechts 0,0115 X 0,76* meter,
of 0,0115 X 0,76 atmosfeer, de nu gekozen eenheid van druk. En
dit is dus de nieuwe waarde voor a. Maar ook b moet veranderen.
Immers de beteekenis van b is, dat de ruimte, door de molekulen
van een zekere gewichtshoeveelheid koolzuur ingenomen, het
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0,003
4 gedeelte ia van het schijnbaar volume der stof. Drukken we

dat laatste volume in — — maal zoo groote eenheden uit, dan

moet de nieuwe waarde voor b gelijk zijn aan 0,003 X 0,76. Dus
moet bij deze eenheden de formule voor koolzuur de volgende zijn

0,00874 Y
/ (« — 0,0023) =  1,00646 (1 +  o t).

§ 48. De wijze, waarop ik deze formule heb getoetst, is de volgende.
De opgaven van Andrews laten vrij scherp v berekenen. Andrews

geeft n. 1. op, welk gedeelte het koolzuur telkens innam van dat
volume, wat het bij diezelfde temperatuur onder de eenheid van
druk zou innemen. Voor a heb ik de waarde 0,00874 als vol

komen zuiver aangenomen, en daaruit berekend. Deze grootheid
v1

stelt dan in atmosferen voor, met hoeveel de attractie der stof bij die
densiteit aan den door de warmtebeweging noodigen druk tegemoet
kwam. Daarbij gevoegd den uitwendigen druk, uit het volume der
lucht in den manometer berekend; en deze som, gedeeld op de
waarde van het tweede lid der vergelijking, geeft de waarde
van v — b, en daar v bekend is, de waarde van b. Bij temperatu
ren beneden 30.9 graden werd koolzuur spoedig vloeibaar. Van
daar, dat sommige volumes, zoo lang ze mengsels van gas en
vloeistof bevatten, en dus geen homogeene hoeveelheid stof inhiel
den, geen beteekenis hebben. De volgende tabel, welke geen ver
dere toelichting behoeft, geeft de voor b gevonden waarden.
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t  =  13°1. < =  21 ,5 . i  —  82 ,5 . t  =  35 ,5 .

v  —  0 ,013764

b =  0 ,00242

o =  0 ,016044

b =  0 ,00241

v  =  0 ,013038

b =  0,00251
v  =  0 ,01367

b =  0 ,0025

v  =  0 ,013036

b =  0,00234

Mengsel van gas en

vloeistof.
v  =  0,0079777
b =  0,00254

v  =  0 ,012716

b =  0,0026

v =  0 ,012933
i  =  0 ,00239 »

v =  0 ,0071736

b =  0,00252

v  =  0,01173

b =  0,0027

Mengsel van gas en

vloeistof.
»

v =  0 ,006999

b =  0 ,002513
v  =  0 ,0106

b =  0,0025

• »
v  =  0 ,006277
b =  0 ,00248

v  =  0 ,00965

b =  0 ,00244

»

Vloeibaar.

v  =  0 ,002935
b =  0 ,001924

v =  0 ,0038416

i  =  0 ,002157
v  =  0 ,00837

b =  0 ,00254

»
v  =  0 ,0024526

b =  0 ,001734

v  =  0 ,003188

b =  0 ,00199
v  =  0 ,007016
b =  0 ,0025

v  =  0 ,0024288

b =  0 ,001719

v =  0 ,00289
b =  0 ,00190

v  =  0 ,00496

b =  0 ,00234

Vloeibaar.

v =  0,0022647
b =  0 ,001663

v  =  0,00321
i  =  0 ,0020

v  =  0,0022234

b =  0 ,001643
v  =  0,003026

b =  0,00195

v  —  0 ,0021822

b =  0 ,001627
v —  0 ,00276

b =  0,00184

v  =  0,0020937
b =  0,001685

v  =  0 ,002629

b =  0 ,001798

v =  0,0020527
b =  0,001565

Nemen we nu in aanmerking, dat als er in a een fout is, die

fout op —— zich reel malen vergroot zal doen gevoelen, en
V1

dus ook op 6; en dat, in zoover Andrews proeven niet vol
komen de waarheid wedergeven, daar een klein gedeelte lucht
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zich bij het koolzuur bevond, dan zal zeker de uitkomst verrassend

moeten genoemd worden. De waarde van — - bedraagt bij' de hoog

ste densiteiten veel meer dan duizend atmosferen.
Bij alle volumes, die boven 0,0046 liggen, kunnen wij de waarde

van b als dezelfde beschouwen, ten minste bij dezelfde temperatuur.
Deze standvastige waarde van 6 is bij hoogere temperaturen iets
grooter; maar het niet volkomen zeker zijn van de waarde van a
en de andere onvolkomenheden, die èn het proefondervindelijk èn
ons theoretisch onderzoek aankleven, maken de stelling zeer ge
waagd, dat hieruit blijkt, dat b met de temperatuur toeneemt. Dat
bij volumes kleiner dan 0,0046 =  2 b de waarde van b zou moe
ten afnemen, wisten we a priori *). Maar bovenal verrassend is de
uitkomst, als wij bij die kleinere volumes er op letton, dat bij de
verschillende temperaturen steeds bij een kleiner volume een klei
nere waarde van b behoort, zoodat daarbij ten minste de mogelijke
invloed van de temperatuur geheel is weggevallen. Die verander
lijke waarde van b, waarvan wij de wet nog niet kennen, is dus
geen willekeurige grootheid, zonder beteekenis; maar bij een be
paalde waarde van v behoort, welke ook de temperatuur is, een
bepaalde waarde van b volgens ons vorig onderzoek een waarde van b,
die geheel afhankelijk is van den aard der nog mogelijke beweging.

§ 49. Ik zal door een voorbeeld de bruikbaarheid van de formule met
de gekozen constanten doen zien, door rechtstreeks .p te berekenen.

Zoo vindt Andrews bij 13°2 het koolzuur-volume tot op

gedeelte terug gebracht, en het luchtvolume, dat door zijn span

ning evenwicht moet maken, bij 10°8 op
1

4775’
De bewerking ter berekening van p  uit de gegevens voor kool

zuur en uit de gegevens voor lucht, die natuurlijk denzelfden druk
moet geven, komt onder de volgende gedaante

•• . , 1 +  13,2 x  0,00368
Voor koolzuur: v = ------------------------ — — 0,013767

76,16
v —  b - ~  0,01148

(1 +  a) (1 — b) (1 +  « t) =  1,0552
o 1,0552

p  -f---- — “ ---------- —  91,9 atmosfeer
v* 0,01148

J) Zie bladz. 52.
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----—  46 atmosfeer

p  —  45,9 atmosfeer
Voor lucht: u — 0,0219

v —  6 =  0,019926
(1 +  o) (1 — 6) (1 +  a t) =  1,040 atmosfeer

a
P H— - — 52,2 atmosfeerv1

a
—— r=  6 atmosfeer
v1

p  —  46,2 atmosfeer.
De overeenstemming is zeker voldoende, om de waarde der beide

formules aan te toonen.
§ 50. Heeft men misschien de hier ontwikkelde theorie willen

erkennen voor gassen, maar bedenking geopperd tegen de toepas-
sing op vloeistoffen, omdat daardoor het onderscheid tusschen gas
sen en vloeistoffen geheel vervalt, terwijl de oppervlakkige beschou
wing integendeel zoo geschikt is om te doen denken, dat geen
^grögaatstoestanden meer van elkander verschillen dan juist de
gas- en de vloeistof-toestand —- deze proeven van Andrews en de
daaruit berekende waarden van 6 toonen aan, dat deze bedenkin
gen gerust kunnen worden opgegeven. Bij een volume tusschen
0,003 en 0,0025, verkeert de stof bij 21°5 bepaald in zoogenaam-
den vloeistoftoestand, en bij 35°5 bepaald in zoogenaamden gas
toestand. De waarden van a en 6 zijn in die beide toestanden ge
lijk, en dus onze formule is op beide toestanden van toepassing.

e. Kritische temperatuur.

§ 51. Maar onwillekeurig doet zich nu de vraag aan ons voor:
hoe komt het dat beneden 30,9 graden sommige volumes onmo
gelijk bleken te kunnen bestaan, terwijl boven die temperatuur
alle volumes even goed mogelijk waren. Het volgende geeft ant
woord op deze vraag en levert tegelijk de schoonste toepassing voor
de gegeven formule.

§ 52. Stellen wij t constant, en vragen wij naar het beloop der
door de formule:

( p  4 -  - - f )  (» — 6) =  (1 -f- a) (1 — 6) (1 +  « t)

voorgestelde lijn. Laat v de abscis en p  de ordinaat voorstellen. De
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aldus geconstrueerde lijn zal dus een isotherme zijn. Mochten we a en
b verwaarloozen, dan is die isotherme een gelijkzijdige hyperbool,
en deze lijn is dan ook tot hiertoe als de isotherme van zooge
naamde volkomen gassen beschouwd. Maar we hebben integendeel
gezien, dat bij koolzuur, en zelfs bij lucht en waterstof, deze con
stanten niet gelijk 0 mogen beschouwd worden. Wat is dan het
ware beloop dezer lijn? Wij kunnen een belangrijke eigenschap dezer
lijn vinden door op te merken, dat voor gegeven p  de isotherme
ter berekening van v een vergelijking van den 3a,n graad is. Zulk
een vergelijking heeft of 1 of 3 wortels. Bijgevolg, lijnen evenwij
dig aan de as der volumes, snijden de isotherme of in 1 of in
3 punten. Of met andere woorden: bij gegeven druk en temperatuur
zijn er drie volumes mogelijk of slechts een. Die uitkomst, dat er
bij gegeven temperatuur 3 volumes mogelijk zouden zijn, klinkt
zeker vreemd. Wij kennen tyj sommige t de stof in vloeistof-
en in gasvolume; wat is dat derde volume ? Men denke vol
strekt niet aan het volume, dat de stof in vasten toestand in
neemt, want dit ligt geheel buiten onze theorie. En zooals straks
zal blijken, is dat derde volume grooter dan het vloeistofvolume
en kleiner dan het gasvolume. Maar als men slechts de moeite
neemt zulk een isotherme, bijvoorbeeld die van 13°1 graad te
teekenen, dan wordt de geheele zaak opgehelderd *). Neemt men
dan p  gelijk aan den druk van den verzadigden damp bij die
temperatuur of gelijk aan den druk, waaronder de vloeistof staat,
als zij tegelijk met haar damp in een gegeven ruimte zich bevindt,
dan blijkt dat het 3de volume in dat deel der isotherme ligt,

waarbij — positief is. Dat wil dus zeggen, dat dit volume theo-
d v

retisch mogelijk is, maar dat de stof dan in labiel evenwicht ver
keert. Immers stel voor een oogenblik dit volume verwezenlijkt,
dan zal, zoo het volume iets verkleind wordt, een toestand aanwe
zig zijn, die slechts een kleineren druk eischt, dan er werkelijk
aanwezig is, en bijgevolg zal de stof met versnelde beweging het
kleinere vloeistofvolume innemen.

Heb ik hierdoor het eerst, voor zoover mij ten minste bekend
is, het theoretisch bestaan van dat derde volume aangetoond,
ik ben daarentegen niet de eerste die het bestaan van dat derde

Ij Zie Fig. 6.



81

volume heeft vermoed. Immers als wij in het, zich voorzeker
in de handen van elk natuurkundige bevindende boekje van
maxwell, Theory of Heat, pag. 125 opslaan, dan zien wij hoe
JAMES THOMSON den gelukkigen inval had om uit het stuk van cfe
isotherme, dat door de proef geleverd wordt, ook tot dat gedeelte
te besluiten, wat bij niet voorkomende volumes behoort. En de
wijze waarop hij de isotherme aanvult, is, wat vorm aangaat, volko
men gelijk aan de volgens mijn formule geconstrueerde ljjn *). Ik heb,
om die overeenstemming gemakkelijk te doen zien, naast Fig. 6,
die de isotherme, zooals wij die gevonden hebben, voorstelt, Fig. 7
en 8 geteekend, welke uit maxwell zijn overgenomen *).

Beschouwen wij dan een isotherme van beneden 30,9 graad
bijv. HGCBA. Door de proef wordt geleverd alles van de lijn
wat zich ter rechterzijde van G uitstrekt, en ter linkerzijde van
C. Dat maxwell de punten C en G door een rechte lijn vereenigt,
vind ik minder gelukkig. Dit is geschikt om van het spoor af
en niet er op te brengen. Het stuk G F E D C is door Thomson

uit de hand er bij getrokken. Het punt E geeft dan de grootte
van het 3de bij dien druk en die temperatuur mogelijke volume
aan. Stel dat de gekozen isotherme die van 13°,1 is. Dan is vol
gens voorgaande tabel, het dampvolume, door G aangeduid, gelijk
aan 0,012^33. Het vloeistofvolume door C aangeduid, is gelijk aan
0.0022647. Door den derden wortel van onze vergelijking te zoe
ken, vinden we dan de plaats van E.

Een middel om grenzen te vinden, waar E tusschen ligt, hebben
we in de vergelijking

d P ____ j( l  +  °) (1 — i) (1 r |-  a t) 2 a i
d v I (» — 5)*

Voor zeer groote waarde van v is die uitdrukking blijkbaar nega

tief; tusschen de twee grootste wortels welke —  —  o maken, posi-
d v

tief; tusschen de twee kleinste wortels weder negatief. De twee
grootste wortels geven dus in het algemeen de grenzen aan, waar
tusschen geen mogelijk volume der stof gelegen is. In het diagram

')  Zie het verslag van de mededeeling van J ames Thomson in de „Transactions
of the British Association 1871, pag. 30.”

s) In fig. 6 is de druk van 1 atmosfeer door 1 mm. en b door 10 mm. voor-'
gesteld. De geleekende isotherme is die van 13°1.

6
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zijn zij door D en F aangeduid. Tegelijk geven zij door substitutie
in de oorspronkelijke vergelijking een maximum- en minimumdruk aan.

aan 0,0085 en 0,0056, en dus de waarde van het derde volume
ligt daartusschen. Maar slechts tusschen den pasgenoemden maxi
mum- en minimumdruk in is het waar, dat een lijn evenwijdig aan
de X as, de isotherme in 3 punten snijdt. Dus- bij geringeren druk
dan dien minimumdruk, of bij grooteren druk dan dien maximum-
druk is er slechts een volume mogelijk. In het eerste geval een damp-
in het tweede geval een vloeistofvolume.

Dat er ook bij kleineren druk dan dien van den verzadigden damp nog
vloeistofvolumen mogelijk zijn, klinkt verrassend. Maar de bevreemding
houdt op als men zich de beteekenis van de proeven van donny

en anderen duidelijk maakt. Luchtvrije vloeistoffen in luchtledige vaten
opgesloten, waarvan men het eene uiteinde koud houdt, en waarbij men
dus zorgt, dat er slechts een geringe dampspanning heerscht, kunnen
tot zeer hooge temperaturen verhit worden, zonder koken. Dan heeft
men immers vloeistoffen onder geringeren druk dan do maximumspan-
ning van den damp bij die temperatuur. Natuurlijk dat dan ook het
vloeistofvolume, nu het onder geringeren druk staat, grooter is dan
men het gewoonlijk bij die temperatuur kent. Het punt D, waar-

het grootste vloeistofvolume aan, dat bij gegeven temperatuur moge
lijk is. En de minimumdruk, die bij D behoort, geeft den gering-
sten druk, .waarbij de vloeistof nog vloeistof blijven kan. De hier
gekozen isotherme laat niet toe, den druk op vloeibaar koolzuur
tot op 0 te verminderen. Maar interessant is de vraag, hoe is het
in dien opzichte bij andere temperaturen. Het antwoord op die vraag,
welke men zeker zonder onze vergelijking niet voor oplossing vat
baar kon achten, wordt door een tweedemachtsvergolijking geleverd.
Immers zoeken wij door in onze oorspronkelijke vergelijking p  =  o
te stellen, de waarde van v, dan vinden we, behalve de waarde
ij —  oo , welke is weggevallen:

0 vinden wij ongeveer gelijkDe twee bedoelde wortels van

d  10
van wij de plaats uit —  == 0 hebben leeren berekenen, geeft dus

d v

a
V —  2 ( l  +  a ) ( l  — & )( !+ « /)
ra1 — 4ah ( l  +  a ) ( l— 6)( l- f -«0
I 4a’-( l  +  a)2( l  — 6)2 (!-+-«t)2

*
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Zal v bestaanbaar zijn, dan moet

a >  4 « ( l  +  a ) ( l  — i ) ( l + „ ( )

of als maximumwaarde van t, waarbij dit nog mogelijk zou zijn,

l  +  « f =  ----------- ----- ,__
4 fc (l-f-a )l — b)

en v = 2 b .

Dus bij een temperatuur van ongeveer —• 16 graden, én bij een
volume van 0,0046 ongeveer. Juist het volume, tot waarop onze
formule onveranderde waarde van i  behouden kan. We zullen straks
een middel geven, waardoor die maximumwaarde van t zonder de
kennis van a en 6 kan gevonden worden. Bjj lagere temperaturen
dan die, welke wij hier hebben bepaald,, valt, tusschen de twee
waarden van v, waarbij de druk 0 is, de druk negatief uit.

Nog een gedeelte van de isotherme blijft op te helderen en wel
dat, wat in de lijn, welke wij beschouwen, tusschen G en F
ligt. De vraag, die wij daar te stellen hebben, is deze: kan de druk
king, welke damp uitoefent, grooter zijn dan die, welke we gewend zijn
maximumspanning te- noemen. Ofschoon het antwoord op deze vraag
niet zoo gemakkelijk te geven is, als op de pas behandelde, of het
ook mogelijk is vloeistoffen onder geringeren druk te hebben, is er
toch wel eenige reden, die ons nopen kan, ook deze vraag beves
tigend te beantwoorden. De maximumspanning van dampen is n. 1.
geen absoluut standvastige grootheid. Zij hangt niet alleen af van
den damp zelven, maar ook van de vloeistof, die zich in dezelfde
ruimte bevindt. Zoo is de dampspanning boven water, waar zouten
in opgelost zijn, kleiner dan boven zuiver water. Zelfs de gedaante
van het oppervlak van de vloeistof heeft invloed op de spanning
der verzadigde dampen. Zoo heeft w. Thomson (maxwell pag. 267)
aangetoond, dat boven een capillair concaaf oppervlak de spanning
kleiner, en boven een ponvex oppervlak grooter is, dan boven een
door een plat vlak begrensde vloeistofmassa. Dus in een ruimte,
waarvan de wanden volkomen droog zijn, en waarin alleen zeer
kleine droppels vloeistof aanwezig zijn, is de spanning grooter dan
die, welke wij gewoon zijn maximumspanning te noemen. Is er geen
enkele droppel nog aanwezig, dan zal de spanning tot op het hoog
ste bedrag kunnen gevoerd worden.

§ “3- Laat ons; nu wij het beloop van een isotherme hebben



nagegaan, den invloed van stijgende waarde van f, op den vorm
dier lijnen onderzoeken.

Zoeken wij de grenzen, waartusschen onmogelijke volumes zijn bij
21°45, dan vinden we voor de plaats van D en F  bij die isotberme

n, =  0,008
ongeveer

vt =  0,006 6

Deze wortels rukken dus dichter bij een bij hoogere isothermen.
Voor de isotherme van 31 graden zijn zij onbestaanbaar. Dit betee-
kent, dat de bocht F E D C B  bij die isotherme is weggevallen. Dus
dat een lijn evenwijdig aan de X as deze isotherme nimmer in 3
punten snijden kan. Om de temperatuur te berekenen, waarbij dit
begint, hebben wij p  en t zoo te bepalen, dat de oorspronkelijke
vergelijking drie samenvallende wortels heeft.

De vergelijking zelve schrijven wij daartoe onder dezen vorm:

4 ,3 __ . | a> C1 -  *> <*' ± * ${.. +  4 , -  aJ . =  0
( p r p p

Noemen wij dezen drievoudigen wortel x, dan is

(1 -+- a) (1 —  i) (1 +  « 0
3 x —  b -\r ■— --------------------------- ------------

P
a

3 * ' =  -
P

t __a 6
p

nf ax  —  8 6, p

8 a 11 +  «  t =  — -  —  - •  b(i _

De merkwaardige beteekenis van deze temperatuur, door Andrews

k r i t i s c h e  t e m p e r a t u u r  genoemd, is uit het voorgaande duide
lijk. Beneden die temperatuur kan een stof, of in zoogenaamden
damp- of in zoogenaamden vloeistoftoestand voorkomen, naar gelang
van den uitwendigen druk; bij sommige drukkingen in beide toe
standen. Maar boven deze temperatuur slechts in één toestand,
welke ook de grootte van de drukking is, waaronder de stof ver
keert. Boven die temperatuur behoeft men dus niet te beproeven,
de stof vloeibaar te maken. Van de ontdekking van dit merkwaar
dige feit, dat onze inzichten over de zoogenaamde permanente gas-

84
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sen zoo geheel wijzigt, en in het algemeen onze inzichten over het
vloeibaar maken van gassen, komt de eer toe aan Andrews *). Dat
dit besluit niet zoo gemakkelijk uit de proeven te trekken was,
blijkt onder anderen uit de waarnemingen van regnault, die te
goeder trouw maximumspanningen van koolzuur opgeeft, tot boven
40 graden, ’t  Is waar, dat regnault zijn proeven in metalen vaten
deed en dus niet zien kon wat er werkelijk plaats greep.

Dat de nog vaak heerschende inzichten over het vloeibaar maken van
gassen wijziging noodig hebben, blijkt onder anderen uit den vaak
gebezigden term voor het vloeistof maken, n. 1. c o n d e n s e e r e n
v a n  gassen .  Men beschouwt het dus als een functie van het
volume. Ook de gewone beschouwing, dat een gas tot vloeistof ge
maakt wordt door drukking, en dat afkoeling dit bevordert, omdat
het den noodigen druk vermindert, moet liever geheel omgekeerd
worden. Een gas wordt vloeistof door afkoeling, en bij genoegzame
afkoeling zelfs zonder noemenswaarden druk. Ook regnault ver
keerde blijkbaar in zeer verkeerde begrippen omtrent het vloeistof
maken van gassen, gelijk blijkt uit zijne hier aangehaalde woorden:
„Par la q u a n t i t é  d’acide carbonique, que 1’on a fait sortir de
1’appareil a la fin des experiences, on a reconnu que même a
la temperature de -f- 40°, il devait rester encore beaucoup d’acide
carbonique liquide.”

Ik vlei mij, dit tot hiertoe raadselachtige feit door het voor
gaande te hebben verklaard; ten minste als men verklaring van een
verschijnsel mag noemen het aantoonen, dat het een gevolg is van
een algemeen heerschende natuurwet. Door de 3 gegeven formules is
men in staat, als men de beide constanten van een stof kent, zoo
wel kritische temperatuur, als kritisch volume en kritischen druk,
op zeer eenvoudige wijze te berekenen. Door de proef is de kriti
sche temperatuur scherp genoeg te bepalen. Het kritisch volume
noem ik dat, waartoe een vloeistofvolume nadert, als het onder de
spanning van zijn verzadigden damp de kritische temperatuur na
dert. De druk, welke bij de limiet heerscht, is de kritische druk. De

*) F a r a d a y  had reeds dit inzicht. Hij schrijft toch het mislukken van het
vloeibaar maken van lacht enz. daar aan toe, dat de temperatuur niet laag ge
noeg nas. Maar dit schijnt toen weinig de aandacht te hebben getrokken. Zie
o. a, Fortschritte der Physik 1845, pag. 13Q.
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beide laatsten zijn door de proef wel te bepalen, maar met meer
moeite.

§ 54. Berekenen wij met de door ons aangenomen waarde voor
a en b, de kritische temperatuur uit

(1 _j_ a t) —  -?______ __?_______
V '  27 ( l  +  a) ( l -  b)b’

n. 1. met a =  0.00874 en 3:^:0,0023, dan vinden we 32°,5. Een
hoogst bevredigende uitkomst, als wij bedenken dat een fout in de

v e r h o u d i n g n a g e n o e g  100 maal vergroot op t overgaat. Hadden

wij omgekeerd uit t — 30,9 onze verhouding — bepaald, dan zou-
b

den wij als wij a =  0,00874 nemen, voor 3 de waarde 0,0023 terugge
vonden hebben. En dit zal wel het gebruik zijn, dat van de kritische
temperatuur gemaakt zal moeten worden. Ze geeft namelijk als ver

houding van op weinig na de waarde — (1 +  « <). Andrews
b 8

schat het kritisch volume door waarnemingen bij 81°1 gedaan op

van wat koolzuur bij 31°1 onder een druk van 1 atmosfeer zou

innemen, dus nagenoeg op 0,0066. Daaruit vinden wij b — 0,0022
Het derde gegeven, de druk, valt niet zoo bevredigend uit. Ze

a  »
wordt uit p  =  g y p  °P ongeveer 61 atmosfeer berekend, terwijl de

manometer aantoonde, dat de lucht tot op — samengedrukt was,
7 3

en dus een drukking van ongeveer 70 atmosferen aan toonde. Misschien
is dit bij den eersten oogopslag groote verschil van 61 of 70 at
mosferen aan de kleine hoeveelheid lucht te wijten, die in het
koolzuur opgelost was. Immers dit moet ten gevolge hebben, dat de
constante a verandert, en zeker wel vermindert. Nu is de waarde

a
van. — bij dat volume meer dan 200 atmosferen. Is de waarde

van p  gelijk 70 dus werkelijk de kritische druk, dan zou de mole-
kulaire aantrekking gelijk gestaan hebben met 191 atmosferen, dat
op een waarde van a gelijk 0,00835 voert. Zoo groot kan het ver
schil wel niet zijn, dat a door de geringe hoeveelheid aanwezige
lucht ondergaan heeft. Maar in elk geval moet dit tot voortbren
ging van het verschil medegewerkt hebben,

y
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§ 55. De waarneming der omstandigheden, die den kritischen
toestand der stof bepalen, biedt niet alleen gegevens genoeg aan,
om den physischen aard der stof geheel te kennen, maar van die
omstandigheden kan één nog tot verificatie kan dienen, of de waar
nemingen geheel onberispelijk zijn.

De vergelijking, die hiertoe kan dienen, verkrijgen wij door eli
minatie van a en b. Zij heeft bij benadering den volgenden vorm

3
j ( l - | - « < ) z = p « ....................................(*)

De waarde van het eerste lid is 0,4174; met v =  0,0066 voert
zij op 63,3 atmosferen. De nauwkeurige vergelijking heeft den
volgenden vorm

—  (1 -4- « 0  —
p  v

(«)

waardoor p tot 63,5 atmosferen klimt. Ofschoon er meer overeen
stemming blijkt dan door onze constanten, blijkt er bij de proef
nog een storende invloed te zijn geweest.

§ 56. De vergelijking (p) leert, dat bij den kritischen toestand de den

siteit der stof ongeveer
8

maal zoo groot is als uit de wet van

boyle en die van gay-lussac zou volgen. De proeven van cagni-
ard de la tour , die reeds in 1832 dien toestand bij ether, alco
hol, zwavelkoolstof, water enz. te voorschijn riep, kunnen ons eenig-
zins ter verificatie van dat gevolg onzer beschouwingen dienen.
(Ann. de chimie et de physique, XXI, pag. 127 en pag. 178, en
XXII, pag. 413). De kritische temperatuur kunnen wij als voldoende
nauwkeurig door cagniard de la tour gevonden rekenen. Als even
wel het kritisch volume werkelijk aanwezig was, kan dit niet anders
dau toeval genoemd worden. De methode van onderzoek was onge
veer gelijk aan die, waardoor bunsen den invloed van drukking
op het smeltpunt van sommige stoffen onderzocht. En het volume,
dat de stof bij de kritische temperatuur innam in den toestel,
hangt dus geheel af van de hoeveelheid vloeistof, die toevallig ge
bezigd werd.

In de eerste tabel (XXII, pag. 411) vinden wij, dat als het
vloeistofvolume van ether oorspronkelijk gelijk aan 7 was, het
dampvolume gelijk 20 kan gesteld worden. In onze eenheden
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00 1
is het dampvolume dus —  X 1.41 X —— of gelijk aan 0,01334.

/ oU z
De druk was 37.5 atmosfeer, dus p v zz: 0,5. De kritische tempera-

tuur 187°.5 zijnde, is 1 -T- a t —  1,686. Bijgevolg —— — =  0,3;
1 -f- u t

terwijl onze formule de waarde 0,375 eischt. Bij een tweede
proef met een andere hoeveelheid ether, was het dampvolume
gelijk aan 0,02668 en de druk, wat natuurlijk geheel in tegen
spraak is met de vorige proef, gelijk aan 40 atmosferen. Hier

uit vinden wij p v —  1,12
p v

en -—■—  =  0,66.
1 +  ot

Letten wij er

op, dat het tweede volume 2 maal zoo groot was als het eerste,
dan zien wij dat cagnlabd de la toub’s proeven ons op' zich zel-
ven weinig zekerheid kunnen verschaffen over kritisch volume. De
kritische druk daarentegen kan gerekend worden, ten minste met
eenige benadering te zijn gevonden, want daar bij de kritische om
standigheden de isotherme evenwijdig aan de lijn der volumina
loopt, zal een groote fout in v slechts een kleine in p te weeg
brengen. Berekenen wij met i =  187,5 en p  =  37,5 de waarden
van a en b, dan vinden wij a =  0,027, en 5 =  0,005. Volgens
deze gegevens is het kritisch volume gelijk aan 0,015. Dus was het
eerste waargenomen volume te klein, en het tweede te groot. Fn
daar, zooals wij straks zullen aantoonen, het product p v bij de
kritische temperatuur voortdurend moet afnemen tot bij v =  2', 2 6,
is het dan ook niet bevreemdend, dat bij de eerste proef
het product p v te klein, en bij de tweede te groot werd ge
vonden.

Over zwavelkoolstof vinden wij in Tabel 3, XXII pag. 413,
t =  262°.5 en p  —  78.

Hieruit wordt b —  0,0032 en a  =  0,022 gevonden. Het kritisch
volume is dus gelijk aan 0,0096. Het volume, dat bij de proef
werkelijk voorkwam, geeft cagniabd de la toue aan door te zeg
gen, dat als het vloeistofvolume gelijk aan 8 was, het dampvolume
gelijk 20 kon gesteld worden; dus in onze eenheden

v =  X 0,81 X —  =  0,007.

Bjj deze proef was het volume dus weder kleiner dan het kritisch
volume, en kunnen wij het product p v  ook kleiner dan 0,375
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verwachten. Wij vinden p v dan ook gelijk aan 0,276
(1 + «  f). Dat cagniard volumes koos, die, met uitzondering van
eenmaal, toen hij met voordacht een te groot volume nam, steeds
kleiner zijn dan het kritisch volume, is daaraan toe te schrijven,
dat hij zijn toestel vulde met zooveel stof, als het, zonder bij de
kritische temperatuur te breken, bevatten kon. Uit het beloop der
isotherme blijkt, dat eerst bij volumes kleiner dan 3 b de druk
king zoo snel gaat stijgen, dat er gevaar voor breken aanwezig is.

§ 57. Met behulp van de kritische temperatuur kunnen wij nog een
meer eenvoudige uitdrukking vinden voor de hoogste temperatuur,
waarop een vloeistof onder een drukking gelijk 0 zou kunnen be
staan; dus in een toestand verkeeren, waarin er volkomen gelijkheid
heerscht tusschen de aantrekking der stof en de warmtebeweging.
Om dien toestand geheel te verwezenlijken, zouden wij ook de ver
damping moeten beletten. Het dichtst komen wij bij die voor
waarde, als een laagje olie de vloeistof bedekt; terwijl de vloeistof
geheel luchtvrij moet zijn, om het koken te beletten. Wij hebben
vroeger gevonden, dat dit bij een volume gelijk aan 2 6 en een
temperatuur plaats greep, die berekend wordt uit

(1 +  « t) =  4 q iö )  (1 __ b)

Noemen wij de kritische temperatuur t1 en de hier gezochte f2,
dan vindt men

27
1 4 -  « tj =  -jjjj- (1 +  « *i)

Voor koolzuur vindt men f2 ongeveer — 16°. Voor water, waarbij
de kritische temperatuur 412° bedraagt, tï ■=. 325. Of het ooit
tot zoo hooge temperatuur zal gelukken, mag betwijfeld worden.

§ 58. Ook voor lucht zijn voor hooge drukkingen waarnemingen
voorhanden, in les Mondes 1870, pag. 236, medegedeeld door caille-
tet. Ook deze waarnemingen bevestigen de juistheid onzer formule
en geven ons tot eenige belangrijke opmerkingen aanleiding. Cail-
letet deelt bij eiken druk het product van drukking en volume
mede; waarschijnlijk stelt hij dat product, wat de lucht, die hij bij
zijn proeven gebruikte, bij 15° levert, gelijk aan de eenheid. Die
producten worden natuurlijk kleiner, maar niet onbepaald. Caille-

vindt tusschen 60 en 80 atmosferen een minimum-waarde voor
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dat product. Laat ons onderzoeken, in hoever dit als gevolg
onze formule kan afgeleid worden.

Uit

uit

volgt

(1 ~f~ <*) (1 —  b) (1 -f- at )  o
v — b v*3

•P v —  (1 +  °) (1—  i) (1 +  « 0  ———; —: —
V  —  O V

d (p v)
d v

of
- a + « ) ( i - i )  a +  «o— +  4 = ' "(v —  o)1 v2

v2 __ a
O — b)' ~ - i ( l + a ) ( l -  b) (1 +  n t ) .............W

Stellen wij p  in atmosferen gegeven, en v in gedeelten van het
volume, dat de lucht bij t graden inneemt onder den druk van 1

atmosfeer, dan is a =  0,002812 en b =  0,001976 en d u s__-__
v — 6

ongeveer gelijk aan 1,16 of v =  7,256 =  0,014326.
Met deze waarde van v vinden wij p  gelijk aan - 72 atmos

feren.
Bij nog hoogeren druk vindt cailletet, dat het product p v weder

gelijk aan de eenheid is. Om te onderzoeken bij welken druk dit
zijn kan, schrijven wij de vergelijking aldus:

a
p v -1--------- b p —

a b
v2 (1 -f- a) (1 — b) (1 +  a t)

Stellen wij in deze vergelijking ; «  =  (l+a)(l-è)(l + 1I t),
dan zullen wij een drukking moeten vinden, ongeveer gelijk aan
die, waarbij caieletet dat product gelijk aan de eenheid vindt.
Wij vinden dan

a ab  __ __i  (1 -f- o) (1 — b) (1 +  « t)
v u1 ~ v

of v —  3,85 b, en p  =  140 atmosferen.
Cailletet vond de gelijkheid van p v aan de eenheid bij onge

veer 180 atmosferen. Dit is nu wel een groot verschil, maar van
de waarnemingen konden wij natuurlijk niet die scherpte wachten,
dat zelfs, al waren onze constanten volkomen juist, het product p v
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met onze berekeningen zou overeenstemmen. De meting van het
volume moet voortdurend een grooter betrekkelijke fout ople
veren.

Bij waterstof vond hij, overeenkomstig met de waarnemingen van
eegnaült, het. product p v steeds grooter. Daar wij a bij waterstof
veel kleiner hebben gevonden dan b, zelfs bijna nul, kan noch
maximum- noch minimumwaarde voor p v gevonden worden. Wij
zouden namelijk v <  v — b moeten vinden, om aan bovenstaande
vergelijking (jr) te voldoen.

De waarde van 6 voor waterstof hebben wij vroeger op 0,00065
gevonden. In deze eenheden wordt zij ongeveer 0,00049.

Nu vindt cailletet het product p v  bij 100 atmosfeeren gelijk

— -— . Hieruit volgt b —  0,00047. Bij 250 atmosferen is dit pro-
0j9552 '

dnct ---------. Hieruit b =  0,00045. Bij 605 atmosfeeren is
0,9001 J

p  v ■=;------- , en dus b =  0,00053. Wij zien dus zelfs bij die ont-
0,758

zaggelijk hooge drukkingen onze voor waterstof gegeven constanten
zeer goed bevestigd. Maar tegelijk blijkt dan ook, dat a zeer klein
zijn moet.

§ 59. De algemeene uitdrukking voor het volume, waarbij het
product p v een minimumwaarde is, hebben wij gevonden in de
vergelijking:

(v — by ~  i ( l  +  o) (1 — b) ( l - t - « t )

Bij de. kritische temperatuur is het tweede lid dier vergelijking
27

gelijk aan .
ö

Hieruit vinden wij v =  2,2 b. Waaruit blijkt, dat bij de kritische
temperatuur de bflzofukjjjieid, welke cailletet bij lucht van de
gewone temperatuur waarnam, eerst zal opgemerkt worden bij een
volume, dat aanmerkelijk kleiner is dan het kritisch volume.

Willen wij die bijzonderheid, welke cailletet opmerkte, nog
waarnemen voor waarden van v grooter dan 2 b, dan moet de tem
peratuur aan een voorwaarde voldoen. .Wij vinden die, de kritische
temperatuur gelijk tx stellende, aldus; •
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(t> — by _  2T_ 1 + «tl
o1 8 1 4 - o t

of

27 (« — 6)1
1 4 “  « t (1 4 - « tj)

Zal nu v >  2 b zijn, dan moet v — b\ s

of

1 4 -  o f >  -jjg- (1 4 - a 11)

De kleinste waarde voor f, waarvoor v nog een minimumwaarde
hebben zal bij volumes > 2  6, blijkt dus dezelfde te zijn als de
hoogste temperatuur, waarbij een stof zonder uitwendigen druk
bestaan kan.

Maar daar bij de kritische temperatuur die minimumwaarde bij
v —  2,2 b eerst bereikt wordt, en bij lagere waarden van t bij nog
kleinere waarden van v, en dus bij waarden van v, die we vroeger
vonden, dat niet te verwezenlijken waren, of waarbij de stof in den
vloeistoftoestand verkeert, kunnen we dus de kritische temperatuur
als de laagste temperatuur stellen, waarbij de proef die minimum
waarde van p  v zal kunnen aantoonen.

§ 60. Boven de kritische temperatuur verdient de stof met recht
den naam van permanent gas. Met meer recht dus dan men dikwijls
meent, worden bij de gewone temperatuur de gassen, die men nog
niet vloeibaar beeft kunnen maken, met dien naam bestempeld.
Maar men moet ze niet als de 6 eenige permanente gassen beschou
wen. Boven 30°,9, behoort ook koolzuur tot die groep. Zoeken we
de kritische temperatuur van lucht, dan vinden we die nagenoeg
— 158°. De kritische druk bedraagt 14,5 atmosfeer. De druk ligt
dus wel in ons bereik, maar de temperatuur is niet te bereiken.
Bij waterstof zal de kritische temperatuur niet veel van — 273°
verwijderd zijn. Dat de constante a van waterstof niet merkbaar is,
zal voorzeker niet beteekenen, dat ze werkelijk niet bestaat. Stof
zal wel altijd aantrekking vertoonen moeten.

§ 61. Maar nu blijft de vraag over: wanneer kan men van vloeistof-
en wanneer van damptoestand spreken? Na het vorige zal niemand
meer verwachten, dat op de grens tusschen beide toestanden, eep
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plotselinge sprong te  bespeuren zal zijn. Wij hebben integendeel
beide vormen als bevat in  dezelfde vergelijking leeren kennen. H et
is noch een questie van densiteit, noch van drukking. De aard der
beweging kan in beide toestanden dezelfde zijn, en de grootte der
molekulaire kracht evenzeer. H et is dan ook mogelijk om een damp-
massa in een vloeistofmassa te veranderen, door vloeiende overgan-
gen. Stel bijv. een volume koolzuurgas van 13,1 graad, bij mindere
spanning dan de maximumspanning. Maakt men bij die zelfde tempe
ratuur het volume kleiner, dan heeft er plotselinge overgang plaats,
en eindelijk is de massa geheel vloeibaar, onder een zeker bepaald
volume. Maar we kunnen het van den u it den eersten toestand in
den laatsten brengen, zonder dat er ergens iets plaats grijpt dat
op een sprong gelijkt. Beginnen wij daartoe met de stof bij stand
vastig volume te verwarmen, to t boven de kritische temperatuur.
Ieder zal erkennen, dat het dan een gas blijft. Maar maken we nu
bij die laatste temperatuur het volume kleiner, to t op dat, waarin
de stof de tweede maal verkeerde, dan blijft het ook al dien tijd
een gas, want boven de kritische temperatuur kan een stof niet
vloeibaar worden. En nu koelen wij het af, dat tweede volume
standvastig latende'. Maar ook bij die derde bewerking grijpt ner
gens een overgang plaats. De stof blijft al dien tijd homogeen, de
geheele ruimte vallende. En wij kunnen niet anders dan, wat we
eerst een vloeistof noemden, nu een gas noemen. Deze laatste op
merking heb ik aan maxwell ontleend.

§ 62. Een middel om een overzicht te verkrijgen over het
beloop der verschillende isothermen, lig t opgesloten in de for
mule

(Pt — Po) —
(1 +  a) (1 b) t
-----------------------------a  t.

v — b

Hieruit blijkt, dat als een isotherme geconstrueerd is, en 1 punt
van een tweede gegeven, op eenvoudige wijze al de overige iso
thermen kunnen gevonden worden.



NEGENDE HOOFDSTUK.

Waarde van K.

§62.  Wij kunnen er nu toe overgaan, de waarde van de constante
K, welke la place in zijn theorie der capillariteit heeft ingevoerd,
voor enkele vloeistoffen bij benadering te vinden. Daar zjj niets
anders is dan de aantrekking, waarmede de oppervlaktelaag naar
binnengetrokken wordt, is zij dus bekend, zoodra de grootheid a
bekend is voor die stof, en de grootheid van het volume. Wij zul
len ze evenals hiervoor in atmosferen uitdrukken. Maar daar de
waarnemingen over weinig stoffen zoo talrijk zijn als over koolzuur,
dat door betrekkelijk geringen druk en bij geringe temperatuur,
dicht bij den kritischen toestand verkeert, zal de bepaling van a
bij de meeste stoffen, niet dan een ruwe benadering kunnen zijn.
Wanneer ik dus voor enkele vloeistoffen het waag een waarde van
K op te geven, dan is het niet, omdat ik die opgave juist genoeg
acht om er zich mede tevreden te kunnen stellen; maar omdat ik
het,- bij de volkomen onbekendheid, waarin men tot hiertoe over
die grootheid heeft verkeerd, zoodat er nog geen enkel op waar
schijnlijke gronden steunend vermoeden omtrent de grootheid dier
waarde is uitgesproken, het van gewicht acht, dat daarmede een
begin gemaakt wordt, ’t  ls waar, la place heeft een vermoeden
geopperd, en komt tot een uitkomst, maar die. hij zelf onwaarschijn
lijk moet noemen. Door de attractie van water op water, gelijk te
onderstellen aan de attractie van water op licht, vindt hij dat de
grootheid K gelijk te stellen is aan het géwicht van een zuil water
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die een hoogte, zou hebben van 10,000 maal den afstand van de
aarde tot de zon. Maar niemand zal, sedert onze inzichten over de
breking van het licht zoo gewijzigd zijn, dat vermoeden anders dan
om der zonderlingheidswille de aandacht schenken. Daarin heeft la.
place recht, dat hij ze ontzaggelijk veel malen grooter onderstelt,
dan zijn tweede grootheid H.

Mogelijke oorzaken van onnauwkeurigheid in de berekende waarde
van K, zelfs al was a nauwkeurig bekend, zijn nog te vinden in
de mogelijke verandering van de afmetingen van het molekuul met
de temperatuur. Hebben wij in het begin daaraan slechts een in
vloed op b willen toekennen, het is niet te ontkennen, dat als de
afmetingen van het molekuul veranderd zijn, en dus de centra
dichter of minder dicht bij elkander kunnen komen gedurende de
beweging, ook de attractie een verandering zal ondergaan, die zich
bij de hoogste graden van verdichting, als het aantal botsingen zoo
ontzaggelijk sterk is toegenomen, meer zal doen gevoelen, dan bij
die volumes, welke wij tot hiertoe beschouwd hebben.

Maar blijft er dus veel te onderzoeken over, eer wij gassen en
vloeistoffen volkomen kennen, dat mag geen reden genoemd wor
den, om niet met de beperkte middelen, die ons op het oogenblik
ten dienste staan, te doen al wat mogelijk is. En loopen wij daarbij
misschien gevaar,, zelfs het onmogelijke te willen, dat_waartoe die
middelen niet voldoende zijn, latere onderzoekingen, nu misschien
deze zullen bijdragen, de aandacht op die belangrijke constante te
vestigen, zullen daarover eerst uitspraak kunnen doen.

§ 63. De waarde a voor koolzuur hebben wij gelijk gevonden
aan 0'00874 atmosfeer, bij een volume van ongeveer 509 liter per
kilogram. Bij den hoogsten graad van verdichting, waartoe Andrews

het bracht, nam het een volume in van 0,00205 X 509 of 1,043
liter. De stof had dus nagenoeg tie densiteit van water. Het mole-

kulair-volume is gelijk aan X 0f o,307 liter. Wij mo

gen den graad van verdichting van koolzuur bij dat volume echter
zonder meer niet gelijk stellen met dat van water. Om over dien
graad van verdichting te kunnen oordeelen moeten wij het schijn
baar volume vergelijken met dat der molekulen en die stof meer
verdicht noemen, waarbij v een kleiner aantal malen b bedraagt En
zoo blijken mocht, wat zeer waarschijnlijk is, dat het molekulair
volume van een kilogram water grooter is, dan dat van epn kilo-
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gram koolzuur, dan moeten we, al zijn de schijnbare volumes ook
gelijk, water een hoogeren graad van verdichting toekennen. Nu
hebben wij wel telkens voor stoffen van geringer molekulair-gewicht
een kleinere waarde van b gevonden; maar die voor 6 gevonden
waarde, was niet in volstrekte eenheden uitgedrukt. Immers het
beteekende, welk gedeelte het molekulair-volume was, van dat, wat
een kilogram onder den druk van 1 atmosfeer inneemt. En dat vo
lume is omgekeerd evenredig met de molekulairgewichten. Was nvf
ook de waarde van b, zooals die vroeger gevonden is, evenredig
met de molekulairgewichten, dan zou daaruit gevolgd zijn, dat de
molekulen van 1 kilogram van alle stoffen even groot gedeelte van
1 liter innemen. Maar daar wij ten naaste bij de wet vonden, dat
de waarden van b slechts evenredig waren met den vierkantswortel
uit de molekulairgewichten, komen wij tot het besluit, dat de mole
kulen bevat in 1 kilogram stof te grooter volume innemen, naar
mate de stof uit lichtere molekulen bestaat. Passen wij dit toe op
water en koolzuur, dan volgt daaruit, dat als beide stoffen een ge
lijk uitwendig volume innemen, de graad van verdichting bij water
grooter is, dan bij koolzuur.

Bij vloeibaar koolzuur heeft alles er op heen gewezen, dat onze

voor K afgeleide waarde K =  — nog geldig is. Passen wij ze op
v*

dat nagenoeg 500 maal kleinere volume toè, dan vinden wij voor
K de waarde van 2180 atmosferen. Bij het kritisch volume, het
grootste vloeistofvolume, zouden we natuurlijk veel minder gevon
den hebben, en wel slechts 180 atmosferen nagenoeg.

Met de constanten, die we voor lucht hebben gevonden, bepalen
wij bij het kritisch volume, dat ongeveer 4,57 liter bedraagt, een
waarde voor K slechts gelijk aan 24 atmosferen.

Nemen wij voor ether de waarden voor a en b, zooals die uit de
schatting van de kritische omstandigheden door cagniabd de la

toub berekend zijn, dan vinden wij bij het vloeistofvolume, zooals
dit bij 0 graden is, K =  1310 atmosferen, terwijl het molekulair-

b
volume — gelijk is aan 0,375 liter. Baar het uitwendig volume

4
1,36 liter bedraagt, is dus de graad van verdichting bij ether van
0 graden en onder een uitwendigen druk van 1 atmosfeer, kleiner
dan wij bij het hiervoor beschouwde volume van koolzuur hebben
gevonden. Be waarde 1310 atmosferen kan dus met eenig vertrou-
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wen aangenomen worden, als namelijk de kritische omstandigheden
door cagniard DB la tour nauwkeurig bepaald zijn. Zooals reeds
vroeger is opgemerkt, is het niet zeker of bij de waarnemingen wel
genoeg er op gelet is, of werkelijk het kritisch volume aanwezig was.

Voor alcohol hebben wij ook gegevens uit waarnemingen van
van cagniard de la tour, die de kritische temperatuur op 256
graden, en de kritische druk op 119 atmosferen schatte. Hieruit

berekenen wij — gelijk aan 6,53, en 6 =  0,00203. Daar het mole-

23
kuul alcohol — maal meer weegt dan het molekuul koolzuur, zou

den we hier een afwijking van den steeds bevestigd gevonden regel
hebben, dat b voor zwaardere molekulen grooter is. Maar zoolang
we niet weten of de alcohol watervrij en luchtvrij was, en het vo
lume niet kleiner dan het kritisch volume was, en dus de waarge
nomen druk grooter dan de kritische druk, hebben wij geen gé-
noegzamen grond, om hier een afwijking te stellen. Ik waag het
dus 6 op 0,0023 aan te nemen, en dus o gelijk aan 0,015 te be
rekenen. Uit die getallen vinden wij voor K bij een vloeistofvolume
van 0 graden, de waarde 2330 atmosferen. Met de waarde zooals
de gegevens van cagniard de la tour die levert, hadden we on
geveer 2050 gevonden..Volgens de eerste waarde,- voor b gekozen,
vinden we het molekulair-volume gelijk aan 0,247 liter, met de
tweede waarde 0,28 liter. Daar het uitwendig volume gelijk is aan
1,234 liter is de graad van verdichting bij alcohol nog kleiner dan
bij ether.

Ook voor zwavelkoolstof hebben wij uit de kritische omstandig
heden a en b kunnen berekenen. Wij vonden voor 6 de waarde
0,0032, en dus a =  0,022. Daar het vloeistofvolume bij 0 graden
en 1 atmosfeer druk ongeveer 352 maal kleiner is, dan het damp-
volume onder die omstandigheden zijn zou, vinden wij voor K de
waarde van 2975 atmosferen. Het molekulair-volume vinden we ge
lijk aan 0.265 liter.

Voor andere vloeistoffen zijn mij geen gegevens bekend. Voor
water geeft cagniard de la tour nog de kritische temperatuur

op, waaruit we tot een waarde van gelijk aan 8,5 besluiten. Maar
o

noch kritisch volume, noch kritische druk konden bepaald worden.
§ 65. toch kan het zijn, dat nog iets in staat is, ons voor andere

7
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vloeistoffen, al is het dan ook bij zeer ruwe benadering, een denk
beeld te geven omtrent die belangrijke grootheid. Schrijven we de
isothermische lijn daartoe onder de volgende gedaante

( p  K) (« —  V) —  c  (1 -f- a t) , ............... ... • (1)

In deze vergelijking stelt p  voor don uitwendigen druk en K den
molekulairen druk, gemeten in atmosferen, en zoo t> het vloeistof-
volume bij t graden in liters uitdrukt, moet C op weinig na het
aantal liters uitdrukken, dat een kilogram der stof als damp onder
den druk van 1 atmosfeer inneemt. In deze vergelijking zijn K en
waarschijnlijk ook b functien van v. Differentieeren wij deze verge
lijking, t  standvastig onderstellende, dan verkrijgen wij

Q» +  K) —  —  (» ~ 6)

d p  dK
—----b zd v d v

1 d b
d v

Bij de meeste vloeistoffen, vooral als de temperatuur veel lager is
dan de kritische temperatuur, is p  zeer klein vergeleken bij K. De

uitdrukking —  is, als p  den coefficient van samendrukbaarheid
°  d v

voorstelt, gelijk aan —  Dus kunnen wij deze vergelijking ook

aldus schrijven

K =  (» —  6)

1
v p

1 -

<tK
d v
db
d n

Daar negatief en —  positief is, begaan we dus een dubbele
d v d v

fout, zoo wij als vereenvoudiging schrijven

K =  . . . . . . . ........................ - (2)
v p

Maar over de hoegrootheid van de fout kunnen we a priori
moeielijk een oordeel vellen. Beproeven wij om te zien, of de laatste
vergelijking eenigsints bruikbaar is, ze op vloeistoffen, waarvoor we
K berekend hebben, en waarvoor de waarde p  tegelijk, volgens
nauwkeurige waarnemingen gevonden is.
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Vermenigvuldigen we vergelijking (2) met (1), dan verkrijgen wij

K, =  °.(l +  “0 ..................... (3)
v ft '  '

Voor ether is C# =  302, v0 =  ■ en ft =  0,000111.
0,7*365

Vergelijking (3) levert ons voor K dan de waarde van 1400
atmosferen, terwijl wij ze vroeger op 1310 atmosferen berekend
hadden.

Voor alcohol is C0 r=. 486, ft bij 13°1 =  0,0000904 en
_  1,0137

V 0,8095’
Uit deze gegevens vinden we K ls°, =  2070 atmosferen en dus

Ko — 2070 X 1.0137’ 2120. Vroeger vonden wij K0 =  2050
atmosferen uit de getallen, zooals die uit de gegevens van
CAGNIARD DE LA TOUR Volgden.

De bijna volkomen overeenstemming in getallen, welke langs een
wettigen weg verkregen waren, en die welke uit de benaderde for
mule (3) volgen, kan een toevallige zijn. Bij de zeer verschillende
graden van verdichting, waarin vloeistoffen verkeeren, kan het mis
schien ook voorkomen, dat de overeenstemming minder groot zou
zijn. Maar als het ons alleen te dpen is om ons eenigzins een denk
beeld over de waarde van K te vormen, vind ik mij door die over
eenstemming gerechtvaardigd, de formule (3) te gebruiken.

Passen wij ze toe op water, dan vinden wij K gelijk aan 5000
atmosferen.

Op kwik toegepast, levert formule (3) voor K de waarde van
22,500 atmosferen.



TIENDE HOOFDSTUK.

Moleknlaire afmetingen.

§ 66. Gaan wij er nu toe over, de waarde K te vergelijken met
de tweede constante H, die laplace in zijn theorie der capillari-
tèit heeft ingevoerd, en de conclusien te maken, die uit de verge
lijking dier twee waarden te trekken zijn. Wij weten het wiskundig
verband tnsschen die twee grootheden; als K voorgesteld wordt
door

De krachten door w (®) voorgesteld zijnde, kunnen wij x tp (jr)
als momenten beschouwen ten opzichte van het oppervlak. En daar
v (*) vloeiend en snel afneemt tusschen de waarde x —  0 en
t — (i, als p den straal van attractie voorsteit, zullen wij H gelijk
kunnen stellen aan K, waarin xY misschien een zeker gedeelte
van q is.

De waarden H zijn door de proeven over capillariteit bekend.
Zij zijn voor de stoffen, waarvan wij K berekend hebben, de vol
gende :

(xl d x,
o

moet H voorgesteld worden door

*  U

x ip (®) d x.
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K H
L th e r ...................  1300 atm. 3,7 milligram-millimeter.
Alcohol................  2100 „ 5,0 „
Zwavelkoolstof . . 2900 • „ 6,6
W ater................... 5000 „ 15,5
K w ik ...................  22500 „ 110,0

Drukken wij K uit in milligrammen, een vierkanten millimeter
als eenheid van oppervlak nemende, gelijk zulks bij de opgegeven
waarden van H het geval is, dan vinden wij voor bovengenoemde
vloeistoffen de volgende waarde voor :

3 7
E ther.............^  —  —  - - -V - ■ =  0,000 000 29 millimeter.

' ' i* * " 1"  2 1 5 1 ,0 0 0  „

W e lk o o h to f  x, =  =  0,000 000 28

15 5
Water . . . .  ^  —  0,000 000 31

50 000 000
^  110K w ik.............aij —  - - - _____ ^  — 0,000 000 49

225 000 000
§ 67. Al nemen wij nu ook p eenige malen grooter, het is niet

waarschijnlijk, dat het zooveel malen moet zijn, dat wij voor y zou
den vinden de waarde, die quincke (Pogg. Ann. CXXXVII, pag.
402) daarvoor, trouwens niet zonder voorbehoud, uit zijn proeven
afleidt. Hij vindt n. 1. q =  0,000 050 00 millimeter; zelf erken
nende, dat zijn uitkomst belangrijk grooter is, dan hij zelf verwachtte
en volgens onze kennis der capillaire verschijnselen te wachten was.

Wij kunnen bovenstaande waarde voor Xi gebruiken om aan te
toonen, dat het voornamelijk op het oogenblik van aanraking is,
dat zich de attractie openbaart. Wij zullen namelijk door de vol
gende berekeningen vinden, dat Wj slechts weinig grooter kan zijn
dan de afstand, waarop zich de centra van twee molekulen bij de
botsing bevinden.

Wij hebben n. 1. vroeger gevonden, dat de gemiddelde weg door
de volgende formule kan worden voorgesteld:

2



In deze formule beteekende >■ de afstand der centra der deel
tjes in hun gemiddelden stand, en s de afstand der centra op het
oogenblik der botsing. Door teller en noemer met n het aantal der
aanwezige deeltjes te vermenigvuldigen, en door v het uitwendig
volume en door b vier maal het molekulair-volume voor te stellen,
komt zij onder de volgende gedaante

De grootheden v en b kennen wij voor sommige stoffen. Zoodra
nu l bekend is, vinden we uit de laatste formule s.

Nu heeft maxwell (Phil. Mag. XX, pag. 31) voor atmosferische
lucht van 15“ en bij een druk van 1 atmosfeer l gelijk gevonden
aan

0,00007 millimeter.

En hierboven vonden wij voor b onder nagenoeg dezelfde omstan
digheden 0,00197 p .

Hieruit volgt voor s de waarde van ongeveer

0,000 000 28 millimeter.

Nu wij die waarde van l en s voor lucht kennen, moeten wij ze
voor andere stoffen trachten te bepalen, bij dezelfde omstandig
heden.

Wij geraken tot de kennis daarvan op de volgende wijze:
Laat l>i voorstellen viermaal het aantal liters, dat de molekulen

van 1 kilogram lucht onder de gewone omstandigheden innemen.

Stellen wij het aantal molekulen door nj voor, dan is &i
4 «j

het

volume van 1 molekuul lucht; de afmetingen van het molekuulzijn

dus evenredig aan fr ' —— . Stellen &2 en n2 dergelijke groothe-

den voor bij een andere stof; dan hebben wij blijkbaar

— — v' 1 ----s, o, «i

Maar volgens de vfoeger voor Ij en ïj gegeven waarden, is op
weinig na

l i .  P i  Si 6 j

Ij Pj h  fei

En door m 1 en m% de molekulairgewichten voorstellende, ia
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Mj   mj   vt
« 1  W j » x

en dus
w,!
W ]1 i j*

of als wij b niet in liters uitdrukken, maar zooals vroeger, in ge
deelten van het volume, dat de stof bij 0° en 76 c. m. druk in
neemt

§ 68. Dat wij s zelfs grooter vinden dan ccj, is zeker verrassend.
Maar bij al deze berekeningen kan er natuurlijk slechts spraak zijn
van benaderingen. Wij waren geheel afhankelijk van de door max
well voor lucht gevonden waarde voor l. Daarenboven is er geen
noodwendige tegenstrijdigheid in de uitkomst. De lijn die de cen
tra verbindt gedurende de botsing, staat loch slechts bij uitzonde
ring loodrecht op het oppervlak. Mij dunkt, uit deze uitkomsten
moeten wij het besluit trekken, dat de straal van de sfeer van
attractie eigenlijk gelijk kan gesteld worden met den afstand van
de centra der botsende deeltjes. Het liet zich dan ook vooraf ver
wachten, dat de attractie door een molekuul gedurende den stoot
uitgeoefend, verreweg zou overtreffen de attractie, die het op
andere dan rakende afstanden zou uitoefenen. Volgens deze uitkomst
moeten we niet als middenwaarde beschouwen; en dus de vroe
gere analytische afleiding in zoover vereenvoudigen, dat wij niet de
laag ter dikte van de sfeer van attractie weder onderverdeelen,
maar ze als een enkele ondeelbare laag beschouwen. Ik beweer niet,
dat op anderen dan den rakenden afstand geen aantrekking zijn
zou, maar dat op dien afstand de aantrekking zooveel malen groo
ter is, dat die alleen in rekening behoeft gebracht te worden.

A V _ V
Vï ,  /  I’S

Uit deze formule berekenen wij de waarde van l voor die stof
fen, waarvan wij b kennen.

Koolzuur
Alcohol ,

Ether =  0,000 04 millimeter
=  0,000 063 „
=  0,000 068

En daaruit s berekenende
E th e r ................
A lcohol.............

s =  0,000 000 40 millimeter
8 =  0,000 000 27
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Hoe verrassend deze uitkomst ook is, zij was eenigsints te ver
wachten. Zij vooral werpt het denkbeeld van volkomen gassen geheel
omver. Volgens deze uitkomst is het aan de volkomen nadering
door de beweging toe te schrijven, dat de molekulaire krachten
merkbare waarde hebben, ook bij eenigsints groot volume. En
daar het aantal botsingen in elk bepaald deel, en dus ook in
de oppervlakte, evenredig is aan de tweede macht der densiteit,
(maxwell, Phil. Mag. XIX, pag. 27) is zij wel veel sterker
bij zeer dichte stofmassa’s; maar die molekulaire kracht aan
gassen ooit te willen ontkennen, is het aantal botsingen en dus de
beweging weg te denken. Zij stelt dus de beteekenis der botsingen
in een nieuw licht. Tot hiertoe beschouwde men ze alleen als de
oorzaak, die zich tegen het kleiner worden van het volume ver
zet. Volgens onze uitkomst vervullen zij tegelijk ook de tegenge
stelde rol. Zij zijn ook de oorzaak, dat er merkbare aantrekking is.
In deze uitkomst is geen tegenspraak gelegen met onze eerste on
derstelling. Zy doet niets anders dan. ze nader toelichten. Alleen,
als wij dit a priori hadden mogen aannemen, waren wij spoediger
in staat geweest, de gedaante onzer isotherme te vinden. Nu wij
dit niet vooraf als bewezen mochten stellen, waren wij wel genood
zaakt den langeren weg te volgen.

§ 69. Daar wij de waarde van b voor sommige stoffen hebben
leeren vinden, hebben wij op onze voorgangers vooruit, dat wij in
staat zijn geweest den diameter van een molekuul te berekenen,
dus het absolute volume van een molekuul te bepalen; maar dan
ook tegelijk het aantal molekulen, in een bepaald deel der ruimte
voorhanden, te vinden. Seeds vroeger evenwel is beproefd, dat
aantal te bepalen. Onder ahderen komt stoney (Phil. Mag. XXXVI,
pag. 189) tot een uitkomst, voor een gedeelte evenwel gegrond op
een vermoeden, door Clausius (Abhandlung XV) uitgesproken, dat
wij bij de permanente gassen, onder den druk van een atmosfeer,
mogen aannemen, dat de molekulen slechts j -j'jt  gedeelte van het
geheele volume vullen. Maar als clausius van volume der moleku
len spreekt, bedoelt hij altijd 8 maal het. werkelijk volume. Het
aantal molekulen, bevat in 1 kub. millimeter gas bij 0 gr. en 76
c. m. druk, vermoedt stoney op millioen tot de 3de macht, of een een
heid gevolgd door 18 nullen. Wij bepalen volgens onze voor s bij
atmosferische lucht gevonden waarde s =  0,000 000 28 millimeter,
het volume van elk molekuul, bolvormige gedaante, ondersteld op
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—  it X 0,000 000 283 kub. millimeter
6

en daar wij het gezamenlijk volume van al de molekulen lucht, in
1 kub. millimeter voorhanden, op

0,001976 , ,
— i-------- a s  0,000494 kub. millimeter

4
vonden, wordt het gevraagde aantal uitgedrukt door een 5 gevolgd
door 16 nullen. Dus ongeveer het twintigste gedeelte van stoney’s
aantal. Maar voorzeker moeten wij het vernuft bewonderen, waar
mede, door een bloote greep, op een eenvoudig vermoeden, een
getal werd gevonden, dat wij kunnen noemen van dezelfde afme
tingen als het getal, dat onze berekeningen te voorschijn bren
gen. Ofschoon er in stoney’s wijze van berekening en de onze
eenige overeenkomst is, bestaat er toch dit groote verschil, dat
stoney eerst tracht een denkbeeld te krijgen over den gemiddelden
afstand der molekulen onder genoemde omstandigheden, om daar
uit tot het aantal te besluiten; terwijl wij zochten de grootte van
een molekuul en het volume van allen te samen, om daaruit het
aantal te vinden. Omgekeerd kunnen wij nu gemakkelijk vinden,
hoe groot de afstand der molekulen van een gas gemiddeld is,
onder de normale omstandigheden, als wij kubische rangschikking
der deeltjes onderstellen. Wij vinden voor dien afstand de waarde

1
50000,000000,000000

of ongeveer 0,0000025 millimeter.
Stoney had die begroot op 0,000001 millimeter. Het vermoeden

van clausius hebben wij dan ook niet volkomen bevestigd gevon
den; wij vonden dat 8 maal het molekulair-volume bij lucht ,
gedeelte der totale ruimte beslaat. Ik behoef hier voorzeker niet
opnieuw in het licht te stellen, dat de invloed van dit groote vo
lume tegengewerkt wordt door een tegengestelden invloed der at
tractie. Van daar dat clausius, die den invloed der attractie niet
in aanmerking nam, het molekulair-volume niet hoog genoeg durfde
stellen.

Daar bij alle gassen onder de zelfde omstandigheden evenveel
molekulen in gelijke ruimte zijn, is de laatstgenoemde afstand

__7
25 X 10 millimeter een algemeene uitkomst. Maar daar de
dikte der 'molekulen zelven verschilt, is het voor allen niet even
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juist, als wij, zooals dat bij lucht het geval is, die dikte nagenoeg
het y'j stellen van den molekulairen afstand onder de vroeger ge
noemde omstandigheden. Bij waterstof daalt dit op T*T.

Het zal dus nimmer mogelijk zijn, het volume van lucht tot op
TiVir van het volume bij 1 atmosfeer druk te brengen. Bij water
stof zou het limiet-volume -g-̂ Vir bedragen van dat bij 1 atmosfeer
drukking.

Het absolute gewicht van 1 atoom waterstof, wordt gevonden op
ongeveer

1Q~S1 milligram.



ELFDE HOOFDSTUK.

Toepassing op de mechanische warmte-theorie.

§ 70. Wij zullen door een voorbeeld de waarde onzer beschou
wingen over gassen voor de mechanische theorie der warmte aan-
toonen.

Lang heeft men gemeend, dat de uitzetting van een gas, wan
neer het geen uitwendigen druk te overwinnen heeft, zonder warmte
verlies plaats grijpt. De zeer bekende proef van joule heeft, meende
men, dit proefondervindelijk bevestigd. En deze meening is dan
ook geheel in overeenstemming met het heerschend geloof, dat er
gassen zijn, waarbij geen molekulaire werking is. Volgens de hier
boven ontwikkelde beschouwing moet dit evenwel anders zijn. Al is
het gas nog zoo sterk verdund, zoodat zelfs de gemiddelde afstand
der molekulen sterk overschrijdt de grootst mogelijke waarde, welke
men den straal van de sfeer van attractie wil toeschrijven, toch
moet de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats, welke een gas
massa bezit, volgens onze beschouwingen, afwisselend zijn naar den
graad van verdunning. Immers er grijpen steeds botsingen plaats
tusschen de bewegende molekulen, in verdunden toestand minder
dan bij een dichtere opeenhooping. En gedurende den tijd, dat
tengevolge der nadering bij de botsing, het eene molekuul in de
onmiddelijke nabijheid van een ander is, hebben wij potentieel
arbeidsvermogen verloren. Hieruit volgt, dat tot op zeer "hooge gra
den van verdichting der stof, de hoeveelheid verloren arbeidsver-
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mogen van plaats evenredig zal zijn aan de eerste macht der densi
teit. Men zal dit dadelijk inzien, als men bedenkt, dat voor elk deeltje
het aantal botsingen, in een gegeven tijd, bij een zelfde stof en bij een
zelfde temperatuur, evenredig is aan de eerste macht van het aantal mo- t
lekulen, in de eenheid van volume voorhanden. Bij hoogere temperatuur
is tengevolge der snellere beweging het aantal'botsingen wel groo-
ter, maar in dezelfde mate is de duur van den tijd afgenomen,
gedurende welken de molekulen in elkanders nabijheid zijn. En het
zal niet gewaagd zijn, ten minste als eerste benadering hieruit te
besluiten, dat de hoeveelheid arbeidsvermogen van plaats niet van
de temperatuur afhangt. Maar wordt de waarheid dezer beschou
wingen toegegeven, dan ziet men ook lichtelijk in, dat de uitzetting
van een gas, zonder dat er uitwendigen druk te overwinnen is,
verkoeling tengevolge zal hebben, daar in ijleren toestand er in
een zelfden tijd minder arbeidsvermogen van plaats verloren is, of
met andere woorden, daar de uitzetting meer arbeidsvermogen van
plaats oplevert. Beeds in 1854 is door joule en Thomson het
proefondervindelijk bewijs geleverd voor de waarheid van dit gevolg
onzer theorie. Bij alle gassen, zelfs bij waterstof, werd door hen
een afkoeling waargenomen. Het is voorzeker te verwonderen, dat
dit feit alleen reeds niet voorlang er op opmerkzaam gemaakt heeft,
dat zelfs bij de permanente gassen, de verschijnselen zonder mole-
kulaire aantrekking aan te nemen niet te verklaren zijn.

§ 71. Bij de berekening der hoeveelheid arbeidsvermogen van
plaats, die bij de uitzetting gewonnen wordt, speelt onze constante
o de hoofdrol. Immers wij hebben gezien, dat deze constante, ten
minste bij gassen, juist zijn bestaan aan die kracht, die gedurende
de botsing uitgeoefend wordt, te danken heeft. Daar wij vroeger
reeds hebben opgemerkt, dat wij de kracht alleen als bestaande
mogen aanmerken in de oppervlakte van de gasmassa, valt het ons
gemakkelijk een uitdrukking te vinden voor den arbeid dier kracht.

kracht zelve heeft den vorm — en dus het voortgebracht ar

beidsvermogen van plaats als het volume van v1 tot het grootere
volume v verandert, wordt voorgesteld onder/vorm

' = a ( i —\  01 v /l V 2
■ d v :

i

Zoo iemand bezwaar mocht hebben tegen het weglaten der krach-
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ten binnen in de massa, die moge ze in rekening brengen. Maar
zijn uitkomst zal volkomen gelijk zijn aan de onze. Om dat in te zien,
denke men zich de gasmassa verdeeld in n horizontale lagen en besloten
in een cilindervormig vat, dat zijn doorsnede onveranderd houdt.
Door de onderste laag, die wij gedurende de uitzetting onbewege
lijk denken, wordt de tweede aangetrokken. Door de tweede de
derde enz. Zet het gas zich uit, dan verwijderen zich al de lagen
van elkander; maar die meerdere afstand, waarop twee lagen van
elkander verwijderd zijn, is hoe groot n  ook genomen is, steeds

— gedeelte van de opheffing, die het bovenvlak heeft ondervonden.
n
De som van al de partieele hoeveelheid arbeid, zal dus juist even
groot gevonden worden, als of men alleen de aantrekking, die de
bovenste laag ondervindt, in rekening had gebracht, en voor den
afgelegden. weg had genomen, den afstand waarover die laag ver
plaatst is.

Kon men de proef doen in een ledige ruimte, dan moest de af
koeling van het gas equivalent zijn aan de hoeveelheid arbeidsver

mogen a ( —---------. De wijze, waarop joule en Thomson de
\Vi  v /

proef hebben ingericht, maakt evenwel de berekening iets ingewik
kelder. Een gas onder hoogere drukking p i werd door een poreuse
stof geperst in een ruimte, waar de standvastige drukking p  heerschte.
Is Cj  het oorspronkelijk volume en v het volume, dat de stof in
neemt onder de drukking p, dan is op het gas uitgeoefend een
arbeid p l C j  en door het gas aan de andere zijde verricht een arbeid
p v. Alg het product p v grooter is dan het product pi vx, zal ook
dit een oorzaak van afkoeling van het gas zijn, maar die ook in
rekening kan gebracht worden.

Noemen wij fj de temperatuur bij het volume t>\ en t de tempe
ratuur bij het volume v, waarbij tj >  ( is, dan bestaan de twee
volgende betrekkingen

p v-+- — — b p — —  =  (1 +  a) (1 — b) (1 -+-« t)
v v1

en

P\ ®i +  —■ — &Pi — —; — (1 -+- a) (1 ;— b) (1 +  « t t).
« l  «ï*

Wij moeten het verschil p v — p\ ej bepalen. Ten naaste bij vin
den wij
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P t* — Pi ®l == — (! +  « ) ( !  — 6) « (<i — ft + 1 ^ - —■— ftjOl— P)

En deze hoeveelheid gewonnen arbeidsvermogen van plaats, ge
voegd bij de hoeveelheid, die inwendig gewonnen is, moet equiva
lent zijn aan de warmte, die het gas door zijn afkoeling verliest.

Maar in bovenstaande vergelijking is als eenheid van druk, de
druk van 1 atmosfeer aangenomen, en als eenheid van volume dat
der gewichtseenheid gas bij 0 graden onder dien druk. Om den arbeid in
kilogrammeters uit te drukken, moeten wij die uitdrukking bij lucht

. 10334 . ,
met ~i—o n o'  vermenigvuldigen.1|«9U

Zoodat de totale hoeveelheid gewon

nen arbeidsvermogen van plaats gelijk is aan
10334 ■ , ,  ( 2 a  ,)

“ T 2 9 8 (1 +  0)(1~ 6 M W ) + i l + T t  i
10334
1,293 (j> i.r-jP)

kilogrammeter. Maar in deze vergelijking blijft pi  en p  nog steeds
in atmosferen uitgedrukt.

Daar het kilogram gas tl — t graden is afgekoeld, heeft het
Cj (tj — t) calorien afgestaan, als Cj de specifieke warmte bij stand
vastig volume voorstelt. En dus komen wij tot de volgende bena
derde vergelijking

|424 X Ci -f- y"<j93 Cl +  a) (1  — &) ° |(*t— ft —

/ 2 a  \  10334 ,
( l  +  H t-  6)  1,293 ^  ^  '

Maar de factor van t, — t is, zooals men uit de mechanische
theorie der warmte weet, gelijk aan 424 X c, als c de specifieke
warmte bij standvastigen druk is ; en in aanmerking nemende, dat a
bij lucht =  0,002812 en b z= 0,001976 gevonden is, en ede waarde
0,2377 heeft, wordt de laatste vergelijking, t op 17° stellende:

(424 X 0,2377) (fx — ft =  X 0,00332 (p x — f ).

Is pi  en p  in kilogrammen per vierkanten meter gegeven, dan
wordt deze vergelijking, door p0 de waarde 10334 voorstellende

Pi —  PU — t —  0,265 - — -
Po

of blijft p,  en p  in atmosferen uitgedrukt

— =  0,265 (px— p).
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Zoover mij bekend is, is deze vergelijking hier voor het eerst
theoretisch afgeleid. En de proef heeft ze op het overtuigendst be
wezen waarheid te zijn. Immers voor dien factor, dien wij op 0,265
nagenoeg berekenden, werden door joule en Thomson bij tempe
raturen, die niet veel van 17° verschillen, de volgende waarden
gevonden

0,2502
0,2637
0,2429
0,3881
0,2606
0,2531
0,2565

By hoogere temperaturen moet die factor afnemen. Zoo zouden
wij, als wij f :rr 90° stellen, de waarde 0,18 vinden. J oule en
Thomson vonden bij die temperatuur 0,206, maar ook bij hoogere
drukkingen, waardoor onze benaderde formule niet nauwkeurig ge
noeg meer is.

In het algemeen zal bij niet te hoogen druk voor de verschil
lende gassen de volgende vergelijking bestaan:

424 c (fj — 1) =
10334 ( 2a

1,293 X rf0 ( l - | - «  t
P i— P

By koolzuur, waar a — 0,00874, b =  0,0023, d0 =  1,525 en
c =  0,2163, vindt men bij ongeveer 18 graden

* , - * = 0,8
P 0

J oule en Thomson vonden dien factor by die temperatuur groo-
ter en wel gelyk aan 1,15. Zij lieten evenwel niet koolzuur in een
dampkring van koolzuur uitstroomen, maar in een buis, die met de
dampkringslucht in verbinding stond. De reden voor die groote
afwijking weet ik nog niet voldoende aan te wijzen. Bij de tempe
ratuur van 91.6 graden, vonden zij 0,703, terwijl onze formule
0,62 levert.

§ 72. Het is niet van belang ontbloot te onderzoeken, of bij de
bekende proef van joule genoegzame afkoeling te wachten was, om
door den calorimeter te worden waargenomen. J oule gebruikte
lucht van 22 atmosferen spanning, in een .koperen ontvanger van
ongeveer 2,36 liter inhoud. De temperatuur was ongeveer 15° en
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het gewicht bedroeg dus ongeveer 0,064 kilogram. Dit liet hij door
het openen van een kraan dubbel zoo groot volume innemen. Hier
hebben wij dus werkelijk een voorbeeld van uitzetting van een gas,
zonder dat het uitwendigen druk verricht. De afkoeling zal dus
geheel aan gewonnen inwendig arbeidsvermogen toe te schrijven
zijn. Wij kunnen die, als v0 het volume van 1 kilogram lucht voor
stelt onder den druk van 1 atmosfeer, volgens het voorgaande vin
den uit de formule

Hier stelt Cj het oorspronkelijk volume, en v ~  2 v1 het eind-
volume van 1 kilogram lucht voor. Daar v op weinig na

is, wordt de waarde van het gewonnen arbeidsvermogen, ingeval 1
kilogram lucht aanwezig geweest was, ongeveer

De aanwezige hoeveelheid won dus ongeveer 16 kilogrammeter,
of vernietigde een hoeveelheid warmte gelijk aan 0,036 caloriën.

Maar de calorimeter bevatte ongeveer 8 kilogram water, en den
ken wij dit gevonden aantal caloriën alleen aan het water ontrukt,
dan kon de afkoeling niet meer dan 0,0045 graden bedragen, ter
wijl, als men de geheele waterwaarde van het vat en den ontvan
ger in rekening brengt, dit getal nog aanmerkelijk moet verlaagd
worden. Nu geeft joule als het geringste temperatuurverschil, dat
zijn thermometer toeliet waar te nemen, graad Fahrenheit, of
ongeveer 0,003 graden Celsius; zoodat zelfs met de verbazende
nauwkeurigheid, waarmede joule waarnam, het niet te verwonderen
is, dat dit verschil hem ontsnapte. Had joule koolzuur gebezigd,
dan zou hij waarschijnlijk afkoeling hebben kunnen waarnemen.

Het is licht in te zien, dat de afkoeling, die onder overigens gelijke
omstandigheden door verschillende gassen teweeg gebracht zal wor
den, evenredig is aan de waarde, welke de constante a voor die
gassen heeft. Het product p0 v0 is voor verschillende gassen omge
keerd evenredig met de dichtheid; maar als de ontvanger steeds
denzelfden inhoud heeft, is het gewicht van het daarin bevatte gas

aPo d« =  apo v„* ( —------ —)
ü1 \  V /

v0 (1 -f- « t)

11 X a p 0 v0
1 “f- a  t

11 X 0,002812 X 10334-
1,293 X 1,055 234 kilogrammeter.



evenredig aan de dichtheid, zoodat die invloeden elkander opheffen.
Bij koolzuur zou de calorimeter dus ruim 0,01 graad afgekoeld zijn.

Uit dit alles zien wij, dat de stelling van joule, zooals hij die
in 1845 uitsprak, (zie: Das Mechanische Warme-equi valent. Abhand-
lungen von joule, 1872, pag. 68) „dat er geen temperatuursver
andering plaats vindt, als men de lucht zich zocjdanig laat uitzet
ten, dat zij geen mechanische kracht te ontwikkelen heeft,” onjuist
is. Niet dat daardoor de verdiensten van joule eenigermate ver
minderd worden; hij zelf heeft, zooals wij hierboven herinnerd hebben,
niet lang daarna de niet volkomen juistheid van zijn stelling proef
ondervindelijk bewezen. Zelfs kan het niet anders dan gelukkig
genoemd worden, dat joule in het begin geen afkoeling vond.
Misschien dat de aanhangers van het begrip van „latente warmte”
niet zoo gemakkelijk tot beter inzicht gekeerd waren, als tegenover
de afkoeling, die een gas ondervindt, als het uitwendigen arbeid
verricht, niet kon gesteld worden het volstrekt niet afkoelen, als
die uitwendige arbeid ontbreekt. Maar had die stelling in den tijd,
toen .zij uitgesproken werd, groote waarde, — wij kunnen niet anders
dan betreuren, dat met der daad zoo weinig erkend wordt, dat
joule later het niet juist zijn van zijn wet heeft aangetoond. Nog
voortdurend spreekt men van volkomen gassen; men noemt ze ja
ideaalgassen, maar handelt, alsof de in de natuur voorkomende
gassen en dampen in dien ideaaltoestand verkeerden, en in plaats
van vragen te beantwoorden, die de natuur ons stelt, houdt men
zich bezig met het antwoord te geven op vragen, die men zich
zelven gesteld heeft. Het is voorzeker een voordeel, dat de wetten
der mechanische warmtetheorie, juist omdat zij niet gebaseerd zijn
op de een of andere hypothese omtrent den aard of samenstelling
der lichamen, onomstootelijke waarheden bevatten. Maar als deze over-
weging er toe leiden moest een dieper onderzoek naar het wezen
der lichamen achterwege te-laten, uit vrees van buiten den kring der
onomstootelijke waarheden te geraken, dan zou men moedwillig een
der wegen om nieuwe waarheden te vinden gesloten houden.

§ 73. De uitzetting van een gas, zooals dit bij de proef van
joule geschiedt, heeft een afkoeling tengevolge, die wel, zooals wij
zagen, raoefëlyk door een calorimeter is waar te nemen, maar toch
aanzienlijk gfenoeg is, om door andere methoden te worden opge
merkt. Het gas namelijk koelt, als het geen warmte van buiten op
neemt, een aantal graden af, dat niet mag verwaarloosd worden

8

113
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Wij vonden dat er bij de proef van joule 0,035 caloriën verloren
gingen. Denkt men die alleen aan de gasmassa ontnomen, dan zal

d ie ------— ---------  graden af koelen, en dit bedraagt ongeveer 3,5°
0,064 X 0,1683 6

Celsius. In het algemeen wordt het aantal graden gevonden uit de
vergelijking

c1 dl =  ^ a p 0v0 — )

Hierin is &i het aantal graden, Cj de specifieke warmte bij stand
vastig volume, en A het calorisch equivalent der arbeids-eenheid.
De overige grootheden hebben de vroeger aangegeven beteekenis.
Vergelijken wij dit aantal graden met de afkoeling, zooals die ge
vonden wordt, als de proef geschiedt op de wijze van joule en
Thomson, waarvoor het aantal graden ten naaste bij gegeven wordt
door de volgende vergelijking, waarin c de spec, warmte bij stand-
vastigen druk is:

c i  =  A p 0v0 ( ^ - - ^ ) \ 2 a - b \ ,

dan zien wij, als tq en v in beide gevallen dezelfde zijn, dat

Cj rfj__ a
c d 2 a— b

of
'#{* __ a c
cT 2 a — b Cj

Bij lucht is dus iets grooter dan d. Bij koolzuur daarentegen
zal d\ kleiner dan d zijn.

§ 74. Tot hiertoe hebben we als bepaling van c, spec, warmte
bij standvastigen druk, aangenomen de waarde

c —  Cj +  A/>0 v0 (1 4 -  «) (1 — &) «

De aldus gedefiniëerde waarde is evenwel niet geheel nauw
keurig, gelijk uit het volgende blijkt.

De warmte die noodig is, om een gas bij standvastigen uitwen-
digen druk te verwarmen, bestaat namelijk uit drieërlei hoe
veelheid. Ten eerste de warmte, noodig om de levende kracht
der beweging te vermeerderen; ten tweede de warmte, noodig
om nieuw uitwendig arbeidsvermogen voort te brengen, en ten
derde de warmte, die noodig is om inwendig arbeidsvermogen voort
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te brengen. De eerste hoeveelheid noemen wij c1 d t. De tweede
7)  *

Ap  dv,  en de derde A a p 0 ——  d v. Zoodat

c d t =  Cj d t A [p +  ap0 ■ dv.

M aar----- is als p  standvastig blijft, gelijk aan
d t

________ Po (1 H- a) (1 — 6) a________
/  , ®o1 \  0 «o1 v — b v0[ p - h a p 0 — ) - 2 a p 0 —  ~v

en dus
/  V, . 1 \  d v

ongeveer gelijk aan

Po v o C1 +  a) — ®)“ ^1 +  a — e*- )

of

C — Cl =  A ap0 »0 (1 +  a) (1 — b) ^  1 -+- o ^ 1

Is de standvastige druk, zooals gewoonlijk, gelijk aan p 0 en noe
men wij v = z v 0 (1 +  "ut), dan wordt

c ~  ci —  A tty0p0 (1 +  a) 1 — 5) | 1 +  / 1 _f.anct) ij

Daar wij in de levende kracht der beweging onze temperatuur-
maat hebben gevonden, is Cj standvastig, maar blijkt dus ook c
een temperatuursfunctie te zijn, en wel met t afnemende. Daar wij
«„ vroeger ook als een temperatuursfunctie hebben leeren kennen,
levert het zoeken naar j c d t  een langwijligen vorm. Ten naaste bij
vinden wij

rI c d t  , , ( 2 a )
J 0 —  Ci +  Aj>„e0 « ( l  +  a ) ( l  — b) | l +  1 +  n^ |

De in deze vergelijking, en vroeger reeds meermalen voorko
mende vorm

Po v o C1 +  «)(! — b)
is de limietwaarde, waartoe het product van drukking en volume
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Van 1 kilogram gas bij voordgezette verdunning bij 0 graden na
dert, gelijk nit onze vergelijking

p v =  (1 -f- a) (1 — b)pt va — ap„ — -{-bv0p  +  ab

blijkt als v —  co en p =  0 gesteld wordt.
§ 75. Zoeken wij de verhouding tusschen een element van den

inwendigen en van den uitwendigen arbeid bij uitzetting van een
gas, dan wordt die geleverd door de uitdrukking

P
waarvoor we, als «„ de uitzettingscoefïicient voorstelt en het
volume, dat de gasmassa inneemt bij 0 graden onder den druk p,
waarbij de arbeid plaats grijpt, nagenoeg schrijven kunnen

a
( i  +  «„ t y  v  ‘

Blijft de druk standvastig gedurende de uitzetting, dan zal c#‘
dus niet veranderen voor de verschillende verhoudingen der ele
mentaire arbeidshoeveelheden, maar daarentegen verandert t. Om de
middenwaarde der verhouding tusschen nul en t te vinden, moet

dus slechts de middenwaarde van —----------— gezocht worden. Deze(1 -f- «, ty

is nagenoeg---------- -. Bijgevolg is de verhouding tusschen den in-
(1 -f— av t )

wendigen arbeid en den uitwendigen gelijk aan

a Ü !
1  —h *  K t> t  v 0 *

Geschiedt de uitzetting by den druk van 1 atmosfeer, dan is
genoemde verhouding

a
1  “ H  ttv t

Dus voor lucht tusschen 0 en 100 graden ongeveer 0,002. Yoor
koolzuur 0,0064. De waarde der verhouding tusschen de elemen
taire hoeveelheden arbeid bij de temperatuur van 15° en bij den
druk van 1 atmosfeer is voor lucht 0,0025, en voor koolzuur
0,0079. In de Théorie Mécaniqne de la chaleur van verdet,
pag. 102, worden laatstgenoemde verhoudingen bepaald op 0,0020
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en 0,0080 uit de waarnemingen van joule en Thomson. Het niet
volkomen samenvallen der theoretisch gevonden waarde voor lucht
en die, welke vekdet berekent, is aan de vele onnauwkeurigheden
te wijten, welke vekdet bij zijn berekeningen begaat. Onder ande
ren gebruikt verdet de empirische formule van règnault voor de
samendrukbaarheid van lucht met dezelfde coëfficiënten, welke
règnault aangeéft, terwijl hij voor druk en volume geheel andere
eenheden heeft aangenomen. Aan dezelfde onnauwkeurigheid echter
moet het volkomen samenvallen der waarde bij koolzuur worden
toegeschreven. Wjj hebben hiervoor reeds opgemerkt, dat onze be
rekende afkoeling bij koolzuur niet overeenstemt met die, welke
joule en Thomson opgeven. Maar de volkomen overeenstemming
bij lucht is dunkt mij een waarborg voor de juistheid onzer be
schouwingen»

Bij den druk van 1 atmosfeer is de verhouding der beide hoe
veelheden arbeid zelfs voor koolzuur nog gering. Maar uit de be
naderde formule voor die verhouding

y  —  a A

blijkt, dat zij bij hoogeren druk nagenoeg evenredig met dien druk
zgn zal.

§ 76. De definitie, welke wij voor absolute temperatuur hebben
aangenomen, is niet de eenige, welke voorkomt. Wij hebben ze evenre
dig gesteld met de levende kracht der progressieve beweging, en
uit de gedaante der isotherme afgeleid, dat zij in de praktijk ge
leverd wordt door de spanning van een bepaalde hoeveelheid gas
in een onveranderlijk volume aanwezig, welke ook de densiteit van
dit gas is. Wij vonden namelijk de toename der temperatuur juist
evenredig aan de toename der spanning. Yan daar de gelijkheid in
gang van alle gasthermometers.

In de Phil. Trans. 1854, pag. 351, geeft Thomson eene andere
definitie voor absolute temperatuur. Hij stelt voor, daarvoor aan te
nemen het omgekeerde van de functie van carnot, en dus de tem
peratuur van een lichaam evenredig té stellen aan de hoeveelheid
warmte, die het opneemt of afgeeft, als het bij standvastige tempe
ratuur, volgens een omkeerbaar proces, zich uitzet of inkrimpt.
Maar ofschoon Thomson meent, dat de aldus bepaalde absolute
temperatuur verschillen zal van die, welke een gasthermometer met
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standvastig volume leveren zal, kunnen wij gemakkelijk aantoonen,
dat de twee zoo schijnbaar verschillende definities op hetzelfde
neerkomen.

Noemen wij d Q de hoeveelheid warmte, die een gas in arbeid
omzet, en dus van buiten moet opnemen, als het volume met d v
toeneemt, bij een standvastige temperatuur t volgens onze definitie;
dan is, omdat er zoowel inwendigen als uitwendigen arbeid te ver
richten is,

d Q =  A j p  +  a\ V
e1

d v.

Is het een omkeerbaar proces, dan is p  tegelijk de drukking van

het gas. Maar dan kunnen wij in plaats van p  +  a p0 —— ook

schrijven, volgens de vergelijking der isothermische lijn

Po ®o ( !  +  a) (1 — b)
(v — b »0)

(1 a t)

en dus

d Q =
A ^ 0o0 ( i  -+- q) ( i  — £ ) ( i - + - « 0  dv

1 v —  bv0

En uit deze vergelijking volgt dadelijk, dat bij gelijk oorspron
kelijk volume en gelijke volumeverandering, d Q evenredig is aan
(1 - |-  a t), of aan de absolute temperatuur volgens onze definitie.

* d QBijgevolg zal h voor een gesloten kringloop =  0 zijn. En
1  —| — a t

deze uitkomst is zelfs onafhankelijk van de bijzondere gedaante,
welke wij voor den inwendigen arbeid gevonden hebben.

§ 77. Wij zullen nu volgens onze theorie het bekende vraagstuk
behandelen, hoe een gas zich uitzet als het noch warmte afstaat,
noch warmte van buiten ontvangt. De vergelijking:

C| d t -4“ A { P +  aPo
V \  d v 0

zal ons de gevraagde betrekking kunnen doen vinden. Door substi
tutie van de waarde

V (l+q)(l — i)p#w0(l-f-«0P +  ap0—  =  — .----------------------------- ,

wordt deze vergelijking:
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c, n d t
1 -  ■A-i’o v o  “  ( 1  +  a )  1  —  b )

dv
v— b v0

= . 0
1 —f- (et

of na integratie

1 +  ix *, .  ,  ! \ , v t — 6 v »
Cl1 t + t ï ;  = ' “ ■A* ' ’• “ (1 + a )  1 ~ b) *

Noemen wij de limietwaarde van c, spec, warmte bij standvastigen
druk, voor « =  » ,  ct, dan is

cs =  c, -f- A p 0 v0 a (1 +  a) (1 — b)
en dus

c, l
1 ■+- a t1
1 —f- « »2 — b v0

1 +  a ti
1 +  « tj

Deze vergelijking kunnen wij ook aldus schrijven:

Cj 1 —|— a ti
bv„(  v* ~~ 6 p° \

V «1 — bv0 )
”1 —  *> »o .
1 -f- « 12

, VPl +  ap 0-

Pj —  b vB

De vergelijking der adiabatische lijn is dus

C2 ,  „2

VQ2
P* +  aP * -%

( v — bvo'j ci ( p  +  a p0 =  constant.

Voor b en a gelijk 0, gaat zij over in de formule van poisson.



TWAALFDE HOOFDSTUK.

Spanning der verzadigde dampen.

§ 78. Een der belangrijkste natuurwetten is voorzeker wel die,
welke het verband moet aangeven tusschen de spanning en de tem
peratuur der verzadigde dampen. In den wedstrijd tusschen experi
ment en theorie, waarin dan eens deze en dan weder gene het
wint, is in dit opzicht het experiment, vooral na de onderzoekingen
van maqnus en regnault, de theorie verre vooruit. Dat reeds vaak
beproefd is, deze questie theoretisch op te lossen, kan men veilig
aannemen; maar dat die pogingen nog altijd zonder succes zijn ge
bleven, is ontegenzeggelijk. Aan empirische formulen voor deze be
trekking ontbreekt het voorzeker niet. Eeeds in „ diè Eortschritte
der Physik van 1847” vindt men niet minder dan 40 verschillende
formulen, waarvan sommigen nog twee of drie dubbele voor de ver
schillende temperatuursgrenzen, waar binnen zij gelden moeten; en van
die allen is slechts eene, n. 1. die van holtzmann of wrede, theoretisch
afgeleid, ten minste wat haar vorm betreft. Inderdaad evenwel moet
ook deze als een empirische beschouwd worden. Want in plaats dat
holtzmann de theoretische waarden der in de formule voorkomende
constanten durft gebruiken, moeten die waarden uit de waarnemin
gen zelven worden afgeleid. Dezelfde opmerking geldt voor een
paar formulen, in den laatsten tijd in de „Annales de chimie et
de physique” door loup gegeven.

§ 79- Ofschoon het mij ook niet gelukt is, die gewichtige be
trekking te vinden, zal ik toch een paar opmerkingen over dit
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onderwerp mededeelen, die misschien niet geheel van belang ont
bloot zijn.

Uit de vroegere opmerkingen over den loop der isotherme volgt,
dat er natuurlijk slechts spraak kan zijn van een spanning van ver
zadigden damp beneden de kritische temperatuur, en dat de hoog
ste dezer drukkingen samen moet vallen met den kritischen druk,
en daar wij die hebben leeren bepalen uit de twee grootheden, die
den physischen aard der stoffen bepalen, kennen wij dus de grens,
tot waar de gegeven betrekking zal moeten gelden. Gaan wij den
loop der isothermen van lagere temperatuur na, dan ligt het voor
de hand te onderzoeken, of misschien dat punt, waar de isother-
mische lijn haar maximumwaarde vertoont, de spanning en het
volume der verzadigde dampen zal doen kennen. Het onderzoek
leert echter, dat dit niet het geval is; en dat dus, zooals wij vroe
ger reeds hebben aangenomen, de spanning der verzadigde dam
pen kleiner is dan de door de isotherme geleverde maximum-
druk.

Zoo is bijv. voor koolzuur van 0 graden de maximumdruk der
isotherme gelijk aan 43 atmosferen, terwijl de spanning der verza
digde damp door regnault (Mém. de 1’Acad. XXVI, pag. 623)
gelijk aan 36 atmosferen gevonden wordt. Het eenige, wat wij dus
met behulp der isotherme vinden kunnen, is een waarde, waar de
druk van den verzadigden damp beneden moet blijven. Ingeval deze
twee spanningen gewoonlijk niet veel verschilden, had de kennis Van
dezen grooteren druk eenige waarde. Maar het is licht in te zien,
dat het niet veel verschillen van deze twee drukkingen alleen kan
voorkomen bij temperaturen, die niet veel lager zijn dan de kriti
sche temperatuur; terwijl bij steeds lagere temperaturen de ver
houding tusschen de twee bedoelde drukkingen steeds grooter en
grooter zal worden. Zoo is bijv. voor koolzuur van — 25°5, de
eene waarde 34 atmosferen, terwijl de andere slechts 17 atmosferen
bedraagt.

Hieruit blijkt dus, dat om den druk van den verzadigden damp te
vinden, men niet een raaklijn aan het hoogste punt trekken moet,
maar, zooals wij dit ook gedaan hebben, een snijlijn, zoodanig dat
zij de isotherme in 3 punten snijdt. Maar het is mij niet mogen
gelukken in een der eigenschappen van de verzadigde dampen een
kenmerk te vinden, waardoor opgemaakt zou kunnen worden, waar
die lijn door de isotherme zal moeten getrokken worden.
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Er is dan ook sterke twijfel bij mij gerezen, of de spanning der
verzadigde dampen wel zal kunnen gevonden worden door beschou
wingen, alleen aan de isothermische lijn ontleend. Vooral sedert,
zooals wij pag. 83 zagen, aangetoond is dat die spanning bij gelijke
temperatuur afhankelijk is o. a. van de gedaante van het oppervlak
van de vloeistof.

§ 80. Maar toch kan op een andere wijze de isothermische lijn
dienstig gemaakt worden om de gewenschte betrekking tusschen
p en t te vinden, en wel door haar in verband te brengen met de
aan de mechanische warmtetheorie ontleende betrekking:

Wat tot hiertoe de toepassing dezer formule in den weg stond,
was de onbekendheid met den vorm van twee functiën w en r.
Nu is het wel aan kegnadlt gelukt een eenvoudigen vorm voor r
te vinden, maar deze is natuurlijk slechts een empirische. Toch
zou men deze hebben kunnen gebruiken, en binnen de grenzen,
waar tusschen deze betrekking van r  geldt, ook p  als functie van
t hebben kunnen vinden, als er nog niet een tweede onbekende
functie u de berekening in den weg had gestaan. Nu wij den vorm
der isotherme kennen, is deze laatste zwarigheid ten minste theo
retisch opgelost. Wij kunnen namelijk v, en dus ook u, als functie

van p  en t in — — A T  — ^ -  substitueeren. De integratie is even-
u d t

wel dan niet in eindigen vorm uitvoerbaar.
Bij zeer geringe drukkingen, en dus zeer groote volumes, kan

men de isotherme den vorm geven

dus den vorm der zoogenaamde volkomen gassen. Tot bij welk
volume dit geen merkbare fout geven zal, kan onder anderen ge

gesteld kan worden, uit deze vergelijking op te lossen en te sub-

i Ü A i  **
u d t

P o = P »  »o (1 H- a) (1 — b) (1 -+- a 0

vonden worden door de waarde van v, welke dan ook met w gelijk

stitueeren in — =  A T Deze vergelijking wordt dan
u d t

p r i l S
(“)

?ot’o(1- t - a) ( 1— fc) TÏ
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De waarden van a en 6 behoeven dan niet bekend te zijn, om
deze laatste vergelijking te kunnen gebruiken. Immers p0 v0 (1 -+- a)
(1 — b) moet bij de verschillende gassen omgekeerd evenredig zijn
met de theoretische densiteit. Zoo men dus voor een gas die waarde
kent, is zij ook voor elk ander gevonden. De integratie van verge
lijking (a) geeft voor waterdamp de volgende betrekking tusschen
p en t bij verzadigde dampen, welke vergelijking echter slechts voor
lage temperaturen zal kunnen gelden:

log. ---  -- =  11,4 *------ 6,277 log. ( 1 +y 4,525 278 - \ - t  y \  273 /
De waarde 4,525 is het aantal millimeters, dat magnus als de

spanning van verzadigden damp bij 0 graden vindt. Verder is voor
A de waarde 424, voor r  de waarde van regnault 606,5 — 0,695 t,
en voor p0 v0 (1 -(- a) (1 — 6) de waarde 47,05 X 273 gesteld.

Hieronder volgt een reeks van maximumspanningen, uit deze
formule berekend, en daarnaast die, welke magnus uit zijn proeven
door de empirische formule van wrede afleidt.

t. p berekend. p  volgens M A G N U S . Verschil.

— 32 0,315 0,320 — 0,005
—  20 0,916 0,916 0
— 15 1,400 1,403 — 0,003
— 10 2,108 2,109 — 0,001
— 5 3,117 3,115 +  0,002
— 8 3,632 3,624 +  0,008
— 2 3,901 3,905 — 0,004
—  1 4,205 4,205 0
+  1 4,866 4,867 —  0,001

2 5,236 5,231 - J -  0,005
3 5,624 5,619 0,005
4 6,035 6,032 0,003
5 6,480 6,471 0,009
6 6,946 6,939 0,007
7 7,440 7,436 0,004
8 7,973 7,964 0,009
9 8,540 8,525 0,015

10 9,130 9,126 0,004
11 9,768 9,761 0,017
12 10,437 10,421 0,016
13 11,143 11,130 0,013
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t . p  b e re k e n d . p  v o lg e n s  m a g n u s . V e rs c h il .

14 11,898 11,882 0,016
15 12,697 12,677 0 ,020
16 13 ,542 13,519 0 ,033
17 14,44 14,41 0,03
18 15 ,38 15,35 0,03
19 16,35 16,345 0,005
20 17,43 17 ,896 0 ,034
25 23 ,63 23 ,582 0 ,048
27 26,6 26,55 0 ,05
30 31,67 31 ,602 0 ,068
35 41,9 41 ,893 0 ,007
40 54,97 54,969 0,001
41 57,96 57,969 —  0,009
42 61,07 61 ,109 —  0 ,039
43 64,31 64,396 —  0,086
50 91,64 91,96 —  0,32
60 147,43 148,58 —  1,15
70 229 ,2 232 ,6 —  3 ,4
80 345 ,6 353 ,9 —  8,3

100 727 760 —  33,0

Tot ongeveer 50 graden kannen wij de verschillen als onbetee-
kenend beschouwen. Daarboven levert onze formule steeds te kleine
waarden, gelijk te wachten was.

De empirische formule van magnus heeft de volgende gedaante

, p 7,4475 tloq.------ --- ---------------
* 4,525 234,69-M

en het is licht in te zien, dat voor niet groote waarden van t onze formule
door een, gelijkvormig aan die van magnds, kan vervangen worden, n. 1.

p _  7,4475 1
°9' 4,525 236 +  0,8Ö1

§ 81. De bruikbaarheid der bovenstaande formule voor lage span
ningen komt nog zekerder uit, als wij ze rechtstreeks toetsen aan
de waarnemingen van regnault. De volgende tabel, berekend met
p0 =  4,64 m. m., eene waarde welke waarschijnlijker is dan 4,6,
welke regnault bezigt, en die hij slechts daarom schijnt aangeno
men te hebben, omdat ze het midden is tusschen zijn hoogste en
zijn laagste aflezing, toont den hoogen graad van overeenstemming,
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op vele plaatsen zelfs grooter dan die, welke zijn empirische for
mule met 5 constanten geeft.

t. p  berekend. p  waargenomen. Verschil.

— 32,84 0,27 0,27 0
— 22,1 0,76 0,66 0,1
— 12,3 1,75 1,63 0,12
— 2,38 3,81 3,85 — 0,04

8,2 8,12 8,14 — 0,02
11,54 10,17 10,02 +  0,15
16,46 14,00 13,83 +  0,17
23,45 21,60 21,59 +  0,01
35,13 42,33^ 42,29 4 0,04
36,13 44,69 44,34 +  0,35
44,38 69,26 69,25 +  0,01
52,16 102,20 102,8 — 0,6
56,81 127,5 128,4 — 0,9

Beneden 50° is het grootste verschil bij 36°13 en wel 0,35 m. m.
Het verdient opmerking, dat zoowel de voorgaande als de volgende
afwijkingen veel minder zijn. Het getal voor p, dat regnadlt bij
16°13 opgeeft, n. 1. 44,34, is dan ook niet zonder willekeur geko
zen. Neemt men bijv. serie a zijner proeven (tome XXI, pag. 504),
dan vindt kegnault bij 36'42 voor p 45,49 m. m. Nu geeft 1
graad verschil voor die temperatuur een toename in spanning ge
lijk aan 2,5 millimeter. Bijgevolg is p  voor t — 36“13 gelijk aan
44,75, hetgeen met onze berekende waarde overeenstemt. Bij
*:=:; 36°56 vindt kegnault p =  45,76. Hieruit berekent men voor
t= :86°13 , p — 44,69, geheel gelijk aan onze berekende waarde.
l)e waarde 44,34 schijnt genomen uit serie c. Maar die geheele
serie levert te kleine waarden op, en wel voor toenemende waarden
van t, steeds opklimmende verschillen. In serie m  komt een waar
neming voor, voor t =  36°17 p =  44,65, zoodat het buiten twijfel
kan beschouwd worden, dat 44,69 veel dichter bij de waarheid is dan
de opgave 44,34. Een dergelijke opmerking geldt voor de waarde van
p bij lö'Aö en 11°64. Zoo vindt men in serie b bij t — 16,49,
P —  14,05; bij t 16°50, p —  14,09 geheel in overeenstemming
met onze berekening. Evenzoo in serie g bij — 22°1, p —  0,73.

Als men beneden 0 graden, de latente warmte vermeerdert met
de latente smeltingswarmte, verkrijgt men een niet zoo goede over-
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eenstemming tusschen de berekende en waargenomen waarde. Zoo
vindt men bij — 32°84 in dat geval p —  0,20, terwijl wij vroeger
in overeenstemming met de waarneming 0,27 vonden.

§ 82. Wat is de reden, dat bij hoogere temperaturen de aldus
berekende waarden veel kleiner zijn dan de waargenomen waarden?
Vooreerst omdat p u, bij hoogere spanningen, niet meer gelijk mag
gesteld worden aan p0 vg (1 -f- « t) (1 -f- a) (1 — ê), maar kleiner is.

Dus is —— in werkelijkheid grooter dan wij zouden stellen, als wij
d t

deze formule ook voor hoogere verdichting wilden toepassen. Maar
het is ook waarschijnlijk, dat bij verzadigde dampen in het alge
meen dergelijke onregelmatigheden voorkomen, als wij bij zwavelig-
zuur Zelfs in onververzadigden toestand vonden. Bjj een gegeven
temperatuur moet dan, hetzij door splitsing van vroeger dubbele
molekulen, of door een andere onbekende oorzaak, de spanning
toenemen, meer dan wij zonder dat hadden mogen verwachten, en
eerst by een hoogere temperatuur, als de damp in normale omstan
digheden verkeert, moet de spanning weder op meer geregelde
wijze toenemen. Het komt mij waarschijnlijk voor, dat bij waterdamp
bij &0° een dergelijke onregelmatigheid begint. De toename in p
boven de berekende waarde is zoo groot, dat zij niet door de eigen
schappen der isotherme alleen kan verklaard worden.

Ook voor andere stoffen kan men op de hier voor waterdamp ge
volgde wijze, formules voor spanning van de verzadigde dampen afleiden,
die tot op zekeren graad van verdichting, of tot zekere temperatuur,
in nauwe overeenstemming gevonden worden met de waarneming.

§ 88. Wij hebben vroeger de minimumwaarde gezocht voor het
product p v, maar in de onderstelling, dat t standvastig bleef. Wij
kunnen de zaak algemeener stellen en onderzoeken, welke de voor
waarden zijn voor een maximum- of minimumwaarde voor dat product,
als ook t verandert. Om een toopassing te leveren op de verschijnselen,
welke verzadigde dampen vertoonen, zullen wij als voorbeeld be
handelen het zoeken naar de maximumwaarde van het product p u,
waarin u  — v — p, en q het vloeistofvolume by de temperatuur f.

Wij vinden uit
v dp d ?

, /  \ p. e0 (1 +  a) ( 1 —^)“ ----- ï------ f 7 ,  — P"7T jd ( p u )   1 n  '  v— bv„ d t  d t    dv
d t  ( a b (1 —j— n f) (1 -f- ct) (1 —  d t

P a V ° h * -  io»  ” I



127

Maar uit de vergelijking der isotherme vinden wij

dv
d t

dp
—  (e — i  »„) — p0 v0 (1 +  a) (1 — b) a

« 2

P — (* P o j i + Z a PoJ^ bvl b l 0
V1 V

De gelijkstelling dier waarden geeft na eenige herleiding de vol
gende vergelijking:

p „ d t  v v v _

( i + . ) ( 1 _ s ) ( i + . 0  _j i — , . i  '
ü — o v0 V \  V /

(1 +  a) (1 —  6) a
v— bv0

q 1 dp
v0 p„ d t

p 1 dg
Po »o d t

s - ( i + « ) ( i -  è)6( i+ «t)

Een nadeel van den vorm dezer vergelijking, dat ik niet heb
kunnen ontgaan, ligt daarin, dat het volume van den verzadigden

d p
damp er in voorkomt. De grootheden p en — kunnen wij als vrij

d t
nauwkeurig bekend achten, maar v moet of telkens uit de isotherme
berekend worden, of door middel der latente warmte worden be
rekend. Nemen wij om die vergelijking te verifieeren de door zeuner

berekende waarde van u te hulp, dan zullen wij ten minste ten
naaste bij kunnen zien, of deze vergelijking met de ervaring in
overeenstemming is. Zoo toonen de tafels van zeuner bij etherdam-
pen een maximumwaarde van p u bij ongeveer 100 graden. Met de
vroeger voor a en 6 gevonden waarden a —  0,027 en 6 =  0,005,
is de waarde van het tweede lid bij die temperatuur nagenoeg 0,15.
En deze waarde is slechts weinig van v en ook slechts weinig van
t afhankelijk. De waarde van het eerste lid wordt nagenoeg 0,14
gevonden. Deze waarden kunnen geacht worden gelijk te zijn, vooral
als men in aanmerking neemt, dat bij 10 graden hooger het eerste
lid reeds 0,18 wordt, zoodat de gegeven vergelijking de maximum
waarde van p u bij een temperatuur slechts weinig hooger dan 100°
zou plaatsen. Omgekeerd zou deze vergelijking kunnen gebruikt
worden om één betrekking tusschen de twee constanten a en b te
leveren.
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Ik staak hierbij voorloopig mijne onderzoekingen over de eigen
schappen en het gebruik der isothermische lijn. Ik heb getracht
door dit onbekende gebied een pad ' te banen; en moge het
op sommige plaatsen nog niet de soliditeit van lang betreden
wegen bezitten, moge het elders slechts een voet breed zijn, of
dwingen een sprong te wagen, ik heb bij het einde niet geschroomd,
deze onderzoekingen onder de oogen der natuurkundigen te bren
gen. Waar wij tot hiertoe in volkomen onbekendheid verkeer
den, heeft elke suggestie haar nut. Wij zagen dit in het voorbeeld
van James Thomson. Veel meer dus een tot het einde toe volgehou
den theorie, al vertoont zij ook hier en daar leemten en onvolkomenhe
den. De twee constanten, die in onze theorie optreden, hebben een echt
physische beteekenis, n. 1. volume en attractie, en dat zij in de aange
geven richting invloed moeten uitoefenen, zal door niemand ge
loochend worden. Veel blijft evenwel nog te onderzoeken en verklaren
over, eer het terrein als geheel bekend moge beschouwd worden.
Van dat nog te onderzoeken gedeelte heb ik in den loop dezer
bladzijden het een en ander reeds aangewezen. Ik voeg daaraan toe
het onderzoek omtrent de grootte der specifieke warmte en de
latente warmte, het verband tusschen de grootte der constanten
voor verschillende stoffen, welke hoogst waarschijnlijk op een niet
specifiek werkende kracht wijzen, en het aanwijzen, dat deze mole-
kulaire krachten niet anders zijn dan uitingen der Newtoniaansche wet
van aantrekking. Mochten mijn onderzoekingen iets bijdragen tot het
spoediger aanbreken van dien schoonen tijd, dien w. Thomson in 1871
in zijn rede voor de British Association aldus aankondigde: Wij zijn niet
zonder hoop dat het absoluut gewicht der atomen te eeniger dage zal
gevonden worden, niet alleen het betrekkelijk gewicht der verschillende
atomen — maar het aantal, dat in een bepaald gedeelte van een
stof aanwezig is; dat de vorm en de bewegingen en de afstanden,
waarop zij van elkander liggen, zullen bekend zijn; dat de bewe
gingen, waardoor zij warmte, electriciteit en licht voortbrengen,
door meetkundige diagrammen zullen kunnen worden opgehelderd.
Dan zal de beweging der planeten en de muziek der sferen voor
een poos vergeten worden in de bewondering voor het fijn en kun
stig weefsel, dat door de banen dier onzichtbare atomen wordt
gevormd.
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S T E L L I N G E N .

i .

Er is geen onderscheid in het wezen der gassen, dampen en

vloeistoffen. Zij zijn niet alleen slechts verschillende vormen voor

de stof in een zelfden aggregaatstoestand; maar er is zelfs geen

grens aan te wijzen, waar de eene toestand begint en de andere

ophoudt.

II.

Luchtthermometers, waarbij het daarin bevatte gas zich uitzet,

mogen niet tot het meten der temperatuur dienen.

III.

De verwachting, welke o. a. regnault uitspreekt, dat boven ze

keren graad van verdichting waterstof in den zelfden zin als de an

dere gassen afwijking van de wet van boyle zal vertoonen, is onjuist,
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IV.

Voor elke stof bestaat er een temperatuur ( k r i t i s c h e  t e m 

p e r a t u u r ) ,  waarboven zij een permanent gas; zoodat dus het aan

tal der permanente gassen bij hooge temperaturen grooter is dan

bij lagere.

V.

De strijd of de zon een gas of een vloeistof is, wordt geheel

beheerscht door de vraag: verkeeren de stoffen op de zon boven of

beneden de kritische temperatuur?

VI.

De spanning van den verzadigden damp van een zelfde vloeistof

is een veranderlijke grootheid. Zij hangt o. a. af van de gedaante

van de oppervlakte der vloeistof en van den aard der wanden van

het vat, waarin de damp aanwezig is.

VII.

Ook gassen en dampen bezitten de zoogenoemde oppervlakte

spanning, en moeten dus vatbaar zijn voor capillaire verschijnselen.

VIII.

De stelling van van deb mensbrugghe, dat uit een oververza

digde gasoplossing gas vrij zal worden, telkens als de oplossing in

aanraking gebracht wordt met een stof, die kleinere oppervlakte

spanning heeft dan de oplossing, is niet algemeen waar.
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IX.

De definitie van Thomson voor de absolute temperatuur is wel

de meest rationeele; de aldus bepaalde temperatur is evenwel geen

andere, dan die door luchtthermometers wordt aangegeven.

X.

De hypothese van mater, waarbij het voortduren der zonne

warmte toegeschreven wordt aan den val van meteoren, is onhoud

baar.

XI.

Het bestaan der veelvoudige spectra van een zelfde stof wordt

steeds meer en meer onwaarschijnlijk.

XII.

Water is geen electrolyt.

XIII.

MnOj is een basisch oxyde.

XIV.

De meest natuurlijke definitie voor de eenheid van massa is die,

welke daarvoor aanwijst de hoeveelheid stof, bijv. water, bij be

paalde temperatuur en onder bepaalden druk, bevat in een bepaald

volume, bijv. een liter. De meest natuurlijke eenheid van kracht is

die kracht, welke aan die eenheid van massa een versnelling geeft

gelijk aan de eenheid van lengte, yt)
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Als de sterkten van gelijksoortige prikkels een meetkunstige reeks

vormen, zullen de sterkten der daardoor teweeggebrachte indruk

ken een rekenkunstige reeks vormen. (Wet van weber).

XVI.

I t  is inconceivable that inanimate brute matter should, without

the mediation of something else, which is not material, operate

upon, and affect other matter without mutual contact; as it must

do, if gravitation, in the sense of Epicurus, be essential and in

herent in  it. NEWTON.

XVII.

Nevels bestaan niet uit dampblaasjes.

XVIII.

P oinsot overdrijft, als hij zegt: „La vraie méthode n’est que

eet heureux mélange de 1’analyse et de la synthese, oü le calcul

n*est employé que comme un instrument: instrument précieux et

nécessaire sans doute, paree qu’il assure et facilite notre marche,

m a i s  q u i  n’a p a r  l u i - m ê m e  a u c u n e  v e r t u  p r o p r e .”

XIX.

Het standvastig voorkomen van bepaalde anorganische stoffen in

plantendeelen is geen bewijs, dat zij voor den groei dier deelen

nuttig of noodzakelijk zijn.

* XV. .



VERBETERINGE N.

13 regel 4 v. o. dien lees die

29 „  3 „ „  is het Integraalteeken vergeten

30 „  1 y. 1II4QrO lees cos. tf =  —r

30 „ 18 ,
1

” I f  ~
1

37 »  15 „ « op n  Of

45 „ 2 v . o. yerban „  verband

51 16 v. b, van bol van een bol
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