Zur Berechnung der Volumkorrektion in der
Zustandsgleichung von Van der Waals

von

P. Ehrenfest.
(Mit 1 Textfigur.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 9. Juli 1908.)

Im zweiten Band der Gastheorie von Boltzmann werden
in den §§ 51 bis 58 nebeneinander die von H. A. Lorentz
gegebene und die Boltzmann'sche Berechnungsweise der
Volumkorrektion entwickelt.

Beide Methoden fiihren zum selben Endresultat. Die
Wurzel dieser Ubereinstimmung wird dadurch verschleiert,
dal Lorentz vom Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz ausgeht, Boltzmann aber von seinem Satz iiber die
Konfigurationswahrscheinlichkeit.! Dieser erscheint insofern
als neue, logisch unabhidngige Hypothese, als zwar der Nach-
weis erbracht wird, dal er ebenso wie das Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz fiir das Bestehen des Warmegleichgewichtes
hinreichend ist, nicht aber der Nachweis, dafl er ebenso wie
das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz im Falle des Warme-
gleichgewichtes auch der einzig mogliche ist.?

Es liegt nahe, behufs Diskussion der erwihnten Uberein-
stimmung zu versuchen, ob man die von Boltzmann auf
Grund des Satzes tuber die Konfigurationswahrscheinlichkeit
gefundene Zahl der Molekiilpaare, deren Zentraldistanz in
einem bestimmten Augenblicke zwischen » und »+dr liegt,
auch aus dem Maxwell'schen Gesetz erhalten kann.

1 L.c., S.150 oben und § 47.
2 L. c., VII. Abschnitt, besonders § 84.
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Dies gelingt auf dem im folgenden eingeschlagenen Wege.

In einem Gefdfle vom Volumen V seien # Molekiile vom
Durchmesser s in Wirmebewegung begriffen. Wir betrachten
zundchst alle Stofle, die in der Zeiteinheit so stattfinden, daf3
im Augenblick des Stofibeginnes die in Richtung der Zentrilinie
fallende Komponente der Relativgeschwindigkeit zwischen 7
und y-+dy liegt. Wir nennen diese St68e kurz die dy-StoSe.
Ihre Anzahl werde bezeichnet mit

Pdy.

Jeder dieser Stofle besteht aus der Phase der Anndherung
und der der Trennung. Sowohl im Verlaufe der einen als :im
Verlaufe der anderen Phase verweilen die beiden Molekiil-
zentren je die Zeit
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in einer Distanz voneinander, die zwischen » und r+dr liegt.
In dieser Gleichung, die wir im Anhang ableiten werden,

bedeutet
©o
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die potentielle Energie der Repulsionskriifte fiir ein Molekiil-
paar mit der Zentraldistanz 7, wenn f(r) die Grofie der Repul-
sionskraft ahgibt.

In einem bestimmten Augenblicke trifft man also durch-
schnittlich

Piy.2dt = — 2% py

Molekiilpaare in einer Zentraldistanz zwischen # und dr an,
die diese Konfiguration einem dy-Stofie verdanken. Hiebei ist
vorausgesetzt, daf
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denn nur dann wird diese Konfiguration tiberhaupt durch einen
dy-Stof erreicht und hat Gleichung A4) eine Bedeutung.

Die Summation iiber alle dy-St68e, die tiberhaupt die Kon-
figuration erreichen, liefert in
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die von uns gesuchte Anzahl von Molekiilpaaren, deren Zentral-
distanz zwischen » und »+dr liegt.

Zunachst miissen wir also Pdy, die Zahl der pro Zeit-
einheit stattfindenden dy-Stofle, berechnen.

Die Zahl der Molekiilpaare, die in der Zeiteinheit so zu-
sammenstofien, dal vor dem Stofle die absolute Geschwindig-
keit des einen Molekiils zwischen ¢ und c¢+dc, die des anderen
zwischen ¢’ und ¢’+dc’, der Winkel dieser beiden Geschwindig-
keiten zwischen ¢ und e+ds und endlich der Winkel der vom
zweiten zum ersten Molekiil gezogenen Zentrilinie mit der
Relativgeschwindigkeit des zweiten gegen das erste Molekiil
zwischen 4 und 4449 liegt, ist:!

" .
453 Bn? sin & cos ¥g @ (c) p(c’) Elnz—e‘ie—dcdc’da‘}. 1)

In dieser Formel bedeutet:
___\
N e—me ge

ne(c)dc = 4n \/

die Zahl der Molekiile, deren absolute Geschwindigkeit zwischen
¢ und c+-dc liegt.

g = \/c+c"*—2cc’cose

ist die Relativgeschwindigkeit des zweiten Molekiils gegen das
erste; schlieBlich ist
3
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1 L.ec, II, S.162, Gl. 168.
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der von der Ausdehnung der Molekiile herrithrende Korrektions-
faktor, der weiter entwickelt die Form beséfle:

b b? b®
Bi=— 1+a1? +G2F+a3}7+”
Setzen wir zur Abkiirzung
2 33
287 piem XM L — 4 2)
T 2

SO ist:
p = Asind cos ¥ sine g 2c2e— @+ gdYdcdc'de.  3)

v sei die in Richtung der Zentrilinie fallende Komponente
der Relativgeschwindigkeit des zweiten Molekiils gegen das
erste im Augenblicke des Stofibeginnes. Es ist dann:

1 = gcos ¥ = cos ¥ \/c?+c2—2¢c’ cos e 4)
und somit:
e — L
cos? &
cose = . 5)
2¢c”

Verfligen wir nun lber das in 3) enthaltene Differential de
durch die Bestimmung:
: sabia el A ;
sinede = T o § dy, 6)
so ist:
11
)

TR e 2 ~12 , —hm (cc") (o L S
p = —Asind cos ¥ gcic?e dddcdc = ook

oder nach Reduktion unter Berlicksichtigung von 4)

sin & dJ
——p

c! e—hm (c¢+c'=)dcdcl 8)
cos? &

p'= —Atdy
die Anzahl derjenigen StoBe, fiir die ¢, ¢/ und & durch die
frither aufgestellten Grenzen charakterisiert werden, wéhrend
de indirekt durch die Forderung determiniert wird, da§ die in
Richtung der Zentrilinie fallende Komponente der Relativ-
geschwindigkeit zwischen y und y+dy liegt.
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Um die Gesamtheit aller in der Zeiteinheit stattfindenden
StoBle zu erhalten, fiir die ohne sonstige Einschrankung diese
Komponente der Relativgeschwindigkeit zwischen 7 und y+dy
liegt, also die Gesamtzahl der dy-Stéfle, miissen wir p’ iiber
alle Wertekombinationen von ¢, ¢/ und 4 summieren, die iiber-
haupt einen dy-Stofl aufzuliefern imstande sind.

Zur Abklirzung sei:

cos ¥ = . 9)
Somit:
R R L B e T DU
= A-(-d'{—zcc e="iG+ededel, 10)
5

Fait man ¢, ¢/ und » als rechtwinklige Koordinaten eines
Abbildungsraumes auf, so kommt fiir die Summation wegen
der Bedeutung der GréBen ¢, ¢/ und & nur das durch:

0=c <
0.2 <

und
0=r=+1 12)

charakterisierte Gebiet in Betracht, denn ¢ und ¢’ sind wesent-
lich positiv und ¢ muf}, damit die beiden Molekiile iiberhaupt
zum Stofle gelangen, ein spitzer Winkel sein.

Nach Gleichung 5) sind aber bei vorgegebenem Werte
von 7 die Wertekombinationen ¢, ¢/, ¥ auch noch an die Be-
dingung:

72

cAclt— —
22

] 55 e = o | 13)
ocot

gebunden, da:
Or'e <0

Behufs geometrischer Diskussion dieser Bedingungen
geben wir fiir den Augenblick auch noch dem x einen be-
stimmten, zwischen O und + 1 gelegenen Wert und sehen zu,
welche Wertekombinationen ¢, ¢/ in der durch jenes ¥ charak-
terisierten Horizontalebene des Abbildungsraumes fiir die Sum-
mation zulédssig sind.
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Gleichung 11) beschrdankt die Summation auf den Qua-
dranten (+c¢, +c¢’), Gleichung 13) verlangt:

2
62+C"+2¢C'.%L,
¥

2
et —2cc' < L
also:

|c’+c|g%

. 14)
e'—el= 5
53 i

Die geometrische Interpretation von 11) und 14) zeigt,
daff in der in der Hohe » gelegten Horizontalebene allein der
in nebenstehender Figur schraf-
fierte, bis ins Unendliche rei-
chende Parallelstreifen in Be-
tracht kommt. Hiebei ist in der
Figur:

Ol =8 e
X

Bezeichnen wir wieder die
Gesamtzahl aller in der Zeit-
einheit stattfindenden dy-StoSe
mit P.dy, so ist

T
x+c

3
1 1 dx i e n
Pdy = —. Avdy | — ce e de cle—hmede! 4
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Die Division durch 2 ist vorzunehmen, weil durch die
Integrationen jeder Stof zweimal gezihlt wird. Die angezeigten
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Integrationen lassen sich in geschlossener Form ausfiihren
und liefern:
AV .
8 V2 (hm)'l:

Setzt man schlieBlich noch aus 2) den Wert von A4 ein, so
ergibt sich:
”2026 + hmy®
Papi= ~ V2rhmydie 2 16)

.als die gesuchte Gesamtzahl aller in der Zeiteinheit
stattfindenden dy-Stofie.
Dieses Resultat, in die Gleichung B) eingefiihrt, liefert:

=2k § fryar
2 ~2
Ndr 2an?c®Bdr > e

und dieses Resultat ist identisch mit der L c. S.150
angegebenen Gleichung 153; denn die daselbst auftretende
GroBle » wird auch dort, soweit sie nicht als Differentiale oder
im Exponenten erscheint, durch s ersetzt, da das rapide An-
wachsen der Repulsionskraft nur solche Werte von # zulifit,
die um weniges kleiner sind als o (siehe auch Anhang).

Ersetzt man so die elegante, aber in gewissem Sinne
hypothetische Aufstellung der Konfigurationswahrscheinlich-
keit durch ihre Herleitung vermittels einer langeren Rechnung
aus dem Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetze,
so erbringt man:

1. den Nachweis, daf§ jener Satz iiber die Konfigurations-
wahrscheinlichkeit in dem hier verwendeten Umfange fiir das
Warmegleichgewicht nicht nur hinreichend, sondern auch not-
wendig ist; denn fiir das zugrunde gelegte Maxwell’sche Gesetz
wird dieser Nachweis durch das H-Theorem geliefert (L c. § 84);

2. lehrt eine Nebeneinanderstellung der von H. A. Lorentz
und der hier ausgefiihrten Integrationen, daf die Wurzel der
Ubereinstimmung zwischen den Methoden von Lorentz und
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Boltzmann darin zu suchen ist, dal bei der hier gegebenen
expliziten Darstéllung der im Konfigurationssatz implicite ent-
haltenen Integrationen die beiden Methoden nur mehr in der
Reihenfolge der Integrationen unterschieden sind. Gerade darauf,
daB der Konfigurationssatz eine Reihe von Integrationen erspart,
beruht die Kiirze der auf ihn aufgebauten Berechnung der
Volumkorrektion.

Die Diskussion obiger Ubereinstimmung diirfte durch die
Differenzen zwischen den von Van der Waals und den von
Boltzmann erhaltenen Resultaten gerechtfertigt erscheinen.

Anhang.

Es ertibrigt nur noch, die Gleichung A4) des Textes abzu-
leiten. Wir fassen die beim Zusammenstofl tédtige Repulsions-
kraft als eine Funktion der Zentraldistanz auf, die fiir »>o¢
unmerklich ist, hingegen fiir » <o so rapid wichst, daf selbst
die glinstigsten StoBe hochstens bis zur Anndherung s—e
fihren, wo ¢ klein gegen ¢ ist.

f(r) sei die GroBle der Repulsionskraft und:

R :[mf(r)dr.

Man gelangt leicht zur Gleichung der lebendigen Kraft:

2 2
ﬁ[(ﬂ) +,,2(d_w> ] s’ i
4 L\at dt 4

und dem Flachensatze:
d dw
r SN
dt

=g

Hierin ist g die Relativgeschwindigkeit, ¥’ die Komponente
von g normal zur Zentrilinie im Augenblicke des Stofibeginnes,
—d% die Winkelgeschwindigkeit des vom zweiten zum ersten
Molekiil gezogenen Radiusvektors. Die Elimination von 7

fiihrt auf:
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Nach unseren Annahmen tiiber die Repulsionskraft diirfen
wir a® = 72 setzen; dann aber ergibt sich wegen:

ar —

g? — TE_*_.{/?
die Gleichung A) des Textes:

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wien.



