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Die folgenden Uberlegungen?) sind aus dem Wunsch entsprungen,
ein Kriterium dafiir zu finden, wie man in jedem Einzelfall das
LeChatelier-Braun-Prinzip anwenden muss, um fiir den erwarteten
Effekt das richtige und nicht das entgegengesetzte Vorzeichen zu
bekommen?). Die so erhaltenen Resultate sind am Schluss der vorliegen-

den Arbeit zusammengestellt.
§ 1. Die iibliche Formulierung des Prinzips?®). Gewohnlich schickt
man der Formulierung des Prinzips als Illustration etwa folgendes Bei-

1) In russischer Sprache erschien der vorliegende Aufsatz im Herbst 1909:
Journ. d. russ. physik. Ges. 41, 347 (1909). Zur Zeit seiner Abfassung (Sommer 1909)
war mir der kurz vorher erschienene Aufsatz von M. C. Raveau [Journ. de phys. 8,
572 (1909)]: ,,Les lois du déplacement de I’équilibre et le principe de Le Chatelier«
noch nicht bekannt. Dieser Aufsatz hat einige Beriithrungspunkte mit dem § 4 der
vorliegenden Arbeit, aber auch nur mit ihm. — In der letzten Zeit sind iiber das
LeCh.-Br.-Pr. noch erschienen: F. Braun: ,,Uber das sogenannte Le Ch.-Br.-Pr.«
Ann. d. Phys. [4] 32, 1102 (1910). M. A. Leduc: , Application du principe de Lenz
aux phénomenes qui accompagnent la charge des condensateurs. Compt. rend. 152,
313 (1911). Alle diese Arbeiten fithren nicht zur Erledigung der Frage.

%) Zur Beschiiftigung mit dieser Frage wurde ich dadurch veranlasst, dass mich
Herr V. R. Bursian (damals Student der Petershurger Universitiit) darauf aufmerk-

" sam machte, dass die Beispiele, die man gewghnlich zum Beleg fiir das Le Ch.-Br.-Pr.
anfithrt, einander widersprechendes Verhalten zeigen.

% Le Chatelier, Compt. rend. 99, 786 (1884); 104, 679 (1887); F. Braun,
Zeitschr. f. physik. Chemie 1, 259 (1887); Wied. Ann. 83, 337 (1888); W. Nernst,

15%



298 P. Ehrenfest

spiel voraus: Ein gegebenes Quantum eines idealen Gases wird kom-
primiert:

I. isotherm (d. h. bei konstantem 7'), indem man den #ussern
Druck um dp steigert; dabei ergibt sich eine Voluminderung d;v;

II. adiabatisch (d. h. ,7' wird sich selbst iiberlassen“), indem
man den #dussern Druck um Jp steigert; dabei ergibt sich eine Volum-
dnderung dyo.

Die Absolutwerte der Anderung d;v und J;;v geniigen folgender
Ungleichung:

| duv | < | oo |. (1)

Somit zeigt der ;,unmittelbar beeinflusste® Parameter im zweiten
Fall eine grossere Widerstandsfidhigkeit der Drucksteigerung gegen-
itber als im ersten Fall: im zweiten Fall ist der andere Zustandspara-
meter (7') dem unmittelbar beeinflussten (v) gewissermassen ,zu Hilfe
gekommen®.

Als Abstraktion aus einer Reihe konkreter Beispiele, die alle den
Typus des eben beschriebenen Beispiels aufweisen, haben Le Chatelier
und Braun das folgende allgemeine Prinzip aufgestellt: Es sei das
stabile Gleichgewicht eines thermischen Systems durch beliebige Para-
meter a, b, ¢... bestimmt. Man nehme ferner an, dass keiner der Para-
meter ausser zweien — etwa ¢ und ¢ — sich #indern kénne. Eine
dussere Ursache (im Beispiel die Druckvermehrung dp) beeinflusse un-
mittelbar den Parameter ¢ (im Beispiel »). Der andere Parameter ¢
(im Beispiel 7') wird in einem Fall festgehalten (Versuch I), im andern
Fall ist er frei, ,wird er sich selbst iiberlassen® (Versuch II).

Das Prinzip besagt dann: Im zweiten Fall dndert sich der
konjugierte Parameter ¢ in solcher Richtung, dass dadurch
die Anderung des unmittelbar beeinflussten Parameters ¢ —
ihrem Absolutwert nach — kleiner ausfillt als in dem Falle, wo

o festgehalten wird.
[ due | < | dre | )

(dr0 bei konstantem 6, d;;0 bei ,sich selbst iiberlassenem® 6); durch die
Beihilfe des Parameters ¢ ,,wiichst also der Widerstand des Systems
gegen eine #dussere Beeinflussung®.

In diesem Prinzip erkennt man natiirlich eine deutliche Anlehnung
an das Lenzsche Gesetz der Elektrodynamik?).

Theoret. Chemie 611 (1898); O. D. Chwolson, Lehrb. d. Physik 8, Kap. VIII,
§ 11 (1905); B. Weinstein, Thermodyn. 1, 29 (1901): ,Prinzip der moglichsten
Erhaltung des Zustands*.

') Le Chatelier beruft sich bei der Formulierung seines Prinzips darauf,
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§ 2. Nachweis der Unrichtigkeit der iiblichen Formulierung an
Hand von Beispielen. Aus Griinden, welche wir erst weiter unten
vollig klarlegen werden, sind sehr leicht Beispiele anzugeben, wo die
Erscheinungen in striktem Gegensatz zum LeChatelier-Braun-
Prinzip verlaufen. Wir wiihlen das einfachste Beispiel: Es sei gegeben
ein elastisches rechtwinkliges Parallelepiped. Sein Zustand ist zu jedem
Zeitpunkt durch folgende Parameter bestimmt: Temperatur 7, Héhe z,,
Breite z,, Dicke z,. Es seien #z; und 7' durchaus invariabel. Eine
Kraft dk strebe z, zu vergrossern (z; ist also der unmittelbar beein-
flusste Parameter ¢ des Systems).

Versuch I. Der Parameter z, — die Breite — wird konstant ge-
halten. Es sei d;z, die durch Jd% bewirkte Hohenvergrosserung.

Versuch II. Der Parameter «, sei ,sich selbst iiberlassen®. In
diesem Fall erzeugt Jdk die Verlingerung dp ;.

Das LeChatelier-Braun-Prinzip behauptet, dass:

Tatsdchlich ist gerade umgekehrt:
| Ouzy | > | Oizy | 4)

Das ist aus den Elementen der Elastizititstheorie bekannt!): Eine
bestimmte Zugkraft erzeugt bei ,sich selbst tiberlassener” Querdimension
z, eine grossere Verlingerung des Prismas als bei festgehaltenem x,.
Wenn wir also die oben benutzte Terminologie auf den vorliegenden
Fall anwenden, so miissen wir sagen: Der konjugierte Parameter w,
verringert, indem er sich #ndert, die ,,Widerstandsfihigkeit* des un-
mittelbar beeinflussten Parameters z, in direktem Widerspruch mit
der Behauptung des Le Ch.-Br.-Prinzips.

Ubrigens zeigt geradezu die Mehrzahl der von Le Chatelier und
Braun zum Beleg ihres Prinzips angefiihrten Beispiele die gleiche
Eigenschaft: in derjenigen Form, in welcher sich das einzelne Beispiel
unmittelbar darbietet, zeigt es ein dem Prinzip direkt zuwiderlaufen-

dass G. Lippmann eine analoge Idee im Spezialgebiet der elektrischen Erschei-
nungen entwickelt. G. Lippmann [Princ. de la conservation de I’électric. Ann.
Chim. Phys. 24 (1881)] beruft sich seinerseits auf Lenz, Akad. d. Wiss. zu Peters-
burg 29. XT. 1833, abgedruckt in Pogg. Ann. 31, 483 (1834). Vgl. die fast gleichzeitige
Arbeit von Ritchie, ebenda S. 203. Der letztere erhielt fiir alle Fille der In-
duktion gerade das falsche Vorzeichen; Lenz leitet sein Prinzip rein induktiv ab,
Ritchie aber deduziert seine Aussagen aus einer Art verallgemeinerten ,,Prinzips
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung®“. (Ritchie hatte seinen Fehler
nicht bemerkt, nur erst Poggendorff bemerkte ihn, als er die Arbeiten von Lenz
und Ritchie hintereinander zum Abdruck brachte.)
1) Siehe z. B. Chwolson, Lehrb. d. Physik 1, Abt. 6.
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des Verhalten, und nur mittels einer passenden Formulierung lésst sich
dann das Beispiel zur Ubereinstimmung mit dem Prinzip bringen. Wes-
halb geradezu die Mehrzahl der Beispiele dieses Verhalten zeigt, wird
weiterhin (Ende von § 5) verstindlich werden?).

§ 3. Der von Braun gegebene Beweis des Prinzips. e Chatelier
und auch Braun (in seinen ersten Arbeiten) haben das Prinzip for-
muliert und es in ihren experimentellen Untersuchungen mit sehr
grossem Erfolg angewendet, ohne zu versuchen, dieses Prinzip aus
tiefern Grundsiitzen abzuleiten. Erst spéter versuchte Braun?) nachzu-
weisen, dass sein Prinzip eine unmittelbare Folge der Annahme
ist, dass der betrachtete Gleichgewichtszustand ein stabiler ist.

Man darf vorweg erwarten, dass eine aufmerksame Analyse des
Beweisgangs ein Licht darauf werfen muss, in welcher Art die in § 2
angefiihrten Beispiele mit dem Prinzip in Einklang gebracht werden
kénnen. Zur Vereinfachung der Uberlegungen fiihrt Braun vor allem
folgende Fiktion ein: Im Versuch II soll sich der neue Gleichgewichts-
zustand nach der Einwirkung der #dussern Ursache nicht sofort ein-
stellen, sondern durch eine Reihe von zeitlich diskreten, wenn auch
sehr rasch aufeinanderfolgenden Zwischenzustinden. Der unmittelbar
beeinflusste Parameter ¢ &ndert sich zunichst allein, d. h. bei kon-

1) Wir wollen hier noch zwei Beispiele fiir andere Typen der Anwendung
beibringen: a) Die Dissociation des Joddampfs. Die Temperatur werde un-
bedingt konstant gehalten. Ausserer Einfluss: Erhshung des #ussern Drucks um dp.
Unmittelbar angegriffener Parameter (¢): das Volumen ». Konjugierter Parameter (o):
Dissociationsgrad . Das Le Ch.-Br.-Pr. behauptet hier also: e indert sich in solcher
Richtung, dass |dv| kleiner ausfillt als dasjenige |dv|, welches eintreten wiirde, falls
man (durch irgend eine fiktive Einrichtung) den Dissociationsgrad « unveriindert
halten konnte; denn nach dem Prinzip soll ja die induzierte Veriinderung des kon-
jugierten Parameters a die ,Widerstandsfihigkeit“ des direkt angegriffenen
" Parameters v erhohen. Das Prinzip fordert also, dass der Joddampf auf eine Er-
héhung des #ussern Drucks mit einer Erhohung der Dissociation reagiere (bei
konstant gehaltenem 7). In Wirklichkeit tritt natiirlich Verminderung der Disso-
ciation ein (van’t Hoff 1885). — b) Das Verhalten eines Zweiphasensystems.
Masseneinheit Wasser: @ in flissiger, 1 — « in dampfformiger Phase. 7' unbedingt
konstant gehalten. Ausserer Einfluss: Erhohung des fiussern Drucks um dp .o = v,
¢ =x. Prinzip verlangt: x #ndere sich so, dass |0v| kleiner ausfiillt als dasjenige
|0v|, welches eintreten wiirde, falls man (durch irgend eine fiktive Einrichtung)
« unveriindert halten kénnte, denn..... Das Prinzip fordert also, dass das System
auf eine Erhéhung des dussern Drucks (bei konstant gehaltener Temperatur 7)
mit weiterer Verdampfung der Fliissigkeit reagiere. In Wirklichkeit tritt natiir-
lich das Umgekehrte ein: Kondensation. — Weiteres Material fiir Beispiele siehe
Chwolson, Lehrb. d. Physik 3, 476—480.

?) Wied. Ann. 33, 337 (1888).
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stantem Parameter ¢. Dies ergibt eine erste Anwendung von ¢:d,o.
Dann erfolgt eine entsprechende erste Anderung des Parameters ¢: d, 6.
Diese Anderung bewirkt eine zweite Anderung von ¢:d,p, was eine
zweite Verinderung vo ¢:d,6 nach sich zieht usw.

Der Kern des ganzen Beweises ist dann die Behauptung, dass
d,0 stets ein dem Vorzeichen d,¢0 entgegengesetztes Vorzeichen
hat. Hieran kniipft sich die Argumentation: Hitte d,0 dasselbe Vor-
zeichen wie d,0, so wiirde die urspriingliche Anderung d;¢ zu dem
hohern Wert d,0 4+ d,0 anwachsen. Ferner wiirde dann d,p die Ande-
rung d,0 wieder vom gleichen Vorzeichen wie d;¢ und d,¢ hervorrufen;
,auf solche Weise wiirden die Anderungen der Variabeln von
selbst bis zu endlichen Werten anwachsen® dies aber wider-
spricht der Annahme eines stabilen Gleichgewichts.

Wenn wir diese Argumentation an dem Beispiel des elastischen
Prismas nachpriifen, so sehen wir sofort, dass die aufeinanderfolgenden
Anderungen des unmittelbar beeinflussten Parameters z; ohne Ver-
letzung der Stabilitit alle das gleiche Vorzeichen haben?). Der von
Braun angegebene Beweis des Prinzips ist nicht stichhaltig.

§ 4. Die Notwendigkeit einer prizisen Einschrinkung in der
Parameterwahl. Wenn man zunéchst auf rein induktivem Wege eine
neue, widerspruchsfreie Formulierung des Prinzips sucht, so fithlt man
bald den Mangel einer prizisen Angabe dariiber, welche von den physi-
kalischen Grossen bei der Anwendung des Prinzips als Zustandspara-
meter ¢ und ¢ herangezogen werden diirfen. Um diese Bemerkung zu
erliutern, greifen wir auf dasjenige Beispiel zuriick, von dem wir in
§ 1 ausgegangen sind.

Thermisches System: ein ideales Gas. Konjugierte Phinomene: Aus-
dehnung bei Erwirmung, Abkiihlung bei Dehnung. Als mégliche Para-
meter ¢ und ¢ bieten sich zunichst vier physikalische Zustandsgrossen
dar: Volumen », Temperatur 7 Druck p, Entropie S. — Andere Para-
meter in Betracht zu ziehen, ist fiir unsere Zwecke nicht erforderlich.
In der folgenden Tabelle sind acht Kombinationen (¢, 6) zusammen-
gestellt.

1) Man kann hier folgendermassen verfahren: Zuniichst Verlingerung dx bei
fixiertem x,; @, moge dabei Zuwachs d,x, = -} & erfahren. Dann fixieren wir x,
und iiberlassen «, sich selbst; hierbei verkleinert sich x, ein wenig: 6,2, = —g=.
Fixieren wir nun wieder «, und iiberlassen z, sich selbst, so verlidngert sich ,
weiter um 0,2, — -+ g*¢ usw. Alle aufeinanderfolgenden Anderungen djz, haben
einerlei Vorzeichen. Sie bilden aber eine konvergente geometrische Progression,
und man erhilt infolgedessen durchaus kein Anwachsen auf endliche Werte.
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(8]
w
(8]

Tabelle 1.
(¢,0) @1 | »8) | (»T) | (»,8) | (T,0) | (T\p) | (52) | (S,p)
Vorgegebene
Anderung dp op ov dv J8 a8 0T o7
Versuch 1 6T=0|08=0|0T=0|08S=0|dv=0|dp=0|dv=0|dp=0
Versuch II 08=o0|6T=0|08=0|6T=0|dp=0|dv=0|dp=0|dv=0
e l |oxv| | [dmv| | [dup| | |dup| | [duT| | [0uT|| [6uS| | [6uxS]
esultierende
Ungleichung < > i < = > 2 <
9ol | 1drv| | 1drp| | |dxpl | 16:T] | [0 T | 28] | |68

Anmerkungen: 1. Von der Richtigkeit der resultierenden Un-
gleichungen tiiberzeugt man sich unmittelbar auf Grund der bekannten
Eigenschaften idealer Gase.

2. ,,Gegebene Verinderung®. Sobald feststeht, welche der Grissen
als unmittelbar beeinflusster Parameter ¢ gelten soll, ist auch klar, von
was fiir einer ,Beeinflussung” die Rede ist. Wenn ¢ z B. p ist, so
besteht die unmittelbare Beeinflussung von p darin, dass dem Volumen v
die Anderung dv vorschreiben; wenn ¢ = 7 ist, so besteht die un-
mittelbare Beeinflussung von 7' in der Zufuhr einer Wirmemenge J@),
oder, was fiir alle reversibeln Anderungen (und nur solche betrachten
wir hier) dasselbe ist, in der Zufuhr einer Entropiemenge J.S usw.

3. ,,6 konstant halten“, ,¢ sich selbst {iberlassen®. Der erste Aus-
druck bedeutet ersichtlich: d¢ = 0. Haben wir uns also nur erst dar-
iiber verabredet, welche Zustandsgrosse als ,mit veréinderlichem Para-
meter ¢ gelten soll, so ist offenbar schon festgestellt, was wir als
Experiment I ansehen wollen. — Der Ausdruck ,,6 bleibe sich selber
iiberlassen®, ist seiner Natur nach schon weit weniger bestimmt. In
einigen Fillen kann man sich allerdings auf denjenigen Sinn berufen,
in dem er gewohnlich gebraucht wird, z. B. 7 sich selbst iiberlasson
= adiabatische Anderung: 68 = 0; v sich selbst iiberlassen = iso-
piestische Anderung dp = 0. In andern Fillen (z. B. 6 = 8, ¢ = p)
bleibt nichts anderes iibrig, als nach Analogie mit den vorhergehenden
Fillen zu verfahren: S sich selbst iiberlassen = d7'=0; p sich selbst
iiberlassen = dv = 0. — dJedenfalls zeigt die Willkiir dieser Inter-
pretationen, wie unbestimmt dieser Ausdruck ist, der in der Formulierung
des Le Ch.-Br.-Pr. eine so wesentliche Rolle spielt.

4. Wenn wir unter ¢ zweimal denselben Parameter verstehen, da-
bei aber als mitverinderlichen Parameter ¢ einmal 7 das andere Mal S
oder das eine Mal », das andere Mal p wihlen, so ergibt sich eine
Vertauschung des physikalischen Sinns der Versuche I und IL. Dieser
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Umkehrung entspricht natiirlich — wie Tabelle 1 zeigt, eine Um-
kehrung des Ungleichheitszeichens bei den Ubergingen (v, 7)—> (v, S);
(2, 1) = (p,8); (L, v) (T, p); (8,2)—(S,p).

5. Wenn wir unter ¢ zweimal denselben Parameter wihlen, be-
ziiglich ¢ aber von ¢ = v zu ¢ =p oder von 9 =1 zu 9= 8§ iiber-
gehen, so werden wir jedesmal die formale Umkehrung des Ungleich-
heitszeichens konstatieren. Betreffs des physikalischen Sinns der er-
haltenen Ungleichungen ist aber zu beriicksichtigen:

a) die Ungleichungen:

| v | < | 6w | wuwnd: |dup|>|dip] (5)
bedeuten physikalisch dasselbe; dass nidmlich im Versuch II die
melastische Kapazitit® — wenn man so sagen darf — kleiner ist

als im Versuch I;
b) und auch die Ungleichungen:

J0ul | < | 6T| wund: [duS|>]dS | (6)

bedeuten physikalisch ein und dasselbe, nimlich dass im Versuch II
die thermische Kapazitit grosser ist als im Versuch I

6. ,Anwachsen des Widerstands.“ Die erste der Ungleichungen (5)
weist dasselbe Ungleichheitszeichen auf wie die Ungleichung () in § 1,
die zweite aber den entgegengesetzten. Dessenungeachtet ist man ge-
zwungen, beide Ungleichungen in derselben Weise zu deuten, ndmlich:
dass das System im Versuch II einen griossern Widerstand zeigt
als im Versuch I. Widrigenfalls hétte das Wort Widerstand tiberhaupt
jeden physikalischen Sinn eingebiisst. Dann ist aber ersichtlich, dass

die Ungleichung:
| due | <| die |,

die ja nach dem Le Ch.-Br.-Pr. stets gelten soll, physikalisch ein ent-
gegengesetztes Verhalten des Systems verlangt, je nachdem, ob man
o=v oder 9= p gewihlt hat. — Was vollends die Ungleichungen (6)
betrifft, so ist hier schon ganz willkiirlich, was man als gesteigerte oder
verminderte Widerstandsfihigkeit ansehen will.

Rekapitulierend sieht man also: Geht man von einer Parameter-
wahl (g,6) zu einer andern iiber, so kénnen sich umkehren:

1. der physikalische Sinn dessen, was man Versuch I und Ver-
such II nennen will;

2. die physikalische Deutung des resultierenden Ungleichheits-
zeichens im Sinne gesteigerter oder verminderter ,, Widerstandsfiihigkeit®
im Versuch II. Wenn also eine allgemein giiltige Formulierung des
Le Ch.-Br.-Pr. tiberhaupt moglich ist, so ist sie nicht anders moglich,
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als bei wohlpriizisierter Wahl des Parametersystems. Da Braun seinem
Beweis eine solche Einschrinkung der Parameterwahl nicht
vorangestellt hatte, so war ausgeschlossen, dass sein Beweis
zum Ziel fiihren konnte.

§ 5. Die iibliche Wahl der Parameter und ihre Beziehung zum
Le Ch.-Br.-Pr. Als Zustandsparameter fiir das in § 2 betrachtete elastische
Prisma bieten sich wegen bequemer Messbarkeit zunichst folgende Grossen
dar: 7, x,, @, x;. In energetischer Hinsicht besitzen die Grossen x,,z,,x;
folgende Eigentiimlichkeit: Wenn — bei beliebig variierendem 7" —
alle Grossen z konstant bleiben, so erfolgt kein Arbeitsaus-
tausch zwischen dem gegebenen System und der Aussenwelt.

Es seien yy,v,,y; die Krifte, mit denen das elastische Prisma (bei
einem bestimmten Kompressionszustand seine Dimensionen zy,z,, x5 zu
vergrossern strebt. Das Parametersystem: 7, y,, #,,y; wiirde der er-
energetischen Bedingung bereits nicht mehr entsprechen: Wenn 7' bei
konstantem v,,%,,%, variiert, so éndern sich infolgedessen die Dimen-
sionen x, x,, x;, und das Trinzip gibt also Arbeit ab. Man kann die
Grossen 7y, ¥s, s auch definieren als Koeffizienten bei dz;, d2,, dz;
im Ausdruck fiir die vom System abgegebene unendlich kleine Arbeit:

04 = y, 0z, + y, 6, + Y3 0.

Erfahrungsgemiss (!) kann man fiir jedes thermische System
zur Charakterisierung seiner Gleichgewichtszustinde neben 7' noch #
solche Zustandsparameter z,...x, wihlen, welche die erwihnte ener-
getische Eigenschaft besitzen!). Im folgenden wenden wir die Be-
zeichnung ay,%, ..., ausschliesslich auf Parameter dieser Be-
schaffenheit an. Die unendlich kleine Arbeit, welche das System
leistet, wenn es aus dem Zustand 7z, ...z, in den Zustand 7-}-d7,
z, +dx, ...z, + dz, ibergeht, wird also durch die Formel ausgedriickt:

JA — thdx},, )

welche kein Glied von der Gestalt ©d7' enthilt. Die Grissen ...,
sind die Verallgemeinerung der Krifte v,,7,,7; im Falle des elastischen
Prismas (und des Drucks im Fall des Gases). Man darf wohl sagen,
dass in allgemeinen thermodynamischen Untersuchungen gerade das
Parametersystem 7z, ...z, am hiufigsten benutzt wird, in jedem Fall
aber als Ausgangssystem dient.

1) Helmholtz: Die Thermodynam.-chem.Vorginge (1882) (Ostwalds Klassiker
Nr. 124 oder Gesamm. Abh. III, S, 958) im ,Nachtriigl. Zusatz“. — H. A.Lorentz
(Ges. Abh.) Uber den II. H. S. § 11.
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In der nachstehenden Tabelle sind die resultierenden Ungleichungen
zusammengestellt fiir die drei typischen Kombinationen (g, ), welche
bei der eben besprochenen Parameterwahl moglich sind.

Tabelle 2.

(¢, 0) (@n, T) (T, =) (@, @)
Vorgegebene Anderung Sy 68 Sy
Versuch 1 dT'=o0 0%k =0 dxp =0
Versuch II d8=o0 dyr = o0 dyr=o0

|dr 224 |6 T [ 22
Resultierende Ungleichung f f Z
|01 23 |0 7| |0y 2|

I ———— WL EE R

Bemerkungen: 1. Weiter unten werden wir zeigen, dass die an-
gefiihrten Ungleichungen ganz allgemein bewiesen werden kionnen. Im
Augenblick kann man sich damit begniigen, sie an einzelnen Beispielen
zu priifen, z. B. am Falle eines elastischen Prismas.

2. Die dritte Ungleichung hat das entgegengesetzte Vorzeichen wie
die Ungleichung («) in § 1. Wenn wir % und % alle Werte 1 bis »
durchlaufen lassen, erhalten wir 7 (»—1) verschiedene Fille dieser
Ungleichung.

3. Die erste und zweite Ungleichung stimmen ihrem Richtungssinn
nach mit Ungleichung (@) in § 1 iiberein. Sie reprisentieren 27 Fille.

4. Uber die Deutung dieser verschiedenen Ungleichungen im
Sinne ,,vergrosserten Widerstands® vergleiche man die Bemerkung 6 zu
Tabelle 1.

Wir kénnen also sagen, dass bei der geldufigsten Parameter-
wahl, ndmlich der Wahl 7, z,...x,, nur in 2n Fillen die Un-
gleichung (¢) in § 1 erfiilllt wird, wihrend in »n(z— 1) Fillen
sich das entgegengesetzte Ungleichheitszeichen ergibt. Nur
fiir » = 1 ist die Ubereinstimmung stets vorhanden.

§ 6. Das Parametersystem S, z;...x, Wenn wir uns die Be-
merkungen zu Tabelle 1 und 2 vergegenwiirtigen, so sind wir ohne
weiteres imstande, uns solche Parametersysteme auszuwihlen, dass
schon alle resultierenden Ungleichungen ein und denselben Richtungs-
sinn aufweisen. Zuerst wollen wir das Parametersystem S, z, 2,...z,
betrachten. Die entsprechende Tabelle sieht so aus:
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Tabelle 3.

(,9) (@, ) (S, ) (@, )
Vorgegebene Anderung SYn 0T Sy
Versuch I 08:= dxr =10 dxr =0
Versuch II Vias=ro dyr = o oYyr = 0

J |01z 22| |01 8| |O1c 20 |
Resultierende Ungleichung z _>_ >
|01 22| |01 8] |01 24|

Bemerkungen: 1. Diese drei Typen von Ungleichungen reprisen-
tieren zusammen 27 - 7 (n —1) Félle. Sie alle haben den entgegen-
gesetzten Richtungssinn wie Ungleichung (¢) in § 1.

2. Wenn wir auf das Beispiel des elastischen Prismas zuriickgreifen

[#=38, 2n+ n(n—1)=12], so konnen wir den physikalischen Sinn
der zwolf erhaltenen Ungleichungen folgendermassen formulieren: Bei
Wahl des Parametersystems S, z;, ,...2, entspricht dem Ver-
such II in sdmtlichen zwolf Fillen eine gréssere thermische,
bzw. elastische Kapazitit als dem Versuch L

§ 7. Das Parametersystem 7, v, ¥,...%, Die resultierende Un-
gleichung fiir diese Parameterwahl findet man in der folgenden Tabelle.

Tabelle 4.

(¢, 0) mT) (T, yr) Yns yr)
Vorgegebene Anderung dxn 88 oz
Versuch I dd =0 0Yr = 0 0Yp = 0
Versuch I 08 =o dxr=o0 dxp =0

011 Yn |0 T'| |d1x ya|
Resultierende Ungleichung z 3 Z
|9 Yl [0 7’| (01 Yn|

Bemerkungen: 1. Alle Ungleichungen haben gerade so wie in
Tabelle 3 alle das entgegengesetzte Zeichen wie Ungleichung (a) in § 1.

2. Wenn wir auf das Beispiel des elastischen Prismas zuriick-
greifen, so konnen wir den physikalischen Inhalt der resultierenden
zwolf Ungleichungen so formulieren: Bei Wahl des Parameter-
systems 7, y,...y, entspricht dem Versuch II in allen zwiolf
Fillen eine kleinere thermische, bzw. elastische Kapazitit als
im Versuch L
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Der scheinbare Gegensatz zwischen diesem Resultat und dem Re-
sultat von § 6 verschwindet, wenn man beachtet, dass beim Ubergang
von S,z ...z, zu T,y, ...y, die Versuche I zu Versuchen II und die
Versuche II zu Versuchen I werden.

§ 8. Heranziehung des Begriffs Intensitits- und Quantitétspara-
meter. Die Resultate der letzten drei Paragraphen lassen sich leichter
zusammenfassen mit Hilfe der Mach-Helm-Ostwaldschen Unter-
scheidung zwischen ,Intensitits“- und ,Quantitits“parameter?). Kine
mich vollig befriedigende Definition dieser Begriffe habe ich weder in
der Literatur finden kionnen, noch auch selber zustande gebracht. Wir
diirfen uns deshalb vielleicht darauf beschrinken, in der iiblichen Weise
diese Begriffe durch Beispiele zu charakterisieren. Als Intensitits-

. parameter gelten Druck, elastische Krifte (stress), die Kapillarititskon-

stante, Potential eines Konduktors, elektromotorische Kraft eines Ele-
ments, osmotischer Druck. — Als entsprechende Quantitéitsparameter
gelten: Volumen, Deformation (strain), Oberfliche, Elektrizititsmenge,
zeitliches Integral des Stroms, Konzentration.

Soweit die Begriffe Intensitits- und Quantititsparameter durch
diese Beispiele iiberhaupt definiert sind, kann man auch die in § 5
erwihnten Parameter z, ...z, und %, ...y, — die erstern zu den
Quantitits-, die letztern zu den Intensititsparametern zihlen. Ausserdem
gehort natirlich 77 zu den Intensititen, S zu den Quantititen. Auf
diese Weise lassen sich die drei bisher betrachteten Parametersysteme
folgendermassen kennzeichnen:

S, x; ...z, reines Quantititssystem,
T, y; ...y, reines Intensititssystem,
T, z, ... ¢z, gemischtes System.

Bei den beiden reinen Systemen hatten die resultierenden Ungleichungen
immer - einen und denselben Richtungssinn. Beim gemischten Para-
metersystem ergaben die Kombinationen (7} ;) und (2, 7') einen
Richtungssinn und die Kombinationen (z,, ;) den entgegengesetzten.

§ 9. Systematische Analyse des Le Chatelier-Braun-Prinzips auf
Grund der thermodynamischen Reziprozititssitze. Wihrend wir bis
hierher induktiv verfuhren, wollen wir jetzt die gewonnenen Aussagen
auf Grund der beiden Hauptsitze der Thermodynamik beweisen und
verallgemeinern. Unser Weg fithrt uns da zunidchst zu den Rezipro-
zititssitzen der Thermodynamik?).

1) G. Helm, Energetik, Leipzig 1898, S. 266.
?) Siehe z.B. Enzykl. d. math. Wissensch. V. 3. Bryan, Thermodynamik.
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Es sei: n
1

die Arbeit, welche das thermische System bei einer unendlich kleinen
Zustandséinderung leistet und d¢) die Wirmemenge, welche es dabei
aufnimmt. Wenn U die Energie, S die Entropie des Systems ist,

so ist:
(I. Hauptsatz) 60U =dQ—d4, (8)
(II. Hauptsatz) d@Q = 7TdS. 9)

Also aus (7), (8), (9):
U = Té8 —2_«,,, 0z, (10)
1

Die erwihnten Reziprozititssitze werden aus der Forderung abgeleitet,
dass dU ein vollstindiges Differential sei:

orT i Oy . Oyn _ Oy
i 0 b3, e
Mit Riicksicht auf das Folgende fiigen wir gleich die Ungleichungen:
bT byh
g = dids el (12)

hinzu, die man erhilt'), wenn man die Forderung stellt, dass das be-
trachtete Gleichgewicht nicht labil (also stabil oder wenigstens indiffe-
rent sei). Die Beziehungen (11), (12) bekommen ein viel iibersicht-
licheres Aussehen, wenn man setzt2):

zyg = — 8, (13)
yo = +T. (14)
Dann schreiben sich (10), (11), (12) folgendermassen: '
$U = — Dy, 0, A
0

Parameter: | 54, Dy -
Loy Byone B | Dty . D2 (B)
a2 (©)

bxh P

1) Die erste Ungleichung besagt, dass die Temperatur jedenfalls nicht sinkt,
wenn man bei konstant gehaltenem z dem Koérper Wirme zufilhrt. Die zweite
Ungleichung besagt, dass die Kraft y, welche # zu vergrossern strebt, bei Ver-
grosserung des x abnimmt oder hochstens konstant bleibt.

%) Die allgemein akzeptierte Methode, die dem Korper zugefiihrte Wirme
und abgenommene Arbeit als positiv zu rechnen, ist inkonsequent und erklirt
sich historisch wohl nur aus dem maschinen-technischen Ursprung der Thermo-
dynamik. Die Festsetzungen (13), (14) kompensieren diese Inkonsequenz und lassen
zugleich hervortreten, dass die Entropie Quantitiit, die Temperatur Intensitit ist.

An -~ -~ -y =% o’ = |
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Es ist dann leicht, zu andern Parametern iiberzugehen. Zunichst zu
den Parametern: y,(=1T"), ¥; +.. Yu:

J ( U _I' § Yn xh) e 2 Zn d‘yln (Al)l)
0 0
Parameter: dz, d, B’
YorY1-+-Yn | dy, ~— Oy’ ()
b$h 4
<0 C
N0 )

Wir wollen schliesslich auch noch den allgemeinsten Fall eines ge-
mischten Systems betrachten: Den Fall, wo als Parameter irgend
welche ¢ der Grossen y und diejenigen (7 -+ 1—¢)-Grossen = ge-
nommen werden, fiir welche die restierenden y; Koeffizienten im Aus-
druck 64 sind. Die erstern dieser Grossen wollen wir mit 7y, 7, ... 7,
die letztern mit a; i, ... 2,41 bezeichnen, wobei die Indices eine ganz
andere Bedeutung haben mogen als in den frither betrachteten Fillen.
Wir erhalten dann:

JdA =27]r d§, +2 Yn 0y, 4"
Parameter: J ( U+2 ”"gf) =2 & 07, _2 Yn 02, (A”)

”717 ol n‘ bgr — bgs bgr — _byh E& — % (Bn)
gty oo Tur | OM, On;’ Dy o, Oz oz’

bgr - b?/n ’”

b’]r é O, bxh é 0, (C )

hierbei lduft » von 1 bis #, 2 von #- 1 bis - 1.
Bemerkungen: 1. Je nach der Wahl der Parameter losten als
thermodynamisches Potential folgende Funktionen einander ab:

" i
U, U+ >ywn, U+ 06
0 1

Die Reziprozitiitssiitze (B), (B"), (B”) sind die hinreichenden und not-
wendigen Bedingungen fiir ihre Existenz.

2. Es ist beachtenswert, dass in der mittlern der Gleichungen (B”)
die rechte und linke Seite entgegengesetztes Vorzeichen aufweisen.

§ 10. Fortsetzung. Mit Hilfe der Bezeichnungsweise (13), (14)
lasst sich die ganze Tabelle 3 auf ihre letzte Kolumne reduzieren, nur

1) Der tB)ergang von (A) zu (A") und weiter zu (A”) ist jene selbe (Legendre-
sche) Berithrungstransformation, durch welche man in der Mechanik von den La-
grangeschen zu den Hamiltonschen Gleichungen iibergeht.
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dass 2 von 0 bis »-41 laufen muss. Dabei gewinnen die resul-
tierenden Ungleichungen der Tabelle 3 ein einheitliches Aus-

sehen, ndmlich:
|Onzs| 2 |0ixs| (R=0,1...%) [zs, ;]

Ganz analog lassen sich die Ungleichungen der Tabelle 4 ein-
heitlich darstellen in der Form:
| Ouyn| 2 [Oya]-  (h=0,1...u) [¥s, Y]

In dieser Formulierung wollen wir die in den Tabellen angegebenen
Ungleichungen aus den Beziehungen (A), (B), bzw. (A"), (B") ableiten.

Parameter %,y ®; ... Ty.

Es sei zur Abkiirzung gesetzt:

o :
dann ist:
Fﬁr VeI‘SllCh I: Jyh p— _plbh (SIZ,,. (16)
Yiir Versueh II: { O0Yn = Prun Oy, —+ Pux (f‘nxk, (17)
0 = prn Ouy + Prr Ouy . (18)

Hierbei ist in (16) und (17) dy, die ,vorgegebene Anderung®, und
Gleichung (18) formuliert die Forderung, dass im Versuch II dy, = 0
sein soll (d. h. «; ,sich selbst iiberlassen® sei).

Aus (16), (17), (18) erhalten wir durch Elimination von dy, und
dna; folgende Beziehungen zwischen d;z, und dyz,:

s - (Pan Prx— Pun Pur) = PunDrx - 01 - (19)
Mit Benutzung von (B) und (C):
PrnPrr Z 0 (20)
PenPur = Dhe = Pin 2> 0. (21)
Es folgt daraus weiter, dass:
| Pri Prx— Prnpin| < | praprr| - (22)

Wenn wir auf beiden Seiten der Gleichung (19) den Absolutwert
nehmen, so folgt aus ihr, bei Beriicksichtigung der Beziehung (22), die
Giiltigkeit der Ungleichung [, =]

Parameter ¥,, 9; ... Yn-
Ganz analog hat man hier bei Verwendung der Abkiirzung:

-

0x, i
L. =qhk~ (10)

byh
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Fiir Versuch I:  dz, = @41 0195 - (16"
B\ W e shhe 1 { 0z, = QunOuYn + qur O Y s (17:)
0 — Qrn 6H?/h+Qkk 6nyk, (18 )

dn?/h- (qhh(Ikk——Qkh ) = dlyh-th Qrk- (19’)

Aus (A, (B): ]
thQkkg 0, (207

Qirn Qe =— Qik s Qih _Z 0, (21')

und somit: 4
|Q'1.h Qkk—(]thkhl é \(1;.1. qul- (22 )

Nehmen wir in Gleichung (19) Absolutwerte beider Seiten und
beriicksichiigen (22°), so bestiitigen wir die Ungleichungen [y, v).

Parameter 7; ... Nz, Lig1 oo Typt1s
Hier sind vier Kombinationen fiir (g, 6) méglich: [#,, %], [, x|,
[#1, n.], [zn, ). Indem wir hier genau ebenso verfahren wie in den
beiden andern Fillen, gewinnen wir leicht aus (A”) und (B”) die ge-
suchten Ungleichungen. Nur kommt hier der Umstand in Betracht,
dass in der mittlern der Ungleichungen (B”) die rechte und linke Seite
entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. Auf diese Weise gewinnt man
fiir die vier typischen Fille folgende Ungleichungen:

| Oum, | 2> | Ouye |, [, 7] 5
| un, | < | b, |, (2. xk] )
| Ouy| < | 6inl, (@, 7.]
| Ouzn | > | draal, [@ny @] -

Die Ungleichungen, die zu einem der ,gemischten® Typen
(y, ), (x, y) gehoren, haben das gleiche Zeichen wie die Un-
gleichung (a) in § 1.

Die Ungleichungen aber, die zu einem der ,reinen“ Typen
@, ¥), (@, x) gehoren, haben ein der Ungleichung («) in §1
entgegengesetztes Zeichen.

Im Falle (y, y) und im Falle (z, y) zeigt der direkt angegriffene
Parameter im Versuch II eine erhohte Widerstandsfihigkeit in den
Fillen (y, ), (z, z) eine verminderte Widerstandsfihigkeit (vgl. die
Bemerkungen zu Tabelle 2).

§ 11. Bemerkungen iiber die praktische Anwendung des Prinzips
einerseits und seine Formulierung im TUnterricht anderseits. Den
Resultaten, zu denen wir in den §§ 2—5 gelangt sind, scheint die
wohl unbestrittene Tatsache zu widersprechen, dass das Le Chatelier-

Zeitschrift f. physik. Chemie. LXXVII, 16
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Braun-Prinzip sich fiir die Untersuchung von Reziprozititseffekten
so ausserordentlich oft als guter Fiihrer bewihrt hat: da die Richtung
der resultierenden Ungleichung von der zufilligen Wahl des (g, 6)-
Typus abhéngt und schon im geldufigsten Parametersystem (7] z; ... z,)
beide Richtungen der Ungleichungen vorkommen, so miisste man doch
erwarten, dass man bei praktischen Anwendungen des Prinzips hiufig
das unrichtige Vorzeichen erhilt.

Eine aufmerksame Beobachtung gibt uns die Losung dieses schein-
baren Paradoxons: In den Fillen praktischer Anwendung benutzt
niemand das Prinzip in seiner abstrakten Form, sondern ldsst sich von
ihm nur zu einer bestimmten Art von Vergleichen leiten. Neue Fille
l6st man nach Analogie mit alten und gut bekannten. Dabei
stellt man instinktiv dem Typus (p, 6) im neu zu untersuchenden
Fall den analogen Typus (¢, 6) eines bereits bekannten Falles gegen-
iiber, z. B. dem Typus (7, ) den gleichen Typus (7, ). Wegen des
anschaulichen Gegensatzes der y und x vergreift man sich hier nie-
mals. Auf diese Weise erhalten wir fiir die resultierende Ungleichung
des neuen Falls unfehlbar den richtigen Richtungssinn und bemerken
gar nicht, dass er beim Ubergang von einem Typus (¢, 6) zu einem
andern wechselt, d. h. dass im Versuch Il sowohl der alte als der neue
Fall einmal erhohte ,Widerstandsfdhigkeit®, das andere Mal eine
,Anpassungsfihigkeit zeigt, und dass also beide Arten des Ver-
haltens nicht so ohne weiteres unter eine gemeinsame abstrakte For-
mulierung zu bringen sind.

Ganz anders steht die Sache, wenn gerade die abstrakte Formu-
lierung im Vordergrunde des Interesses steht, wie z B. bei der theore-
tischen Behandlung des Prinzips in einem Lehrbuch oder in der Vor-
lesung: hier kommt gleich zum Vorschein, dass keine der bekannten
Formulierungen des Prinzips so recht klappen will. Weder der Hin-
weis auf das Prinzip der Aktion und Reaktion (Nernst), noch auf die
Plausibilitit eines ,Prinzips der moglichsten Erhaltung des Zustands*
(Weinstein) noch auf das in der Natur allgemein beobachtbare ,,Akkom-
modationsvermogen“ (Chwolson) fithrt zum Ziel.

Ist es aber iiberhaupt notwendig, sich um eine einwandfreie For-
mulierung dieses Prinzips zu bemithen? Jedenfalls lidsst sie sich nur
durch eine grosse Komplikation erreichen, indem man vor allem In-
tensitits- und Quantitidtsparameter trennt!). Wenn man sich aber schon

1) Man wiirde da vor allem konsequent nur (y, y)- oder (z, z)-Typen zulassen.
Da aber x, (die negativ genommene Entropie) kaum als Zustandsparameter gewiihlt
werden wird, sondern in der Regel y, (= T'), so wiirde sich dann schon empfehlen,
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dazu entschliesst, so kann man lieber gleich die Reziprozitiitssitze selber
einfithren!), die ja doch quantitativ das ausdriicken, was das Le Ch.-
Br.-Pr. bestenfalls nur qualitativ beschreibt.

Vielleicht aber liegt die Bedeutung dieses Prinzips als Fiihrer fiir
experimentelle Untersuchungen reziproker Effekte und fir die ent-
sprechende Trainierung unserer Phantasie zum Teile wenigstens gerade
in seiner dehnbaren Formulierung: so notigt es uns, zum konkreten
und deshalb fruchtbaren Vergleich jedes neuen Falls mit einem
passend gewiihlten alten Fall unsere Zuflucht zu nehmen, was bei einer
einwandsfreien Formulierung des Prinzips nicht geschehen wiirde. Der
richtige Kern des Prinzips liegt darin, dass jeder neue (o, ¢)-Fall sich
wirklich immer wie der alte (g, 6)-Fall vom gleichen Typus verhalten
muss. Das Le Chatelier-Braun-Prinzip ist eben lange keine scha-
blonenmissig anzuwendende Regel, sondern ldsst uns in jedem Fall
noch eines zum Entdecken iibrig: das- richtige Zeichen der Un-
gleichung!

Anhang.

1. Die fur die Thermodynamik so fundamentale Unterscheidung
zwischen Intensitits- und Quantititsparametern 7, bzw. x; bediirfte
einer axiomatischen Bearbeitung; etwa in der Art, wie sie kiirzlich
C. Caratheodory?) fir andere Begriffshildungen der Thermodynamik
geliefert hat.

2. Die in § 9 und § 10 entwickelten Rechnungen lassen sich un-
mittelbar auf die Elektrodynamik quasistationirer Strome iiber-

konsequent den (y,y)-Typus als (g, o) zugrunde zu legen. Man kiime so zu fol-
gender Formulierung: Es sei ein stabiles oder indifferentes Gleichgewicht eines
thermischen Systems durch die Werte der (n - 1)-Intensititsparameter y, (= T'),
Yy - ..y, festgelegt. Alle y mit Ausnahme von y, und y, mdgen unbedingt kon-
stant gehalten werden. Es werde der zur Intensitiit y; gehorigen Quantitiit x; eine
bestimmte Anderung dx; erteilt. 1w, ist dann die direkt angegriffene Inten-
sitit. Die Intensitit yz werde dabei das eine Mal festgehalten (Experiment I:
dyr = 0), das andere Mal ,sich selbst iiberlassen® (Experiment II: dz; = 0)
Das Prinzip besagt dann, dass ausnahmslos gilt:

|Ort¥n| > [ 919|-
Physikalischer Sinn dieser Ungleichung: Erh&hte Widerstandsfihigkeit des hten
Freiheitsgrades im Experiment II. — Ich fiithre diese Formulierung nur an, um zu

zeigen, wie kompliziert sie ausfiillt.

) Man beachte, eine wie einfache Gestalt sie bei Einfiihrung der Bezeich-
nungsweise (13), (14) annehmen; vgl. (B) mit (11).

%) Math. Ann. 67, 355—386 (1909). ,,Untersuchungen iiber die Grundlagen

der Thermodynamik*.
16*
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tragen. Hierbei tritt an die Stelle von « die elektromagnetische Energie;
die Stromstéirken 7, sind als Intensititen y, zu behandeln, wihrend die
Rolle der =z, von den entsprechenden ,elektrokinetischen Momenten* s,
iibernommen wird. Man gelangte so zu einer Analyse der Lienzschen
Regel. — Ganz ebenso kann man zu den Reziprozititssitzen iibergehen,
die Helmholtz fiir die zyklischen Systeme abgebildet hat?).

3. Alle diese Entwicklungen beruhen auf der Existenz entsprechen-
der Potentialfunktionen. Nun scheint es aber auch Reziprozitits-
effekte zu geben, die wesentlich an irreversible Prozesse ge-
kniipft sind (vgl. einige Beispiele dazu in den C. R. Noten von Le
Chatelier). Sie diirften schwerlich durch die Existenz von ent-
sprechenden Potentialfunktionen bedingt sein. Ich mdchte deshalb her-
vorheben, dass unsere Untersuchungsmethode nicht ohne weiteres im-
stande wire, derartige Reziprozititseffekte zu klassifizieren und zu
begriinden. '

1) Helmholtz, ,,Die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten
Wirkung®, § 4 in ges. Abh. III, p. 231. Hertz, Mechanik, § 568 u. folg. (enthilt
einige Versehen). J.J. Thomson, Anwendung der Dynamik auf Physik u. Chemie,
p- 98 u. folg.

Petersburg, den 8./21. April 1911.
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