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evenredig met U'^, volijens andere met eene iets lagere macht;

Reynolds b.v. vindt voor deze U^-^.

Hoe nu de weerstand evenredig kan zijn met deze lioogere machten

der snelheid is nog niet zoo opgehelderd als men kan verlangen.

§ 2. Yan wei keu aard de vloeistof beweging bij groote snelheden

wordt, is vooral door de schoone proeven van E,eynolds ^) duidelijk

geworden. Nog steeds kan eene beweging, overal evenwijdig aan

de as, aan de bewegingsvergelijkingen voldoen ; inderdaad kan men,

zonder met deze in strijd te komen, bij eene beweging zooals die

bij een klein drukverschil werkelijk bestaat, alle snelheden met een

constanten factor van willekeurige grootte vermenigvuldigen.

Door de bedeelde proeven is echter bewezen, wat ook op theo-

retische gronden is in te zien, dat de aldus verkregen bewegingen

labiel zouden zijn, dat dus, wanneer zij voor een oogenblik bestonden,

kleine veranderingen in den toestand, door deze of gene stoornis

ontstaan, zouden aangroeien. Men kan dergelijke veranderingen iu

de beweging opvatten als nieuwe bewegingen die op de oorsprouke-

lijke worden gesuperponeerd. Daar men uit de theorie kan afleiden

dat deze bijkomende bewegingen slechts bestaan kunnen, als hunne

hoeksnelheden van Ü verschillend zijn, en daar de waarneming leert

dat werkelijk bij groote snelhedeu in buizen en open kanalen deelen

der vloeistofmassa eene wentelende beweging aannemen, kunnen de

nieuwe bewegingen als „wervels" worden aangeduid, al moet op-

gemerkt worden, dat ook reeds bij de in § 1 genoemde strooming

hoeksnelheden bestaan en dat ook deze strikt genomen eene wervel-

beweging is.

Gebruiken wij intusschen thans het woord „wervels" alleen in

den aangegeven zin, dan hebben wij ons voor te stellen, dat bij

eene snelle strooming door eene buis gelijktijdig eene beweging met

snelheden evenwijdig aan de as en eene wervelbeweging bestaat.

Van de eerste hangt de hoeveelheid vloeistof af die door eene door-

snede van de buis sti'oomt en uit een practisch oogpunt van het

meeste belang is ; zij moge de „hoofdbeweging" genoemd worden.

Deze strooming nu zal, juist onder den invloed van de gelijktijdig

bestaande wervelbeweging, andere wetten volgen dan de eenvoudige

in § 1 genoemde beweging; met name zal het verband tusschen

weerstand en snelheid anders worden dan in de wet van Poiseuillk

is uitgedrukt.

1) An experimeutal iiivestii;iitiou of the (.ürciiuistauces which cletermiiie wliethec llie

motiüu of water shall be direct or sinuous, and of the !a\v of resistauee iu parallel

L'luiiinels. PLil. Trans., Vol. 171, p. «35, 1SS3.
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§ 3. Hoe men tot de bewegingsvergelijkingen kan geraken,

waaraan de hoofdbeweging, op zich zelf l)eschouwd, voldoen moet,

heeft Rkynolds ') doen zien.

Stellen wij de werkelijke waarden van de stroomeoniponentcin en

den druk voor door ««, v^ w en p^ de dichtheid door q en den coëffi-

ciënt der inwendige wrijving door </, dan hebben wij vooreerst

^+'r^+'f =« (1)
O.C oy oz

L ö« cVï ü»/ 05 -I O'' O'' o»; 02

waarin ^Y^^^ Xy, X;. enz. de van de wrijving afhankelijke spannings-

componenten zijn Door invoering van de waarden

O-''

A-.=

gaat (2) over iu

(' — + -r~ + -— + ^.— =- — -\'/'L >h 011/.. . (2 )

Lof O'' i\'y o- J u'-

Wij kunnen, onder t een z<!ker vastgesteld tijdsveiloo|i vorstaamle.

in elk punt .r, //, z en op elk oogenblik t de waarden

_ 1 r - 1 r - 1 r
10 d t

< — i T

opmaken en deze de gemiddelde imarden der snelheidscoiiiponentcn

in dat punt op den tijd t noemen. Of wel, wij kunnen een eindig

of oneindig groot aantal punten in de nabijheid van P beschouwen,

onder dien verstande dat wanneer men voor P een anderen stand

P' kiest, deze geheele groep van punten met behoud van de onder-

') ün tlie (lyuiuiüciil tlieory ot' iiicumprcssible viscoiis lluid;^ mid tliu dcteriiiiiialion

ui' the criteriun. riiil. Traiis., Vul. 18(), p. J3.'i, 18115.
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liiige standen zich mede verschuift, en onder de middelwaarden

ih V, w veriitaan het gemiddelde der waarden die elke der stroom-

coniponenten in al de punten dezer bij jP behoorende groep aanneemt.

Zoo er aanleiding- toe bestaat kunnen wij ook eerst op de eerst-

genoemde wijze de middel waarden van «, ?', w over het tijdsverloop

T, vervolgens van deze weder de middelwaarden over een groep van

punten nemen, en wat men aldus verkrijgt door «, y, w voorstellen.

§ 4. Wij zullen aannemen dat de definitie der niiddelwaarden

— door keuze van den tijd z of van de groep van punten — zoo

kan worden gegeven, dat uit de middelwaarden de „wervelbeweging"

wegvalt en alleen wat wij de ^hoofdbeweging" genoemd hebbeu, over-

blijft. Of, juister gezegd, wij onderstellen dat de gemiddelden op

zoodanige wijze kunnen genomen worden dat eene beweging met

de gemiddelde snelheden, die wij kortheidshalve de „gemiddelde"

beweging noemen, aanmerkelijk eenvoudiger is dan de werkelijke

beweging. Wij noemen die gemiddelde beweging dan de hoofdbe-

weging, en de beweging, die nog naast de gemiddelde bestaat, de

wervelbeweging.

Wanneer eenmaal is vastgesteld, hoe de gemiddelde waarden vau

«, V en IV zullen worden opgemaakt, kunnen wij eveneens van elke

grootheid die liij het vraagstuk te pas komt en van x^ y, z, t afhangt,

op dezelfde wijze als van u, v, w de middelwaarde nemen. Wij

zullen deze middelwaarden in het algemeen aanduiden door boven

het teeken, dat, de beschouwde grootheid voorstelt, eene streep te

plaatsen. Verder onderstellen wij dat de middelwaarden aldus ge-

definieerd worden dat

Örp ö^ Ö/' ö'p ,.,.

_- z^ _ ,
— = — , enz. l-j;

ö« öt dl- öi'

wat b.v. Inj de straks genoemde definities het geval is.

Terwijl nu k, 7-, w, p de middel waardon zijn, zullen wij voor

de werkelijke waarden stellen

u = M + ?(', y =: t' + r', IV — 10 -{- w', p = p -\- p, .... (4)

zoodat II', v', w' (en, zoo men wil, ook //) bij de wervelbeweging

behooren.

§ .5. i\Ien zal nu uit de bewegingsvergelijkingen formules afleiden

die de gemiddelde beweging nader bepalen, door eenvoudig van eiken
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tei'iii (lezer vergelijkingen de gemiddelde waarde te nemen en daarbij

de betrekkingen (3) in het oog te houden. Wat de termen betreft,

die alleen de eerste macht van m, v, tv bevatten, verkrijgt men dan

eene zeer eenvoudige uitkomst; de termen echter met ii-, uv, enz.

vereischen nadere overweging. Wij zullen daarbij nog eene ver-

eenvoudigende onderstelling invoeren, nl. dat de wervelbeweging

veel sneller van punt tot punt of van oogenblik tot oogeublik

wisselt dan de hoofdbeweging en dat men dus, over het tijdsverloop

of voor de groep van punten, die bij het opmaken der middelwaarden

te pas komen, en die zoo moeten zijn dat de snel wisselende wervel-

beweging uit het gemiddelde wegvalt, de gemiddelde beweging zelf

als constant mag beschouwen. Daaruit volgt b.v.

en — men neme slechts van beide leden der eerste vergelijking

(4) het gemiddelde —

Heeft men nu n^ te zoeken, dan vervangu men eeist /( door

u + u', zoodat men het gemiddelde van

ü -\- 2 u u' -j- u"

te bepalen heett. Daar ü als eene constante beschouwd kan worden

is de gemiddelde waarde van rr door het teeken «'•^ zelf voor te

stellen, en verkrijgt men voor de middelwaarde van ü u'

U u' := 0.

Derhalve wordt

ï^ = «'^ + ï?2

en evenzoü vindt men b.v.

tlV '^ U V -\- II' v'

Uit de vergelijkingen (1) eu ('2') volgt ten slotte

^'
H-

^' + ^" = (v, (r>)

Ö'-
d!J Ö5
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r Öw 1
Ó («')

, Ö (m e)
. biuw)l __

(«)

— V + /' ^ " - i' ~^r:r "I \ ^
ö^ ' L ö^ öy Ö5

ODZ.

Dit zijn Je betrekkingen die door Osborne Reynolds zijn opg-e-

steld. Zij ondersclieiden zich van de vergelijkingen voor de werke-
lijke beweging door het optreden der termen in het tweede lid,

die met (> vermenigvuldigd zijn.

§ 6. De vorm dezer bijkomende termen leidt er toe de formules

in denzelfden vorm te schrijven als de vergelijkingen (2), nl. in

den vorm

du
I

öi"')
I

ö(uv)
I

d(iiro)\ dp
,
ö^x ,

ö-Xy . ÖX;

L Ot O'' Öf/ Öï J Öl'' ö*^ ö^ o

enz., waarbij dan nu

V o Ö" -Tl

\, = fl { — +-—] — IJ U 10.

. 0~ Ö't' •

eijz. wordt.

Men kan derhalve de hoofdbeweging op zich zelf behandelen,

als men maar aanneemt dat de spanningscomponenten daarbij niet

alleen de door de gewone uitdrukkingen

2 ju— , ui — -|- — I , enz.

O.B ^ Ö^ Ö'-'

bepaalde waarden hebben, maar dat de wervelbeweging nog als het

ware nieuwe spanningscomponenten

— (j u"^, — e v'v'

te voorschijn roept.

Deze opvatting ligt ook zeer voor de hand, als men bedenkt dat

3

Verslagen der Afdeeling Natuurk. Dl. VI. A". 1S97/ÜS.
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§ 7. BüUSSiNESQ 1) heeft de vergelijkingen voor de gemiddelde

beweging opgesteld op een wijze, die eenige overeonkomst met de

bovenstaande vertoont. Hij stelt daarbij (p. 29), m.i. minder geluk-

kig, de gemiddelde versnellingsconiponenteu voor door

du — dil' — du — du
TT -{- li — -{- V — -\- w -~, euz.

;

dt Oa- dy ds

hij neemt nl. aan dat de niiddelwaarde vau

,
du' du' du'

O is. Wegens de continuïteitsvergelijking, waaraan ook ;«', v', w'

voldoen, kan men voor (9) schrijven

ö ju'^) è ju' v') d{u' 10)

dx + dy + dz

en de middelwaarde daarvan is niet O, maar

^ ju'^) , t> {u' v')
, d {u w ')

dx
"^

dy '^ de^'

Door deze uitdrukking te verwaarloozen laat dus BoussiNESQ

juist datgene weg-, wat ons tot de termen met «', v', w' in de for-

mules (6) geleid heeft. Hij maakt dit intusschen weder eenigszius

goed door aan te nemen, dat do wervolbeweging op eene of andere

wijze eene wrijving, naast de gewone, teweegbrengt, en dat dus

aan de spanningscomponenten

du fdu . dv\

zekere van de wervel beweging afhankelijke waarden moeten worden

toegevoegd. Hij neemt nu echter aan, dat deze waarden op der-

gelijke wijze als de bovenstaande van de differentiaal-quotiënten

—
,
—

,
enz. afhangen en dat dus voor de totale spauningscompo-

dx dy

neuten mai

1) Essai sur la tliéorie des eaux couraiites. Mémoires des savauts étraugers. ï. 23,

No. 1, 1877.
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2.^^",.r^-^ + ^^). enz. ...... (10)

met een coëfficiënt f, die van de intensiteit der wervelbeweging

afhangt.

Al moge het nu Boussinesq gelukt zijn, door de onderstellingen,

die hij omtrent e maakt, tot formules te geraken, die met de waar-

nemingen in overeenstemming zijn, liet bewijs is volstrekt niet geleverd

dat de formules (7) in den vorm (10) kunnen worden geschreven.

§ 8. Wil men de waarden (7) nader onderzoeken, dan is in de

eerste plaats het onderzoek der wervelbeweging {u', v', lo') zelf noo-

dig, en daartoe moeten de bewegingsvergolijkingen voor deze beweging

worden opgesteld. Men verkrijgt deze, wanneer men in (1) en (2')

«i, t', w^ p vervangt door ü + w', v + r', ïv + v)\ p + p', en er

vervolgens de vergelijkingen (5) en (6) van aftrekt. De uitkomst is

^m' dl}' dw'- +— -\-— ^0 (11)

+ /' A w', enz.

(12)

Het is onnoodig te zeggen dat men bij de integratie dezer ver-

gelijkingen groote moeilijkheden ontmoet. De theorie der wervol-

bewegingen in eeu stilstaande vloeistofmassa is tot op zekere hoogte

ontwikkeld, maar om de vraagstukken der hydraulica streng op te

lossen, zou men de wervelbeweging moeten onderzoeken in eeue

vloeistof, die reeds de van punt tot punt veramlerlijke snelheden »,

V, w bezit.

§ 9. Intusschen kan men, zooals reeds Reynolds heeft doen

zien, eenige gevolgtrekkingen afleiden uit eene formule, die men

als de vergelijking der energie voor de wervelbeweging kan be-

schouwen.

Duiden wij vooreerst voor een willekeurige grootheid f/i, die van

*•, y, z^ t afhangt, door

dep d(p ()fp - 'dfp - ^<f>

at dt d'i- dy dz
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de verandering por tijdseeiilifid aan, die zij ondergaat in een pnnt

dat met de lioofdbeweging modegaat, en schrijven wij dus de ver-

gelijkingen (12) in den vorm

^\^ +" ^ + '^

ö^ + " yj = - 5^ + ^'^"'

enz.; vermenigvuldigen wij vervolgens deze drie vergelijkingen met

m', v', w'j en tellen ze daarna bij elkander op. De uitkomst, die wij

daardoor verkrijgen, kan na eenige transformatiën, waarbij ook (11)

in aanmerking wordt genomen, worden gebracht in een der vormen

dr, , ,„ , ,2 ,
,0,1 ., èi'^'p') ^i^'p') cVV)

,

ft*/. c)««' .dit'
. du'\+ i . A («'^ + v-^ + ^o'~) + ,u [- («' - + ^- - + «' -) +

+ enz.
'] — ft N . . (13)

^r, , ,„ , ,n , ,2,1 ,, ö('«y) cK^V) ö(w>')
,

dtl^^ ' ~ ~ '\ ^ dx d!/ ds

+ // [— (v' -Q' — u' r]') + — («'' §' - uy') + — («' »/ — v' §')] -

— fi N', (13')

L è-r dy Cis \di/ tl^v

A" = r- ^ v^ + ^^ (16)
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constant blijft; daartoe moeten de twee integralen in liet tweede lid

van (17) gelijke waarden hebben.

§ 10. Daar alles afhangt van de relatieve "waarden der integralen

() JM'/rena iN d t (18)

beslnit men gemakkelijk tot het volgende:

(I. Het aangroeien of afnemen eener wervelbeweging hangt niet

af van de (/rootte en de richt hu/ der daarbij voorkomende snelheden.

Immers, wanneer men «', v', w' overal met eenzelfden positieven of

negatieven factor vermenigvuldigt, verandert de relatieve grootte van

de integralen (18) niet.

b. Uit (17) volgt dat alleen wervels van eene bepaalde soort

zullen kunnen aangroeien en in stand blijven; bepaalde combinaties

der teekens van "', w', to' zullen daartoe, in vele gevallen ten minste,

de overhand moeten hebben boven andere combinaties. Het is nl.

noodig dat i M dr positief is; indien dus van de differentiaal-

quotiënten van r<, r, Tv b. v. alleen — in aanmerking mocht kom.en,

is het blijkens (14) voor het voortbestaan der wervels noodig dat w', «'

overal of althans op de meeste plaatsen het tegengestelde teeken

heeft als ^.

c. In de onderstelling dat de wervels van dien aard zijn, dat

ij
I

Md T positief uitvalt, kan men nu verder besluiten dat deze term

den steeds negatieven term — I Ndr des te eerder zal overtreffen,

naarmate de differentiaalquotienten van m, r, w naar .p, ?/, z grooter

zijn. Derhalve zullen groote snelheden of liever groote snelheids-

vervalleu bij de hoofdbeweging de strekking hebben, eene beweging

zonder wervels labiel te maken, en wordt het bestaan van eene

kritische snelheid voor eene gegeven buis begrijpelijk.

d. Het verdient verder opmerking dat in M de snelheden u\ v\ iv'

zelf en in N de differentiaalquotienten daarvan naar a;, i/, z voor-

komen. Men kan bij eene bepaalde wervelbeweging eene zekere

lengte A kiezen, zoodanig dat men, in de vloeistof over een afstand

van de orde X voortgaande, de snelheden »', v\ iv' veranderingen

z'et ondergaan, die vergelijkbaar zijn met de grootste waarden der
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«nelheclen. Wij zullen eene dergelijke lijn A de afmeting der wervels

noemen. Zijn dan verder de snelheden «', v\ tv' van de orde x,

dan zijn de differentiaalquotienten van de orde -. Terwijl in 31

termen niet den factor x^ voorkomen, zal N termen bevatten, die

vergelijkbaar zijn met — . Derhalve zal in (17) de tweede term in

vergelijking met den eersten des te grooter zijn, naarmate l kleiner

is, d. w. z. wervels van kleine afmeting zullen gemakkelijker woi den

uitgedoofd dan wervels van groote afmeting; voor hunne aangroeiing

en hunne instandhouding zullen grootere snelheidsvervallen der

hoofdbeweging vereischt worden. Men mag wel verwachten dat in

enge buizen kleinere wervels zullen voorkomen, dan in wijde buizen
;

zoo wordt het dus begrijpelijk dat in enge buizeu de kritische snel-

heid grooter is dan in wijde, zooals dat in de door Reynolds op-

gestelde wet wordt uitgedrukt.

e. Dezelfde redeneering toe[iassende op een geval, waarin —-= O is,

kan men besluiten dat in het algemeen de afmeting X des te kleiner

zal zijn, naarmate de snelheidsvervallen grooter worden.

§ 11. De wet van Reynolds, die de afhankelijkheid der kritische

snelheid van de middelliju der buis en van (j en /u aangeeft, kan

gemakkelijk uit de vergelijking van gelijkvormige bewegingstoestanden

worden afgeleid. Daaientegen kan men, naar het mij voorkomt,

niet veel waarde hechten aan de theoretische bepaling van de absolute

grootte der kritische snelheid, die de genoemde natuurkundige be-

proefd heeft. Die bepaling berust op onderstellingen aangaande de

waarden van v', w', w', waarvan het m. i. twijfelachtig is of zij

genoegzaam aan de werkelijkheid beantwoorden.

§ 12. Terwijl veel van hetgeen tot nog toe gezegd werd ook in

andere gevallen van toepassing is, zullen wij van nu af alleen over

eene stationaire beweging in cilindrische buizen met ciikelvormige

doorsnede handelen. Wij zullen de x-ns langs de as der buis

plaatsen en onder de middelwaarde (§ 4) eener grootheid rp in een

punt P (.T, y, z) het gemiddelde verstaan van de waarden op eene

lijn door P evenwijdig aan de as der buis getrokken, en zich aan

weerszijden van P tot een afstand / uitstrekkende, die groot is in

vergelijking met X. Met „stationair" wordt verder bedoeld dat de

snelheid der hoofdbeweging in een bepaald punt onafhankelijk vau

den tijd is cu dat de wervelbeweging in haar geheel aanhoudend
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dezelfde intensiteit heeft, al mogeu wij niet aannemen dat ook

u' v' w' onaibankelijk van t zijn. Wij zullen onderstellen dat de

intensiteit der wervelbeweging in de verschillende deelen der buis

dezelfde is, dat dus b. v. ü/^, üFv', enz. onafhankelijk van x zijn

en dat de hoofdbeweging overal de richting der as heeft. Dan is

dus F= w = O, terwijl ü alleen van y em afhangt en om redenen

van symmetrie eene functie van den afstand tot de as moet zijn.

De druk
J)

zal lineair van ,» afhangen en voor zoover hij van «/ en 2:

afhangt, zal de verandering in elke doorsnede der buis dezelfde zijn,

zoüdat het druk verval — in de geheele buis eene constante

waarde heeft.

Men ziet gemakkelijk in dat deze onderstellingen in overeenstem-

ming zijn met de vergelijkingen (5) en (6); immers, alle termen

die in deze vergelijkingen overblijven zijn onafhankelijk van x en t.

Eindelijk nemen wij nog aan dat aan den wand geene glijding

bestaat. Daar is dus m = v = «p = 0. De voor de gemiddelden ge-

kozen definitie brengt mede dat dan ook aan den wand

ü =:v = w = O (19)

is, en daaruit volgt dan

h' — v' = w' = (20)

De vergelijking (13) of (13') zullen wij thans integreeren over

het deel van den cilinder dat tusschen twee loodrechte doorsneden

.S'i en -Sa begrepen is.. Wij kiezen den afstand L dezer doorsneden

zoo groot, dat men alle termen, die niet evenredig met dien afstand

toenemen, mag weglaten tegenover de termen, waarmede dat wel het

dE r^ /\.
,

geval is. Tot deze laatste termen hehooren —r^, g \ M d r en /i I IS/ d r.

Tot de eerste de integralen over de eindvlakken, die voortvloeien uit

de difterentiaalquotienten naar u- in (13) of (13'). De differentiaal-

quotiënten naar y en z geven aanleiding tot integralen over den

bniswand, die wegens (20) verdwijnen.

Zal nu de toestand in den boven aangegeven zin stationair zijn,

dan moet

41 =
d t

zijn, en wij verkrijgen dus de betrekking
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(j ( Mdr =f/ j N dr (21)

die ons straks van dienst zal zijn.

§ 13. In plaats van met de boweging-svergelijking' (6) te werken

kunnen wij rechtstreeks de hoeveelheid van beweging in de richting

der 3'-as beschouwen van de vloeistofmassa, die besloten is binnen

een met den buiswand coaxialen cilinder C met den straal r, afge-

sneden door de twee boveugenoemde doorsneden Sj en .Sj. Deze hoe-

veelheid van beweging, die klaarblijkelijk van de hoofdbeweging

afhangt, moet volgens de gemaakte onderstellingen constant blijven.

Derhalve moeten de oorzaken die haar trachten te wijzigen elkan-

der opheffen. Deze oorzaken nu zijn

:

1". Het drukverschil jh
—

IH tusschen de eindvlakken, en hierbij

hebben wij alleen met joj — joj te doen, daar y>'i — />'2 niet evenredig

niet L toeneemt. Is rj het constante drukverschil per lengteeenheid,

dan mogen wij stellen

P\ — P-2 = 9 ^'1

en verkrijgen hieruit eene kracht

71 q L r^

in de richting van den stroom.

2''. De wrijving op den cilinder C. Deze is per eenheid van

oppervlak

è u
/il——

d r

manr, daar wij alleen met do middelwaarden te doen hel)ben, mogen

wij dit vervangen door

d u

dr

wat in alle punten van C even groot is. De totale hieruit voort-

vloeiende kracht is dus

o du T

dr

3". De hoeveelheid van beweging die door de eindvlakken heen-

gaat. Deze is, wat de hoofdbeweging betreft, Ü, en kan, ook wat

de wervelbewegiug betreft, buiten beschouwing blijven, daar, al

moge deze eene hoeveelheid van bewegino- in de richtino- der .r-as



( 43)

door eene doorsnede voeren, het verschil dier twee hoeveelheden

voor S'i en 5^ niet evenredig met L toeneemt.

4^ De hoeveelheid van beweging, die door den cilinderraantel

C gaat. Yoor een element da daarvan, gelegen op de beschrijvende

lijn (?/ = ?•, 2 = 0), is deze hoeveelheid per tijdseenheid

— Q u V d o',

of

— (>(« + u)v da (22)

De gemiddelde waarde hiervan, waarmede wij alleen te doen heb-

ben, is

— u . it' v' d tj,

welke waarde wij donr

— Qd a

zullen voorstellen. Klaarblijkelijk is nu de overeenkomstige hoeveel-

heid van beweging voor elk element van C met behulp van den-

zelfden factor Q, voor te stellen, wat dus in het geheel

— 2 71 QrL
oplevert.

Ten slotte verkrijgen wij dus

Tinr'^ L= — 2n: u -— r L -\- 2 tt Q r L (23)
dr

Was er nu geeue wervel beweging, dan zou de laatste term ontbre-

ken ; dan zou dus het drukverschil tnsschen -Sj en Sj juist moeten

dienen om de wrijving op den cilindermantel te overwinnen. Dit

zelfde gaat nu ook nos- door — al is er wervelbeweging — als

men de bovenstaande beschouwing op den geheelen vloeistofcilinder

toepast, of juister gezegd, als men r tot S, den straal der buis, laat

naderen. Immers, aan den wand is m' rz: d' = O, en voor r ^^ R zal

dus Q= O worden, zoodat men in elk geval verkrijgt:

nqR^L = -2nfi (—\ RL (24)
\dr Jr=R

Nu leereu de waarnemingen over de strooming door buizen, met

eene grootere dan de kritische snelheid, dat het drukverval y, dat

vereischt wordt om een bepaald volume per tijdseenheid door eene

doorsnede te persen, dikwijls vele malen grooter is dan het druk-
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verval flat nuodig' zou zijn, als de wet van PoiSEUlLLE doorging'.

Daar nu ook in dit laatste geval de vergelijking (24) zou gelden,

blijkt het dat het snelheidsverval

du

aan den wand veel grooter moet zijn dan bij de beweging volgens

de wet van Poiseüille, bij welke, zooals men weet, de snelheid

evenredig met

R'- — r^

is.

Is nu in de beide gevallen de doorstrooraende hoeveelheid dezelfde,

dan kan het groote snelheidsverval aan den wand alleen liestaan ten

koste van het snelheidsverval nabij de as. Derhalve moet in pun-

ten die dicht bij de as liggen de waarde van kleiner zijn dan
d r

wanneer de wet vau Poiseuille gevolgd werd. Aangezien echter

in de vergelijking (23) g nog steeds grooter is dan deze wet ver-

eischt, ziet men dat voor kleine waarden van r het drukverschil,

dat door het eerste lid van (23) wordt voorgesteld, slechts voor een

klein deel door de werkelijke wrijving kan worden opgeheven; groo-

tendeels moet het door de nieuwe „wrijving" (§ 6) worden opgehe-

ven, die de wervels teweegbrengen.

§ 14. Het blijkt op deze wijze dat de groote weerstand bij aan-

merkelijke snelheden ten nauwste samenhangt met het sedert lang

bekende feit dat de snelheid van de as af eerst langzaam en daar-

entegen dicht bij den wand sneller afneemt.

Gemakkelijk is het trouwens in te zien dat de wervels, die de

vloeistoflagen door elkander roeren, de verschillen tusschen de snel-

heden op verschillende afstanden van de as meer of minder moeten

verefienen. De uiterste vloeistoflaag ontsnapt aan dezen invloed

omdat aan den wand ïi = O moet zijn ; er zal dus een laag nabij

den wand zijn, waarin de verandering, die de snelheid in het geheel

van den wand af tot de as toe ondergaat, voor het grootste gedeelte

gevonden wordt. Is de dikte dezer laag d, en U de gemiddelde

snelheid, dan wordt het snelheidsverval aan den wand

du~
d^{r = R)

U U
van de orde — en de weerstand van de orde jn -nr

.

o o
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De weerstand zal dus evenredig kunnen worden met eene macht

van ü^ hooger dan de eerste, wanneer bij het klimmen van U de

bedoelde wandlaag dunner wordt.

Daarvoor is, zooals uit het boven gezegde blijkt, wel eenige grond

aan te geven, wanneer men zich nl. voorstelt dat bij vergrooting

van U ook de wervelbeweging heviger wordt en dan het dooreen-

roeren der vloeistoflagen zich tot op kleineren afstand van den wand
uitstrekt. Tot bevestiging kan, naar 't schijnt, ook nog de vergelij-

king [21) dienen. Men mag, naar 't mij voorkomt, wel aannemen

dat 8 van dezelfde orde is als de afmetingen A der wervels en deze

nemen, in het algemeen gesproken, af bij vermeerdering der stroom-

snelheid.

Aan deze beschouwing, die, zooals men ziet, nog veel aan streng-

heid te wenschen overlaat, wil ik nog toevoegen dat de tweede

term in (21) een factor van de orde fj.— bevat. Het is dus te

verwachten dat X des te grooter zal worden, naarmate u toeneemt;

daardoor wordt het ecnigszins begrijpelijk dat de dikte 8 der grens-

laag eveneens te gelijk met // klimt. Dit moet inderdaad het geval

zijn, en wanneer de weerstand evenredig met ü^ wordt zelfs in

die mate dat -^ onafhankelijk van ,w wordt. Men kan nl. door

de vergelijking van gelijkvormige bewegingen aantoonen dat de

weerstand in eene buis, wanneer hij evenredig met U^ is, onafhan-

kelijk van jii moet zijn, en evenredig met (>, evenals men kan be-

wijzen dat bij eene evenredigheid tusschen den weerstand en C/zelf,

de weerstand den factor ^ moet bevatten, maar onafhankelijk van

(j moet zijn. Een en ander ligt ook in de formules van Reynolds

opgesloten.

Het verdient nog opgemerkt te worden dat men, wanneer, bij

groote waarden van £/, in eene zeer dunne laag nabij den wand, een

groot snelheidsverval bestaat, zich zal kunnen uitdrukken als of die

laag er niet was (zij zal trouwens allicht aan de waarneming ont-

snappen) en zal kunnen zeggen dat de vloeistof met eene met U

vergelijkbare snelheid langs den wand glijdt.

§ 15. Het zij mij ten slotte vergund, voor het geval eener

stationaire vloeistofstrooming in eene buis de vergelijking (21), in

het bijzonder het eerste lid daarvan, nader te beschouwen. De

formule (14) gaat over in

,, r > /
öw

1 ) .t)i<'M — " "



( 46 )

Wilt wij bij de beiekeriug der integraal lainiien vervaugeu dour do

gemiddelde waarde

Vu =: Ml! -\- U lU

Deze uitdrukking zal uu alleen van r afhangen. In een punt,

waar y = r, z z= O is, heeft men

()« du Om r>

d,'/ dr \is

en, zuoals wij in § 13 stelden,

(j ?{' v' =^ Q.

Derhalve is

Nu vulgt uit (23) en (24)

Q=^gr + /i^, (25)

1 /du \ 1 dn
)

Derhalve is

( R \dr J ,-=R 1' '/»

, r du ( 1 fdu \ 1 du J

() lU =: fl r — — — — ,

dr
f
R \dr J ,~Ii r dr

)

i,(MdT = 2u,uL C^\-(±\ _ ll^ (,.=</, . . (26)V ' J dr \R \dr J,=ji r dr )

o

Maakt men van de waarde (25) gebruik, dan vindt men

Il _ li _

{) I M d 7 z= — 71 (j L I >'2 — dr — 2 JT fi L I f— j
'' ''''•

'o o

Daar nu de eerste term duur partieele integratie overgaat in
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R

2 71 q L I M »• dr,

'o

ziet meu gemakkelijk dat (j ) Mdr, en dus (26), den arbeid per

tijdseenheid voorstelt van het drukverschil q L^ verminderd met het

deel van dezen arbeid dat dient om de met — evenredige wriivino-
dr

° -^ "

te overwinnen.

In (26) heeft men dus het deel van den ai'beid dat dient om de;

wrijving bij de wervelbeweging- te overwinnen, hetgeen dan ook

met de vergelijking (21) in overeenstemming is. Volgens eene

bekende stelling is nl. — u I Ndr de negatieve arbeid der laatst-

genoemde wrijving.

Zijn er geene wervels, dan moet natuurlijk (26) verdwijnen, en

dit is inderdaad het geval daar dan ;« evenredig met R" — r^ is.

Zoodra echter wervels zijn ontstaan moet (26) noodzakelijk eene

positieve waarde hebben. Maken wij nu de onderstelling dat elk

element der integraal hetzelfde teeken heeft (terwijl elk element

verdwijnt, wanneer it evenredig met R^ — »•'-
is), dan kan men als

volgt redeneeren.

Uit

^ du . 1
fdu \

r dr R \dr J ,=R

volgt na vermenigvuldiging met / dr en integratie van r tot R,

waarbij in aanmerking genomen moet worden dat aan den wand

11^=0 is,

^ 2R^ ' \dr Jr=Jr=R

en dus als

'=2n Cl

R

ur dr

O

het per tijdseenheid doorgestroomde volume is,

^
4 \dr J,.=R
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dr)r=R R^
'

Diuu' uu, als u eveurcdig niet /?^ — ?•- is,

du\ _ 4^J^

wordt, blijkt het dat inderdaad bij eene gegeven waarde van Kdoor

de wervels het drukverval aan den wand en dus de weerstand ver-

groot wordt.

§ 16. Men kan dit nog zonder eenige onderstelling op de volgende

wijze inzien.

Wanneer er wervels bestaan is er, om per tijdseenheid een be-

paald volume V door de buis te drijven, een arbeid noodig zoowel

wegens de wrijving bij de wervels als wegens die, welke bij de

hoofdbeweging zelf bestaat. De stelling zal dus bewezen zijn,

wanneer men kan aantoonen dat reeds de arbeid, die wegens de

hiatstgecoemde wrijving vereischt wordt, grooter .is dan die, welke

noodig zou zijn bij afwezigheid van de wervels. Dit is inderdaad

het geval.

Zij ui de snelheid der beweging die in dit laatste geval hetzelfde

volume door eene doorsnede voert, als de beweging met de snel-

heid u.

De arbeid die voor de overwinning der wrijving bij de bewegingen

2fj en u vereischt wordt, is evenredig met de integralen

:/(^)U ., r=fc§y,:.

Wij
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Nu is »(j evenredig met R- — r'-^ ; dus, als men onder C eene con-

stante verstaat,

(Ir

Derhalve

R
Cdu, dH j . rda, .,

r^R r
I —j— ~j— r dr = t I —;— r'^ d r =: C Uo r-' — 2, L \ u
J *' '^'' J dr -

,._^o J

Dit verdwijnt omdat aan den wand u ^ O, ni = ö, en dus uo ^=- O is,

terwijl uit do gelijkheid der in de twee beschouwde gevallen door-

stroomende hoeveelheden volgt

I
«2 / (/ V z=.

De formule (27) gaat dus over in

R

--+.[(5

en daar de laatste term hier positief is, heeft meu

/' > /, q. e. d.

De hier bewezen stelling kan ook ouraiddellijk uit een bekend

theorema ^) worden afgeleid, wanneer men dit toepast op de ruimte

tusschen twee doorsneden der buis en, wat deze doorsneden betreft,

eenigszins andere voorwaarden invoert dan gewoonlijk.

Scheikunde. De Heer Bakhuis Roozeboom doet namens Dr. E.

CoHEN eene mededeeling over : ^Eene proeve van verklaring

der afwijkingen van het tiormale verloop van scheikundige

reakties in oplos.singen.'"

Uit kinetische beschouwingen kan afgeleid worden dat het aantal

molekulen eener stof, hetwelk zich onder overigens gelijke omstan-

digheden omzet, evenredig is aan de aanwezige hoeveelheid. Op
grond hiervan is het mogelijk de snelheid eener reactie aan te

duiden met behulp ener zoogenaamde snelheidskonstante k^ die on-

af liankelijk zou moeten zijn van den graad der omzetting. Bij tal

van processen bleek evenwel deze constante in vrij sterke mate van

de concentratie afhankelijk.

'1 Korteweg. Versl. en Meded. 2e Reeks. XVIII, p. 348.

i

Verslagen der Afdeeliug Natiuirk. Dl. VI. A». 1S97/9S.


