
Natuurkunde. — De Heer H. A. Lorentz biedt eene mededeeling aan

mede namens den Heer J. Droste: ,,De beioeging van een stelsel

lichamen onder den invloed van hunne onderlinge aantrekking ,

. behandeld volgens de theorie van Einstein." II.

§ 13. Wij gaan nu y 44 berekenen in een punt binnen het lichaam,

welks bewegingsvergelijkingen wij willen leeren kennen. Dit lichaam

noemen wij A, de overige lichamen A Ai A 7 , enz. De snel heidscom-

ponenten van ^4 zijn §, 13, 5, van A( algemeen §,-, ijt, j?,-. De tijd x
A

heete voortaan t.

Daar

is, wordt

Jxsrdr rxsdx
== 2

I
= — 2/

4jt J 4jit

d
2 C'nsrdö

2

y d
2 C'asrdx

d*
5

en wij vinden zoodoende uit (39)

Ö
3 rxsrdr

. f^fa/P—#>\-j-y'4*j')]«fró 2 rxsrdt r.

4rr

-2* + xca

-J— (40)
J 4jrr J 4jrr

Hierbij moeten de integralen worden uitgestrekt over elk der

lichamen, die daarbij als bolvormig mogen worden opgevat; x,y,z

beteekenen rechthoekige coördinaten, die nul zijn in het middelpunt

van het lichaam waarover moet worden geïntegreerd.

De waarde van y 44 , die wij uit (40) zullen berekenen, zal moeten

f ÖL ^
dienen voor de berekening van -— in (14). In § 18 zullen wij

zien dat y44
tot deze grootheid de bijdrage

c dxc

levert, waaruit wij kunnen besluiten dat, wegens de integratie, die

in (14) over A moet geschieden, in (40) de termen die even

functies van x, y en z zijn, mogen worden weggelaten.

Berekenen wij nu in (40) eerst de integralen die over het be-

schouwde lichaam A zelf worden uitgestrekt. Uit hetgeen juist werd

opgemerkt volgt dat de bijdragen van den derden en den vierden
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term mogen worden weggelaten. Wat den tweeden term betreft

vindt men gemakkelijk

d75

— (±R* + iit"r'-ëVr<).

De grootheid R die hierin optreedt is veranderlijk (zie § 7),

maar van hare verandering mogen wij afzien, daar wij zoodoende

slechts grootheden van de derde orde verwaarloozen. Wat r betreft,

deze grootheid is eene functie van den tijd, omdat zij den afstand

voorstelt van het middelpunt van het zich met de snelheid (§, % ?)

bewegende lichaam tot een onbewegelijk punt, dat op het beschouwde

oogenblik ten opzichte van dat middelpunt de coördinaten x,y,z

heeft. Daaruit volgt

dr xg+yn+ z*

dt
~~

T

d
2
r v' (x^+yii+ziy

de
""

r r* r

De tweede term van (40) blijkt dus hoofdzakelijk termen op te

leveren, die even functies van x, y en z zijn en dus mogen worden

weggelaten. Er blijft alleen over

In den vijfden term van (40) stellen wij

X
' = -X'„ + 2 (e =1,2, 3) »<(jQ (41)

waarin de index o er aan moet herinneren, dat de waarde in het

middelpunt bedoeld is; xc zijn de coördinaten t.o.z. van dat middel-

punt. Wij mogen nu weer x' weglaten en vinden dan dat tot den

vijfden term van (40) het lichaam A de bijdrage

xc*s(jrR* -^r*)2(e= 1,2,3) *c(jf\ • • • (^)

oplevert.

Voor den eersten term in (40) schrijven wij

i o' (X/ + 2 Xe X.' + x") ...... (43)

en mogen hierin h c
2

x/ weglaten. In den tweeden term van (43)

gebruiken wij de substitutie (41), waarbij wij den term r /e x' mogen

weglaten, en vinden zoo, wegens (30),

- \ xc 2
s (R* — \r*) 2 (c = 1 , 2, 3) x c (^-) .

In het tweede lid van (40) leveren dus de eerste term en de

integralen over A de, bijdrage
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» i (£22' —^ r
a

) («£ + yq + 4) + è «V

§ 14. Ten einde nu verder de integralen in (40) over de lichamen

A lt A„ enz. in beknopten vorm voor te stellen, stellen wij voor

het lichaam Ai

tx#Bof= ai % (44)

waarin Rm de constante grootheid voorstelt, die bepaald is door de

voorwaarde

±3tMoi*-=f Qdr ...... . (45)

(0

Van deze grootheid Roi wijkt 22,- slechts in termen van de eerste

orde af en wij mogen in alle termen van de tweede orde Ri door

Roi en op overeenkomstige wijze voor het lichaam A ook R door

R vervangen. Noemen wij nog r\ den afstand der middelpunten

van Ai en A> dan wordt

ö 3 rxsrdt d 2 _ dV/

waarbij elk lichaam A
x , A 3 , enz. eene bijdrage tot de som levert.

Voor de overige integralen van (40) vinden wij, daar wegens (28)

en '44) tot in termen van de eerste orde

X' = -^— (46)
n

is,

«e
2

~ ^<*i - . „ e,«i- |c 2 ^ -^ - 2 2 -^- 3 + r ^ - X/
'.

Alle termen samengenomen, vinden wij

TT, = tö *o
2 -wO (•l + y^'Ö+i x'

2 +

-f x, (- i £ 2 + A r*) 2 (c = 1 , 2, 3) * cg )
-

^TlT--* 2¥-:-«TT + 5'-*'.
' 5 (

4?
)

d*a 2
JRoin' *ï c

2
?v

waarin de streep boven y44 er aan herinneren moet, dat termen

die later wegvallen, reeds nu zijn weggelaten.

§ 15. Wij moeten nu £ c
4 berekenen. Uit (20), (1), (2) en (3) volgt

X (;

4 = (p + V—g.s)2 (a) gca va : 2 (ab) gab va v b

en hieruit, wegens (37), (27) en (32),
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? 4 _ VC VC « ^ Vc V Vc Vr
~\

--+ 3 x -
e -2 2ip-e— _j5-^«t(2P-f^-e , (48)cc cc cl

nauwkeurig tot in termen van de orde Ij.

§ 16. Berekenen wij thans de stralen der bollen. Indien wij (45)

voor hej: lichaam A opschrijven en het tweede lid berekenen met

behulp van (35), daarbij ia het oog houdend, dat de integratie moet ge-'

schreden over eene ellipsoïde met de halve assen ƒ?, R en R \/ 1 — —

,

dan vinden wij, daar wegens (30)

X = x' - è * * (
R * - i *'*)

is,

iP = *.'(i- !«.**/ +*x).
Hierin is i?

2 inplaats van # 2
gezet, hetgeen blijkbaar geoorloofd is.

§ 17. Wij moeten nu de gevonden uitkomsten in (14) substitueeren

en beginnen daartoe met de berekening van
j £c

4
dr. Om opeen-

hooping van indices te vermijden, kiezen wij den index c = 1, waar-

door wegens (48)

£/==
2 C

- +^ + 2 2 t|; - + tVxs 1 (2J'-r«)"|
c c

wordt. Wij vervangen nu in den tweeden term x door %e -f- x' of,

volgens (30) en (46), door

-Jn(R5 - }r5
)
- ^—

;

in den vierden term nemen wij voor \p ë achtereenvolgens

Ae g, , , enz.

Wij vinden zoo voor de gemiddelde waarde van — £^ over den

bol R

\^c ~c" c T{ c c r,-/

waarin nog 2? door /2 is vervangen. Om de integraal van — i
x

4

over de ellipsoïde te verkrijgen, moet deze uitdrukking met

i/i*R> y ] - ^ = *'"«.'(» --***«.' + f x')M -g

worden vermenigvuldigd. In verband met (46) wordt de uitkomst,

nauwkeurig tot in termen van de orde 1^,

J \c c n 2R c 2c 8
cTi J

(49)
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waarin wij ook voor .4, overeenkomstig (44), een grootheid

hebben ingevoerd.

$ 18. Wij gaan nu f -r— j berekenen. Uit (4) volgt, in verband

met (15),

/ÖI/N %V~g f P \ P / p \è\/~g

\dxjir daic \\/~g) V~^g \y/~g ) Ö^c

P VaPV = p <SV~g / P \fdP\
\]/—9J\^cJiv V -

g
dxc \[/_gJ\dx cJw

In den eersten term moeten beide factoren berekend worden tot in

termen van de eerste orde. Wegens (37) en omdat

|/^= c(l- X) ,(51)

is, wordt de eerste term van (50)

In den tweeden term van (50) kunnen wij wegens (15)

\V—q) V f

substitueeren en vinden dan

nauwkeurig tot in termen van de eerste orde.

Verder is

\dxJio 2PV d®c )w
en hierin mogen wij

1 = 1 + X

2P 2c n
nemen, zoodat wegens (3), (2) en (1)

\dacJ w 2 ii

X 8 ^, ?dgab
co* 2, (ab)-— vavh

dos.

wordt. Voor a =\= 4, b =|= 4 komt in het tweede lid, wegens (35) en (27)

— — ir
;

2c oxc

voor a = 4, b =|= 4 en a =|= 4, 6 = 4

— 2 (a = 1, 2, 3) va
-— .

C Otic
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Voor a = b = 4 vinden wij. wegens (35

Substirneeren wij dit alles in (50). dan vinden wij

In de eerste vier termen vervaneen wij nu / door %e -f y. Tol

den ^sten^ 3den en 4«ien
ferm ievert dan- ^e eene bijdrage die oneven

is en dus mag worden weggelaten met het oog op de

integratie over .4. De tweede remi wordt

''/.-.
7. , He , V— X: — — X 7. ; X ^— •

-X.'

Hierin geett de eerste term ; in den tweeden kan men —— door

de waarde I ^— I in het middelpunt vervangen
;

voor den derden
\oxc /o

kan men schrijven

en dan mag men hierin den eersten term weglaten ; en voor den

:.en term kan men schrijven

~
' GO.-

Door dit alles gaat (52) over in

\jdjcejv: L c dxc dxc dx? c dxc

-X _ **a daa4 k* dy
+ i«(fi1

'-f')^i2(«= l,2,3)^f
4 +i T f* . . .

uxt c öxc

n
waarin de index > weggelaten, hoewel / en -— op het middel-

punt van A betrekking hebben.

W ij vervangen nu y e . ?, —— en B.1—r" door hunne middelwaarden
dx

over den bol. die achtereenvolgens — f * s AS, iV* < R' en f R r zijn,

wegens (30). Door (47; naa :e ditferentieeren en daarna van den

eersten en den derden term de middelwaarde over den bol te nemen,

vinden



655

* S

0;V fd/

c
a

d.
X ; " + TT***

O./v 0*c o
3

O f

4 £_ a% vi

chr,

Door substitutie in 53 verkrijgen wij

ÖL

dx

/ÖL
I Jl_ I £_ _ ^ + -£(«= 1,2,3)

- dy' öy d _ «

Vè ^ ai d „ o; dV,-

d:?v /; Oj:,- r tfr

i-a Ö£o4

C
2
d*c

(54)

Wegen- 32 wordt de vierde term

_ 2 — -?? -I- 2 ,2
Sfe+^^i+SS J_ ƒ«*

e' Ö.r, c
a

d.r, \rj

en hierin mogen wij het eerste deel weglaten,

In alle termen van (54 . behalve in den eersten, mogen wij nu

•/" vervangen door — 2—. Wat dien eersten term betreft, bedenken
/-

wij dat / uit 28 berekend moet worden door een integratie over

de lichamen Ai. Deze hebben een volume

zoodat wij vinden

X - ^ Oj

>ï f'f
1^— %2 y,

-

Om nu de integraal van -

krijgen, moeten wij 54 vermenigvuldigen met

B L
_ — over het lichaam .4 te ver-

./',/./•

l-^=**Wl-^
Ten slotte wordt

2— 5 ^'~ 7
' jgjjfjjj ^

3
2ca

9
i -1.

r; c dj

3 A v!lA

ffi

3_ -1- 2" — « d

d ai d 3

/v

d?r \ /'j

)

ds ri
* dd\

Verslagen der Afdeeling Natuurk. Dl. XXVI. A°. 1917 18.

(55)

43
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Wij hebben hier den index o bij R en Ri weggelaten en zullen

dit voortaan steeds doen.

$ 19. Wij moeten nu (49) en (55) in (14) substitueeren en ver-

krijgen zoo de bewegingsvergelijkingen voor het lichaam A. Wij

zullen laten zien dat deze bewegingsvergelijkingen voor elk der

lichamen den vorm hebben van bewegingsvergelijkingen van

Lagrange, n.1, den vorm

d fdL£\ dL

als oc l}
x

2 , x
z
de coördinaten van het middelpunt van het lichaam

voorstellen.

Stellen wij

42 =z i (av* + 2 at vr) -f -L (a v* + 2 a^f) -

/Vu 2
ai

2
Vi*\- i^— -f 2 -1-L

j
_ 3. {avy + 2 a{ vftf) -

aai- 2 2—l

- (gg,- -fw + SSi) -22-^ {&Sj + niVj + &&), (56)

waarin ry den afstand tusschen ^4; en Aj voorstelt en elk paar

lichamen Ai, Aj een term tot de laatste som bijdraagt, dan is 42 een

uitdrukking waarin de coördinaten en de snelheden van elk der

lichamen op dezelfde wijze voorkomen. Daar nu

Ö42 / v^ a$ a( \^ = a^ + ~--- nx -2ï--£i)

is, leert eene vergelijking met (49) dat

xc i 042

is. Verder wordt voor het lichaam A

Ö42
2
/, v* d a( d Vi

2
ai d ^ ggt

- + rp?; + gg; «,-

0#e y
4

c
2 d#c r;

4
d#c c

2
»», d#c c

3 rt
* /

'

hetgeen juist het — -vond is van de bijdrage van den tweeden,
4jt

derden en vierden term in (55). Door dit alles gaat (14), na ver-

menigvuldiging met —— , over in
4jt
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d/d&\ dJ2 , d ai

<ft\dx
c J oa'c de?;, ?

TÖ

TÖ <T «
« d

Rd;

d

c* « ^
diïc Ri r;

+ t« « t— -^ Xi — + f«v— -2 «,- y—
0.ïc /•/ CM!,. 0< J

fl
(57)

Stellen wij nu

/ _ a{ a;ai\

V n nj J

\_R ri Ri ri ij \RiVij Rj'ijJ

-*'K' s)'+ ? «(;.+ *«*-•*) (58)

waarin de aanwijzing j=/= i beteekent, dat j alle waarden behalve

i moet doorloopen, dan is £ eene uitdrukking waarin de coördi-

naten van alle lichamen op dezelfde wijze voorkomen. Men heeft

voor het lichaam A

dS d • ai

ÓXC ÖX C Ti

3 „2 „ V W
d

/2«n

Dit is juist gelijk aan den tweeden, derden, vierden, vijfden en

zesden term in het tweede lid van (57). Want in den zesden term

aldaar moet */' niet mee gedifferentieerd worden, zoodat die term luidt

dfa ,
aj\ 6 fai \"«s(-+ s(i=H- W- - •

i \n TijJ ÖXC \Vi j

voor (57) schrijven

l fd£2\ d<2 èS a* . d ÖV;

lt\dxc J d#c da?c
6 R ^ 4

d*c d*a

Wij mogen dus voor (57) schrijven

d fbii

dt
(59)

§ 20. Wij moeten nu nog de laatste twee termen in (59) den

gewenschten vorm geven. Stellen wij

dan wordt voor het lichaam A
,3

i
a' . d /dJ \

_
d /dA\dfdJ\_ d /dA\ dA

dt\dv cJ dt\dx cJ d# c

'

(60)

(61)

daar A niet van xc afhangt.

43*



658

In den laatsten term van (59) moet eerst, als men 1\ naar t

differentieert, het punt xx,x%9 x%
worden vastgehouden, zoodat de ver-

andering van n alleen door de beweging van Ai wordt teweeg-

gebracht. Dit in het oog houdende vindt men

dri dri •—= 2 (a) -r— xia ,

Öt ÖiVia

d*n dn .. d 2
n- •—— — 2 (a) - vb + 2 (ab) x;a xih ,

Or Öa'ia * OXiaOXüj

d f&ri\_ y,
'*V,- - _, dVt

-

. .

dx c \ dt*

)

dxcdxia dx cdiVia dan,

in welke formules, evenals in de eerstvolgende, aan eiken index

naar welken gesommeerd wordt, de waarden 1, 2 en 3 moeten

worden gegeven.

Stellen wij nu

dan is

Bi0= 2 (ab) -—— x b xia ,

öxaöxb

dBio dVf
-

.

dxc
öxcöxa

d fdBi0 \ . . d*n .. d*r
t

-

== 2
v
a
) T~^— xia + 2 (ab) -—-—v— (xb— xib ) x {

dt V dxc ) dxcdxa dx cdxndxb

—— = S (ab) . . . Xb ®ia
0xc Öx cÖxaOxb

ö ö
Bedenkt men dat -— =— 5

— is, dan volgt uit deze vergelijkingen
OXa OXia

-f—"i= -f—^ — (62)

Daar, als wij voor de coördinaten #, y, e schrijven,

dV; 1 (x—xiY d*ri (x—xï)(y-yi)
t—= :— , enz. ; =-3- = , enz.
öx 2

ri rf öxoy rf

is, wordt

„ SSi+nm+SSi
,

+- &- H i2« H & 5 H ^ H ^

r,- V r, r; n J \ r{ ri r; J

Nu is

x—xi y—yi z—zi
vi0= èt H—-— m H ft

77 r-i ri
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de snelheidscomponent van Ai in de richting naar A en

i>o/= c H i] -\ £
r, n n

de snelheidscornponent van A in de richting naar A
{

. Wij kunnen

dus schrijven

j6j0= . . . . . (63)
n

§ 21. Uit (60), (61) en (62) blijkt dat wij, daar in S de snel-

heden niet voorkomen, voor (59) mogen schrijven

d fbM\ dM
»* \dxcJ oxc

indien wij stellen

M = & + A + $a2aiB i+i2aiajBij-\-S, . . (65)

waarin

R ££j+ ViVj+ S£j+ «i ;«;• •

voorstelt.

Tot nog toe hebben wij het lichaam A een bijzondere rol toegekend.

Thans zullen wij de lichamen A lf A„ .... A n noemen, de coördi-

naten hunner middelpunten wlf y lt z
x , enz. en de snelheidscompo-

nenten xlt yn z19 enz. Vergelijking (65) gaat dan over in

M= & + A + i 2 ai <xj Bij -f-5;
.' '..... (66)

waarin, zooals steeds, elk paar lichamen Ai, Aj slechts één term

tot de som bijdraagt. Ten gevolge van de nieuwe notatie kan men

de uitdrukkingen &2, A en S eenvoudiger schrijven. Voeren wij den

factor 4j?/xc, die bij den overgang van (55) op (57) is weggelaten,

weer in door

L=—M (67)
xc

te stellen en stellen wij bovendien

x — —— k , ai= — mi ,

G° C*

dan gaat (64) over in

d / dZA _ dL d SdL\ _ ÓL d / dL \
___

ÖZ

dt\dxi) d.vi' dt\dyij öy; ' dt\dzij dzi

(.= 1, 2, . . ., n)

en vinden wij uit (56), (58), (60), (66) en f67), indien wij de termen

die op één, op twee en op drie lichamen betrekking hebben, samen

nemen,
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3 k mi
2
vi

+ =(*»

k — mj?n;— Z(ifl ^\3(vr - *ƒ)— r
é (v; . wj) -f mj vji) +

mi nij A* /mi mj* iitj mf2 \ 1 iP i»,-m,*-4- mj )n
t

*' —

_

/ 1 1 l \
— 2 (*

t
> /) wij mj mi 1 .

c \riJ rjl '\jirii rurijj

In deze uitdrukking stelt [v; . Vj) het scalaire product der snelheden

r. en r; voor. De strepen hoven de indices moeten er aan herinneren,

dat telkens elk paar of elk drietal lichamen slechts één term tot

de som oplevert.

Er behoeft nauwelijks op gewezen te worden dat de termen van

de eerste orde beantwoorden aan den vorm dien de functie van

Lagrange heeft volgens de theorie van Newton, in welke zij gelijk

is aan het verschil tusschen de kinetische en de potentieele energie.


